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Para leer este libro no se requie-
ren conocimientos especiales, sino
sélo aquellos que cstin contenidos
en el programa escolar del noveno
grado. No obstante, este libro esta
escrito para estudiarlo sistemati-
camente y no para leerlo somera-
mente; por esto, su lectura puede
resultar algo dificil. Para faeili-
tarle su trayectoria por el libro
introduciremos en los margenes
“las sefiales del transito”. Cuando
lea, ponga atencidn en ellas.

La sefial “Estacionamiento per-
mitido” destaca aquellas partes
gque contienen conocimientos ba-
sicos, para la comprension de los
materiales ulteriores, tales como:
definiciones, formulas, elc. Frente
a este signo debe delenerse, leer
csta parte varias veces ¢ impres-
cindiblemente memorizarla.

La sefial “Pendiente empinada” se
encuentra en aquellos lugares que
contienen el material mas dificil. Si
esta parte esta escrita con caracteres
pequefios, se puede leerla después.

Cuando vea la sefial “Curva peli-
grosa”, ponga especial atencion. Fre-
cuentemente esta sefial se encuentra
en aquellas partes que a primera
vista parecen ser ficiles y simples.
Sin embargo, si no se analizan con
la debida atencién, mas adelante
pueden producirse serios errores.

La solucién de problemas tiene
un valor significativo. !Resuél-
valos, ohligatoriamente! Le desea-
inosg éxito eun los estudioes.

Los autores
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Cuando Ud. lea en el periddico
un comunicado referente al lanza-
miento de un noevo sputnik, ponga
atencion a las siguientes palabras:
“El sputnik se puso en una drbita
muy préxima a la calculada.” (Ha
pensado Ud. cémo es posible hacer
este calculo, o sea, determinar
numéricamente la orbita del sput-
nik que es una linea? Pues, para
esto es necesario ser capaz de tra-
ducir los conceptos geométricos al
lenguaje numérico y sobre todo
saber determinar numéricamente la
situacién de un punto en el espacio
(en el plano, en la superficie de
la Tierra, etc.}).

El método de coordenadas es
un procedimiento para determi-
nar la posicion de un punto o de
un cuerpo mediante nimeros w
otros simbolos.

Los nimeros, mediante log cua-
les se determina la posicion de
un punto se llaman coordenadas
del mismo.

Las coordenadas geograficas, que
Uds. eonocen muy bien, determinan
la situacién de un punto. en una
superficie (en la superficie de la
Tierra); cada punto de la superfi-
cie terrestre tiene dos coordenadas:
la longitud y la latitud.

Para determinar la situacion de
un punto en el espacio se necesitan
lres nameros en vez de dos. Por
cjemplo, para determinar la posi-
cién de un sputnik se puede indi-
car, ademds de la longitud y la

19
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latitud del puuve sobre el cual so
encuentra, la altura de éste sobre
la superficie terrestre.

Si se conoce la trayectoria del
sputnik, es decir, la linea por la
cual se mueve, para determinar
su posicién en esta linea essuficien-
te dar un namero; por ejemplo,
se puede indicar la distancia re-
corrida por el sputnik desde algin
punto de la irayectoria.

El método de coordenadas se
aplica exactamente igual para de-
terminar la posicion de un punto
en la via férrea: se indica el ni-
mero del poste de kilometraje.
Este niimero es la coordenada del
punto en la via férrea. Por ejemplo,
en la designacién “Plataforma-ki-
lémetro 42”, el nimero 42 es la
coordenada de la estaci6n.

En el juego del ajedrez se em-
plean unas coordenadas peculia-
res, la posicion de las piezas en el
tablero se determina mediante le-
iras y wumeros. Las filas verticales
de los escaques se designan por
letras del alfabeto latino vy las
horizontales, por cifras. A cada
escaque del tablero le corresponde
una letra que indica la fila verti-
cal en la cual se encuentra el
escaque y una cifra que indica la
fila horizontal. En nuestro dibujo
el peén blanco se encuentra en el

1 A veces se dice que la linea tiene
voa dimensién, la superficie dos v el
espacio tres dimensiones. Con otras pa-
labras, el nimero de dimensiones de
una linea, de una superficie o del espacio
¢3 el nimero de coordenadas que deter-
minan, en cada caso, la posicién de un
punto.

10



escaque a2, y el negro, en el c4.
De este modo, se puede considerar
que a2 son las coordenadas del pedn
blanco y c4, las del negro.

La aplicacién de coordenadas
permite jugar al ajedrez por co-
rrespondencia. Para comunicar la
jugada no es necesario dibujar
el tablero y la disposicién de las
figuras, sino es suficiente decir,
por ejemplo: “el gran maestro jugod
e2 — e4” y ya todos sabrin ¢émo
empez6 la partida.

Las coordenadas que se emplean
en las matemdticas permiten de-
terminar numéricamente la posi-
¢ibn de un punto cualquiera del
espacio, del plano o de la linea.
Esto da la posibilidad de “cifrar”
diversos tipos de figuras, o sea,
representarlas numéricamente. En
el ejercicio 1 del péarrafo 4 Ud.
encontrara un ejemplo de cifrado
semejante.

El método de coordenadas liene
una importancia especial, por cuan-
to permite el empleo de las ma-
quinas calculadoras modernas no
sblo en los computos de diferantes
tipos, sino también para la resolu-
cién de problemas geométricos y
para la investigacién de relaciones
y de elementos geométricos de
cualquier naturaleza.



u ;
Capftlllo | § 1. Las coordenadas del punto en

la recta

Comenzaremos el estudio de las
coordenadas que se emplean en las
matemdticas, analizando el caso
mas, simple: la determinacién de
la posicion de un punto en una
recta.

1. El efe numérico

Para determinar la posicién de
un punto en una recta se procede
del modo siguiente: se elige en la
recta un punto u origen de referen-
cia (un punto cualquiera Q), una
unidad de medida (el segmento ¢)
y una direccion, la cual se considera
positiva (en la fig, 1 estd indicada
con una flecha).

El eje numérico es la recta en la
que estdn indicados el origen de
referencia, la unidad de medida y
la direccién positiva. Para deter-
minar la posi¢ién de un punto en
el eje numérico es suficiente de-
signar un niimero, por ejemplo
+95. Esto significa que el punto
se encuentra a una distancia de
5 unidades de medida del origen
de referencia en la direccién po-
sitiva,

La coordenada de un punto en
el eje numérico, es el nimero que
determina la posicién del punto
en este eje.

La coordenada del punto en e!
eje numérico es igual a la distancia

12
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enire el punto y el origen de refe-
rencia, la cual se expresa en la
unidad de medida elegida y se
considera con signo més, si el
punto se encuentra en la direccién
positiva del origen, y con signo
menos en el caso contrario. Fre-
cuentemente, el origen de refe-
rencia se llama origen de coorde-
nadas. La coordenada del origen
(el punto Q) es igual a cero.

Se emplean notaciones del si-
guiente tipo: M(—17), N{a), etc.
La primera de ellas designa el
punto M con coordenada menos
siete y la segunda, el punto N
con coordenada a. Generalmente,
en forma abreviada se dice: “el

LA )

punto menos siete”, “el punto a”, etc.

De esta forma hemos establecido
una correspondencia entre los nimeros
y los puntos de la linea recta. De donde
resulla, que a cada punto de la recta
corresponde un nomero determinndu:
su coordenada, y a cada namero (en esta
misma corvespondencia), un punto de-
terminado de la recta, a dos puntos
diferentes corresponden dos nimeros dis-
tintos. En matemé#tica, este tipo de
correspondencia se llama correspondencia
biunivoca. A primera vista, parece que
es muy simple establecer una correspon-
dencia biunivoca entre los puntos de
la recla y los nimeros. Sin embargn,
cuando los matemaéticos pensaron en
esto, resultd que para explicar el sentido
exacto de las palabras que forman esta
frase, era necesario crear una gran teoria
complicada. Asi pues, inmed;atamente
surgen dos simples preguntas dificiles
de contestar: ;Qué es niimero? y (Qué se
debe entender por punto?

Estos problemus se reoficren a los
lHamados fundamentos de }a geometria
y a la axiomdtica de los nimeros. Mis
adelante, en otras nuestras publicacio-
nes, estudiaremons estns prnblemas més
detalladamente.
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A pesar de que la cuestién sobre
la determinacion de la situacién
de un punto en la recta es excesi-
vamente simple, es necesario ana-
lizarla atentamente para habituarse
a ver en las relaciones numéricas,
las geométiricas y viceversa.

Hégase un control.

Si Ud. comprendid correctamente
el pédrrafo 1, sin ninguna dificul-
tad resolverd los ejercicios que le
proponemos. Si ne puede resolver
estos cjercicios significard que Ud.
omitié algo o no lo comprendié.
Entonces, vuelva atrds y lea nue-
vamente este apartado.

Ejercicios.

1. a) Marque en el eje numérico
los puntos A(—2), B (13/3), K(0)

b) Marque en el eje numérico
el punto AM(2). Encuentre en el
ejc numérico dos puntos 4 y B
que ecstén a la distancia de tres
unidades del punte M. (Cuiles
son las coordenadas de los puntos
Ay B?

2. a) Se sabe que el punto A(a)
se encuentra a la derecha ¥ del
punto B(b). ;Cuédl niimero es mayor
a o b?

b) Sin dibujar los puntos en el
eje numérice, diga ¢cual de los
dos puntos esta mis a la derecha:
A(=3) & B(—4), A(3) 6 B(4),
A(—=3) 6 B(4), A(3) 6 B(—4)?

3. ¢Cual de los dos puntos estd
mas a la derecha: A(a) 6 B(—a)?

B Aqui y més adelante se supone
que la situacién del eje es horizontal y
la direccion positiva es la que va de la
izquierda hacia la derecha.

14



Respuesta. No se sabe, ya que de-
pende del valor que adquiera a. Si a
es un nitmero positivo, 4 se encuentra
a la derecha de B: si a es un nimero
negativo, entonces B estd a la derecha
de A pero, si =0, los puntos A ¥ B
coinciden.

4. Piense cual de los dos puntos
estd a la derecha: a) M(z} 6 N(2z);
b) A(c) 6 Ble+2); ¢) A(z) & B(z*)
d) A(z) 6 Blr—a).

Respuesta al cjercicio 4d. 8i a es
mayor que cery, a la derecha eslard A;
si ¢ es menur que cero, entonces u la
derecha estard B. Si a=0, 4 y B coin-
ciden.

5. Marque en el eje numérico
los puntos A(—5) y B(7). En-
cuentre la coordenada del punte
medio del segmento AB.

6. Sefale en el eje numérico, con
un ldpiz rejo, los puntos cuyas
coordenadas son: a) nhmeros en-
teros; b) niuneros positivos.

7. Seiiale en el eje numérico
todos los punlos z, para los cuales
se cumple: a) x<<2; b) 2=
¢) 2<x<<h; d)—3Y  LeLhe)r —3<C
<5; f) z%<1.

2. El valor absoluio del niimero

El valor absoluto de un ntmero
a {0 médulo del nimero a) es la
distancia desde el punto A(a) hasta
el origen de coordenadas.

El médulo del niimero a se de-
signa colocando el niimero a entre
unas lineas verticales: |a|, es el
modnio de «a.

Ejemplo, |—3|=3, [/sl=1

Como los punios @ y —ea estdn
situados a igual distaneia del ori-
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gen de coordenadas, los numeros
a y —a tienen igual valor absoluto;
ja|=|—al. '

De aqui se deduce que

si a>0, entonces, |a|=a,
si @< 0, entonces, [a|=-—aq,
si a=0, entonces, |a|=0.

Ejercicios.

1. ¢Dénde estan sitnados en el
eje numérico los puntos =z, para
los cuales se cumple: a) z=2;
b) |z|>3; ¢} jx|<L5; d) 3<C|rf<5?

Resolucidn del ejercicio 16, Si z es
un numero positivo, entonces |z]==z,
¥ por consiguiente. z>3; si z un na-
mero negativo, entonces |z|=—z, en
este casn, de la desigualdad —z>3 se
deduce que z<—3.

Hespuesia al ejercicio 1b. Los puntos
estdn situados a la izquierda del punto
—3 y a la derecha del punto 3. Esta
respuesta se puede ubtener méas ripida-
mente, si se Liene en cuenta que |z} ¢s
la distancia del pumto z al origen de
coordenadas. Entonces, es evidente que
los puntos huscados estdn situados a
una distancia mayor que 3 del origen de
coordenadas.

2. iCémo escribir sin signo de
médule las siguientes expresiones:
a) |e*|; b) la—b|, si e>>b;
¢) la — b|, si a<<b; d) |—al, si a
es un numero negativo?

3. ¢Cuales son los valores que
it
X

4, Se sabe que |z — 3|=2—3.
¢Qué valores puede Llomar z?

5. Seflale en el eje numérico
donde estdn situados los puntos,
para los cuales se cumple: Jx — 2|=
=2 -~z

16
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6. Resuelva las ecuaciones:

a) |z — 2|=3; b} jz+1 |4 z42{=
=2; ¢) |z4-1|4[z+2]=1.

Resolucidn del ejercicio 6. Como |a)j=a
para az=0 ¥ laj/=—a para a<0, las
expresiones [z-+1] y (x+2] ese abren»
de diferente forma, segin sea el signo
que tengan las expresiones comprendidas
bajo el signo médulo. Por esto, divida-
mos todo el cunjunto dc valores de x
en ires partes (fig. 2).

r>=—1,
—2 << a<t—1,
T —2,

y estudiemos cada una de ellas separada-
mente. ¥

1) #==—1. Para estos valores de =
tenemos:

z2+120 y z+2>0

Por consiguiente, |z1|=z2-1 y |z42|=
=z+2. La ecuacion &) tiene la forma
2x+3==2. La raiz de esta ecuacién —!1/,
satisface a nuestra condicién zz=—1.
2) Para —2<z<—1 la ecuacién
toma la forma 1=2 (jCompruébelol).
Esto significa que ningin valor con-
tenido entre —2 y —1 satisface a la
ecuacion b),
3) El caso z=o—2 véalo Ud. mismo.
Respuesta al ejercicio 6b. La ecuacién
|41+ |z+2=2 tiene dos raices: —1/,
-]
y H!:puesm al ejercicio 6¢. La ecuacion
tiene infinitas soluciones: el conjunto
de todas las soluciones estd comprendido
en ol segmento —2sgrsg—1; es deeir,
todo nimero mayor o igual a —2 y menor
o igual a —1 satisface a la ecuacién.

3. Distancia entre dos puntos

Comenzaremos c¢on unos ejerci-
cios. Hallese la distancia entre los

1 Los limites de cada una de estas
partes son aquellos puntos, en los que
se anula una de las expresiones conte-
nida bajo el signo moduilo.

17
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puntos
a) A(—T) y B(—2);

b) 4 (—s%) y B(—9).

Es facil resolver estos proble-

‘mas, ya que conociendo las ceor-

denadas de los puntos se puede
analizar qué punto estd mas a
la derecha y cual mas a la izquierda,
como estan situados con respecto
al origen de coordenadas, etc. Des-
pués de esto, es muy facil darse
cuenta c6mo se calcula la distancia
buscada.

Ahora le proponemos a Ud.
deducir una férmula general para
calenlar la distancia entre dos
puntos del eje nimerico, es decir,
resolver este problema:

Problema. Dados dos puntos A(z,)
v B(z,), determinar la distancia
p (A, B) entre ellos.?

Solucion. Como los valores par-
ticulares de las coordenadas de los
puntos son desconocidos, es nece-
sario analizar todos los casos po-
sibles de la posicidn relativa de los
puntos A, B y el origen de coor-
denadas O,

Tales casos son seis. Primera-
mente veamos tres casos en los
que el punto B estd a la derecha de
A (fig. 3).

Exn ¢l primero de ellos (fig. 3, a)
la distancia p(4, B) es igual a la
diferencia entre las distancias de
los puntos A y B respectivamente
al origen de coordenadas. Como

b Generalmente, para la designacion

de distancia se emplea la letra griegap
{¢eroe). La expresion p{d, B) representa
la distancia entre los puntes 4 y B.

18



en este caso x, y r, son positivos,
se liene:

p(A'J B)=32—1'1.

En el segundo caso (fig. 3, b),
la distancia es igual a la suma de
las distancias respectivas de los
puntos B y A al origen de coorde-
nadas, es decir:

p (A’ B):x2_‘r1!

puesto que en este caso z,; es po-
sitivo y z; es negativo.

Demuestre que en el tercer caso
(fig. 3, ¢) la distancia se calcula
por la misma férmula.

Los otros tres casos (fig. 4) se
diferencian de los analizados so-
lamente en que los puntos 4 y B
han cambiado sus funciones. Se
puede comprobar que en cada uno
de estos casos la distancia entre
los puntos 4 y B es ignal a

p{A, By=z,—z,.

De este modo en todos los casos
cuando z,>>z,, la distanecia p(4,
B) es igual a x,—z, y, en todos
los casos, para z,>>z,, esta dis-
tancia es igual a 2,—z,. Recor-
dando la definicién de madulo,
eslo se puede escribir mediante
una formula Gnica, vilida para los
$eis casos:

p(d, By=|z,—=, |
Si se desea, se puede anotar esta
formula en la forma

0 (A, By=|2,~1,|.
Si se es demasiado meticuloso es

necesario analizar otro caso, cuan-
do x,=2,, es decir, cuando los

19
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puntos A y B coinciden. Es evi-
dente que alin en este caso

p {4, B)=|z,—z,|.

De esta forma el problema esta
completamenle resuelto,

Ejercicios.

1, Seiiale en el eje numérico
los puntos z, para los cudles se
cumple a) p(a: <3 b) [z—2|>1;
¢) Jz+3)=3.

2. En el eje numérico se dan dos
puntos A(z,) y B(x,}). Encontrar
la coordenada del punto medio
del segmento AB.

Observacién. Al resolver este pro-
blema Ud. debe estudiar todos los casos
posibles de ubicacién de los puntoz A
y B en el cje numérico o bién, escribir
una solucién tal gue sea inmediatamente
vilida para todos les casos.

3. Hallar la coordenada de un
punto que estd situado en el numé-
rico de tal modo que su distancia
al punto A(—9) es tres veces
menor que su distancia al punto
B(—3).

4. Resuelva ahora las ecuaciones
del ejercicio 6 del apartado 2
empleando el concepto de dis-
tancia entre dos puntos.

5. Resuelva las siguientes ecua-
ciones:

0 1231+ 215

20



§ 2. Las coordenadas del punto en
el plano

4. El plano de coordenadas

Para determinar las coordenadas
de un punto en el plano trazaremos
en este ultimo dos ejes numéricos
perpendiculares entre si. Uno de
los ejes se llama e¢je de las abscisas
o eje z (o bien Oz) y el otro, eje
de lasordenadas o eje y {o bien Oy).

La direccién de los ejes se elige
frecuentemente de tal modo que
el semieje positivo Oz coincida
con el semieje positivo Oy, al ha-
cerlo girar un Angulo de 90° en
sentido contrario a las agujas del
reloj (fig. 5). El punto de inter-
seccidn de los ejes se considera como
el origen de cada uno de los ejes
numéricos Ox y Oy. Este punto se
llama origen de coordenadas y se
designa con la letra O. General-
mente, las unidades de medida en
los ejes se toman iguales.

Tomemos en el plano un punto
cualguiera M y bajemos desde él
perpendiculares a los ejes Ox y Oy
(fig. 6). Los puntos de intersec-
ciébn M, y M, de estas perpendi-
culares con los ejes se llaman proyec-
ciones del punto M sobre los
ejes de coordenadas.

El punto M, estd en ¢l cje numé-
rico Oz, por lo cual, le corresponde
un nimers determinado z: su coor-
denada en este eje. Del mismo
modo, al punto M, le corresponde
un nimero determinado y: su coor-
denada cn cl eje Oy.

Asi que a cada punto M situado
en el plano le corresponden dos

21
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nimeros z e y, llamados coorde-
nadas rectangulares cartesianas del
punte M. El nimero x se llama
abscisa del punto M y el niimero y,
su ordenada.

Reciprocamente, a cnda par de
nameros = ¢ y puede corresponder
un punto del plano, para el cual z
es la abscisa e y, la ordenada.

Ahora hemos establecido una corres-
pondencia biunivoca ! enire los pun-
tos del plano y los pares de nimeros =z
¢ y, que siguen un orden determinadn
{primero z, después y).

De este modo, las coordenadas
rectangulares cartesianas de un pun-
to en el plano son las coordenadas
de las proyccciones de este punto
en los ejes de coordenadas.

Geperalmente, las coordenadas
del punto M se escriben asi: Mz, y).
En primer lugar se anota la abscisa
y en segundo lugar la ordenada.
A veces, en lugar de decir “el
punto con las coordenadas (3, —8)”,
se dice, “el punto (3, —8)".

Los ejes de coordenadas dividen
el plano en cuatro cuadrantes.
Se considera primero el cuadrante
comprendido entre el semieje po-
sitivo Oz y el semieje positivo Qy.
Los cuadrantes restantes se numeran
siguiendo el orden contrarin a las
agujas del reloj (fig. 7).

Resuelva ahora algunos ejerci-
cios.

1 Correspondencia biunivoca entre
los puntos del plano y un par de ni-
meros, es aguella correspondencia segan
1a cual a cada punto se le asocia un par
do nimeras determinados y a cada par
de nimeros se le asocia un punio deter-
minad¢ {comp. con la pag. 11).
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Ejercicios

Primero, le proponemos resolver
algunos problemas sencillos.

1. Descifrar la palabra que esta
escrita.

©, 23, (9,2, (12, 1, (12, 0),
(11, —2), (8, —2), (4, —2), (2, —1),
(1, 1), (—1, 1), {(=2,0), (—2, ~-2),
(2.1), 5, 2), 12,2, 9. 1),
(10, --2), (10,0), (4. 1), (2, 2},
(—'2‘ 2)' (_2! 1)! (—2' _1’)| (0' 0)\
2,0, @2, —2), 40, (4 —1),
(12, —1), (12, —2), (11,0), (7, 2),
9, 0}, (4,2).

2. Diga, sin dibujar, en qué
cuadrante esld situado ¢l punto
A, —3).

3. ¢En qué cuadrantes puede
estar situado el punto, si su abs-
cisa es pogitiva?

4. ¢Qué signos tienen las coor-
denadas de los puntos situados
en el segundo cuadrante? (En el
tercer cuadrante? ;FEn el cuarto
cuadrante?

5. En el eje Oz se ha tomado un
punto con la coordenada —5. ;Cua-
les son sus coordenadas en el plano?

Respuesta. La abscisa del punto es
igual a —5 y la ordenada es igual a cero.

Y ahora algunos problemas mas
complicados:

6. Dibuje los puntos A(4, 1),
B(3, 5), C(—1, 4) y D{0, 0). Si
Ud. los dibujd correctamente, ob-
tuvo los vértices de un cuadrado.
;Cudl es la longitud del lado de
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este cuadrado? ;Cuél es su drea®?
Encontrar las coordenadas de los
puntos medios de los lados del
cuadrado. (Podria Ud. demostrar
que ABCD es un cuadrado? Halle
otrogs cuatros puntos (indique sus
coordenadas) que sean los vértices
de un cuadrado.

7. Dibuje un hexagono regular
ABCDEF (fig. 8). Tome el purto A4
como origen de coordenada:, el
ejo de las abscisas en la dire:cion
de 4 hacia B y por unidad de me-
dida el segmento AB. Halle las
coordenadas de todos los véilices
de este hexagono. ¢Cuéntas ;olu-
ciones tiene este problema?

8. En gl plano se dan los puntos
A, 0), Bz, y1) ¥y Dzs ¥
(fig. 9). iCuales deben ser las
coordenadas del punto € para que
el cuadrilitero ABCD sea un pa-
ralelogramo?

5. Relaciones gue ligan a las coor-
denadas

La posicion de un punto en el
plano queda totalmente determi-
nada cuando se conocen sus dos
coordenadas. ¢Y qué se puede
decir de la posicién del punto si
solamente se conoce una de sus
coordenadas? Por ejemplo: ;Dénde
se encuentran tedos los puntos
cuya abscisa es igual a 3? ;Dénde
estan situados todos los puntos
de coordenada, igual a 3 (no se
sabe cual de las dos)?

1t Por unidad de medicion del area
eligiremos la del cuadrado cuyo lado
es igual a la unidad de medida de los
ejes,
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Al dar sdlo una de las dos coor-
denadas en un plano {0 en una
superficie) se determina por lo
general, una linea. Este hecho, por
cierto, sirvié de base del argumento
de la novela de Julio Verne “Los
hijos dél capitdn Grant”., Los hé-
roes del libro sélo conocian una
de las coordenadas del lugar del
naufragio (la latitud), por este,
para explorar todos los puntos
posibles, ellos tuvieron que dar
la vuelta al mundo por todo un
paralelo; o sea, por una linea
cuyos puntos tienen una latitud
igual a 37°11".

Frecuentemente, las relaciones
entre las coordenadas determinan
no s6lo un punto, sino un econjunto
de puntos. Por ejemplo, si se mar-
can todos los puntos gue tienen
la abscisa igual a la ordenada, es
decir, los puntos cuyas coordenadas
satisfacen a la ecuacién

r=1y,

se obtiene una linea reclta que,
como facilmente se demuestra, es
la bisectriz de los dngulos del
primer y del tercer caudrante
(fig. 10}

En algunos casos, en vez de decir
“un conjunto de puntos®, se dice
“el lugar geométrico de los puntos”.
Por ejemplo, el lugar geométrico
de los puntos cuyas coordenadas
satisfacen la relacién

I=y‘

como ya dijimos, es la bisectriz
de los angulos del primer y tercer
cuadrante.
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Y i No se debe creer que cada rela-
I x"+y"=0) ¢ién entre las coordenadas deter-

mina forzosamenie una linea en

l el plano. Por ejemplo Ud. puede

facilmente convencerse que la
Pig. 11 relacién 2?4 y%=0 determina un
solo punto, el origen de coordenadas

(fig. 41). Las coordenadas de nin-

gin punto del plano satisfacen a

la relacién z?+y®=-1{, la cual

= gy A determina un conjunto “vacio” de
,____‘{':_\ puntos (flg 12)
conjunto "vaclo" La relacion

?P—y?=0

Fig. 12

determina un par de rectas en el
plano, perpendiculares entre si
(fig. 13). La relacion 2?—y2>>0
determina toda una regién (fig. 14).
Demuestre estas afirmaciones.

Ejercicios.
1. Expligne qué conjuntos de

puntos se determinan por las re-
laciones:

a) z=|yl; y=|zl [z|=]y|;

T
b) T

o) lz|+z=|y|+y;
d) e2=[y]" y=[z]; [z=[y];
e) z—H=y—[y]=
f) z—[z] > y—[y]

La respuesta al ejercicio 1f, estd dada
en la pdgina 95 fig. 55

1} El simbolo {z] represenia la parte
entera del ndmero z, es decir, el mayor
nimero entero que no excede a z Por
ejemplo,

Fig. 14 [3 "%'] i) [ijli_[_‘y_z %] =—3;
2




2. Un camino rectiiineo separa
un prado de un campo labrado. Un
peatén recorre el camino a una
velocidad de 5 km/h, el prado
a una velocidad de 4 km/h y el
campo labrado a una velocidad de
3 km/h. En el momento inicial
el peaton estd parado en el camino.
Dibuje la regién formada por los
puntos recorridos por el peatdon
después de una hora de recorrido.

Respuesta. Véase la pég. 95, fig- 56.

3. Los ejes de coordenadas divi-
den el plano en cvatro euadrantes.
Por los cuadrantes I y LII {incluyen-
do Jos ejes de coordenadas)
el movimiento es posible a una
velocidad a; y por los cuadrantes
II y IV, {excluyende los ejes de
coordenadas) a una velocidad b&.
Dibuje el conjunto de puntos que
pueden ser logrados en un tiempo
dado desde el origen de coorde-
nadas, si:

a) la velocidad « es dos veces
mayor que b;

b) las velocidades estin rela-
cionadas por la expresion

a=b.V2.

6. Distancia entre dos puntos

Ud. sabe ahora hablar sobre los
puntos con el lenguaje de los
nameres. Por ejemplo, ahora no
necesitamos explicar: tome un pun-
to que se encuentra a tres unidades
a la derechadel eje ¥ ¥ a cinco uni-
dades mas abajo del eje x. Sen-
cillamente basta decir: tome el
punto (3, —5).
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Antes ya expresamos que esto
constitufa una ventaja conside-
rable. Asf, pues, se puede enviar
por telégrafo un dibujo formado
por puntos, darlo a la maquina
computadora, la cual no sabe nada
de dibujos, pero comprende muy
bien los némeros.

En el parrafo 5 dimos algunos
conjuntos de puntos en el plano
mediante relaciones entre los ni-
meros. Ahora probaremos traducir
sucegivamente al lenguaje de los
nimeros otros conceptos geomé-
tricos y otros hechos.

Comenzaremos con un sencillo y
habitual problema: encontrar la
distancia entre dos puptos del
plano.

Como siempre, consideraremos
que los puntos estdn dados por sus
coordenadas, el problema consiste
ahora en encontrar un procedimien-
to para calcular la distancia entre
dos puntos, conociendo sus coor-
denadas. Por supuesto, para hallar
este procedimiento se permite re-
currir al dibujo, pero en el proce-
dimiento mismo no se puede hacer
ninguna referencia al dibujo, sino
s6lo indicar las operaciones que
se deben realizar con los numeros
dados (las coordenadas de los pun-
tos), v el orden en que éstas se
deben efectuar para obtener el
namerc buscado, o sea, la distan-
cia entre los puntos.

De este modo, se puede resolver
un problema propuesto incluso cuan-
do es dificil recutrir al dibujo
(por ejemplo, si las coordenadas
son muy grandes). Ademads, es
evidente que la solucién analitica
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(numérica) siempre serd mas exacta
que la medicion directa en el
dibujo. _

Es mejor resolver el problema
propueste, primero para el caso
en que uno de los puntos dados
se encuentre en el origen de coor-
denadas. Empiece por algunos ejer-
cicios numéricos: calcule la dis-
tancia entre el origen de coordena-
das y cada uno de los puntos (12,5),
(=3, 15) (—4, —7), aplicando el
teorema de Pitagoras.

Repitiendo estos razonamienlos
para el caso general obtendra Ud.
la [drmula general para calcular
la distancia p (0, M) entre cual-
gquier punto M(z, y) y el origen
de coordenadas @ (0, 0) (fig. 195):

PO, My=V x*+y*.

Evidentemente, la regla expre-
sada por esta férmula satisface a
las condiciones dadas. En parti-
cular, ésta puede ser empleada
para los calculos efectuades en las
miquinas, las cuales son capaces
de sumar, multiplicar y extraer
raiz cuadrada de los nimeros.

Resclvamos ahora un problema
general.

Problema. Sean A{z,, y,)} y B(x,,
¥,) dos puntos dados en el plano;
encontrar la distancia p (4, B);
entre ellos.

Resolucion. Designemos por A4,,
By, A, B, (fig. 16) las proyec-
ciones de los puntos A y B sobre
los ejes de coordenadas.

Designemos con la letra C el
punto de interseccion de las rectas
AA, y BB,. Segun el teorema de

29

e 5(1123!)1

Y
By

—n
xL

Ay

p(A,8)=

={ix,-x,)"f(g,-5,)’-

Pig. 16



Pitigoras, del tridngulo rectan-
gulo ABC, oblendremos:

p* (4, B)=p%(4, C)+p%*(B, ). (*)

Pero, la longitud del segmento AC
es igual a la longitud del segmento
A,B,, los puntos A, y B, se en-
cuentran en el eje Oy y tienen
respectivamente en este eje las
coordenadas y, e y,. Segun la for-
mula obtenida en el parrafo 3,
la distancia entre estos puntos es
igual a |y, —y.|.

Razonando analogamente, obie-
nemos que la longitud del segmento
BC es igual a lr,—z,|. Reempla-
zando en la férmula (*) los valores
de AC y BC encontrados, obtenemos

p*(A, B) = (2, —2,)* + (4, — ¥p)*-

De este modo, la distancia p
(A4, B) entre los puntos A{z,, y,) y
B(z,, y.) se calcula por la férmula:

p(A, B) :V(I1"“x2)2 +- (yl_yz)e .

Obsérvese que todos nuestros
razonamientos no sdlo son vélidos
para una ubicacién de los puntos
como en la fig. 16, sino también
para cualquier otra,

Haga Ud. otro dibujo (por ejem-
pio, tome el punto 4 en el primer
cuadrante y B, en el segundo) y
cercidrese de que todos los razona-
mientos se pueden repetir palabra
por palabra sin variar inclusive
la designacién de los puntos.

Sefialamos ademas que la fér-
mula del apartado 3, referente a
la distancia entre dos puntos en

1 Designamos por p? (4, B) el cua-
drado de la distancia p{4, B).
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la recta {véase la pag. 16), se puede
escribirla en forma andaloga:V

(4, B)=V (g, —=y)" .
Ejercicios
1. Se dan tres puntos en el plano:
A3, —6), B(—2, 4) y C(1, —2).
Demostrar que estos tres puntos

estdn en una misma recta (son
colineales).

Indicacién. Demuestre que uno de los
lados del tridngulo ABC es igual a la
suma de los otrog dos.

2. Aplique la férmula de la
distancia entre dos puntos para la
demostracién del teorema ya co-
nocido por Ud.: en un paralelo-
gramo la suma de los cuadrados
de los lados es igual a la suma
de los cuadrados de las diagonales.

1 Agui aplicamos la férmula:

{se tiene en cuenta el valor aritmético
de la raiz). Una aplicacién negligente
de esta regla puede dar lugar a conclu-
siones falsas (a veces erromeamente se
considera que J z=—z). En calidad de
ejemplo exponemos una serie de deduc-
clones que contienen yerros de ese tipo.
i Descibralos!

i—3=4—6={>1«-3+%=4—6+%=}
- (1-3)'=(-3)'=
-V (==Y )=

3 3

(el signo =preemplaza a la expresién «se
deduces). -

3
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/c(“J")

(:e-a.)"n (‘g —b_)1‘= R*

Fig. 18

Indicacién, Tome por origen de coor-
denadas uno-de los vértices del parale-
logramo y emplee los resultados obte-
nidos en el problema 8 del apartado 4.
Ud. verd que la demostracién del teo-
rema se reduce a la comprobacién de
un?a simple identidad algebraica. ((ual
es

3. Demuestre, por medio del
método de coordenadas, el siguiente
teorema: si ABCD es un rectan-
gulo, para tedo punto M se cumple
la igualdad AM:+CM*=BM3*+
+DM? (fig. 17). ;Coémo serd mas
conveniente colocar los ejes de
coordenadas?

7. Determinacién de las figuras

En el apartado 5 dimos algunos
ejemplos de relaciones entre las
coordenadas que determinan al-
gunas figuras en el plano. Estu-
diemos algo mas sobre la determi-
nacion de figuras geométricas me-
diante relaciones numéricas.

Consideramos cada figura como
el conjunto de los puntos que la
forman. Determinar figura signi-
fica indicar el procedimiento por
el cual se podria saber, si tal o
cual punto pertenece o no a la fi-
gura estudiada.

Por ejemplo, para encontrar tal
procedimiento respecto a la cir-
cunferencia, empleamos la defini-
cién de ésta como el conjunto de
puntos, cuya distancia a cierto
punto C (centro de la circunferen-
cia) es igual al ndmero R (radio).
En este caso, para que el punto
M(z, y) (fig. 18) pertenezca a la
circunferencia con centro C(a, b),
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es necesario y suficiente que p(M, ()
sea igual a R.

Recordemos, que la distancia
entre dos puntos se determina por
la formula:

p(4, B}=V(371"3’g)3+(yl"yz)a-
Por consiguiente, la condicién
para que el punto M(z, y) perte-
nezca a la circunferencia eon centro
en el punto C{a, b) y radio R, se
expresa mediante la relacion:

Vie—a)+(y—0b)* =R,

que se puede escribir en la siguiente
forma:

E—a)+(y—0F=R. (%)

De este modo, para comprobar
si algin punto pertenece a la cir-
cunferencia, es necesario compro-
bar si se cumple o no, para este
punto la relacion (*). Para esto
es necesario reemplazar en la ex-
presién (*) las coordenadas z e y
del punto estudiado. Si se obtiene
una identidad, el punto pertenece
a la circunferencia; en caso con-
trario, no i+ pertenecerd. De este
modo conocirndo la ecuacién (*)
podemos decir si un punto cual-
quiera del planc pertenece o ne
a la eircunferencia. Por lo anterior,
la ecuacién (*) se llama ecuacion
de la circunferencia con centro en
el punto C(a, &) y radio R.

Ejercicios.

1. Escriba la ecuacion de la cir-
cunferencia con centro en el punto
C(—2, 3) y radio 5. ;Pasa esta

circunferencia por el punto
(2,—1)?
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2. Demuestre que la ecunacidn
24224 y2=0

determina en el plano una circun-
ferencia. Busque su centro y su
radio.

Fndicacién. Ponga la eenacién en la
forma

(224 22 1) Hut=1, 6 (a1 4yr=1.

3. ;Qué conjunto, de puntos de-
termina la relacién z%4-p°<C 4z
+4y?

Solucidn. Escribamos esta desigual-
dad:

22 —4o 44|yt —4y +4 <8,
o bien,
(z—2)+{y—2)* <.8.

,Ahoara queda claro gque esta relacién
expresa que la distancia de un punto
del conjunto buscado al punte (2, 2)

es menor o igual a V' 8. Evidentemeate,
los puntos gue verifican esta condiciin
se encuentran en el circulo con centro

en el punto (2,2) y radio )8 Como
en la relacién estd incluida la igualdad,
al conjunto buscado pertenece también
la frontera del ecirculo, o sea, la e¢ircun-
ferencia.

Ya vimos que una circunferencia
en el plano puede ser dada por
medio de una ecuaciéu. De esta
misma manera se pueden determi-
nar otras lineas cuyas ecuaciones,
por supuesio, tendrin otra forma.

Anteriormente observamos que la
ecuacion zi—y*=0 representa un
par de rectas (véase la pag. 26,
fig. 13). Detengdmonos en esto
més minuciosamente. Si z2—y?=0,
entonces zZ=y? y, por consiguien-
te, lzf=lyl. Reciprocamente,
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Si |z|=lyl|, entonces z:—y2=();
por lo tanto, estas relaciones son
equivalentes; pero, el valor abso-
luto de la abscisa representa la
distancia del punto al eje Oy y
el valor absoluto de la ordenada,
la distancia del mismo al eje Ou.
Esto significa que los puntos, para
los cuales se cumple |z|—=|y|, es-
tin a igual distancia de los ejes
de coordenadas, o sea, yacen en
las dos bisectrices de los angulos
formados por estos ejes. Recipro-
camente, es evidente que las coor-
denadas de un punto cualguiera
en cada una de estas bisectrices
satisfacen a la relacién zi=y2,
Por esto, la ecuacién z2—y2=(
se denomina ecuacién del eonjunto
de estas dos bisectrices.

Por supuesto, Ud. conoce también
otros ejemplos de determinacién
de lineas por medio de ecuaciones.
Por ejemplo, la ecuaciébn y=x?
es satisfecha sblo por todos los
punios de una paribola con vér-
tice en el origen de coordenadas
(fig. 19). La ecuacién y=z2 es la
ecuacion de esta pardbola,

Todos los puptos de una recta
s6lo satisfacen a una ecuacion de
la forma az--by+-c¢=0. La ecuacidn
ar+by--c=0 es la ecuacién de
la recta.

En general, se 1llama ecuaciin
de una linea aquella que se trans-
forma en identidad, cada vez que
se reemplazan x e y por las coor-
denadas de un punto cualquiera
de la linea, ¥ que no se verifica
cuando se reemplazan por las coor-
denadas de un punto no pertene-
ciente a la misma.
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Por ejemplo, atn no sabiendo,
cual es la linea que representa la
eenacion

@y +y)P=224y ()

podemos afirmar que esta linea
pasa por el origen de coordenadas,
ya que el punto (0, 0) satisfacen a
esta ecuacién; sin embargo, el
punto (1, 1) no pertenece a esta
curva, puesto que {1212 -1)%*5=
s=124-12,

Si a Ud. le interesa saber cual
es la curva representada por esta
ecuacion, vea la fig. 20. Esta curva
se llama cardioide, porque tiene
la forma de un corazén.

De este modo, si una miquina
compntadora pudiera sentir sim-
patia hacia una persona, proba-
blemente le entregaria el dibujo
de un corazdén, mediante una ecua-
cién, posiblemente, le regalaria
un “buqué” matematico, es decir,
las ecuaciones de las curvas re-
presentadas en la fig. 21;en efecto,
como Ud. ve estas curvas parecen
unas flores. Mis adelante, cuando
Ud. estudie otras coordenadas, de-
nominadas polares, escribiremeos las
ccuaciones de estas “flores mate-
maticas”,

8. Comenzamos a resolver problemas

Traduciendo los conceptos geo-
métricos al lenguaje de las coorde-
nadas, obtenemos la posibilidad
de estudiar problemas algebraicos
en lugar de problemas geométricos.
Resulta que, después de esta trans-
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formacién, la mayoria de los pro-
blemas relacionados con rectas y
circunferencias se reducen a ecua-
ciones de primer y segundo grado;
para la resolucién de este tipo de
ecuaciones existen simples formu-
las generales.

Es necesario sefialar que cuando
se descubrié el método de coorde-
nadas, en el siglo XVII, el arte de
la resolucién de ecuaciones alge-
braicas alcanzé su mas alto nivel.
Por e¢jemplo, en este periode los
mateméticos aprendieron a resol-
ver cualquier ecuacién de tercer
o cuarto grado. Por esto, al des-
cubrir el método de coordenadas,
el cientifico francés R. Descartes,
considerando los problemas geo-
métricos de su época, dijo: “yo
he resuelto todos los problemas”.

He aqui algunos ejemplos sen-
cillos de reduccion de problemas
geométricos a problemas algebrai-
cos.

Problema. Sea ABC un tridn-
gulo dado, determinar el centro
de la circunferencia circunscrita
al tridngulo.

Resolucion. Tomemos como ori-
gen de coordenadas el punto A
y ¢l cje de las abscisas en la di-
reccion de A hacia B; entonces
el punto B, tendrd las coordenadas
{c, 0), en que ¢ es la longitud del
sopmento ARB. Supongamos que el
punto C tiene las coordenadas (g, k)
y el centro de la circunferencia
buscada, las coordenadas (a, b).
Designemos por R el radio de esta
circunferencia, Anotemos mediante
coordenadas que los puntos 4(0, 0),
B(c, 0) y C{q, h) se encuentran en
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la circunferencia buscada:

a2 N b% — _R?.’
(c—a)* +b* = R?,
(g—a)*+ (h—b)* = R®.

Cada una de estas condiciones
expresa que la distancia desde los
puntos A{0, 0), Blc, 0} y C(q. h)
al centro de la circunferencia es
igual al radio. Es facil obtener asi
mismo estas condiciones, -escri-
biendo la ecuacién de la circunfe-
rencia buscada (una circunferen-
cia con centro en el punto (a, b)
y con radio R):

(z—a)® + (y—b) — /2,

v reemplazando después en esta
ecuacién z e y por las coordenadas
de los puntos A, B y C situados
en esta circunferencia.
Ficilmente se resuelve este sis-
tema de tres ecuaciones con ires
incdgnitas, con lo cual se obhtiene:

_ e h e
U=ty

R = Y@ T g 7]
= 2k -

¢
a=-2-,

Puesto que se encontraron las
coordenadas del centro V', el pro-
blema queda resuelto.

Sefialemos que, simultineamente,
hemos obtenido la férmula para
hallar el radio de la circunferencia
circunscrita al tridngulo. Esta i6r-
mula se puede simplificar si se

Y Qbserve que para resolver este
problema no se recurrio al dibujo.
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tiene en cuenta que

VTFR=p(4,0),
V=P +B=p(B,C

donde el valor & es igual a la altura
del tridngulo ABC, bajada desde
el vértice C. Indicando por a y &
las longitudes respectivas de los
lados BC y AC del triangulo, Ia
formula para calcular el radio
toma una forma sencilla y elegante:

ab

R.—.—_ﬂ .

Ademaés, se puede observar que

he=28, donde S es el area del

triangulo ABC y, enlonces, nues-
tra férmula puede escribirse asi:

abe
B__..Is‘_

Ahora le queremos mostrar a
Ud. un problema que es interesante,
puesto gue su solucién geométrica
es bastante complicada; en cambio,
si se traduce al lenguaje de las
coordenadas su solucion es muy
sencilla. )

Problema. Sean A y B dos pun-
tos dados en el plano; encontrar
el lugar geométrico de los puates
M, cuyas distancias al punto 4
son el doble que sus dislancias
al punto B.

Resolucidn. Tomemos en el plano
un sistema de coordenadas tal que
el origen de coordenadas coincida
con el punto A y el semieje posi-
tivo de las abscisas lleve la direc-
cion de AB. Tomemos el segmento
AB por unidad de medida. Enton-
ces el punto A tendri las coorde-
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nadas (0, 0) y el punto B, las
coordenadas (i, 0). Designemeos
por (z, y) las coordenadas del punto
M. La condicién p (4, M)=2p
(B, M) se expresa asi:

VZ2+yE =2V {—1) +3*

Hemos obtenido la ecuacién del
lugar geométrico buscade. Para
comprender cual es el conjunto
determinado por esta ecuacién,
transformaremog ésta de tal modo
que tome una forma conocida por
Ud. Elevando ambos miembres
al cuadrado, abriendo los parén-
tesis y reduciendo los términos
semejantes, obtenemos la igualdad

32 —8z - 4-1-3y®==0.

Esta puede cscribirse asi:
8 16 4

v R i D

A f e

o hien:

(== 4) 4= (3

Ud. ya sabe gue ésta es la ecua-
¢ién de una circunferencia con
centro en el punto (4/3, 0) y radie
igual a 2/3. Esto significa que el
lugar geométrico buscado es una
circunferencia (o una parte de

olla). I

1 Para demostrar que lodos los pun-
tos de la circunferencia pertenécen a
nuestro lugar geométrico es suficiente
comprobar que de la validez de cada una
de las siguientes igualdades se deduce
la validez de la anterior; de modo que si

: BN s
finalmente (x—gJ 4+ —(?) , se tie-

ne, ¥V zityi=V (z—1)"+ y* Esto signi-
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En nuestra solucién no tienc
importancia que la distancia p(A4,M)
sea exactamente el doble de la
distancia p(B, M), ya que real-
mente el problema se ha resuelto
en una forma mdés general. Preci-
samente, se ha demostrado que cir-
cunferencia, fig. 22, es el lugar
geométrico de los puntos M para
los cuales la razon de sus distan-
cias a los puntos dados A y B es
conslante:

p (A, M)
0B M )

(donde k& es un namerc positive
dado distinto a la unidad).®

Para convencerse de la validez
del método de coordenadas pruehbe
resolver geométricamente el dltimo
problema.

Indicacién Trace desde el punto M
las bisectrices de los dngules interior y
exterior del tridogulo AMPB, Sean K y
I. los puntos de interseccién de estas
bisectrices con la recta AB. Demuestre

ve la posicion de estos puntos es indepen-
ﬂiente de la eleccidn del punto M en el
lugar geométrico buscade. Demuestre que
el dngulo KML es igual a 90°.

Es necesario sefialar que los
griegos ya sabian resolver proble-
mas de este tipo. La solucidn
geométrica de este problema es-
taba incluida en el tralado “Acerca
de los circulos”, del matematico

fica, precisamente, que cuda punto de
la circunferencia obtenida pertenece a
nuestro lugar geométrico.

1 Hemos excluido el case k=1;
por supuesto, ya sabe Ud. que en este
cazo el lugar geométrico (*) es una recta
(el punto M es equidistante de 4 y B).
Demuésirelo analiticamente.
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0 X M,
Fig, 23
p=5m/4
¥
M
Fig. 24

griego Apolonio (siglo 1l antes de
nuestra era).

Resuelva, el siguiente problema:

Problema. Encontrar el lugar
geométrico de los puntos M para
los cuales la diferencia de los cuad-
rados de las distancias a dos puntos
dados A y B sea igual al valor dadoc.
¢Para qué valores de ¢ tiene solu-
¢ion el problema?

9. Otros sistemas de coordenadas

Ademas del sistema de coordenadas car-
tesiano ortogonal se emplean en el
plano otros sistemas de coordenadas. En
la fig. 23 estd representado un sistema
de coordenadas cartesiano oblicno. En
la fig. se ve claramente, como se deter-
minan las coordenadas de un punto en
tal sistema. En algunos casos es absolu-
tamente indispensable tomar diferentes
unidades de medida para los ejes de
cocrdenadas.

Existen coordenadas que se dife-
rencian mucho mas de las cartesianas.
Por ejemplo, las coordenadas polares,
mencionadas anteriormente.

Las coordenadas polares de un punto
se definen en el planc de la siguiente
forma: se toma en el plano un eje numé-
rico {fig. 24). El origen de coordenadas
de este eje (el punto O) se llama polo
y el eje mismo, eje polar. Para determinar
la situacidén de un punto M, es suficiente
indicar dos némeros: p, el radio vector
{la distancia del punto al polo) y ¢, e
dnguic polar V (el dngulo de rotacion
desde el eje polar hasta ¢l rayo OM).
En nuestra fig. el radin veclor es igual
a p=3,5 y el dngulo polar ¢ es igual a

225° 4 m%’i

1 @, es la letra griega que se lee «fis.
2 Para medir los éngulos @ en el
sistema de coordenadas polares, ademds
de las medidas en grados, emplearemos
los rediares. En este caso, la umidad
para la medicién de los dngulos es
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De este modo, en el sistema de coor-
denadas polares la posicién de un punto
en el plano queda determinada por dos
nimeros gque indican la dircceion en
gue sc encuentra el punto y ia distancia
hasta el mismo. Este procedimiento de®
indicacion de un lugar es muy simple v
se emplea frecuentemente. Por ejemplo,
para explicar ¢l camino a una persona
extraviada en el bosgue se le dice: edesde
el pino quemado (el polo) doble hacia
el este (la direceién). recorra unos dos
kildmeiros (la distancia) y encontrarci
una caseta (ci punin)s.

Quien se ocupe de asuntos lucisticos
facilmente comprenderd que Ja marchs
por el azimut esti basada en el mismo
principio que las coordenadas polares.

Mediante las coordenadas polares se
pueden ademas determinar en el plano,
diferentes conjuntos de puntos. Por ejem-
plo, la ecuacion de una circunferencia
con centro en el polo (fig. 25, ) es muy
sencilta. Si el radio de la circunferencia
es igual a R, cl radio polar de un punto
cuajquiera de la circunferencia (soln
ile los puntos de la circunferencia consi-
derada) también es igual a R; por con-
siguiente, la ecuaciéon de ¢sta circunle-
rencia tieac la formn

p=1N,

?: nst
— co /yﬂ/(f. ‘f')
L e
5 {p>

donde, R es una magnitud constante (ab- /

reviadamente se escribe asi: B-=const.}.

1 radién. Este es un dngulo central e
que abarca un arco de circunferencia de Fig. 25
longitud igual al radio de la circunfe-
roncia. El angulo complelo de 360°
comprende toda la circunferencia (de
radio 1) y tiene la edida radial 2m;
¢l angulo de 180°, la medida n; el 4n-

gulo reclo, la medida %; el dngulo de

45°, la medida % ; ete. Un radidn co- c
» 1w e 1800 = K7° g "
rresponde a = -_3'14-._-:7 17°45°. Re
sultz que. en muchos problemas (sobre
los cuales se tratarda en las ediciones
futuras), la medicién en radianes es con-
siderablemente mdis comoda que la me-

dicion en grados,
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Fig. 26

é%ué' conjunto se obtiene, si se
considera la ecuacién

P=0o,
donde, @ es una constante cualguiera

{por ejemplo, % o ?;—n)? La respuesta es
clara: los puntos para los cuales ¢ es
constante, o igual a o, se encuentran en
el rayo que parte del polo, formande
con el eje polar un ingulo a (fig. 25, ¥).

Por ejemple, si a=-, este rayo forma

con el eje un dngulo, de 28° aproximada-
mente, ! si a= :TE. ¢l rayo estéd dirigido
verticalmente hacia abajo, es decir, el
&ogulo entre la direccién positiva y el
rayo es igual a 270°,

Examinemos dos ejemplos més. La
ccuacién

P=9

ropresenta una espiral (flig. 26). En
cfecto, para @=0, tenemos, p=0 (el
polo) v junto econ el crecimiente de ¢
crece también g, de modo que el punio
gira alvededor del polo (en sentidoe c¢on-
trario a las agujas del reloj), alejindose
del mismo.

La ecuacién

2
Q

representia otra espiral {fig. 27). En esle
caso, para un valor de ¢ préximo a 0,
ol valer de p es muy grande; en cambio,
cuando @ crece, el valor de p decrece
siendo muy pequefio para valores muy
grandes de g. Por esto, cuando ¢ crece
indefinidamente, la cspiral se «enrollas
alrededor del punte 0,

p=

I Record enos que nilnero que Corres-
ponde a la coordenada ¢ es nevesario
considerarlo como una medida del an-
gulo en radianes (Véase la nota 1 en la

pég. 41). El épgule de -+ radiin es

aproximadamente 28°, él de —3;

exactamente 270.
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Ahora le sera lodavia mis dificil
comprender las ecuaciones de las curvas
en un sistema polar, principalmente por-
gue no ha estuediado trigonomelris. Si
Ud. sabe algo de Lrigonometriu, trate de
enconirar que conjuntos estian dades
por las siguientes relaciones:

p=sen g, p(cos ¢-sen g}t 1=0)

En algunos casns ¢l sistema de coor-
denadas polares es mas cdmodo que el
cartesianu. Asi, por ejemplo, vea lv sim-
ple que es la ecuucion de 1a cardivide
¢n coordenadas polares (Véase el apartado
7, fig. 20, pag. 36):

p=1-—sen q.
81 Ud. sabe algo de trigonometria le
serd mds ficil representar esta curva,
cuando ella estd dada por esta ecuacidn,
que cuando estd dada por su ecuacién
en coordenadas cartesianas. Y aquellas
hermosas «floresy que se representan ean
la fig. 21 (véase la pag. 36) so expresan
por las siguientes sencillas ceuaciones:

p ==sen i ([ig. 2L, a)
{(p—2) (p—2—| cos dg [y =0 (Tig. 21, b),

No hemos dicho nada sobre la corres-
pondencia biunivoca entre los puntos
del plano y las coordenadas polares. Esto
¢s debido a que no existe tal correspon-
dencia biunivoca, En efecto, si le agrega
al dngulo @ un miltiplo entero cualquiera
de 21 (es decir, un miltiplo entero de
360°), la direccion del rayo, evidente-
mente, no varia. Dicho de otra forma,
los puntos con las coordenadas polares
0, ¢ ¥ p, p+2kn, donde p>>0 y & es un
niimero  entero cualquiera, coinciden
(lig. 28). Deseamos dar otro ejemple en
el que tampoco existe correspondencia
biunivaoca.

En la iutroduccion dijimos que se
pueden determinar las coordenadas en
las lineas y en el §1 estudiamos las coor-
denadas en la linea mas simple, en la

' Como por p comprendemos la dis-
tancia desde el punto hasta el origen de
coordenadas. la curva sélo estari deter-
minada para aquellos valores de ¢, para
los cuales se cumple p=0.
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recla, Ahora mostraremos, como se
pueden introducir unas coordenadas en
otra linea, én la circunferencia, Para
esto, igual que en el § 1, clijamos en la
circunferencia® un punto como origen de
coordenadas (el punio O en la fig. 29).
Como ordinariamente, la direccién po-
sitiva del movimiento en la circunfe-
rencia se considerara en sentide comn-
trario al movimiento de las.agujas del
reloj. La uanidad de medida én la ¢ireun-
ferencia 1ambién so puede elegir de
modo natural: elijamos por unidad el
radic de esta circunferencia. En este
cago, la coordenada del punto M en la
circunferenciaserd la longituddelarcoOM,
considerada con signo  positivo, si
la rotacién desde O hasta M es en direc-
cién positiva; en caso contrario, con
signo negativo. :

Inmediatamente salta a la vista la
gran diferencia entre estas coordenadas
v las coordenadas de los puntos en la
recta, ya gque ahora no hay correspon-
dencia biunivoeca entre los niimeros {las
coordenadas) y los puntos. Es evidente
que a cada namero te corresponde un
punto determinadn de la circunferencia;
sin embargo, dado el numero a, para en-
contrar el punto de la circunferencia
que le corresponde {es decir, el punto
con la coordenada a} es necesario trazar
en la circunferencia un arco de longitud
de e radies, en la direccidn positiva,
Si a es positivo y en la direccién nega-
tiva, si a es negativo. En esie caso, por
ejemplo, el punto de coordenada 2n,
coincide con el origen de coordenadas.
En npucstro ejemplo, el punto O se
ubliene cuando la coordenada es igual
a cero y cuando Ja coordenada es igual
i 2n.De esta forma, en In otra direccion
la correspondencia no es univoca, vya
gue a un mismo punto le corresponden
varios nimeros dilerentes. Fécilmente
se observa que a cada punio de la cir-
cunferencia le corresponde un conjunto
infinito de niimerns 1.

 1Jd. podra observar que las coor-
denadas introducidas de un punto en
la circunferencia coinciden con los an-
gulos ¢ - del sislema de coordenadas
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§ 3. Las coordenadas del punto en
¢l espacio

10. Los ejes y los planos coordena-
dos

La posicion de un punto en el
espacio también se puede determi-
nar mediante las coordenadas car-
tesianas reclangularves, sélo gque
es necesario considerar tres ejes
numéricos en vez de dos (como en
el caso del plano); el eje z o eje
de las abscisas; el eje y o eje de
las ordenadas; el eje z o eje de
las cotas. Estos ejes pasan por un
mismo punto vpor el origen de
coordenadas O, de modo que cada
dos de ellos son perpendiculaves
entre si.,

El punle O se considera como el
origen de referencia de cada uno
de los tres ejes. Generalmente, la
direccion de los ejes se elige de
modo que el semieje positive z
coincida con el semieje positivo y,
después de haber girado el primero
en 90° en sentido contrario al
movimiento de las agujas del reloj,
mirando desde el semieje positivo
z (fig. 30).

Es conveniente examinar en el
espacio, ademas de los ejes de
coordenadas, los planos de coor-
denadas, es decir, los planos que
pasan por dos ejes de coordenadas
cualesquiera. Estos planos son tres
(fig. 31); el plano xy (que pasa
por los ejes x e y), o sea, el con-

polares, si estos iltimos se miden en
radianes; por esio, nuevamente 3¢ ve aqui
la ausencia de valores univocns en las
coordenadas polares.
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Fig. 32

junto de puntos de la forma (z,
¥, 0), donde z e y son nimeros
arbitrarios, el plano xz (que pasa
pot los ejes « y z), v sea, el con-
junto de puntos de la forma (x,
U, 2), donde 2z y z son nimeros
arbitrarios; el plano yz (que pasa
por los ejes ¥ y z), o sea, el con-
junto de puntos de la forma (0,
y, 2), donde y y 2z son nGmeros
arbitrarios.

Ahora es posible encontrar, para
cada punto M del espacio, los
tres nameros x, ¥ Y 2, que Serin
sus coordenadas.

Para encontrar el primer nimero
z, se traza por el punto M un plano
paralelo al plano de coordenadas yz
(simultdneamente este plano sera
perpendicular al eje .z). El punto
de interseccién de este plano con
¢l eje z (el punto M, en la fig.
32, @) tiene la coordenada T en
cste eje. Este nimero z, la coorde-
nada del punto M, en el eje =z,
se llama abscisa del punto M.

Para encontrar la segunda coor-
denada, se traza por el punto M
un plano paralelo al plano zz (y
perpendicular al eje y) hallindose
el punto M, en el eje y (fig. 32, b).
El numero y, la coordenada del
punto M, en ¢l eje y, se llama
ordenada del punto M.

Anilogamente, al trazar por el
punto M un plano paralelo al plano
zy (y perpeadicular al eje 2) se
encuentra el nimerc z, la coorde-
nada del punto M, (fig. 32, ¢)
en el eje z, Este numero z se llama
cota del punto M.

[De este modo, a cada punto
del espacio le hemos puesto en
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correspondencia un conjunto de-
terminado de tres nimeros, sus
coordenadas: la abscisa, la ordenada
y la cota.

Reciprocamente a cada conjunto
de tres nimeros (x, y, z) dados
en un orden determinado (primero
z, después y y finalmente z) se
le puede poner en correspondencia
un punto determinado del espacio
M. Para esto es necesario emplear
la comstruccion descrita, pero em-
pezando por el final; se marcan en
los ejes los puntos M,, M, y M,
que tienen en estos ejes las corres-
pondientes coordenadas z, y y z;
después se trazan por estos puntos
planos paralelos a los planos de coor-
denadas. El punto de interseccidn
de estos tres planos serd el punto
buscado M. Evidentemente, los
nameros (z, y, z)} serdn sus coorde-
nadas.

Asi pues, hemos establecido co-
rrespondencia biunivoca ¥ entre los
puntos del espacio y los conjuntos
ordenados de tres numeros (las
coordenadas de estos puntos).

A Ud. lesera mas dificil habituar-
se a las coordenadas del espacio
que a las del plano, pues para el
estudio de las coordenadas en el
espacio es necesario tener un leve
conocimiento de la geometria del
espacio, o sea, de la estereometria.
Los conocimientos esenciales para
la comprension de las coordenadas
en el espacio, que Ud. facilmente
captara por su simplicidad y evi-
dencia, se fundamentan mas es-

1 Véase en la pag. 11 la definicién
de correspondencia biunivoca.
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trictamente en el curso de estereo-
metria.

En este curso se demostrara gue
los puntos M,, M, y M, obtenidous
como puntos de interseccion de
los ejes de coordenadas con los
planos paralelos a los planos de
coordenadas, trazados por el punto
M, son las proyecciones sobre los
ejes de coordenadas del punio M,
es decir, son los pies de lis perpen-
diculares bajadas desde el punto
M a los ejes de coorderadas. De
este modo, las coordenadas del
espacio se pueden definir anilo-
gamente, como se defin eron las
coordenadas de un punto en el
plano, esto es:

Las coordenadas del punto M
en el espacio son las coordenadas
de las proyecciones de este punto
sobre los ejes de coordenadas.

Se puede demostrar que muchas
formulas deducidas para el plano
son aplicables al caso del espacio,
haciendo en ellas unas pequeiias
variaciones.

Asi, por ejemplo, la distancia
entre los puntos A{x,, Y., 2} ¥
B (z,, ¥y, 2,) se calcula por la
formula
p(A, B)==

=V (2, —2,)* + (1,—¥.)* + (2,— 2,)%.
(La deduccion de esta férmula se
parece mucho a la deduccién de
la féormula para el plano. Trate de
hacerla).

En particular, la distancia entre
el punto A(z, y, 2) y el origen de
coordenadas @ {0, 0, 0) se calcula
por la férmula

p(O, A)=V 2%y 4 22
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Ejercicios

1.  Tomemos ocho  puntous:
(1? 1’ 1)! {111! _1)1 (iv ""1! 1)1
(1, —1, —1), (—1,1,1),(—1,1,—1),
(""_11 _111)9 (_1! “1’ ...-—1)_

a) iCudl es el punto més alejado
del punte (i, 1, 1)? Calcule la
distancia entre este punto y el
punto {1, 1, 1). b) (Cuoéiles son los
puntos méis proximos al punto (1,
1, 1)? ;Cudl es la distancia entre
estos puntos y el punto (1, 1, 1)?

2. Dibuje un cubo. Dirija los
ejes de coordenadas en la direccidn
de las tres aristas que parten de un
mismo vertice. Tome por unidad
de medida la arista del cubo.
Designe los vértices del cubo con
las letras 4, B, ¢, D, A,, B,,
Cy, D,, como en la fig. 33.

a) Encontrar las coordenadas de
todos los vértices del cubo.

b) Hallar las coordenadas del
punto medio de la arista CC,.

¢) Encontrar las coordenadas del
punto de -interseccién de las dia-
gonales de la cara AA,B,B.

3. ¢Cual es la distancia entre el
vértice (O, O, O) del cubo del
problema 2 y el punto de inter-
seccidn de las diagonales de la
cara BB,C,C?

4. (Cuales de los siguientes pun-
tos cree Ud. que se encuentran en
el interior del cubo del problema
2 y cuales en el exterior?

4(1,0,95), B@3,0, 1),
c 3 2

il

y Ts' T
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1=0C

Fig. .35

5. Escriba las relaciones que
satisfacen las coordenadas de los
puntos que yacen en el interior del
cubo del problema 2 y en sus caras.

Respuesta. Las coordenadas =z, y, z
de los punios que vacen en el interior
del cubo considerado y en sus caras
pueden tener valores numéricos entre
coro y la unidad inclusive, es decir,
cumplen las condiciones:

Oz, O=gy<s1, O=Saz2=1.

11. Determinacion de las figuras
en el espacio

Las coordenadas del espacio, asi
como las del plano, dan la posi-
bilidad de expresar mediante nume-
ros y relaciones numéricas, ademas
de los puntos, también las lineas,
superficies y otros conjuntos de
puntos. Por ejemplo, veamos que
conjunto de puntos se obtiene si
se dan sélo dos coordenadas y se
supone la tercera arbitraria. Las
condiciones

r=a, y=b,

donde a y b son ntimeros dados (por
ejemplo, a=>5, b=4), determinan
en el espacio una recta paralela
al eje z (fig. 34). Todos los puntos
de esta recta tiemen una misma
abscisa y una misma ordenada. La
coordenada z puede tomar cual-
quier valor.
Asi mismo, Jlas condiciones

y=b, z=¢

determinan una recta paralela al
eje = (fig. 35) y las condiciones

z=¢, IT=a,

52



una recta paralela al eje fig. 2
7y y (lig \

Es interesante saber, jeudl es el
conjunto de puntos obtenidos, cuan-
do se da una sola coordenada,
por ejemplo,

w
P v \\
o L.
m[

z=17? x=Q
oLy oe
La respuesta es evidente en la 1=
fig. 37; es un plano paralelo al
Fig. 36

plano de coordenadas zy (o sea,
al plano que pasa por el eje z
y por el eje ¥} ¥ que se encuentra
a la distancia 1 en la direccién
positiva del semieje z.

He aqui otros ejemplos, que
muestran como se puede expresar
en el espacio diferentes conjuntos,
por medio de ecuaciones y otras
relaciones entre las coordenadas.

1. Veamos la ecuacion

xﬁ _i,. yz + zﬂ S Rg_ (*)

Fig. 37

Como la férmula YV z?+yi+ 22,
expresa la distancia entre el punto
(2; ¥, z) y el origen de coordenadas,
al traducir al lengiaje geométrico
la relacion (*) significa que el
punto de coordenadas {(z, y, 2)
que satisface a esta relacién se
encuentra a la distancia R del
origen de coordenadas. Por con-
siguiente, el conjunte de todos
los puntos, para los cuales se
cumple la relacion (*), es la su-
perficie de la esfera con centro en
el origen de coordenadas y radio R.

2. ¢Dénde estin situados los
puntos cuyas coordenadas satisfa-
cen a la relacion

F+ypPrata?



Como esta relacidn expresa que
la distancia del punto (z, y, 2)
al origen de coordenadas es menor
que la unidad, el conjunto buscado
es el conjunto de los puntos que
se encuentran en el interior de la
esfera con centro en el origen de
coordenadas y radio igual a la
unidad,

3. iéQué conjunto de puntos de-
termina la ecuacidén

2yt =1? (**)

Examinemos, en primer lugar
solamente los puntos del plano xy
que satisfacen a esta relacidn, es
decir, los puntos para los cuales
z=0, Entonces, como vimos ante-
riormente (pdg. 31), la ecuacion (**)
determina una circunferencia con
centro en el origen de coordenadas
y radio igual a la unidad; para
cada uno de estos puntos la coor-
denada z es igual a cero y las coor-
denadas z e y satisfacen a la rela-
eion (**); por ejemplo, el punto
P(3/5, 4/5, 0) satisface a esta ecua-
cion (fig. 38). A pesar de conocer
sblo este punto, podemos encon-
trar inmediatamente varios puntos
que satisfacen a esta misma ecua-
ci6n. En efecto, como la ecuacion
(**) no contiene z, el punto (3/5,
415, 10) satisface a esta ecuacion, -
asi como el punto (3/5, 4/5, —9),

en general, todos los puntos
Q(3/5, 4/5, z) en los que el valor
de la coordenada z es absolutamente
arbitrario. Todos estos puntos per-
tenecen a la recta paralela al eje
z que pasa por el punto (3/5,
4/5, 0).

De esta forma, podemos ohtener
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de cada uno de los puntos (z*,
y*, 0) de nuestra circunferencia,
perteneciente al plano zy, muchos
puntos que satisfacen a la ecuacidn
{**). Tracemos por este punto de
la circunferencia una recta paralela
al eje z. Todos los puntos de esta
recta tendrdn el mismo valor xz e y
que tiene el punto de la circunfe-
rencia, en cambio z puede ser ar-
bitrario, es decir, estos puntos
seran de la forma (z*, y*, 2z).
Pero, como z no esta contenido
en la ecuacidén (**) y los nimeros
(z*, y*, 0) satisfacen a esta ecua-
cién, los nimeros (z*, y*, z) tam-
hién satisfaceran a -la ecuacién
(**). Es evidente que por este
procedimiento se puede obtener
un punto cualquiera que satisface
a la ecuacién (*¥).

En consecuencia, el conjunto de
puntos determinado por la ecua-
cién(**) se obtiene de la siguiente
forma: se toma en el plano zy una
circunferencia con centro en el ori-
gen de coordenadas y radio,igual a la
unidad y por cada punto de esta
circunferencia se traza una recta
paralela al eje z. De este modo,
obtenemos la superficie denominada
superficie cilindrica (fig. 38).

4. Hemosg visto que, por lo ge-
neral, una ecuacién determina en
el espacio una superficie; pero
eslo no es siempre asi.

Por ejemplo, la ecuacién

24 y?=0
es Satisfecha solo por los puntos
de una linea: el eje z, puesto que

de la ecuacién se deduce que z e
y son iguales a cero, y todos los
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puntos para los cuales estas coor-
denadas son iguales a cero, perte-
necen al eje z.
La ecuacion
4y 422=0
representa un punto (el origen de
coordenadas) y a la ecuacién

2yt =t

corresponde un conjunto vacio.
5. (Qué sucederi si se estudian

los puntos, cuyas coordenadas sa-

tisfacen no a una ecuacién, sino a

un sistema de ecuaciones?
Veamos el sistema:

[ 2®+y2+322=4,
| z=1.

Los puntos que satisfacen a la
primera ecuacién perfenecen a la
superficie de la esfera con centro
en el origen de coordenadas vy
radio 2. Los puntos que satisfacen
a la segunda ecuacién se encuen-
tran en el plano paralelo al plano
zy y ubicado a una distancia igual
a la unidad, en la direccién po-
sitiva del eje z. Los puntos que
satisfacen a la primera v a la
segunda ecuacion deben pertenecer
a la esfera z3+4y?4-2i2=4 y al
plano z=1, es decir, se encuentran
en la linea de su interseccidon. De
este modo, este sistema determina
una circunferencia, la cual es la
linea de intersecci6n de la esfera
vy del plano (fig. 39).

Vemos, pues, que cada una de
las ecuaciones del sistema deter-
mina una superficie y ambas ecua-
ciones, es decir, el sistema, dan
una linea.

(*#*)
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Pregunta. ;Cudles de los puntos
indicados mas abajo perienecen
a la primera superficie, cuales a
la segunda y cudles a la linea de
su interseccién

A(VE V2,0, BIYVZ V2, 4.
cWz V2, V2, D(1, V3,0),
EW©, V3. 1), F(—1, —V2Z, 12

6. iCoémo se puede expresar
en el espacio una circunferencia
situada en el plano zz, con centro
en el origen de coordenadas y
radio ignal a la unidad?

Como ya vimos, la ecuacidn
z2+22=1 determina una super-
ficie cilindrica en el espacio. Para
obtener los puntos de Ja circunfe-
rencia gque nos es indispensable,
es necesario agregarle a esta ecua-
cién la condicion y=0; de este
modo se separan de todos los pun-
tos del cilindro los puntos perte-
necientes al plane xz (fig. 40).
Obtenemos el sistema

-z =1,
y=0.

Ejercicios.
1. :Qué conjuntos de puntos de-

terminan en el espacio las ecua-
ciones:

a) 22 =1;
b) ¥* 4+ 2*=1;
c) 24y + 22 =12
2 _Se tienen Llres sistemas de
scuaciones:
a) [z ryt=1,
{ P+t =1

57




b) | Z*+p2 422 =1,
$=0,
c){ Y+t =1,

z=0.

¢Cudles de estos sistemas deter-
minan una misma linea y cuiles
determinan diferentes lineas?

3. (Como se puede expresar en
el espacio la ecuacidn de la bisec-
triz del 4ngule zOy? (Qué con-
junto determina en el espacio la
ecuacion z=y?



§ 1. Intreduccion

Como Ud. sabe ahora algo del
método de coordemadas, podemos
conversar sobre algunas cosas in-
teresantes que estdn estrechamente
relacionadas con la matematica
moderna.

1. Algunas ideas generales

El ilgebra y la geometria que
son consideradas ahora por la mayo-
ria de los escolares como ciencias
absolutamente distintas estan en
realidad muy préximas. Mediante
el método de coordenadas emplean-
de sélo los numeros y las operacio-
nes algebraicas, y sin hacer ningin
dibujo, se podria exponer todo el
curso escolar de geometria. El
curso de planimetria comenzaria
con estas palabras: “Se llama punto
el par de nameros (z, y) ...
Después se podria definir la cir-
cunferencia como el conjunto de
puntos que satisfacen a la ecuacién
de la forma (z — a)?4-(y—b)*=R2.
La linea recta seria el conjunto
de puntos que satisfacen a la ecua-
ciébn azx--by+c=0. Muchas otras
figuras se podrian caracterizar asi
mismo mediante sistemas de ecua-
ciones y desigualdades. Con esto,
todos ' los teoremas geométricos
se transformarian en unas cuantas
relaciones algebraicas. En las si-
guientes publicaciones les conta-
remos detalladamente c6mo se hace
esto.
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El establecimiento de la relacién
existente entre el algebra por una
parte, y la geometria por otra
representé una revolucién en las
matematicas. Esto convirtié a las
matematicas en una ciencia tnica,
en la cual no existe “una muralla
china” entre cada una de sus partes.

El filésofo y matemadtico francés
René Descartes (1596--1650) es
considerado como creador del mé-
todo de coordenadas. En la Gltima
parte del gran tratado de filosofia
de Descartes, editado en el afio
1637, se da una descripcion del
método de coordenadas y su apli-
cacién a la solucién de problemas
geométricos. El desarrollo de las
ideas de Descartes dio origen a
una rama especial de las matema-
ticas: la geometria analitica.

La denominacion misma expresa
la idea fundamental de la teoria.
La geometria analitica es aquella
parte de las mateméiticas que re-
suelve problemas geométricos por
medios analiticos (o sea, algebrai-
cos). Aunque la geometria anali-
tica es ahora una parte de las ma-
tematicas totalmente desarrollada
y terminada, las ideas contenidas
en sus fundamentos dieron origen
a nuevas ramas de las matemati-
cas. Surgié y se desarrolla la geo-
metria algebraica, que estudia las
propiedades de las lineas y de las
superficies expresadas mediante
ecuaciones algebraicas. De ninguna
manera se puede considerar ter-
minada esta parte de las matemd-
ticas, ya que justamente en los
ultimos afios se han obtenido nue-
vos resultados fundamentales, los
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cuales han ejercido una gran influen-
cia en otras ramas de las mate-
miticas.

2. La geometria nos ayude a contar

Cuando se resuelven problemas
geométricos aparece en primer pla-
no un aspecto del mélodo de coor-
denadas: la explicacion analitica
de los conceptos geométricos, o
sea, la traduccion al lenguaje de
los nimeros de las relaciones y
figuras geométricas. Sin embargo,
el otro aspecto del método de coor-
denadas, la interpretacién geomé-
trica de los niimeros y de las rela-
ciones numéricas, adquirid un valor
no menos significativo. El eminente
matemdtico Herman Minkowski
(1864—1909) empledé un enfoque
geométrico en la resolucion de
ecuaciones con nhmeros enteros.
Los matematicos de su tiempo
quedaron ascmbrados ya que al-
gunos problemas de la teoria de
nameros que antes parecian muy
dificiles resultaron tan simples y
evidentes.

Veamos un ejemplo absoluta-
mente sencillo que demuestra efmo
la geometria ayuda a resvlver
problemas algebraicos.

Problema. Consideremos la des-
igualdad

-y .

donde, » es un nimero entero posi-
tivo cualquiera. Se pregunta: ¢Cuan-
tas soluciones en numeros en-
teros (V) tiene esta inecuacién?

Resolucién., Es fdcil responder
a esta pregunta para valores pe-
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n N [N
o1~
1 515
2|3 |45
319/ 3
4|13 |32
5121 | 42
10 37| 3%
20| 63 | 3,4
50} 1611 3,22
100 | 317 | 3,%¢

"K,

n=,

Fig. 41

A

queios de n. Por ejemplo, para n=0,
se tiene una sola solucion: z=0,
y=0. Para n=1 hay que agregar
a esta solucion otras cuatro solu-
ciones: z=0, y=1; z—=1, y==0:
=0, y=—1 y 2=-—1, y=0; por
consiguiente se tendrin en total
cinco soluciones.

Para n=2, ademas de las solu-
ciones senaladas, se tienen otras
cuatro soluciones; z=1, y=1; z=
=—1, y=1; z=1, y=—1; z=—1,

=—1. Para n=2 se¢ tienen en
total nueve soluciones. Continuan-
do de este modo se puede formar
una tabla. . .

Vemos, pues, que el nimero de
soluciones N aumenta, al aumen-
tar n, pero es bastante dificil
hallar una ley exacta para la va-
riacién de N. Observando la co-
lumna derecha de la tabla, podemos
suponer que la razén N/n tiende
a un nimero determinado, cuando
crece n.

Mediante la interpretacién geo-
métrica demostraremos en seguida
que, en efecto, la razén N/n tiende al
conocido numero n=3,14159265...

Consideremos el par de niimeros
(z, y) como un punto en el plano
{con abscisa z y ordenada y). La
desigualdad 2*+4y%<(n expresa que
el punto (z, y) pertenece al circulo
K, con centro en el origen de
coordenadas y radio V'n (véase
la fig. 41, en la cual se ha consi-
derado n=31). Por lo tanto, nuestra
inecuacién tiene tantas soluciones
en numeros enteros, cuantos puntos
con coordenadas enteras estén
contenidos en el interior del circulo
K, o en su contorno.
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Es evidente geométricamente que
los puntos con coordenadas enteras
“estin upiformemente distribuidos
en el planv” y que on upa unidad
de drpa cestid contenido un solo
punto. Por esto queda claro que
¢l ndmero de soluciones dcbe ser
aproximadamente igual al drea del
circulo. Asi, pues, obtenemos la
férmula aproximada:

N =~ an,

He aqui una demostracidn abreviada
de esta f6rmula. Dividamos el plano, por
medio de rectas paralelas a los ejes de
coordenadas, en pequefos cundrados uni-
tarios y supongamos que los puntos
correspondientes a los numeros enteros
son los vértices de estos cuadrados. Su-
pongamos que en el interior del circulo
K, resultaron N puntos de los nimeros
enteros, a cada uno de estos punios
le hacemos corresponder el cuadradito
wnitario para el cual el punto conside
rado es el vértice superior derecho.
Designemos con A, la figura formada
por estos pequefios cuadrados (fig. 42).
Es evidente que el 4rea de Ap es igual
a N (es decir, al nimero de cuadraditos
que componen esta figura),

Comparemos el 4rea de esta figura
con el area del circulo X,. Veamos,
simultineamente con el circulo X,
otros dos circulos con cenlro en el origen
de coordenadas: el circulo X', de radio

l/;':]/fy ¢l circulo K de radio ¥ nd-
+ V2. La figura A, estd totalmente
contenida en el circulo X, y comprende

en su interior al circulo X, (demuestre
esto aplicando el teorema: «en un trign-
gulo, la longitud de un lado es menor
que la suma de los otres dos»). Por esto,

el srea de 4, cs mayor que el drea de K,
y menor que el drea de K., es decir,

aVe—VZV <N <al(Vr4+VIr

1) Nota del R. Para abreviar llama-
remos puntos enteros, aquellos cuyas
coordenadas son miameros enteros.
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De esto se deduce nuestra férmula de
aproximacion, Naznn, con la estimacion
del error:

|N—mn| < 20V 2n+1).

Estudiemos aliora un problema
similar, pero con tres incognitas.
¢Cuéntas soluciones en forma de
nameros enteros tiene la inecuacion

-y 22 < n?

Si aplicamos de nuevo la inter-
pretacién geométrica, la respuesta
se obtiene inmediatamente. El nu-
mero de soluciones enteras es ap-
roximadamente igual al volumen
de una esfera de radio V', es decir,
%nnl/ n. Seria dificil obtener este
resultado por medios puramente
algebraicos.

3. Es necesario introducir el espacio
de cuatro dimensiones

(Como proceder si se necesita
encontrar el nimero de soluciones
en forma de nlimeros enteros de
la inecuacion

2 e,

la cual contiene cunatro incognitas?
Cuando resolviamos este problema
para dos y tres incégnitas aplica-
bamos una interpretacién geo-
métrica. La solucién de la inecua-
cién con dos incégnitas, o sea, el
par de ntmeros, se interpretaba
como un punto en el plano; la
golucién de la inecuacién con tres
incognitas, o sea, el conjunto de
tres numeros, como un punto en
el espacio. (Se podra seguir ap-
licando este procedimiento? En

64



ese caso, seria necesario considerar
a los cuatro nameros (z, y, 3z, u)
como un punto de un espacio que
tiene cuatro dimensiones (de un
espacio de cuatro dimensiones).
Entonces se puede copsiderar que
la desigualdad z®4y24224t2<n
implica que el punto (z, y, z, t)
esté contenido en el interior de una
esfera de cuatro dimensiones con
centro en el origen de coordenadas

y radio V'n. Después seria nece-
sario dividir el espacio de cuatro
dimensiones en cubitos de cuatro
dimensiones y, finalmente, nece-
sitariamos calcular el volumen de
una esfera de cuatro dimensiones!'.
En otras palabras, debfamos co-
menzar a desarrollar la geometria
del espacio de cuatro dimensiones.
En esta edicién no haremos todo
esto; solo entreabriremos un poco
la puerta del espacio de cuatro
dimensiones y le presentaremos
en él una figura més simple, el
cubo de cuatro dimensiones.
Por supuesto, a Ud. le interesan
las siguientes preguntas: :hasta
qué punto se puede hablar seria-

Y En nuestras publicaciones no nos
ocuparemos de la deduccién de la fér-
mula para calcular el volumen de una
esfera de cuatro dimensiones, sin embargo
daremos su férmula. El volumen de
una esfera de cuatro dimensiones es igual

nZR4 o

g Para comparar, sefalemos ade-
miés que el volumen de la esfera de cinco

dimensiones es igual a L
15
dimensiones es igual aﬁf_s y él de siete,
16n3 /7
105

, €t de seis
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mente de este espacio imaginario
de cuatro dimensiones? ¢hasta don-
de se puede desarrollar uuna geo-
metria de este espacio, similar a
la geometria corriente, y cuales se-
ran las similitudes y diferencias
entre la geometria tridimensional
y la de cuatro dimensiones? Al
estudiar estas preguntas los mate-
méaticos obtuvieron las siguientes
respuestas: sf, es posible desarro-
liar una geometria tal que en muchos
aspeclos se parezca a la geometria
corriente. Ademas, esta geomeiria
comprende la geometria corriente
como una parte integrante de ella,
asi como a la estereometria (la
geometria del espacio) contiene
a la planimetria. Por supuesto,
la geometria de cuatro dimensiones
tendrd muchas diferencias esen-
ciales con la geometria corriente.
Algunas singularidades muy in-
teresantes del mundo de cuatro
dimensiones narraba en uno de
sus relatos el escritor de novelas
de ficeidn cientifica, Herbert Wells.

Pero ahora le demostraremos que
en realidad estas singularidades
se parecen mucho a aquéllas que
diferencian la geometria del es-
pacio tridimensional de la geo-
metria del espacio bidimensional.

4. Singularidades del espacio de
cuatro dimensiones

Dibuje un circulo en el plano y
fighrese que Ud. es un ser imagi-
naric del mundo bidimensional,
que puede moverse por el plano,
pero no tiene derecho a salir al
espacio (inclusive, Ud. no sabe
gnue existe el espacio y, por lo
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tanto, no puede imaginarselo). De
tal modo que el conlorne del
circulo, la circunferencia, le serd
una barrera invencible ¥ Ud. no
podra salir del c¢ireulo, porque la
circunferencia en todas partes le
cerrara el paso (fig. 43, a).

Imaginese ahora que este plano,
con el circulo dibujado, se in-
lrodnce en un espacio tridimensio-
nal y que Ud. intuye la existencia
de l&' tercera dimension; por su-
pucesto, alora sin ninguna difi-
cultad saldrdi Ud. de los limites
del circulo, por ejemplo, simple-
mente, atravesard Ja circunferen-
cia (fig. 43, b).

Supongamos que ahora es Ud.
un ser del mundo tridimensional
y que se encuentra en el interior
de una esfera, cuya frountera es
impenetrable; euntonces, no podra
salir de los limites de esta esfera
(fig. 43, b). Pero si la esfera esta
situada en un espacio de cuatro
dimensiones y Ud. capté la exis-
tencia de esta cuarta dimensién,
entonces sin ningin esfuerzo po-
dri Ud. -salir de los limites de la
esfera,

En esto no hay nada particular-
mente mistico, sino que sencilla-
mente la frontera de la esfera
tridimensional no divide en dos
partes el espacio de cuatro dimen-
siones, a pesar de que divide el
espacio tridimensional. Esto es ab-
solutamente analogo al caso de la
frontera del circulo (la circunfe-
rencia), la cual no divide en dos
partes el espacio tridimensional,
a pesar de gque divide el plano (al
cual ella pertenece).
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He aqui otro ejemplo: es evi-
dente que no se pueden hacer coin-
cidir dos figuras simétricas entre
si en el plano, si sélo se pueden
mover sin salirse de los limites
del plano. Sin embargo, una mari-
posa en reposo puede plegar las
alas, haciéndolas salir del plano
horizontal al wvertical (véase el
dibujo en la solapa). Asi mismo,
no se pueden hacer coincidir en
el espacio tridimensional figuras
simétricas espaciales. Por ejemplo,
ya puede dar las vueltas que quiera
a un guante izquierdo, no lo con-
vertird. en derecho, a pesar de ser
figuras geométricas iguales. Sin
embargo, las figuras simétricas
tridimensionales se pueden hacer
coincidir en un espacio de cuatro
dimensiones del mismo modo que
se hacen coincidir las figuras simé-
tricas planas si se ponen en un
espacio tridimensional.

Por esto, no tiene nada de asom-
broso que el héroe del relato antes
mencionade de Wells, después de
su viaje por el espacio de cuatro
dimensiones resulto totalmente cam-
biado, pero en forma simétrica
consigo mismo; por ejemplo, el
corazdn le resulté a la derecha. Esto
sucedié porque al salir al espacio
de cuatro dimensiones se volvié
al lado contrario (en forma similar,
el guanteizquierdo se transformaria
en el derecho si se le volviera al
reveés).

5. Algo sobre fisica

La geometria de cuatro dimen-
siones resulté ser un aparato ex-
traordinariamente util ¢ insusti-
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tuible en- la fisica moderna. Sin
el aparato de la geometria imagi-
naria de varias dimensiones seria
muy dificil explicar y aplicar, una
rama tan esencial de la f{isica
moderna como es la teoria de la
relatividad de Alberto Einstein.

Cualquier matemético puede en-
vidiar a Minkowski, quien despuéds
de aplicar con lanto éxilo la geo-
metria a la teoria de los nimeros
supo nuevamente aclarar difici-
lisimos problemas matemalicos re-
ferentes a la teoria de la relativi-
dad, por medio de consideraciones
geométricas intuitivas. Uno de los
fundamentos de la teoria de la
relatividad es el concepto de la
union inguebrantable del espacio
y del tiecmpo. Por esto, es propio
considerar el momento de tiempo
en el cual ha trauscurrido algun
suceso como la cuarta coordenada
de este suceso junto con las tres
primeras quc determinan el punto
del espacio en el que tiene lugar
este suceso.

El espacio de cuatro dimensivnes
obtenido se llama espacio de Min-
kowski. Hoy dia, un curso cunal-
quiera de ieoria de la relatividad
comienza con una descripcion de
este espacto. I1 descubrimiento
de Minkowski consiste en que las
formulas bdsicas de la tleoria de
la relatividad, las férmulas de
Lorents, expresadas en el lenguaje
de las coordenadas de este espacio
de cuatro dimensiones, son extraor-
dinariamente simples,

De este modo, para la fisica
moderna fue una gran suerte que,
cuando se descubrié la teoria de

69



la relatividad, les matemadticos
ya habian preparado la geometria
de varias dimensiones, un aparato
c¢émodo, compacto y bello, el cual
en muchos casos simplifica consi-
derablemente la resolucién de pro-
hlemas.

§ 2. El espacio de cuatro dimen-
siones

Finalmente, como habiamos pro-
metido, le contaremos a Ud. algo
de la geometria del espacieo de cuatro
dimensiones.

Cuando construimos la geometria
de la recta, del plano y del espacio
tridimensional tenemos dos posi-
bilidades: o exponer el material
mediante representaciones intuiti-
vas (este procedimiento es caracte-
ristico para el curso escolar, por
o cual es dificil imaginarse un
texto de geometria sin dibujos),
o exponerlo analiticamente (el mé-
todo de coordenadas nos da esta
posibilidad), llamando, por ejem-
plo, en el curso de planimetria, al
punto del plano, par de ndimeros
(las coordenadas de este punto) y
al punto del espacio, un conjunto
de tres mumeros.

Cuando se introduce el espacio
de cuatro dimensiones, la primera
posibilidad no existe. No podemos
emplear directamente representa-
ciones geométricas intuitivas, pues
¢l espacio que nos rodea sélo tiene
tres dimensiones; sin embargo, te-
nemos abierto el segundo camino.
En efecto, hemos definido el puntio
de la recta como un numero, el
punto del plano como un par de
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niameros y el punto del espacio
tridimensional como un conjunto
de tres numeros. Por eslo, es ab-
golutamente propio construir la
geometria del espacio de cuatro
dimensiones definiendo el punto
de este espacio imaginario como un
conjunto de cuatro numeros. Se
deberd comprender por figura geo-
métrica en tal espacio a un cierto
conjunto de puntos (por cierto,
igual que en el caso de la geometria
corriente). Precisemos ahora algu-
nas definiciones.

6. Ejes y planos coordenados

Definicidon. Se llama punie en
¢l espacio de cuatro dimensiones
el conjunto -de los cuatros nimeros
ordenados ¥ {z, y, z, ).

iQué se debe considerar en el
espacio de cuatro dimensiones como
ejes de coordenadas vy cuintos son?

Para responder a esta pregunta,
volvamos brevemente al plano y al
espacio de tres dimensiones.

En el plano (es decir, en el espa-
¢io de dos dimensiones), ios ejes
de coordenadas son los conjuntos
de puntos en los cuales una de las
coordenadas puede tomar cualquier
valor numérico y la segunda es
igual a cero. Asi, pues, el cje de
abscisas es ¢l conjunto de puntos
de la forma (z, 0), donde z es un
niunero arbitrario. Peor ejemplo,
al eje de las abscisas pertenecen

D Decimos gordenados ya que para
distinta situacién de los mismos rimeros
en el conjunto de euatro. niimeros se
obtienen diferentes puntns; por ejemplo,
el punto (i, —2, 3, 8) es distinto del
punto (3, 1, 8, —2).
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los puntos (1,0), (—3, 0), 2 0),

mientras que el punto (Y5, 2)
no pertenece. El eje de las orde-
nadas dei plano es el conjunto de
puntos de la forma (0, y), donde y
es un nimero arbitrario.

En el espacio tridimensional hay
tres ejes:

el eje x es el conjunto de puntos
de la forma (z, 0, 0), donde x es
un ndmero arbitrario;

el eje y:es el conjunto de puntos
de la forma. {0, y, 0), donde y es
un nimero arbitrario;

el eje z es el conjunto de puntos
de la forma (0, 0, z), donde z es
un nmero arbitrario.

En el espacio de cuatro dimen-
siones, formado de todos los punios
de la forma (z, y, z, t), donde
z, ¥, 2z, t son nameros arbitrarios,
es propio considerar como ejes
de coordenadas a aquellos conjun-
tos de puntos en los cuales una de
las coordenadas toma cualquier
valor numérico y las otras son igua-
les a cero. Entonces, es evidente
que en el espacio de cuatro dimen-
siones hay cuatro ejes de coorde-
nadas:
el eje , es el conjunto de puntos
de la forma (z, 0, 0, 0), donde =
es un numero arhitrario,
el eje y, es el conjunto de puntos
de la forma (0, y, 0, 0), donde ¥
es un nimero arbitrario; '
el eje z, es el conjuntc de puntos
de la forma (0, 0, z, 0), donde z
es un numero arbitrario;
el eje t, es el conjunto de puntos
de la forma (0, 0, 0, #), donde ¢
es un numero arbitrario,
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En el espacio tridimensional, ade-
mas de los ejes de coordenadas se
tienen los planos de coordenadas.
Estos son los planos que pasan por
cada dos ejes de coerdenadas cua-
lesquiera. Por ejemplo, el plano
yz, es el plano que pasa por el
gje y y por el eje z.

En el espacio tridimensional, en
total hay tres planos de coordena-
das;

el plano zy, que es el conjunto
de puntos de la forma (z, y, 0},
donde x ¢ y son nimeros arbitra-
rios;

el plano yz, que es el conjunto
de puntos de la forma (0, y, 2),
donde y y z son nimeros arbitra-
rios;

el plano zz, que es el conjunio
de puntos de la forma (z, 0, 2z),
donde x y z son nimeros arbi-
trarios.

En el espacio de cuatro dimen-
siones es natural llamar planos
de coordenadas a los conjuntos de
puntos en los cuales dos coorde-
nadas cualesquiera de las cuatro
toman valores numéricos arbitra-
rios y las coordenadas restantes
son iguales a cero. Por ejemplo, el
conjunto de puntos de la forma (x,
0, z, 0) lo llamaremos plano de
coordenadas zz del espacio de cualro
dimensiones. ¢Cudntos planos de
este tipo hay en total?

Esto es ficil de averiguar; ahora
simplemente escribiremos todos
ellos:

el plano zy, es el conjunto de
puntos de la forma (z, y, 0, 0),

el plano zz, es el conjunto de
puntos de la forma (z, 0, 2z, 0),
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el plano z¢f, es el conjunto de
puntos de la forma (z, 0, 0, ),

el plano yz, es el conjunto de
puntos de la forma (0, y, z O0),

el plano y¢, esel conjunto de
puntos de la forma (0, y, 0, ),
el plano z¢, es el conjunto de
puntos de la forma (0, 0, z, ¢).

Las coordenadas variables para
cada uno de estos planos pueden
tomar cualquier valor numérico,
inclusive cero. Por ejemplo, el
punto (5, 0, 0, 0) pertenece tanto
al plano zy como al plano 2t (iy
a qué otro plano?). Ficilmente se
observa que el plano yz, por ejem-
plo, “pasa™ por el ¢je y, en atencién
que cada punto de esle eje perte-
nece a este plano. En efecto,
cualquier punto del eje y, o sea,
un punto de fa forma (0, y, 0, 0),
pertenece al conjunto de puntos
de la forma (0, y, z, 0), es decir,
al plano yz.

Pregunta. iQué conjunto forman
los puntos gue pertenecen simulla-
neamente al plano yz y al plano zz?

Respuesta. Fste conjunto esta
formado por todos los puntos de
la forma (0, 0, z, 0), es decir, es
simplemente el eje z.

Por tanto, en el espacio de cuatro
dimensiones existen conjuntos de
puntes similares a los planos de
coordenadas del espacio tridimen-
sional. Estos son secis. Cada uno
de ellos estd formado de los puntos
que, comeo los puntos de los planos
de coordenadas del espacio tridi-
mensional, tienen dos coordenadas
qite pueden tomar valores numé-
ricos arbitrarios; las dos coordena-
das restantes son iguales a cero.
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Cada uno de estos planos de coor-
denadas “pasa” por dos ejes de
coordenadas: por ejemplo, el plano
yz pasa por el eje y y por el eje z.
Por otra parte, por cada eje pasan
tres planos de coordenadas. Asi,
pues, por el eje z pasan los planos
zy, xz, y xi. Diremos que el eje z
es la interseccién de estos planos.
Los seis planos de coordenadas
contienen un punto comun, el
origen de coordenadas (0, 0, 0, 0).

Pregunia. {Qué conjunto de pun-
tos es la interseccion de los planos
xy e yz jxy y z?

Vemos que el cuadro obtenido
es totalmente analogo al que se
tiene en el espacio tridimensional.

Ahora probaremos hacer incluse

un dibujo esquemdtico, que nos

ayudara a crear una imagen vi-

sual de la posicion de los planos

de coordenadas y de los ejes de

coordenadas en el espacio de cuatro

dimensiones. En la [ig. 44 los ejes  Proues de coordenadas
de coordenadas estin representados bidimensionales
por cectas y se muestran los planos
de coordenadas; todo esto es exac-
tamente igual a Jo que se hizo en
la fig. 31, para el espacio tridimen-
gional.

Sin embargo, cn el espacio de
cuatro dimensiones otros conjun-
tos de puntos que se pueden llamar
planos de coordenadas. Por cierto,
esto se podia esperar, pues, en la
vecla sblo se tiene el orvigen de
coordenadas; en el plano hay el
origen de coordenadas y los ejes;
en ¢l espacio tridimensional ade-
mas del origen de coordenadas y
los ejes, aparceen también los
planog de coordenadns. s natural
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que en el espacio de cuatro dimen-
siones aparezcan nuevos conjuntos,
que llamaremos planos de ecoorde-
nadas tridimensionales.

Estos conjuntos formados de to-
dos los puntos, son tales que tres
de las coordenadas toman todos
los valores numéricos posibles y
la cuarta es igual a cero. Tal es,
por ejemplo, el conjunto de los
puntos de la forma (z, 0, z, #)
donde z, z, ¢t toman todos los va-~
lores posibles. Este conjunto Io
Hlamaremos plano de coordenadas
tridimensional zzt. Se comprende
facilmente que en el espacio de
cuatro dimensiones existen cuatro
planos de coordenadas tridimen-
sionales:

el plano zyz, es el conjunto de
los puntos de la forma (z, y, z, 0),

el plano zyt, es el conjunto de
los puntos de la forma (x, y, 0, ),

el plano zzt¢, es el coojunto de
puntos de la forma (z, 0, z, &),
" el plano yz¢, es el conjunto de
puntos de la forma (0, y, z, ).

Ademas, se puede decir que cada
uno de los planos de coordenadas
tridimensionales “pasa” por el ori-
gen de coordenadas y que cada
uno de estos planos “pasa™ por
tres ejes de coordenadas (la pa-
labra “pasa” la empleamos agui
en el sentido de que el origen de
coordenadas y cada uno de los
puntos de los ejes pertenecen al
plano). Por ejemplo, el plano tri-
dimensional zyt pasa por los ejes
r, yyt

Anslogamente se puede decir que
cada uno de los planos bidimen-
sionales es la interseccign de dos

78



planos tridimensionales. Por ejem-
plo, el plano zy es la interseccion
de los planos tridimensionales xyz
y xyt, es decir, estd formado de
todos los puntos que pertenecen
simultineamente a uno y otro
conjunlo.

Mire la fig. 45, que se diferencia
de Ia fig. 44 en que en esta
dltima estd dibujado el plano de
coordenadas tridimensional zyz,
gue represenia un paralelepipedo.
Es evidente que este plano contiene
alos ejes z, y y 2 y a los planos
Yy, T2 € YZ.

7. Algunos problemas

Intentaremos comprender en
qué sentido se puede hablar de
la distancia entre los punlos del
espacio de cuatro dimensiones.

En los parrafos 3, 6 y 9 del
capitulo I de este libro demostra-
mos que el método de coordenadas
permite deteeminar la distancia
entre los puntos, sin recurrir a
representaciones geométricas.. En
efecto, la distancia entre los puntos
A{z,) y B(z,) de la recta se calcula
por la férmula

p(4, B}:lzl""z"

o (4, By=Vie,—2z)";

la distancia entre los puntos A(z,,
y) v B(r,, y,)-del plano, por la
formula

p(A, B)y= ]/(xl —Z,)* +(th — ¥2)*

y, finalmente, la distancia entre
los puntos A{z;, ¥,, z,) y Bz,
Y, Z,) del espacio tridimensional,
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por la férmula
p(d, B)=
=V (2, —z)* + (yn'ﬁye)r'{“_{_z::_zz]z'

Es natural definir en forma ana-
loga la distancia en el espacio de
cuatro diinensiones, o sea, inlro-
ducir asi la siguiente
definicién.

Se llama distancia entre dos
puntos del espacio de cuatro di-
mensiones A(z,, ¥y, 2. 4} ¥ Bz,
Yas 24 Ly), €l nimero p(4, B) que
se calcula por la férmula

=V (z,—z,)

Py — ¥2)® (23— 20)? - (— t,)*

En particular, la distancia entre
el punto A(z, y, z, {) y el origen
de coordenadas O(0, 0, 0, 0) estd
dada por la férmula

p(0, Ay =V ar+ y? |- 22+ 2

Aplicando esta definicion, ya se
puede resolver problemas de geo-
metria del espacio de cuatro dimen-
siones, parecidos a los que Ud. re-
suelve por los manuales de pro-
blemas y ejercicios escolares.

Ejercicios.

1. Demuestre que el tridangulo
con los vértices A (4, 7, —3, D),
B@3,0,--3, 1) yC(—117 - 3 0)
es isosceles.

2 Se tienén cuatro puntos del

espacio de cuatro dimensiones:
A 1, A1)
B(""i: —"'L 1n 1]1
c{—1, 1, §; =1},
D, —1, 1, —1).
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Demuestre que estos cuatro pun-
tos son equidistantes entre si.

3. Sean A, B y ( tres punlos
del espacio de cuatro dimensiones.
Podemos definir el angulo ABC de
la siguiente forma. Como sabemos
caleular la distancia en el espacio
de cuatro dimensiones, encon-
tremos (A, B), p(B, C) y
p(4, €), es decir, “las longitudes
de los lados” del triiangule ARC.
Construyamos ahora en el espacio
bidimensional ordinario un tri-
angulo A’B'C’, de modo que sus
lados A'B’, B'C' y C'A’ sean
correspondientemente iguales a
p(4, B), o(B, C) y p(4, C).

En este caso, angulo A’'B'C’
de este tridngulo lo llamaremos
drgulo ABC del espacio de cuatro
dimensiones. ¥

Demuestre que el tridngulo con
vértices A(4,7,—3, 5}, B(3,0,~3, 1}
y €(1, 3, —2,0) es rectangulo.

4. Tomemos los puntos 4, B y C
del ejercicio 1. Calcule los angulos

A, B y C del triangulo ABC.

I Para que esta definicién sea correc-
ta (tenga sentido, sea vélida), como
dicen los matemaéticos, es necesario
demostrar que en el plano se puede cons-
truir un triangulo cuyos ladeos sean
pi{d, B),p{B, C)yp{4, C). Para esto es ne-
cesario convencerse que cada una de estas
distancias ¢s menor que la suma de las
otras dos, o sea, demostrar unas desigual-
dades bastante complicadas.
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xtylizlou? (14
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Fig. 46

8 3. El cubo de cuatre dimensio-
nes

8. Definicién de la esfera y del
cubo

Ahora estudiaremos las figuras
geométricas en el espacio de cuatro
dimensiones, Por figura geométrica
{como en el caso de la geometria
ordinaria) comprenderemos un con-
junto de puntos.

Veamos por ejemplo, la defini-
cidén de esfera: esfera es el conjunto
de puntos que estan situados a
una misma distancia de un punto
dado (fig. 46). Por analogia se
puede aplicar esta definicion para
definir la esfera en el espacio de
cuatro dimensiones; va sabemos lo
que es punto y también sabemos
lo que es distancia entre dos puntos.
Adaptaremos la definicidn, tradu-
ciéndola al lenguaje de los name-
ros {comoc en el caso del espacio
tridimensional, para mayor sim-
plicidad, consideraremos una esfcra
con centro en el origen de coorde-
nadas).

Definicién. Se llama esfera de
cuatro dimensiones con centro en
el origen de coordenadas y radio R,
al conjunto de puntos (z, y, z, #)
que satisfacen a la relacién

xz_!_ y2 - zz_}_tE:Rz!

Si se considera no la superficie
esférica, sino todo el volumen de
la esfera, entonces es necesario
reemplazar la igualdad indicada
por la desiguaidad

2Ly 4a2 12K R
Esta observacion se reliere también
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4 los casos bidimensionales y tri-
dimesionales.

Veamos ahora algo sobre el
cubo de cuatro dimensiones. Juz-
gando por la denominacién, ésta
es upa figura semejante al cubo
{ridimensional que Ud. bien conoce
(fig. 47). También existe en el
plano una figura semejante al cubo;
ésta cs el cuadrado. Examinando
las definiciones analiticas del cubo
y del cuadrado es extraordinaria-
mente ficil observar la semejanza
entre ellas.

En efecto (como Ud. ya sabe
por el ejercicio 5, apartado 10,
cap. 1) se puede dar la siguiente
definicion:

Cubo es el conjunto de punlos
(z, y, 2) que satisfacen a las rela-
ciones:

0<r <1,
oy, (*)
0z <.

En esta definicién “aritmética”
del cubo ya no se necesita ningin
dibujo. Sin embargo, ella corres-
ponde totalmente a la definicion
geométrica de cubo.?

I Por supuesto, en el espacio existen
otros cubos. Por ejemplo, el conjunte
de los puntos quasatisﬁaceualas expre-
siones —1l=sz=1, —1=y=C1, —i<2<0]
es también un cubo. Este cubo esté
muy bien situado con respecto a los
ejes de coordenadas: su centro es el ori-
ﬁen de coordenadas, los ejes y los planos
e coordenadas son los cjes y los planos
de simetria. 8in embargo, para nuestros
fines es comodo precisamente el cubo
determinado por las relaciones (*}. Para
diferenciar este cubo de los otros, lo
llamaremos unitario.
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Para el cuadrado también se
puede dar la definicidn aritmética:

se llama cuadrado el conjunto
de puntos (x, y) que satisfacen a
las relaciones:

0,
VESSTESS B

Comparando estas dos defini-
ciones es fiacil comprender que, en
efecto, como suele decirse, el cuad-
rado es el andlogo bidimensional
del cubo. A veces, llamaremos al
cuadrado “cubo bidimensional”.

También se puede considerar el
anilogo de estag figuras en el es-
pacio de una dimensién, en la
recta. Obtenemos el conjunto de
puntos z de la recta que satisfacen
a las relaciones:

0 < 1.

Es evidente que este “cubo de
una dimension™ es un segmento.

Fsperamos que ahora le parecera
absolutamente natural la siguiente
definicién:

se llama cubo de cuatro dimen-
siones al conjunto de puntos (z, y,
z, t) que satisfacen a las relaciones:

0L,
0 <z,
0y <1,
0Tt 1.

No se preocupen que por ahora
no hayamos presentado un dibujo
del c¢nbo de euatro dimensiones,
ya lo haremos mas adelante (no
se asombre que se pueda dibujar
un cubo de cuatro dimensiones,
pues, scolemos dibujar un cube
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tridimensional en una hoja de
papel plana). Para esto, primera-
mente es necesario comprender cé6mo
estd “construido™ este cubo y qué
elemenlos de éste se pueden dis-
tinguir.

9. La construccién de un cubo de
cuatro dimensiones

Veamos por orden “cubos” de
diferentes dimensiones, o sea, un
segmento, un cuadrado y un cubo
ordinario.

El segmento es una figura muy
simple determinada por las rela-
ciones UsCz<{1. Acerca del seg-
mento, quizas s6lo se pueda decir
que su frontera consta de dos pun-
tos: 0 y 1. Los puntos restanies
del segmento los llamaremos in-
teriores.

La frontera del cuadrado consta
de cuatro puntos (los vértices) y
de cuatro segmentos. Por lo tanto,
el cuadrado tieme en la frontera
elementos de dos tipos: puntos y
segmentos. La frontera del cubo
tridimensional contiene elementos
de tres tipos: los vértices, que
son 8, las aristas (segmentos), que
son 12 y las caras (cuadrados),
que son 6.

Escribamos estos datos en forma
de tabla que esta en la pag. 84.

Esta tabla se puede escribir
abreviadamente si se conviene es-
cribir, en lugar del nombre de la
figura, el namero n, igual a su
dimensidn: para el segmento, n=1;
para el cuadrado, n=2; para el
cuho, n=3. En lugar de la deno-
minacion del elemento de la fron-
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)
Elementos de 1a B
frontera i
T
218 | &
Sis | §
&z |z
(tigura) g |g
z E &
- <
= ~1 af
2|58 3
El segmento B Fo] e
El ¢cvadrado 4| 4|—
El cubo . 8|12| 6

tera también se puede anotar la
dimensién de este elemento: para
la cara, n=2, para la arista, n=1.
En este caso, es conveniente consi-
derar el punto (vértice) como un
clemento de dimensién nula (n=0).
Entonces, la tabla anterior toma
esta forma:

Dimensidn de la
frontcra

o|112

Dimension

del cubo
1 2|—]|—
2 4 4] —
3 8 |12( 6
4 Plo?0R

Nuestro fin es completar la cuar-
ta linea de esta tabla. Para esto,
examinaremos de nuevo, pero ahora
analiticamente 1, las fronteras del

I Es decir aritméticamente.
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segmento, del cuadrado y del cubo
(fig. 48) y por analogia intenta-
remos averiguar cdémo construir
la frontera del cubo de cuatro
dimensiones.

La frontera del segmento

Oz

consta de dos puntos:
z=0 y z=1.

La frontera del cuadrado
Osx<ctl, Os<y<ci

contiene cuatro vértices:
x=0, y=0; z=0, y=1,
z=1, y=0 y z=1, y=1,
es decir, los puntos
©, 0, ©, 1, (1, 0) ¥y (1,1).

El cubo
D2,
0y <,
0Lz 1
contiene ocho vértices. Cada uno
de estos vértices es un punto (z,
¥y, 2), en el cual , ¥ y z estdn reem-
plazados o bien por un cero o
bien por la unidad. Se obtienen
los siguientes ocho puntos:
©, 0, 0), (0, 0, 1), (0,1, 0,
0.4 1, ;0 05 (1,0, 1)
i, 4, B, th. 1, 1)
Los vértices del cubo de cuatro
dimensiones:
0Lz,
0y <,
0z <1, -
R |
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vértices:
{coo1) {o1,1,0)
(00,1,) ¢,01)
(o3,01) {1108
{1,0,01) (11
& A Y
T ™
ltl;“i'- b
N\
N
A Y
Y
.,
vertices:
(00008  (011.8)
(0,9,1,0) (10,10}
(01,08}  (1,108)
(’ro!oi.) (.ll' !! l#.)
Fig. 49
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A B @
A D,
£ c,
A g
/ ®
0 {
Fig. 50

son los puntos (z, y, z, ¢) en los
cuales x, ¥, z y { estan reempla-
zados o bien por un cero o bien
por la unidad.

Tales vértices son 16, porque se
pueden formar 16 conjuntos de
cuatro nameros distintos consti-
tuidos de ceros y unidades. En
efecto, tomemos les conjuntos de
ires ndmeros formados por las
coordenadas de los vértices del
cubo tridimensional (son 8) y a
cada uno de ellos le agregamos
primero el cero y después el uno
{tig. 49). Por lo tanto, de cada
uno de tales conjuntos de tres
nameros se obtienen dos conjuntos
de cuatro nimeros y en total re-
sultaran 8.2=16 conjuntos de cua-
tro ntmeros. Asf, como hemos
calculado los vértices del cubo de
cuatro dimensiones.

Pensemos ahora lo que debe
llamarse arista del cubo de cuatro
dimensiones. Emplearemos de nue-
vo la analogia. En el cuadrado las
aristas (los lados) se determinan
por las siguientes relaciones (véase

lag fig. 50 y 47):

0Le{ ], y=0 (arista AB);
x=1, 0Cy<C1 (arista BC);
0z, y=1 (arista CD});

z=0, 0<Cy <1 (arista DA).

Como vemos, para las aristas del
cuadrado es caracleristico que en
todos los puntos de la arista dada,
una de las coordenadas tiene un
valor numérico determinado: 0 6 1,
y la otra coordenada toma todos
los valores entre O y 1.

Veamos ahora las aristas del cu-
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bo (tridimensional). Tenemos (véa-
se la fig. 50):
£=0,y=0, 021 (arista AA4,);
0e<1, y=0, z=1 (arista
A,B));
z=1, 0Ty, z=1
(arista B,C))

etc.

Por analogia tenemos.

Definicién. Se llaman aristas
del cubo de cuatro dimensiones
los conjuntos de puntos que tienen
todas sus coordenadas, a excep-
cién de una, constantes (iguales
a 006 1) vy la cuarta toma todos

los valores posibles entre O y 1.
Ejemplos de aristas:

H)z=0, y=0, z=1, 0t L1,

) 0eCl, y=1, 2z=0, 1=1,

=1, 0y, z2=0, =0,
etc.

Probemos calcular cudntas aris-
tas tiene el cubo de cuatro dimen-
siones, es decir, cudntas lineas
semejantes se pueden escribir., Para
no equivocarnos las anotaremos
en un orden determinado. Primero
distinguiremos c¢uatre grupos de
aristas: para el primer grupo, sea
z la coordenada variable (ademis
0<z<C1), mientras que y, z y ¢
toman los valores constantes
0 y 1, en todas las combinaciones
posibles. Pero, ya sabemos que
existen 8 conjuntos diferentes de
tres nimeros de ceros y unidades
(recuerde cudntos vértices tiene
el cubo tridimensional). Por ello
hay 8 aristas del prifer grupo
{para las cuales z es la coordenada
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variable). Facilmente se comprende
que las aristas del segundo grupo,
para las cuales es variable y ¥y
no x, también son 8. De este modo,
queda claro que el cubo de cuatro
dimensiones tiene en total 4.8=
=32 aristas.

Ahora es facil escribir las rela-
ciones que determinan cada una
de eslas aristas, sin temor de
omitir ninguna:

Primer Segundo
grupo. grupo:
B g | oLyt
v | 2| ¢ = [Fz | ¥
0 (0]0 0O,010
0|01 0| 031
0 (1]0 of(1(0
TRl sl
11010

1 101

11410

£ | 4%

Tercer Cuarto
grupo: grupo:
0z o0t
x | vt = | v | 2
01010 0| 0] 0
010 (1 001

El cubo tridimensional, ademés
de los vértices y las aristas, tiene
también caras. En cada una de las
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caras varian dos coordenadas (to-
mando lodos los valores posibles
entre 0 y 1), mientras que una de
las coordenadas es constante (igual
a 06 a 1). Por ejemplo, la cara
ABB, A, (fig. 50) estd determinada
por las relaciones:

o<z, y=0, 0z,

Por analogia tenemos.

Definicién. Cara bidimensional »
del cubo de cuatre dimensiones es
el conjunto de puntos, para los
cuales dos coordenadas cualesquie-
ra pueden tomar todos los valores
posibles entre 0 y 1 y las dos res-
tantes son constantes (iguales a
06 1).

Ejemplo de una cara:
2=0, 0Lyl =1, 0t 1,
Ejercicios.

1. Calcule el numero de caras
del cubo de cuatro dimensiones.

Indicactén. Le aconsejamos primero,
sin recurrir al dibujo, sino sélo apli-
¢ando definiciones analiticas (aritmé-
ticas), escribir todas las seis lineas de
relaciones que determinan cada una de
las seis carag del cubo tridimensional
ordinario.

Respuesta. El cubo de cuatro dimen-
siones tiene 24 caras bidimensionales.

Ahora podemos completar la cuar-
ta linea de nuestra tabla (pag. 90).

Es evidente que esta tabla ain
no esta terminada, en ella falta el
término derecho inferior. Lo que
ocurre es que, probablemente, para
el cubo de cuatre dimensiones hay

1 Més adelante se explicard la ne-
cesidad que hay de precisar el término
cara (bidimensional).
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Fig. 51

Dimension de la (
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Dimension
del cubo
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3 812 61—
4 1632124 ?

que agregar una columna mas.
En efecto, en ¢l segmento sélo
habia un tipo de frontera: los
vértices; en el cuadrado, se aumen-
taron las aristas; en el eubo, se
agregaron los cuadrados: las caras
bidimensionales. Por esto, es de
esperar que en el cubo de cuatro
dimensiones, ademis de los ele-
mentos de la frontera ya conocidos,
aparezca otro nuevo tipo de ele-
mentos, cuya dimensién serd igual
a tres,

Probemos encontrarlo.

Definicién. Se llama carae fri-
dimensional del cubo de cuatro
dimensiones al conjunto de puntos,
para los cuales tres coordenadas
toman todos los valores posibles
entre 0 y 1 y una es constante (igual
a 0o 1).

Es facil calcular el nimero de
caras tridimensionales. Estas son 8,
ya que para cada una de sus cuat-
ro8 coordenadas hay dos valores
posibles: 0 y 1, y tenemos que
2-4=8.

Ahora mire en la fig. 51, en la
cual estd dibujado un cubo de
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cuatro dimensiones. En la fig.
se ven los 16 vértices, las 32 aris-
tas, las 24 caras bidimensionales
(ellas estan representadas por pa-
ralelogramos), las 8 caras tridi-
mensionales (estin representadas
por paralelepipedos). En la fig.
se ve bien cudles son las aristas
que contienc cada cara, etc.
i{Cémo se obtuvo este dibujo?
Piense Ud., como se dibuja un
cubo ordinario en una hoja de
papel plana. Se representa la lla-
mada proyeccién paralela del cubo
tridimensional sobre el plano bidi-
mensional. " Para ohtener 1a fig. 51
hicimos primero un modelo espa-
cial, el cnal es la proyeccién del
cubo de cuatro dimensiones sobre
el espacio tridimensional, y des-
pués dibujamos este modelo. Si
Ud. tiene manos habiles, puede
hacer este modelo. Por ejemplo,
para esto se pueden' emplear ce-

1} En el curso de estereometria es-
tudiardé Ud. wmas detalladamente las
proyecciones paralelas. Para poder fi-
surarse lorguc es la proyeccidn paralela

el cubo ordinario sobre el plano, proceda

asi: haga un cubo de alambre (el armazén
del cubo) y observe la sombra que ésto
arroja sobre una ‘heja de papel o sobre
la pared en un dia de sol. Colocando
este eubo de una forma conveniente, se
obtiene en forma de sombra el mismo
dibujo que se ve gencralmente en los
libros. Esta es la proyeccion paralela del
cubo sobre el plano. Para obtenerla, es
necesario trazar por cuda punto del cubo
una recta paralela a una misma direccién
(los rayos solares son paralelos entre si),
pero no obligatoriamente perpendicular
al plano. Entonces en la jnterseccién
con el plano en el cual proyectamos se
obtiene la proyeccién paralela de la
figura. :
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riltas corrientes, sujetdandolas con
bolitas plasticas. (¢Cuéntas ceril-
las necesita?, (Cudntas bolitas plas-
ticas?, iCudntas cerillas habra
que hincar en cada bolita?).

Se puede obtener también una
representacion intuitiva del cubo
de cuatro dimensiones empleando
otro procedimiento. Imaginese que
le pedimos enviar un modelo de
un cubo tridimensional ordinario.
Por supuesto, Ud. puede emplear
el correo “tridimensional”. Pero el
correo recibe las figuras tridimen-
sionales sélo en forma de paquetes
postales y esto es dificil. Por lo
tanto, es mejor hacerlo asi: se
hace un cubo de papel, después
se despega y nos envia el patrén,
o como dicen los matematicos, el
desarrollo del cubo. Este desa-
rrollo del cubo estd representado
en la fig. 52. Como en el dibujo
estan marcadas las coordenadas
de los vértices, ficilmente se com-
prende cdmo se debe pegar este
desarrollo para obtener el cubo
mismo.

Ejercicios.

1. Escriba las relaciones que
determinan cada cara tridimensio-
nal del cubo de cuatro dimensiones.

2. Se puede hacer el desarrollo
del cubo de cuatro dimensiones.
Esta serd una figura tridimensio-
nal. Evidentemente, estara for-
mada de 8 cubitos. Si Ud. logra
hacer o representarse este de-
sarrollo, haga un eroquis del mismo
y en el dibujo indique las coorde-
nadas de cada uno de los vértices.
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10. Algunos problemas en el ecubo

Asi, pues, hemos comprendido
un poco como ha sido construido
un cubo de cuatro dimensiones.
Hagamos la prueba de averiguar
sus dimensiones. [La longitud de
cada una de las aristdas del cubo
de cuatro dimensiones, asi como la
del cuadrado y la del cubo ordi-
nario, es igual a la unidad (por
longitud de la arista comprendemos
la distancia entre los vértices que
pertenecen a esta arista). No sin
razén hemos llamado a nuestros
“cubos” unitarios.

1. Calcule las distancias entre
otros vértices del cubo que no
pertenecen a wuna misma arista.
(Elija, para esto, uno de los vér-
tices; el mejor de todos es el vértice
(0, 0, 0, 0) y calcule las distancias
a todos los restantes. Ya conoce
la férmula para calcular la distan-
cia entre dos puntos, ya sabe las
coordenadas de los vértices; por
esto, no queda mas que efectuar
unas operaciones sencillas).

2. Una vez resuelto el problema
1, Ud. veri que todos los vértices
se pueden dividir en cuatro grupos.
Los vértices del primer grupo estan a
la distancia 1 del vértice (0,0, 0, 0);
los vértices del segundo grupo,
a la distancia }/2; los vértices del
tercero, a la distancia V'3 y los

del cuarto, a la distancia V4=2.
iCuantos vértices de cada grupo
tiene el cubo de cuatro dimensio-
nes?

3. El vértice (1, 1, 1, 1) es el
que estdi a la mayor distancia,
igual a 2, del vértice (0, 0 0, 0).
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Este lo llamaremos vértice apuesto
al vértice (0, 0, 0, 0) y al segmento
que los une, diagonal principal
del cubo de cuatru dimensiones.
dA qué llamaremos diagonal prin-
cipal de los cubos de otras dimen-
siones y cudles serdn las longilu-
des de sus diagonales principa-
les?

4, Imaginese ahora que tenemos
un cubo tridimensional hecho de
alambre y en el vértice (0, 0, 0)
se encnentra una hormiga., Luego
para ir de un vértice a otro fa hor-
miga, deberd caminar por las aris-
tas. ;Cudntas aristas recorrera la
hormiga para ir desde el vértice
(0, 0, 0} hasta el vértice (1, 1, 1)?
Por tres aristas. Por esto, llama-
remos al vértice (1, 1, 1), vértice
de lercer orden. Desde el vértice
(0, 0, 0) hasta el vértice (0, 1, 1)
el camino por las aristas estd
formado por dos eslabones; tal
virtice lo llamaremos vértice de
segundo orden. En el cubo hay
también vértices de primer orden,
a los cuales puede legar la hormiga
recorriendo una sola arista. Estos
vértices son tres: (0, 0, 1), (0,1, 0)
y (1, 0, 0). El cubo tiene también
tres vértices de segundo orden; es-
criba sus coordenadas (problema 4a).
Hacia cada uno de los wvértices
de segundo orden, desde el vértice
{0, 0, O) parten dos caminos forma-
dos por dos eslabones; por ejemplo,
al vértice (0, 1, 1) se puede llegar
pasando por el vértice (0, 0, 1)
o por el vértice (0, 1, 0). ;Por
cuantos caminos de tres eslabomnes
se pueden llegar desde un vértice
al opuesto (problema 4b)?
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5 Toma un cubo de cuatro
dimensiones con centro en el origen
de coordenadas, es decir, un con-
junto de puntos que satisfacen a
las relaciones:

—tge<t, -z,
gy, —1<i<.

Encontrar las distancias entre el
vértice (1, 1, 1, 1) y todos los
vértices restantes de este cubo.

iQué vértices seran de primer
orden con respecto al vértice
(1,1, 1, 1) (es decir, a que vértices
se puede llegar pasando por una
arista)? Qué vértices serdn de
segundo orden? ;de tercero? ide
cuarto? .

6. La siguiente pregunta puede
servir para controlarse Ud. res-
pecto al cubo de cuatro dimensio-
nes: ;Cuantos caminos de cuatro
eslabones hay, desde el vértice
(0, 0, 0, 0) de este cubo hasta el
vértice opuesto (1, 1, 1, 1), si se
va por las aristas del cubo de cuatro
dimensiones?! Indigque detallada-
mente -l recorrido para cada uno
de los caminos, senalando ordena-
damente los vértices por los que
hay que pasar.

7. Si un cubo tridimensional
ordinario intersecase con un plano,
entonces en la interseccidn se ob-
tiene naturalmente una figura pla-
na; la seccion del cubo. En la fig. 53
estdn indicadas las secciones que
se obtienen al intersecar el cubo
con planos perpendiculares a la
diagonal principal. Este cuadro
se puede representar de -otra forma:
el cubo se mueve “a través” del
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plano, intersecando sucesivamente
en el plano diferentes secciones.
Anélogamente, si se mueve un
cuadrado (“cubo bidimensional”) por
una recta {“plano unidimenstonal”)
perpendicular a la diagonal prin-
cipal, primero intersecard en la
recta un solo punto; después, este
punto se transformari en un seg-
mente que duranle el movimiento
del cuadrado al principic se alar-
gara (¢hasta qué longitud?) y des-
pués se acortard hasta transformarse
nuevamente en un punto (fig. 54).
Continuemos la analogia en el
otro sentido: supongamos que un
cubo de cuatro dimensiores pasa
por un espacio tridimensional; en-
tonces, en el espacio tridimensional
deben aparecer figuras-secciones
tridimensionales del cubo de cuat-
ro dimensiones. Evidentemente,
éstos seran unos poliedros. Haga
la prueba de imaginarse qué fi-
guras se obtendran, si el cubo de
cuatro dimensiones pasa por un
espacio tridimensional, perpendi-
cular a su diagonal principal.

Irdicacién. No esperamos que Ud.
haga una solucién rigurosa de este pro-
blema; es necesario intentar resolverlo
sobre todo por analogia con los casos
tridimensional v bidimensional. Sin em-
bargo, se puede hacer la prueba de dar
una demostracién exacia para lo cual,
por supuesto, habria que precisar la
definicién (por ejemplo, seria necesario
pensar en lo ¢ue significa espacio tridi-
mensional, perpendicular a la diagonal
principal).

Las respuestas a los ejercicios 1 y 2
estfin dadas en las figs. 55 y 56, respec-
tivamente.






