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CAPITULO 2

Ecuaciones y lugares geométricos

LOS DOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRIA ANALITICA SON:

I. Dada una ecuacion, hallar el lugar geométrico que representa.
2. Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su ecuacién
matematica.

LUGAR GEOMETRICO, o grifica, de una ecuacion de dos variables es una linea, recta o curva,
que contiene todos los puntos, y solo ellos, cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién dada.
Antes de representar graficamente el lugar geométrico que corresponde a una ecuacién
dada, es muy conveniente, para determinar su forma, conocer algunas propiedades del lugar
en cuestion, como, por ejemplo: intersecciones con los ejes, simetrias, campo de variacién

de las variables, etc.

INTERSECCIONES CON LOS EJES. Son las distancias (positivas o negativas) desde el origen
hasta los puntos en los que la linea del lugar corta a los ejes coordenados.
Para hallar la interseccion con el eje x se hace y = 0 en la ecuacion dada y se despeja la
variable x. Andlogamente, para hallar la interseccion con el eje y, se hace x = 0 y se despeja y.
Por ejemplo, en la ecuacion p? + 2x = 16, para y =0, x = 8; para x =0, y = +4.
Por tanto, la abscisa del punto de interseccion con el eje x es 8 y las ordenadas de los de in-
terseccion con el eje v son +4.

SIMETRIAS. Dos puntos son simétricos con respecto a una recta si ésta es la mediatriz del
segmento que los une. Dos puntos son simétricos con respecto a otro punto, si éste es el
punto medio del segmento que los une. En consecuencia:

I. Si una ecuacion no se altera al sustituir x por —x, su representacién grafica, o lugar,
es simétrica con respecto al eje y. A todo valor de y en esta ecuacion, le correspondcn
dos valores iguales de x en valor absoluto pero de s;gnos contrarios.

Ejemplo: x*— 6y + 12 = 0, es decir, x = +v6y — 12.

2. Si una ecuacion no varia al sustituir y por —y, su representacion gréfica, o lugar, es
simétrica con respecto al eje x, A todo valor de x en esta ecuacién le corresponden dos
valores numéricamente iguales de y en valor absoluto pero de signos contrarios.

Ejemplo: y2—4x — 7 = 0, es decir, y = ++/4x + 7.

3. Si una ecuacién no varia al sustituir x por —x e y por —y, su representacién grafica,
o lugar, es simétrica con respecto al origen.

Ejemplo: x* + x + »* = 0.

CAMPOS DE VARIACION. Los valores de una de las variables para los cuales la otra se hace
imaginaria, carecen de sentido.

Sea la ecuacion 3? = 2x — 3, o bien, y = 142x — 3. Si x es menor que 1.5, 2x — 3 es
negativo e y es imaginario. Por tanto, no se deben considerar los valores de x menores
que 1,5 y, en consecuencia, la curva del lugar estaria situada toda ella a la derecha de la
recta x = 1,5,

Despejando x, x = §(»* + 3). Como x es real para todos los valores de y, la curva del
lugar se extiende hasta el infinito, aumentando )’ a medida que lo hace x desde el valor x = 1.5.

12




e T

ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS 13

PROBLEMAS RESUELTOS

LUGAR GEOMETRICO DE UNA ECUACION

1. Representar la chipse de ecuacion 9y% 4 1632 = 144,/

Intersecciones con los efes. Para y = 0. v = +4,
Para v = 0,y = 3 Por tanto, corta al ¢je x en los
puntos de abscisa {4. y al eje » en los de orde-
nada . 3,

Simerrias. Como la ecuacion solo contiene po-
tencias pares de v e v, la curva es simétrica con res-
pecto a los dos ¢jes y. por tanto, con respecto al
origen. Asi, pues. basta con dibujar la porcion de
curva contenida en el primer cuadrante y trazar des-
pues ¢l resto de ella por simetria.

Campo de variaciéon. Despejando v y v,

3 sy 4 —
Yoo SN 16—aE X Loy V99— 2
4 2 &
Si v es, en valor absoluto, mayor que 4, 16 — x* es negativo ¢ y es imaginario. Luego x nc pue-
de tomar valores mayores que 4 ni menores que —4, es decir, 4 = x = —4. Analogamente, y
no pucde tomar valores mayores que 3 ni menores que —3, o sea, 3 =z y = —3.

Y 0 o R

(25

+3 | 435 44
v FY 329 | -rz‘ﬁ! -+2,0! L5 | 0

Representar la parabola de ecuacion y* — 2y —4x + 9 = 0.

Despejando v de la formula de resolucion de la ecuacion de segundo grado,

b g .
v = b 4 \;b a Lsiendoa = 1, b= —2¢c= —4x +9: Y*
a | =
\ I 4 2vx— 2. (1) |
2.y 4§
Despejando x, i i—‘di"—. (2) PR | A
. . ) X
Intersecciones con los ejes. Para y 0, o 9/4. Para

v =0, p es imaginarno (1 2v/—2). Por tanto, la curva
corta al eje v en el punto de abscisa 9/4 y no corta al eje y.

Simetrias. La curva no es siméirica ni con respecto a los
¢jes m con respecto al origen

Es simétrica con réspecto a la recta ¢~ 1, con lo cual. a cada valor de x se obtienen dos de y,
uno mayor que | y otro menor que |.

Campos de variacion. De (1) se deduce que si x es menor que 2, x — 2 es negalivo e y imaginario.
Por tanto, v no puede tomar valores menores que 2.

Analogamente, de (2) se deduce que como v ¢s real para todos los valores de y, esta variable
puede tomar todos los valores reales.

| 1

s, (S =ik e

x 2“9;4?3! 4 5 f

¥l

0:2|3:—1]38:—1.8] 4.5; —25 | 5:—3
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3. Representar |a hipérbola vy — 2y — v = 0.
Intersecciones con los ejes. Para x = 0, y = 0; para
pe=10,% =10
Simetrias. La curva no es simétrica ni con respecto i
a los ejes coordenados ni con respecto al origen. f
— . ¥
Campos de variacion. Despejando y, p = N 1|
X — |
para x = 2, el denominador, x — 2, se anula ¢ y se hace |
infinito. I
: 2y : -1=0
Despejando x, v = )—)]— Para y = 1, el denomi- b i, SR & —ll- ———————
e . [5) 7]
nador, y — |, se anula y x se hace infinito. : X
Ninguna de las dos variables se hace imaginaria para |
valores reales de la otra. |
lo
.\'0![‘I§|r§52|2152§‘1|4|5-—l|--2:: ..... 3| —4 ll';
ylo|=1|=3l=7|e| o s [3]2 | 17]03] 050607
Cuando x tiende a 2 por la izquierda, y tiende a menos infinito. Cuando x tiende a 2 por la
derecha, y tiende a mas infinito. Las dos ramas de la curva se aproximan indefinidamente a la recta
x = 2 haciéndose tangentes a ella en 4 infinito. La recta x — 2 = 0 se denomina asintota vertical
de la curva.
, . e . . X |
Veamos qué ocurre cuando x tiende hacia infinito. Consideremos y = 7 = 5
X —
o S
2 X
Cuando x tiende a mas o menos infinito, — tiende a cero e y tiende a |. La recta y — | = 0 es una
asintota horizontal. >
4. Representar la funcion o Y| o
o iN 1N
xty—dy 4 x = 0. !; |>‘<

Intersecciones con los ejes. Para x == 0, y = 0. |
Para y =0, x = 0. ||
|
!

Simeirias. Sustituyendo —x por x, y —y
por y, se obtiene la ecuacion —x2y 4 4y — x = 0,
que multiplicada por —1 es la ecuacion original.
Por tanto, la curva es simétrica con respecto al
origen. No es simétrica con respecto a los ejes.

<

o X - X
R Py R

|
|
I
Campo de variacion. Despejando y, 1[
|
|

Las asintotas verticales son x —2 =0, x + 2 = 0.

Despejando x se obtiene, xy = — 5 La asintota horizontal es y = 0.

Ninguna de las variables se hace imaginaria para valores reales de la otra.

| =15 —1 | 0] 1 15 |2 |
o | —09 | —03 ‘ 0 (03|09 |oof—Ll \ '—b.é'\m—o‘a

x| —4| =31—=25 " 2
vy |03 0,6‘ Ll |
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5. Representar el lugar geométrico x* — x + xy + y — 2y2 = 0.

Algunas veces, una ecuacion se puede descom- Yi x-y=0
poner en producto de varios factores y, en este caso,
su grafica consta de la correspondiente a cada uno
de ellos.
Como la ecuacion dada se descompone en los
factores o .
(x—¥)(x +2y— 1) =0, %
su grafica se compone de las dos rectas
X+2y=1=0
x—y=0 y x+4+2y—1=0
6. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes.
; a) (x+ 4P +(y—2)2 =—5. d) x*+22—6x+ 11 =0.
] b) X%y =0. e) (x*— 4y + (x + 3y — 10) = 0.
) X2+ pyr—B8x+2y+17=0 fy x*+2i— Dx—(6i+5Sy—1=0.

Qj' a) Como el cuadrado de todo nimero real es positivo, tanto (x -+ 4)? como (y — 2)? son posi-

& tivos y, por tanto, la ecuacion no se satisface para valores reales ni de x ni de y.

3 b) Es evidente que el unico punto real que satisface a la ecuacion dada es el origen (0, 0).

N ¢) Escribiendo la ecuacién en la forma (x2—8x 4+ 16) +(p* 4+ 2y + 1) =0, o bien,
(x —4) +(y + 1» =0, cuando x — 4 = 0e y + | = 0, es decir, para x = 4, y = —1, el dnico
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, —1).

d) Escribiendo la ecuacién dada en la forma x2—6x +9 + 2)2 + 2 = 0, o bien, (x — 3)*
+ 2% + 2 = 0, como (x — 3)%, 2)* y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y, la ecua-
cién dada no se satisface para valores reales de dichas variables.

e) La ecuacidn se satisface para los valores de x e y que verifican, simultaneamente, las ecuaciones
x?—4y2 =0y x + 3y — 10 = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas s¢ obtienen los pun-
tos (4, 2) y (—20, 10), que son los tnicos puntos reales que satisfacen la ecuacion dada.

f) Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x* — x — 5y — 1) 4 2i(x — 3y) = 0.
Esta ecuacion se satisface para los valores de x e y que verifican, simultdneamente, las ecuaciones
x2—x—5y—1 =0y x—3y = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los
puntos (3, 1) y (—1/3, —1/9), que son los tnicos puntos reales que satisfacen a la ecuacion dada.

7. Resolver graficamente el sistema formado por las ecuaciones
siguientes y comprobar el resultado por via algebraica.

v

xy =8 ()
x—y+2=0 (2) :
(2,4

Despejando y en (1) sc obtiene, y Ei . Para x = 0, yesin-

finito.

Despejando x en (1) se obtiene, x
finito.

Por tanto, y = 0 es una asintota horizontal y x = 0 una
asintota vertical.

Ii

8 .
i Para y = 0, xes in-

x0I2l3

‘w: ﬁ-zi =28 Faed
y o 4‘8;’3

2|8 —.4| S

La ecuacidén (2) representa una recta que corta a los cjes en los puntos (-2 0) v (0, 2).
Graficamente se deducen las soluciones (—4. —2) v (2, 4).
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. Representar el lugar geométrico x* — x + xy + y — 2% = 0.

Algunas veces, una ecuacion se puede descom- Y x-y-0
poner en producto de varios factores y, en este caso,

su grafica consta de la correspondiente a cada uno

de ellos.

Como la ecuacion dada se descompone en los

factores )

(x —y)(x +2y—1) =0,

=Y

su grafica se compone de las dos rectas
X+2y=1=0
x—y=0 y x+2y—1=0

. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes.

a) (x + 42+ (y— 22 = —5, d) x*4+2y*—6x + 11 =0.
b) x4+ 2=0. e) (xX*— 4y +(x+3y— 102 =0.
) x24+yP—8x +2p +17=0. £y x4+ 22— 1)x—(6i +5)y—1=0.

a) Como el cuadrado de todo numero real es positivo, tanto (x + 4)® como (y — 2)* son posi-
tivos y, por tanto, la ecuacion no se satisface para valores reales ni de x ni de y.

b) Es evidente que el inico punto real que satisface a la ecuacién dada es el origen (0, 0).

¢) Escribiendo la ecuacion en la forma (x*2—8x +16) +(p2 +2y + 1) =0, o bien,
(x —4? +~(y + 1*=0,cuando x — 4 = 0e y + | = 0, es decir, para x = 4, y = —1, el Unico
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, —1).

d) Escribiendo la ecuacion dada en la forma x* —6x + 9 + 2)* + 2 = 0, o bien, (x — 3)?
+ 2y* 4+ 2 = 0, como (x — 3)%, 2p® y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y, la ecua-
cion dada no se satisface para valores reales de dichas variables.

e) La ecuacion se satisface para los valores de x e y que verifican, simultdneamente, las ecuaciones
x*— 42 =0y x + 3y — 10 = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los pun-
tos (4, 2) y (—20, 10), que son los unicos puntos reales que satisfacen la ecuacion dada.

f) Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x* — x — 5y — 1) + 2i(x — 3y) = 0.
Esta ecuacion se satisface para los valores de x e y que verifican, simultineamente, las ecuaciones
x*—x—5 —1 =0y x— 3y = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los
puntos (3, 1) y (—1/3, —1/9), que son los tlinicos puntos reales que satisfacen a la ecuacion dada.

. Resolver graficamente el sistema formado por las ecuaciones
siguientes y comprobar el resultado por via algebraica.

"

xy =8 (1)
x—y+2=0 (2)
) ) 8 2,4)
Despejando y en (1) se obtiene, y = —, Para x = 0, yesin-
finito. ¥

Despejando x en (1) se obtiene, x = 3—. . Paray = 0, xesin-
finito. Y

Por tanto, y = 0 es una asintota horizontal y x — 0 una
asintota vertical.

xloltl2] 3 |4|—1]

—2| =3 | —4

—4 ! -m-_s,f':»_"'w_z

yloo| 8 ;_8,!—3_—_—8

La ecuacion (2) representa una recta que corta a los ejes en los puntos {-2 0) y (0, 2).
Graficamente se deducen las soluciones (—4, —2) y (2, 4).
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Solucion algebraica. De (2), y = x + 2.

Sustituyendo en (1), x(x -+ 2) = &, es decir, 2% 4 2x— 8 — 0.
Descomponiendo en factores, (v -+ 4) (x — 2) - 0. Por tanto, x = —4 ¥ =2
Comoy x + 2,y —2parax —- —4deyp=4parax — 2.

8. Resolver graficamente el sistema de ccuaciones siguiente y com-

probar su solucién por via algebraica. Y
4% | 2 = 100 (1) :
-46) 4,
9y — yt 108 (2) { e
Ambas curvas son simétricas con respecto a los ejes y al 9
origen. o] X
Despejando y en (1) se obtiene, y { V100 —4x2 Luego x A
no puede tomar valores mayores que 5 ni menores que —5. (-4,-6) @-6)
- Despejando v en (1) se obtiene, x = 1 v 100 —y2 Luego y
no puede tomar valores mayores que 10 ni menores que 10,
x| o 1] 2 | 3 | 14\+5
y;jl{)l_i9.8!-;9,2‘18 0
i .
Despejando y en (2) se obtiene, y = 13 \-’R’E — 12. Luego x

no puede tomar valores comprendidos entre V12 y —\/12.

Despejando x en (2) se obtiene, x — + § /)% + 108. Luego y puede tomar cualquier valor,

x| +v12] +4| +5 | +6

v 0 | 16 4108|147

Graficamente se deducen las soluciones (4, 4-6), (—4, +6).
Solucion algebraica. 4x% 4 2 = 100
. Il P = t08
f 13%% = 203 x2=16, vy x= +4.
! ¥=9x2 — 108 — 144 — 108 = 36,e y = | 6.

ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO.

i 9. Hallar la ecuacién de la recta que sea,

a) paralela al eje y y que corte al eje x cinco unidades a la izquierda del origen.
b) paralela al eje x y que corte al eje p siete unidades por encima del origen.

¢) paralela y a la derecha de la recta x + 4 = 0 y que diste de ella 10 unidades.
d) paralela y por debajo de la recta y = 2 y que diste de ella 5 unidades.

e) paralela alarecta y + 8 = 0y que diste 6 unidades del punto (2, 1).

f) perpendicular a la recta y — 2 = 0 y que diste 4 unidades del punto (—1, 7).

a) x = —5, es decir, x + 5 = 0. Esta es la ecuacion de la recta que es paralela al eje y y que esta
situada 5 unidades a su izquierda.

b) y =1, es decir, y — 7 = 0. Esta es la ecuacion de la recta que es paralela al eje x y que esta
situada 7 unidades por encima del origen.

g
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¢) x = —4 4+ 10, es decir, x = 6. Esta es la ecuacion de la recta situada 10 unidades a la derecha
de la recta x + 4 = 0. Es paralela al eje y y esta situada 6 unidades a su derecha.

d) y = 2—5,esdecir, y = 3. Esta es la ecuacion de la recta situada 5 unidades por debajo de la
recta y — 2 = 0. Es paralela al eje x y esta a 3 unidades por debajo de él.

¢) Como la recta y + 8 = 0 es paralela al eje x, las dos rectas pedidas también lo seran y estaran
situadas 6 unidades por debajo y por encima. respectivamente, de la recta p = 1. Luego y = | + 6,
es decir, y = Te y = —5.

/) Como la recta y — 2 = 0 es paralela al eje x, las dos rectas pedidas también lo seran y estaran
a 4 unidades de la derecha o a la izquierda de la recta x = —I1. Luego x = —1 | 4. es decir,
¥=3yx=-—5

Hallar la ccuacion de la recta que sea,

a) paralela al eje ¥ y que diste 5 unidades del punto (3, —4),
h) equidistante de las rectas x + 5 =0y x —2 = 0,
¢) que diste tres veces mas de la recta p — 9 =0 que de y + 2 = 0. ¥

Sea (v, ¥) un punto genérico de la recta pedida.

a) y-—= —4 + 5, es decir, y = | ey =—9,
§-L & —5 42 3 :
= A L0 sea. T S e e 3 =B (]
h) S l. o sea, x 5 2,c;l'm:n 2x + 0
y+ 2

| : :
7 * 3 Simplificando. 4y — 3 =0y 2y + 15 =0.

Parala rectady — 3 - 0, situada entre las dos dadas, la relaciones + 1. Paralarecta2y + 15 =0
situada por debajo de ellas, la relacion es — 4.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos equidistantes de 4(—2.3) y B(3, —1).
PA = PB.esdecir, VI(x + 22 4 (p — 3P = V(x— 32 +(y + I

Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene, 10x — 8y + 3 = 0. Esta es la ecuacidn de la
mediatriz del segmento que une los dos puntos dados.
Hallar la ccuacion de la recta que pase,

a) por ¢l punto (—4, 5) y cuya pendiente sea 2/3.
by por los puntos {3, —1) y (0, 6).

Sea (x. ) un punto genérico de la recta pedida.

H e — ¥
l.a pendiente de la recta que pasa por los puntos (xy, ¥,) ¥ (xy, ¥y) €5 -'l‘-_“~—'T’ g
e O
; 2
a) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (—4,5) v (x. V) es 3
yo—35 2L i
Por tanto, '—\—ﬁ- = 3= Simplificando. 2y — 3y + 23 = 0.

b) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (3. —1) y (0, 6) es igual a la pendiente de la
recta que pasa por los puntos (0, (u) y (X, v)

6 + | y— . L :
Por tanto, N e 6 - Simplificando. 7x + 3y — 18 =




18

13. Hallar la ecuacion de la recta que pase,

- 14,

—15.

< 16.

- 17.

ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS

a) por el punto (2, —1) y sea perpendicular a la recta que une los puntos (4, 3) y (—2. 5).
b) por el punto (—4, 1) y sea paralela a la recta que une los puntos (2, 3) y (—S5, 0).

a) Si dos rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es igual al reciproco, con signo
contrario, de la pendiente de la otra.

Pendiente de la recta que pasa por (4,3) y (—2,5) = ———— = —

|
(o]
I
E-S
Tad | o

. . . : . 1
Pendiente de la recta pedida = reciproco con signo contrario de — 3= 3

Sea (x, y) un punto genérico de la recta pedida. La pendiente de la recta que pasa por (x, y)

y+1
y(2,—l)es-x_2

= 3. Simplificando, 3x — y — 7 = 0.

h) Si las dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales,
Sea (x, ¥) un punto genérico de la recta pedida.

Pendiente de la recta que pasa por (2, 3) y (—5. 0) = pendiente de la recta que pasa por (x. y)
y (_4- l) .
i—0 y—1 . .,
= ; C3x— Ty = 0.
Por tanto, 515 =g Simplificando. 3x y+19=0

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x. y) cuya distancia al punto fijo C(2, —1) sea iguala§.
Distancia PC = 5, es decir, V(x — 2)2 +(y + 12 = 5.
Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene la ecuacion del lugar pedido. x2 + 3? — 4x

+ 2y = 20.
Este lugar es una circunferencia de centro el punto (2, —1) y de radio 5.

Hallar la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de cuadrados de distancias
a los puntos fijos 4(0, 0) y B(2, —4) sea igual a 20.

(PA) + (PB)? = 20, 0 bien, x* + »® + [(x — 2)* + (y + 422] = 20.
Simplificando. x? + »* — 2x -+ 4y == 0. Esta es la ecuacién de una circunferencia de diametro 48.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los ejes coordenados
sea igual al cuadrado de sus distancias al origen.

Distancia de P(x, y) al eje y + distancia al eje x = cuadrado de distancia al (0, 0).

Luego x 4 y = x* + »% o bien. ¥* + »* — x — y = 0. Esta cs la ecuacién de una circunferencia
de centro (4, }) y radio }1/2.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya relacion de distancias a la recta
¥ —4 = 0y ai punto (3. 2) sea igual a I.

Distancia de P(x,y)a y —4 = 0
Distancia de P(x, y) a (3. 2)

= |, o sca, 4 -= i
VY — 32 4 (v — 29

Elevando al cuadrado y simplificando. (4 — ¥)? = (x — 3)* + (¥ — 2)%, o bien, x* — 6x + 4y
—3=0.

Esta es la ecuacion de una paribola.
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¢ 18. Dados dos puntos Py(2, 4) y Py(5, —3). hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, )
de manera que la pendiente de PP, sea igual a la pendiente de PP, mas la unidad.

Pendiente de PP, = pendiente de PP, + 1, o sea, | B SO L5

3 ey L

Simplificando, x* 4+ 3y — 16 = 0, que es la ecuacion de una parabola.

-19. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) equidistantes del punto fijo F(3, 2)
y del eje y.

PF = x,esdecir, V(ix — 3 +(y — 2 = x,0sea, X2 —6x + 9 + ) —4p + 4 = x2

Simplificando, y* — 4y — 6x + 13 = 0, que es la ecuacion de una parabola.

20. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya diferencia de distancias a los pun-
tos fijos Fi(l,4) y Fi(l, —4) sea igual a 6.

PF, — PF, = 6, es decir, V(x — 1 + (y — 42 — Vi(x — 1) 4-(y + 42 = 6.

Pasando un radical al segundo miembro.

VIx — 12 +(y — 42 = 6 + Vix — I + (v + 42

Elevando al cuadrado. x2—2x + 1 4 p2 — 8y + 16 = 36 + 12V (x — 1)® + (p + 4)? 4 x2—2x
+ 1 4+ p* 4 8y + 16,

Simplificando, 4y + 9 = —3v{(x — 1)? 4 (y + 4)%
Elevando al cuadrado, 16y* + 72y + Bl = 9x? — 18x + 9 + 9% 4 72y + 144,
Simplificando, 9x* — 7y* — 18x + 72 = 0, ecuacion de una hipérbola.

PROBLEMAS PROPUESTOS

LUGAR GEOMETRICO DE UNA ECUACION.

Trazar la grafica de las ecuaciones | — 8.

Sl 42y —y 4+ 3=0 10. y = x(x +2)(x—3)
2,4 —9)? £ 36 =0 11, (x® + 2xy — 24) + (222 + y* — 33 =0
32—y —8Bx +4py—29 =0 12. x*p + 4y —8 =0
42+ P —18=0 13, X% +4x2—9? =0
5. 3x* + 52 =10 14, ¥ 42 +4x—6y + 17=0
L6, 42— x3 =0 15. 2x2 + 2 — 2% + 2% — 54— 17i=10
Y T (xy— 6P +(x* + 3xy + )y + 5) = 16. yx +2)(x—4)—8=0
8. 8y —x° = _ 17. 2 +xy— 22 —3x +3y =0
9. 2= x(x—2)(x + 3) 18. (W2 —yp)—ypi=(5—2x)+ 3l —x)i

kX Representar los siguientes pares de ecuaciones y resolver graficamente el sistema que forman.

¢ Comprobar algebraicamente los resultados.
\ T y=xtx—y+2=0 Sol. (2,4),(—1,1).



20 ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS

20. 4y —x2 =0, x% + 4y —8 = 0. Sol. (2. 1),(—2, 1), las otras son imaginarias.
21, X2 42 —20=10, p2—2x—12 - Q. Sol. (2, +4),(—4. i 2).
- P2 P —2x—5=0, 32— 1 -0 Sol. (27, +3.2).(—1.4, +1,5).
23, P —4x—9 =0, 2 4+2p—6 —0. Sol. (=2, 1), (=2, 1), {4, —5), (0, 3).
24, 2x% pyt—06 -0, —yr—4 - 0 Sol.  Imaginarias.
25. 2xf—Sxy + Dt == 0, N 4= 5 =0, Sol. (2, 1), (=2, —1), (1, 2), (—1, —2).
26. APyt bx—yp -0, A% 2v0—3x{6p-—0 Sol. (3, —4), (—2/3.—1/3), (3, 3), (0, 0).

ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO.

27. Hallar la ecuacion de la recta:

a) Situada 3 unidadces a la derecha del eje y. Sol. x—3=0
b) Situada 5 unidades por debajo del eje x. Sol. y+5=0
¢} Paralela al eje v y a 7 unidades del punto (2. 2). Sol. x—5-0, x+9 -0.

) Situada B unidades a la izquierda de la recla x — —2, Sol. x +10=0

¢) Paralela al eje x y mediatriz del segmento determinado por (2, 3) y (2, —7).
Sol. y+2 =0
/) Que diste 4 veces mas de la recta x = 3 que de x = —2.
Sol. 3x 411 =0, x+1 -0

£)  Que pase por el punto (—2, -—3) y sea perpendicular a la recta x — 3 = 0. Sol. y +3=0

h) Que equidiste de los ejes coordenados. Sol. y—x=0, y+x=0.
i) Que pase por el punto (3, -—1) y sea paralela a la recta y 4 3 — 0. Sol. y+1=0
j) Que equidiste de las rectas y— 7 =0e y 4 2 = 0. Sol. 2y—5=0

28. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya distancia al punto fjo (—2, 3)
sea igual a 4. Sol. x* 4 p* +4x— 6y — 3 = 0.

29. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x. y) que equidisten de los puntos fijos
(—3, 1) y(7.5). Sol. 5x 4 2y — 16 = Q.

—30. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyas distancias al punto fijo (3, 2) sean -
la mitad de sus distancias al (—1, 3). Sol. 3x% + 3y — 26x — 10y + 42 = 0.

~ 31. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y) que equidisten del punto (2, 3) y de la
rectax +2 =0 Sol. p¥*—8x—6y+9=0.

32. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro el punto (3, 5) y sea tangente a la recta y — | = 0.
Sol. x* 4y — 6x — 10y + 30 = 0.

33. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos i
(c,0) y (—c, 0) sea igual a 2a, (2a > 2c). Sol. (&% — ) + a®y? = at' — a*c2 !

34, Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x. y) cuya suma de distancias a los puntos
fijos (2, 3) y (2, —3) sea igual a 8. Sol. 16x* 4 7y* — 64x — 48 = 0.
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Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los pu
fijos (3, 2) y (—5. 2) sea igual a 6. Sol. Tx* —9y* + ld4x + 36y — 92 = 0.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta y + 4 = 0 sea igual
a los dos tercios de su distancia al punto (3, 2). Sol. 4x% — 5y — 2d4x — 88y — 92 = ().

Hallar la ccuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 2) sea tres
veces su distancia a la recta x — 4 = 0. Sol. Bx*— 2 —76x + 4y + 136 = 0.

Hallar la ecuacidn del lugar gecométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los
ejes coordenados sea igual a 9. Sol. % 4yt =09,

Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento determinado por los puntos de coordenadas (—3, 2)
y (5, —4). Sol. 4x — 3y =1.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos que disten 3 unidades del origen de coorde-
nadas. Sol. x4 pr=09.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (2, 3) y que pase por el punto (5, —1).

Sof. x4 pr—dx—6y — 12 = 0.

Dados los puntos A(0, —2), B(0, 4) y (0, 0), hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos
P(x. v) de manera que el producto de las pendientes de PA y PB sca igual a la pendiente de PC.
Sol. y*—xy—2y—8 =0,

Hallar la ecuacidn del lugar geométrico del punto medio de un segmento de 12 unidades de longitud
cuyos extremos se apoyan constantemente en los ejes coordenados. Sol. x| % = 36.

Dados los puntos A(—2, 3) y B(3, 1), hallar la ecuacion del lugar gecométrico de los puntos P(x, y)
de manera que la pendiente de PA sca el reciproco, con signo contrario, de la pendiente de PB.
Sol. x*+4 yt—x—4y—3=0
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