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CAPITULO 17

Teorema del binomio de Newton |j'

NOTACION FACTORIAL. Las identidades siguientes indican el significado de «factorial deé i
escrito #!, o bien [{1. N
2he=l A= 2 3 =1-2-3 =6, 4! =1-2-3+4=24
5l=1%273 -85 =120, gli—Tn 2 d Sy ==l J=Rwdl  fE=1)

DESARROLLO DE (a + xJ
A) Para valores de n enteros y positivos.

@+ x)V=a¢"+nad"""x + Lﬂz: l}a"_z x* + il l;l(n = .2-)a"”3 P
potre p nn — 1)(n —(FZi.l.).'(n —r+ 2)3,,_,H S

Este desarrollo constituye el teorema del binomio, o formula del binomio de Newton.

El término r del desarrollo de (@ + x)" es

ety e nn — 1)(n — 2}, m—r—+ Z)Q"_rﬂxr,l
(r— 1)!

B) Para valores de n negativos y fraccionarios.

El teorema del binomio es vélido también para valores de n hegativos v fraccionarios
-siempre que el binomio sea de la forma (¢ + x)", siendo el valor absoluto de x menor que a.
No obstante, cuando » es un nimero negativo o fraccionario el desarrollo es ilimitado.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Calcular:
70 1-2-3-4-5-6- 131 $2-3-4-506) (-2~ '
) e X BT e _?:5.5.?=2m b) (’itlzﬁ.ﬂ_{l‘z—}]:%
41 12w 4 5 14203 4.5
: m!'_ _1e2-3 . m —2)m — 1pn _ 151
VT T2 3 mom 1) ~™ Fordemplo. =15

155




156 TEOREMA DEL BINOMIO DE NEWTON

n! _1-2'3...{n—3){n-—2)(n-l)n_ ) : E_ ol
d) (n—_?}—!— 23 3= 2) = n(n — 1). Por ejemplo, 16!_18 17 = 306
-2 1°23..6-40-3p—-2)_ _
) oo 1°2:3...p—4) =2
alla+ b—2)! [ala = 1)a — 2)!](a + b — 2)! ala — 1)

@—2a+b) @-2[a+bla+b-Da+b-21] (@+bla+b-1

DESARROLLO DEL BINOMIO CON EXPONENTE ENTERO Y POSITIVO
Desarrollar por la formula del binomio:

322 e
2. (a+x}3=a3+302x+1—.—2 x2+1.2_3

3= @* + 3a%x + Jax? + X°

4-3
3. @+xt=a*+4x+ —ax"+ ax® +

12 1-2-3
= a* + 4a’x + 6a*x? + dax® + x*

4-3-2 , 4
1

54 5.4:3
4 (a+x)P=a°+5a*x+ = b < ~+—Tﬁazx3 +

= a® + 5a*x + 10a°x* + 1063 + Sax* + x°

5~
1-

| B

Obsérvese que en el desarrollo de (a + x)":
1) El exponente de a + el exponente de x = n fes decir, el grado de cada término es n).
2) El namero de términos es n + 1, cuando n es un niimero entero y positive.
3) Hay dos términos medios cuando n es un nimero entero, impar y positivo.
4) Hay un término medio cuando n es un ndmero entero, par y positivo.

5) Los coeficientes de los términos que equidistan de los extremos son iguales. Dichos coeficientes se pueden dis-
poner de la forma siguiente:

(@ + x)° 1

{a + x)! I |

(a + x) E |

(@ + x)° {- 5.8 1

(a + x)* 1 -4l &4
fa+ x)* 1 5 10 10 5 1
{a + x)° 1 6 15 20 15 6 1
etc. '

Esta disposicién de nameros recibe el nombre de tridngulo de Pascal. El primero y el dltimo término son igua-
les a 1 y los demds se obtienen sumando los dos numeros a su derecha e izquierda de la fila anterior.

2

65 6:5-4 GBS a3
teo ) 6 _ .6 L R 4 232 3 243
5. (x—p")° =x"+ 6x%( yl+l'2x[y)+1_2.3x{y)+1.2.3.4x

6:5:4-3-2 2 o
+],2_3_4_5x(—y2) + (%)

= x5 — 6x%)? + I15x*y* — 20035 + 15x%® — bxy'® + p2
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En el desarrollo de un binomio de la forma (¢ — &), siendo 7 un numero entero y positivo, los términos son
alternativamente positivos y negativos.

6. (3a® — 2b)* = (3a®)* + 4(3a®P(—2b) + % (3P (=262 + ?'2_2[351'-‘){—2;5)’ + (=2

= 81a' — 216a°b + 216a°b* — 9643h° + 16b*

78 . kS 7:6:5-4
: R B(_ A gt 2 ey
T eI =T T 4 o 1P e e TS
7:6:5.4-3 765432
== __]S - 150 AT
AT e s e

= &7 = Tx® + 20x5 — 35¢% + 3503 — 2Ux? 4 Tx— 1

5-4
8 (1 —-2x¥F=1+ 5-2 b P T
(=3ef= 1t 20+ mt-tape 4 -

=1 — 10x + 40x* — 802 + 80x% — 3247

Sededl 544432
3(—2,\:13 B T T e e

ek | e

. 2 : Z dx..2 ge322x 2 2
9 G+ = {’5‘)‘ + 4{?)3(55 + mtjfﬂ;)’ + ﬁg{;—‘n;}ﬂ Y

& B 8 3% 16

=t —+ + + —
Bl " 27y 3¢ 3y P

10. {\/; + \/}_,)e = (") 4 6(x'2P(p12) 4 % (x'2 Pt 4 6- 5::{x“2,\3[y”2)3
5:4-3 ysgpae | O3 43R LI2YS 4 (126
2_3_4(-\‘ Py ]+-———]_2_3_4.5f-\ ') oy

=7+ 6" 4 152 + 200932 4 152 Gty 4

6+
i

1. (Jx-

P= (xR — gy

Sl

= (X172 4 4P (—xm 1 +£(xm}z(_x—uz}z
1-2
Ardnd 5 - 1233 124 2 -1 -2
+m(x“’){—x PP (= e A+ 6— 4 box

N - -3 43
12, (@2 + 0P = (0720 + 4@ 2% 4 % (@™ P37 + o _;_i{a‘z}{bm Pt (b5

= a7 4+ a7 h¥2 + 6274b + da 2R 4 S

4 ; T1-6 <65
R S i e e :g =5 =
Pol8 Y g e TABEER4L3 o
Tl Gt T e e S
=6 5o 302 s A4
+I.2_.. .4.5.6{9-‘]{_'9- P+ (—e )
1=

=" = T’ + 216% — 35¢% +/35e7F — 2o~ 4 Fer S5 pmTx
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3-2
4. @+b—c¢P=[a+b—c]P=(a+b?+3a+ bP(—c)+ 13 (a+ b)—c) + (—¢)®
=a® + 3a*b + 3ab? + b — 3a%c — babe — 3b*c + 3ac® + 3b* —

15. (24 x—=3P =[x+ x -3 = () + 32— 3) + % () x — 3P + (x — 3)

%+ (3x% — 9x%) + (3x* — 182 + 27x%) + (x* — 9x? + 27x — 27)
= x® 4+ 3x° — 6x* — 17x> + 18x% + 27x — 27

En los Problemas 16-21 escribir ¢l término indicado de cada desarrollo aplicando la férmula
nn—1n—2)...(n—r+2)
(r—1

an—r{-lxr—l

término r de (@ + x)' =

16. Sexto término de (x + )*°. n=15,r=6,n—r+2=1l,r—1= 5 n—r+1_1(}

15 14~ 13212+
6.0 térming = ——————— x19% = 3 003x'%°
e no 1-2-3-4- 5 _x ¥ X

17. Quinto término de (a—ﬁ}“’. 9.r_S?n—r+2=6,r—-1=4,n—r+l=5
w7

—Zas{—ﬁ}" = 126a°p*

°°II

9

5.0 término =
Ermino 1-2-3

18. Cuarto término de (x? — )" n=1Lr=4n—r+2=9r—1=3, n—r+1=18

5 11-10-9
4.9 término = T—

5 (x 2}8 2} . _IGSXIG &

1
19, Nuevotérminode{%+—}”. n=12,r=9 n—r+2=5r—-—1=8n—r+1=4
x

A L, _12‘11 10987651’4 8_495
9.5 término = 13345678 ()() 6

T ., 1
20. Decimoctavo término de (1 — -)?° a=20,r=18,n—r+2=4r—-1=17,n=r+1=3
X

8 terming < 21971874 Ly 20-19:18 1140
' R T T AL A T v e

I 2
21. Término medio (4.9) de (_x”j—-zx"]". n=6r=4n-r+2=4r—-1=3,n-r+1=3

il _6'5__'_4 ayay L —5__i
40 termmo-]_z_j(x 2( 2x }—20{x}(——x ) 7

a
22. Hallar el término en x* del desarrollo de (x* + —)*°
X

De (x3)'9 74 1y ! = x? se obtiene 3(10 — r + 1) — 1{r — 1) = 2 de donde r = 8
Para el 8. término: n=10 r=8, n—r+2=4 r=1t=T,n—r+1=3"

e

10‘9'__8'
2=3 -6 -

7-6-5-4
8.0 lérmino = — S = 120a"x?
= 2335 7(“”

1
23. Hallar ¢l término independiente de x en el desarrollo de (x* — —)°
X
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De (x*)° " x 'y~ = x% se obtiene 2(9 — r + 1) — 1{r — 1) = 0; de donde r = 7

Parael 7P termino; n=9 r=T,n—r+2=4r—1=6n—-r+1=13

(P (=x"") =84

Il

— N

7.2 término

87854

24. Calcular (1,03)'° con cinco cifras significativas.

10-9 10-9-8 10-9-8-7
1,03 = (1 +.0,03)'% = | + 10(0,03) + —— (0,03 + —— — (0,03 + — =~ *
(1,03)"" = ( ) FIUROL S S O T R e o G
=1+ 03 +0,0405 + 0,00324 + 0,00017 + ... = 1,3439
Obsérvese que el desarrollo de (I + 0,03)'° consta de 11 términos.
25. Caleular (0,99)'* con cuatro cifras decimales.
+ 14 15-14-1
(0,99)15 = (1 — 0,01)'* = | + 15(—0,01) + : (=0,01)* + .73(—0,01)3
1:2 19243
15-14-13-12 i
YT (=0,01)* + ...
=1 — 0,15 + 0,0105 — 0,000455 + 0,0000i4 — ... = 0,8601
26. Hallar la suma de los coeficientes del desarrollo de a) (1 + x)'°, &) (1 — x)'°
a) Sil, ¢, ¢3, ..., ¢ son los coeficientes, tenemos la identidad
(14 x)'%=1+ex+ex* + ...+ ¢px'%  Hagamos x = 1
Entonces (I + 1)'® =1 + ¢; +¢3 + ... + ¢;p = suma de los coeficientes = 2!% = 1024

b) Hagamos x = 1. Entonces (1 — x)'® = (1 — 1)!° = 0 = suma de los coeficientes.

DESARROLLO CON EXPONENTE FRACCIONARIO Y NEGATIVO

En los Problemas 27-28 escribir los cuatro primeros términos del desarrollo.

27, o - x)'P = @'? 4 la—m{__\-) 2l {.wa—m(_x)z 4 wi@a—m(_ﬂa b
3 1:2 12+3
i 1 _ 1. D6
s a:xa | Ea 1}3x [ 5" 5!3“.2 . E_l_ﬂ mxa — |Y} < Ial

3 321 32N12N— 142
28. (1 +x)¥=1 +5x+ [ ‘Ji}.{zmxz + Q) )i 12}(3 —}x:’ = S |x} <1
3
=]+§x+§x2—ﬁra+
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29. Calcular \/2_6 con seis cilras significativas.

EIQ)( 12)

= . 1 s
I3 L 2 12 _ 231/2 el 2y—11Z 2n—372
26.= (5 + 1)1 = (ST 4 S45%) 50

(12)(=1/2)(=372)

o £2—5/2

T (S5 22 =
—-5+l(1 ()+ (J 5+} l—+#
- 35 16'5° 10 1000 50000
=54 0,1 — 0,001 + 0,00002 — ... = 509902

Nota. Es incorrecto calcular V-’% desarrollando (1 + 5%)Y2, ;Por qué?

30. Calcular /998 con seis cifras significativas.

1 1/3)
/998 = (10° = 2)7 = (1°)' + 2 (10°)73(-2) + EoR 22’3’(1031 $3(—
=10 { 1 ) 4{ 1 | = 10 — 0,006667 — 0,000004 = 9,99333
- 3107 9'10° 7 : 1 ST e
31. Escribir el sexto término del desarrollo de (1 — x7)'2.
=12, r=6.n—r+2=-72r—-1=35n-r+1l= —9/2
. (L2200 =120 =32 =5/2)(=T7/2) 7
6.0 té Ll r _'25=__'10
érmino [ 3-3-4-5 (—x%) 56"
En los Problemas 32-36 escribir los cuatro primeros términos del desarrollo.
—1)=2 —1)=2)-3
2 @40 =at et G e RN et
—al'—aix+a -0t + vilido para |x| < |a|

2)(-3 —2)(=3)(-
=3 o, (S2=3N=4)

b= e
2 Zo TR B

3B (11— x)? 1+ (=20=x)+ =

=14 20+ 3t +4x ... vélido para |x] < 1

Mo (-7t =1+ (—4)-x) + 7“?"[;5’{—.\-)2 I P 41"._25_"3_6] (=P + oo
= | 4 dx+ 10x% + 20%* +
32+ =274 (=320 ‘_}'_[2_4]{7 52 _3]1(7_'24_';_5’{2-51‘-3 ¥
= IE - 1_16\ 136 o ?—2,\“‘ + vélido para [x| <2
36, (94 572 =970 (= 1/2)97 e + 5—%—1-2’(9-”: £

2P + .-

vilido para |x| < 9
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37. Escribir el quinto término del desarrollo de (\,G:T - \/yEJ“.
ﬂ=‘—4,r=5 Pl—f+2=—7 r—-1=4 n_r+'1=__8

(=4(=5)-6)(— 7}(1

9 térmi
5 Imino = 178 53

m]—n (_ uz) = 3550y

38, Escribir los cuatro primeros términos del desarrollo de (1T + l)".
n

1 1 nn—1)1 nln = 1)in - 2) 1
L+ f=1+n- (=) =)
( nr n(r:}-'— 1+2 '\n} * Liwdaid ‘n) +
L an—1) 1 nln—1)n—2)
1 =% o
HE5r o ty " ¥

PROBLEMAS PROPUESTOS

39. Calcular los cocientes siguientes:

! ! 10! ! ) 1 e 138
a) g ) g ¢) E..] d 5 e) (2"_+_]l T 2) fr— 1114
3! “ 5l 6! 4! 713121 (2n — 1)! (n — 3)1 3! (n+ 2)!
40. Desarrollar por la férmula del binomio.
1 ] 3
a) (x+ 2 9 (b +3) o (- g 6+
2 2y
1
b) (x — 2P d) (x+3)f f) la—2b)° B (1P 4y 12
41. Escribir el término indicado en los siguientes desarrollos.
1
a) Quinto término de (a — b)’ e} Séptimo término de (@ — —=)'°
a
1
b) Séptimo término de (x? — —)° /) Decimosexto término de (2 — 1/x)'®
X
. 4 1 ;
¢) Término medio de (y — —)° g) Sexto término de (x* — 2y)'!
¥
o %% G 1
d) Octavo término de (— — 2y)'¢ /i) Onceavo término de (x + —)'*
2 ’ x
1
42. Hallar el término independiente del desarrollo de ((/x + ﬁ)“’
’ "
43. Hallar el término en x? del desarrollo de (x2"+ —)'2,
x
44, Calcular (0.98)° con cinco cifras decimales.
45, Caleular (1,1)'? con una aproximacion de una centésima.
46. Escribir los cuatro primeros términos de los desarrollos siguientes:
a) (1 + 2x)7! e) la+xy'? e (4 x)'? gl 4+ x)7
: 1
B) (I—y? d) (1+#)" Y (L= 3y Ry (1 +;r2f3
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47.
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Calcular con la aproximacion indicada:
a) /17 ; con cuatro cifras significativas

b) E/ﬁ ; con tres cifras decimales

4
Escribir el decimosexto término del desarrollo de (x + J_r)- %

SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

39.

40.

41.

a) 120 b)) 336 ¢ 200 d) 7920 ) 2m(2n+ 1)
15 5 15 3 1
& R 2
a}x+3f+4x +2x +l6x +16x+

b) x® — 10x* + 40x* — 80x* + 80x — 32
c) y* + 12y + 54y* + 108y + 81
10 5 i

d 5 3 i i g
) x* + 5x +wx+x+x3+x5

f) a® — 122 + 60a*h* — 160ah> + 240a%6* — 192ab*® + 64b°

x*  3x* 27x* 54x 81

n

v nfn — 1)n — 2)

5

¢) 334 ; con aproximacion de una centésima

d) 31,01 ; con cinco cifras decimales

24

8 T D+ 2)

o) x — 4x5p? & bxtyS — 4x?y® + y?

—+—+ ==+ — 3 4 -2 4
g) 16+2y 2y2+y3+y‘, B 4+ 62 +15p+20+ 15"+ 6p7 2 + »
a) 35a°h* c) 70 g) 210a g) —14784x'%°
6
b) 84 d) —2860x"%y" = 2 ) 1o
x x
5 43, 792x° 44. 088584 45 2,59
2 3
a) 1—2x+4x* —8x*+ ... x| < M4 e) 1+£_x_+_5_£_
3% U8l
14
B 143+ 67 +10p° + ... [y] <1 ba) I+y+2y"+?y3+...
1 2 5 x & -x3
—12 _ D oa~3p2 Bl plge o S gaug R R
c) a 2& x+80 X 16& x4+ ... gl 2+4 64+512
] ! 2 5 40
d) 1—6r+21r* — 56" + ... h) 1—— —
) ! ) 3s + 952 8ls° 4l #4

a) 4,123 by 3,037 c) 2,02 d) 1,00199
4032

xlS
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