Teoria de Morse, CIMAT, ago-dic 2012.

1.

a)

Tarea num. 2

(para el lunes 27 ago.)

Sea U C R” un abierto y f : U — R suave. Sea p € U y H la matriz Hessiana

de f en p (la entrada ij de H es a{?%ﬁ_(p)). Sea @ : V — U un cambio de

coordenadas (V' es otro abierto en R" y & es un difeomorfismo — biyeccién
suave con inversa suave). Sea ¢ = ®~!(p).

Usa la regla de la cadena para expresar la matriz Hessiana de f o ® en ¢ en
términos de la matriz Hessiana de f en p, la gradiente de f en p y la matriz
Jacobiana de ® en q.

Nota: la matriz Jacobiana de ® en ¢ es la matriz cuya entrada ij es g%’;(q).

Concluye que si p es un punto critico de f, las matrices Hessianas de f en p y
f o® en ¢ son matrices congruentes.

Nota: dos matrices A, B € Mat,«,(R) son congruentes si existe una matriz
invertible P € Mat,«,(R) tal que A = PBP".

Para una funcion suave f : M — R en una variedad diferencial M de dimensién
n, hemos definido en clase un punto critico no degenerado de f como un punto
p € M tal que en unas coordenadas x1, . .., z, alredadedor de p, %(p) =...=

i—i(p) = 0 y la matriz Hessiana [ afja (p)] es no singular (su det # 0).

Ty

Usa el inciso anterior para demostrar que esta definicién no depende de las
coordenadas usadas.

Sea F': R™" — R una funcién diferenciable tal que M = F~1(0) no contiene
puntos criticos, asi que M C R"*! es una variedad diferencial de dimensién n.
Sea f : R"*! — R una funcién suave y f : M — R su restriccién a M, f = f|M
Sea p € M. Encuentra un criterio en términos de las derivadas parciales de f
y F en p para que p sea un punto critico no degenerado de f.

Nota: en la clase vimos el criterio de Lagrange para que p sea un punto critico
de f; es la condicién df(p) = AdF(p) para algun A € R. Falta encontrar un
criterio para que este punto sea no degenerado.

Sugerencia: en un punto critico de f, la Hessiana de f, pensada como forma

cuadratica en T, M, es la restriccion de la Hessaiana de f a T, M.
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R OJO! [agregado el 23 ago|: me equivoqué! perdon! esta “sugerencia” es
incorrecta... puedes encontrar un contraejemplo? (sugerencia... M = {y =

22} CR?, f(z,y) =y).

Entonces... temo que el criterio es mas complicado de lo que pensaba. Aqui esta:
denotamos por h, h y H las Hessianas de f, f y F' (resp.) en p. Luego tomamos
un vector N transversal a M en p (por ejemplo, el gradlente de F en p). Luego
denotamos por Dy f, DyF las derivadas direcionales de f, F (resp ) en p en
la direccién de N. Entonces h = (h — cH)|z,m, donde ¢ = DNf/DNF

Aqui estd lo mismo en coordenadas (mds explicito): ponemos coordenadas li-
neales x1, ..., Z,4+1 arededor de p tal que p estd dado por x = 0y T, M esta dado
por x,.1 = 0. Entonces M estd dado alrededor de p como la grafica de una

funcion z,,41 = g(x1,...,2,) y podemos usar a x1, . .., z, como coordenadas en
M alrededor de p. Denotamos derivadas parciales por f,, = % etc. Tenemos
k2

entonces que en p,

; Fon -
fxia:j - fxix] FUU — lexja 1< 1,7 <n.

Tn+1

Sean 0 < A\; < ... < Aprt, F(@1, 0 npn) = S a2 y S = {2 3, 27 =
1} € R™™ . Aplica el criterio del inciso anterior para determinar los puntos
criticos de f restringida a S™ y determina si son degenerados.

. Puedes hacer este ejercicio sin usar el criterio del inciso anterior? O sea,
directamente por la definicién, usando coordenadas locales en S™?



