Teoria de Morse, ago-dic 2012.
Tarea num. 3
(Para el lunes, 10 sept)

Definiciones

1. Topologia cociente. Sea X un espacio topoldgico con una relacién de equivalencia ~. Sea X/~ el

conjunto de clases de equivalencia y p : X — X/~ la proyeccién natural: p(z) = [z] = la clase de
equivalencia de z. La topologfa cociente en X/~ se define por: U C X/~ es abierto si y solo si p~1(U)
es abierto.

Si A C X el espacio X/A es el cociente de X médulo la relacién de equivalencia en donde la tnica clase
no trivial es A.

2. Unidn disjunta. Sean X7, X5 espacios topolégicos. La unién disjunta X; I1X5 se define como el conjunto
X1 x{1}UXsx {2}, con la topologia siguiente: sean ¢; : X; — X111 X5, i = 1,2, las inyecciones naturales,
¢i(x) = (2,1). Entonces U C X; IT X5 es abierto ssi ¢; ' (U) es abierto para i = 1,2.

3. Pegado de espacios (“attaching” o “gluing”). Sean X,Y espacios topolégicos, AC Xy f: A=Y
una funcién continua. Se define a X UyY como X ITY/~, donde la relacién de equivalencia esté generada
por a ~ f(a) para todo a € A.

Nota: la relacion de equivalencia ”generada”por una relacion R C X x X es la minima relacién de
equivalencia que contiene a R (la interseccién de todas las relaciones de equaivalencia que contienen a
R).

4. Celdas. La n-celda cerrada es €” = {x € R"|||z|| < 1}, la n-celda abierta es e” = {x € R"|||z|| < 1}, la
n esfera es el = S = {z € R"*1|||z|| = 1}. (Nota que de' = {—1,+1} y &® =€ = {0}.)

Problemas

1. Demuestra que las definiciones de topologia cociente y unién disjunta satisfacen los axiomas de toplogia.

2. Sea f : 9e" — €° la funcién constante. Demuestra que " Uy ey es homeomorfo a S™ = de" ! (la
n-esfera.) Otra notacién: S™ ~ & /de™.

3. Sea f:0e" — e" la inclusién. Demuestra que e” Uy " es homeomorfo a S™.

4. Sea CP™ = C"*1\ {0}/ ~, con la la relacién v ~ w ssi w = cv para algun ¢ € C*. Demuestra que CP"
es compacto.

Notas y sugerencias: un espacio topoldgico es compacto si para cada coleccién {U, }acr de abiertos en
X tal que X = |J,c; Ua, existe una subcoleccién finita {Uy, }1; tal que X = i, U,,. Demuestra
que la imagen continua de compacto es compacto, por lo que el cociente de compacto es compacto.
Luego demuestra que CP" es homeomorfo a una cociente de S?"*t! C C"*! por la relacién generada
por v~ v, A€ C, |\ =1.

5. Demuestra que CP! ~ S? (homeomorfismo).
Sugerencia: considera a C2? como H (los cuaterniones) y a S? como la esfera unitaria en R® = ImH =

{h|h = —h} (los cuaterniones imaginarios). Luego fija un hg € S? y define el mapa 7 : H* — S? dado
por m(q) = qhog—!. Demuestra que este mapa define un homeorfismo CP! ~ S2.

6. Se define en CP™ los abiertos U; = {[z0,...,2n]lz: # 0}, i = 0,...,n. Luego se define ¢; : U; —
C™ por ¢;([z0,---,2n]) = (20/%is- -, 2i-1/%is Zix1/Ziy - - - 2n/2i). Demuestra que estas coordenadas dan
estructura diferencial a CP™ (es decir, que las funciones de transicién ¢; ' o ¢; son suaves.)

7. Se define una funcién f : CP™ — R por f([z0,...,2n) = Y_; Nilzi|?/ >, [2i]%, donde Ao < Ag < ... < Ap.
Demuestra que f es suave, encuentra sus puntos criticos, decide si son no degenerados y enceuntra sus
indices de Morse.



