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Capitulo

8

NISION PRELIMIN

mar funciones mediante series de potencias. Sin

E | objetivo principal de este capitulo es aproxi-

embargo, antes del estudio de las series de po-

s _-'Aproxlmacsones Sl s tencios se preparard el terreno. Se iniciard con el estudio
i Q.hnﬂm[u]es medmme #ow] de aproximaciones polinomiales en la seccién 8.1, con én-
i formulu dE Taylor 2.2 fasis en los polinomios de Taylor, los cuales se generali-
f'-'- Y zardn después en la seccién 8.9.
g Sucesmnes i En la seccion 8.2 se frata la funcién sucesién, la cual
i SBI’IE’S infil‘ll?c‘ls de iermmos es una funcién cuyo dominio es el conjunto de nimeros en-
.CGHSTCIH?ES i B teros positivos y cuyo contradominio consiste de los ele-
i -SBTIES mFIHI’fﬁS de }er AR mentos de la sucesién. En el suplemento de la seccién 8.2
R A encontrard la demostracidén de la equivalencia de conver-
o Posmvos gencia y sucesiones mondfonas acofadas {teoremas 8.2.10

y 8.2.13) basada en la propiedad de complefez de Jos no-
meros reales. En la seccién 8.3, se define la suma de una
serie infinita como el limite de un tipo particular de suce-
sidn. En esla seccién tombién se fratan los teoremas acerca
de series infinitas. Los criterios de convergencia de series
infinitas se presentan en la seccién 8.3 asi como en la sec-
cién 8.4, donde se consideran series de términos positivos,
y en la seccidén 8.5 en la que se estudian series cuyos
términos son positivos y negativos. La seccion 8.6 contiene
un resumen de los criterios de convergencia y divergencia
estudiados en las secciones 8.3 a 8.5.

Después de la introduccion a las series de potencias en
la seccién 8.7, aprenderd en las secciones 8.8 a 8.10 a utili-
zar dichas series pora expresar como series infinitas muchas
funciones; por ejemplo: funciones racionales, trigonométri-
cas, exponenciales y logaritmicas. Las series de potencias
se aplican a fin de aproximar nimeros irracionales fales
como\/ﬁ 7, e In 5y sen 0.3, asi como para apro-
ximar integrales definidas cuyo integrando no fenga
antiderivada en forma cerrada. Por ejemplo, las series
de potencias pueden emplearse con el objeto de
calevlar valores de integrales como:

Q.5 1 o1
J et dt J cos x2dx J In(1 + sen x} dx
Q 0 0

Ademas, las soluciones de muchas ecua-
ciones diferenciales pueden expresarse como series

'-'Sen% de potenr::as

-Serie de pote :
= fogcﬂfmgs nﬂ urales y serle

de potencias.
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8.1 APROXIMACIONES POLINOMIALES MEDIANTE
LA FORMULA DE TAYLOR

o2

Mientras que los valores de funciones polinomiales pueden determinarse
efectuando un mimero finito de adiciones y multiplicaciones, otras funciones,
entre ellas las funciones logaritmicas, exponenciales y.trigonomeétricas, no
pueden evaluarse tan fécilmente. En esta seccién se mostrard que muchas
funciones pueden aproximarse mediante polinomios y que el polinomio, en

lugar de la funcién original, puede emplearse para realizar célculos cuando

la diferencia entre el valor real de la funci6n y la aproximacién polinomial
es suficientemente pequeiia.

Varios métodos pueden emplearse para aproximar una funcién dada
mediante polinomios. Uno de los m4s ampliamente utilizados hace uso de la
férmula de Taylor, llamada as{ en honor del matemaético inglés Brook Taylor
(1685-1731). El teorema siguiente, el cual puede considerarse como una
generalizacion del teorema del valor medio, proporciona la f6rimula de Taylor.

8.1.1 Teorema

Sea f una funcién tal que f y sus primeras n derivadas son continuas en
el intervalo cerrado [a, b). Ademés, considere que f**+1)(x) existe para
toda x del intervalo abierto (a, b). Entonces existe un nimero z en el
intervalo abierto (a, b) tal que

fib) = flay+ L2 b - 0y + LD 5 - a)? +

@) e £
+ L0 - g) <+qu G-am

La ecuacién (1) tsmbién se cump'te §i.b.< d; en tal caso [a,b] se
reemplaza por [b, al, y (a, b) se sustituye por (b, a).

Observe que cuando n = 0, (1) se convierte en

fB) = fla) + f'()b - a)

donde z esta entre a y b. Esta es la conclusi6n del teorema del valor medio.
La demostracién del teorema 8.1.1 se presentar4 posteriormente en esta

7 seccién. Si en (1) se reemplaza b por x, se obtiene la formula de Taylor:

fo) = f(a)+ﬂ—{x a)+ﬂ9_(,,a,; =

+ n} r.'} (,t a)-" + H%l' : )i+1 : 2)
donde z estd entre a 3,-',1:. :

La condicién en la que se cumple (2) es que f y sus primeras n deri-
vadas sean continuas en un intervalo cerrado que contenga aa y x, y la
(n + 1)-ésima derivada de f exista en todos-los puntos del intervalo abierto
correspondiente. La férmula (2) puede escribirse como

J&x) = Py(x) + R,(x) &)
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[-3, 3] por [0, 4]
fle)y =¢*
P =1

FIGURA 1

L

(-3, 3] por [0, 4)
fy=e"
Pixy=1+x
FIGURA 2

donde

" " (n)
Pp(x) = f(a}+$(x—a)+-£2%{x-a)2 +...+Lil;l-{—ﬂ(:wa)" 4)

Flatl) :
Ria)s ﬁu - a)y**!" donde zestientreayx (5

Pp(x) se denomina polinomio de Taylor de n-ésimo grado de la funcién fen
el nimero a, y R,(x) se llama residuo. El término R,(x), dado en (5), se deno-
mina forma de Lagrange del residuo, llamada asi en honor al matemdtico
francés Joseph L. Lagrange (1736-1813).

El caso especial de la férmula de Taylor que se obtiene al considerar
a =0en(2)es

fI(O) fn(u} f{ﬂj(u:’ ' f(ll+|](z} S
f@) = fO) + = x + <= x2+...+—"!—x e o ;

donde z estd entre 0 y x. Esta férmula recibe el nombre de formula de
Maclaurin, en honor al matemitico escocés Colin Maclaurin (1698-1746).
Sin embargo, la férmula fue obtenida por Taylor y por otro matemético
inglés, James Stirling (1692-1770). El polinomio de Maclaurin de n-ésimo
grado para una funcién f, obtenido a partirde (4) cona = 0, es

; . R
P,(x) = f(0)+f1(!mx+ fz(!ﬂ) x2+...+f_n!(ﬂi.rn 6

De este modo, una funcién puede aproximarse por medio de un polinomio
de Taylor en un mimero @ o por un polinomio de Maclaurin.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 S calculasé ¢l polinomio
de Maclaurin de n-ésimo grado para la funcién exponencial natural. Si
J{x) = e* entonces todas las derivadas de f en x son iguales a e* y las deri-
vadas evaluadas en cero son 1. Por tanto, de (6),
_ xz  x3 x"

P,,(x)—1+x+§+—37+...+;? @)
Asi, los primeros cuatro polinomios de Maclaurin de la funcién exponencial
natural son

Pyx) = 1

Pilx) =1+ x

Pyx) =1+ x+ 1x?

Pix) = 1+ x + 1x2 4+ L3

Las figuras 1 a 4 muestran la grifica de f(x) = e* junto con las grifi-
cas de Py(x), P1(x), Po(x) y Pi(x), respectivamente, trazadas en el rectdngulo
de inspeccién de [-3, 3] por [0, 4]. En la figura 5 se muestran las graficas de
los cuatro polinomios de Maclaurin y la grafica de f(x) = e* en el mismo
sistema coordenado. Observe c6mo los polinomios aproximan e* para
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valores de x cercanos a cero, y note que conforme n se incrementa, la

P
3 aproximacion mejora. Las tablas 1 y 2 proporcionan los valores de e*, P,(x)
(cuando n es ignal a 0, 1,2y 3) y e* — P(x) para x = 04y x = 0.2,
respectivamente. Observe que con estos dos valores de x, a medida que x
estd més cerca de 0, es mejor la aproximacién para un P,(x) especifico. 4
d Tabla 1 Tabla 2
an e P04) ™ - P04 n e P(0.2) €% - P0.2)
[-3, 3] por [0, 4]
G 1.4918 L 0.4918 0 1.2214 1 0.2214
fo =& 1 1.4918 1.4 0.0918 1 1.2214 1.2 0.0214
Pin = 1+ x4 L2 2 14918 1.48 0.0118 2 12214 1.22 0.0014
x 3 1.4918 1.4907 0.001! 3 1.2214 1.2213 0.0001
FIGURA 3
De (5), 1a forma de Lagrange del residuo, cuando P,(x) es el polinomio de
Maclaurin de n-ésimo grado para la funcién exponencial natural, es
- el n+l 4
. R, (x) o+ D X donde zestdentre Oy x 8
Syp
En particular, si P3(x) se emplea para aproximar ¢~, entonces
Ry(x) = % x4 donde z estd entre O y x
y
4 e* = P3(x) + Ra(x)
[-3, 3} por [0, 4]
fxy = €* } EJEMPLO 1 Utilice un polinomio de Maclaurin para determinar
Pio=1+x+ % 2+ %13 el valor de e con una exactitud de cuatro cifras decimales.

FIGURA 4 . } . . . L .
Soluciéon si f(x} = e*, entonces el polinomio de Maclaurin de #-ésimo
grado de f estd dado por (7) y la forma de Lagrange del residuo estd dada por
(8). Si se considera x = % en (8), entonces

| e 1\ !
=) = - < -
R"(z) o 1)!(2) donde 0 < ¢z 5
Py(x) Asi,
F S
T 4 1 61/2
| f@ =Y pin R, (‘2‘) I < “2"+1(n ATy
2+
T P  Como e < 4, entonces e!/2 < 2, de modo que
1 ’ 2 1
Ry1= | < =
T "(2) 20+ I 27(n + D)
< 1 >
) T Po® " Debido a que el valor de e se aproximarg con cuatro cifras decimales, se
X
: ! desea que |R,,(%) l sea menor que 0.00005; |Rn(%) | serd menor que
Py(x) il 0.00005 si 1/2"(n + 1)! < 0.00005. Cuandon = 5,
. .0 . — .
~1 -02 | 02 1 1 _ 1
Py 2"(n + 1) (32)(720)
FIGURA 5 = 0.00004
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TR

[~1, 1] por [-0.0001, 0.0001]

y = 0.00005 y y = —0.00005

(6. 6] por {-4, 4]
fix) = senx
Pl =x

FIGURA 7

P,

[6, 6] por [-4, 4]
Jix) = senx

3
P.x) = x - X2
4(x) x P

FIGURA 8

Como 0.00004 < 0.00005, se considera Ps( % ) como la aproximacién de e
con una exactitud de cuatro cifras decimales. De (7),

Ps(3) = 1-

’ EJEMPLO 2 Estime en la graficadora los valores de x para los
cuales Ps(x) aproxima e* con una exactitud de cuatro cifras decimales.

Soluciéon  si P5(x) aproxima a e* con una exactitud de cuatro cifras
decimales, entonces

|e* - Ps(x)| < 0.00005

La figura 6 muestra la grificade y = e* — Ps(x), es decir,

y = e* = (1 + x + x32! + x33! + x%4! + B35

y las rectas y = 10.00005 trazadas en el rectdngulo de inspeccion de [-1, 1]
por [-0.0001, 0.0001). Al emplear el procedimiento de interseccién
(intersect), o los de rastreo y aumento (trace y zoom-in), de la graficadora,
se determina que la curva y la recta y = 0.00005 se intersectan cuan-
do x = ~0.5824 y x = 0.5667. De esta forma, se concluye que cuando
-0.5824 < x < 0.5667, Ps(x) aproxima e* con una exactitud de cuatro
cifras decimales.

Esta respuesta apoya la conclusién del ejemplo 1 de que PS(%) apro-
xima a ~e con una exactitud de cuatro cifras decimales.

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Anora se determinard el

polinonio de Maclaurin de n-ésimo grado para la funcidn seno. Sif(x) = senux,
entonces

Fix) coS X F'(x) = —senx f"x) —CoS X
FYx) = senx FO) = cosx FOx) = —-senx

y asi sucesivamente, De esta forma, f(0) = 0,

fOO=1 fOY=0 f"O=-1 fO%) =0 fO%0)=1
etcétera. De (6),

Pyx) = x-— %?—+£;— - %’- +.o.4 (=1t (zx:":i)!
De esta forma, Py(x) = 0,
Pix) = x Pyx) = x
P3(x) = x—% Pyx) = x—-%
Ps(x) = x-’r—63+% Pg(x) = x-%+1—1256
P = x-S A Py = xR A

y asf sucesivamente.



8.1 APROXIMACIONES POLINOMIALES MEDIANTE LA FORMULA DE TAYLOR 643

[-6. 6] por [-4, 4]
f(x) = senx
B P -
Pyx) = x- < + 20

FIGURA 9

|-6, 6] por [-4, 4]
f(x) = senx
3 5 7

Pylx} = ’_%+;_26_5:)40
FIGURA 10
Py
4

Py(x)

P4(x)

FIGURA 11

Py(x)

/

A

/

[-1, 1} por [-0.0000002, 0.0000002}

2%

x7
y = Senx — (X—?-Fm—m)
y = 0.0000001 y y = —0.0000001

FIGURA 12

Las figuras 7 a 10 muestran la grifica de la funcién seno junto con las
gréficas de sus polinomios de Maclaurin de grados I, 3, 5 y 7, respectivamente,
trazadas en el rectdngulo de inspeccién de [-6, 6] por [-4, 4]. La figura 11
muestra las graficas de estos cuatro polinomios de Maclaurin y la grifica de
f(x) = sen x dibujados en el mismo sistema coordenado. Observe que las
aproximaciones polinomiales mejoran conforme 7 se incrementa.

’ EJEMPLO 3 (a) Determine la exactitud cuando se utiliza el
polinomio de Maclaurin de grado 7 de la funcién seno, P,(x), para aproximar
sen 0.5. (b) Apoye graficamente la respuesta del inciso (a). (¢) Calcule P7(0.5)
para aproximar sen 0.5 con una exactitud en ¢l nimero de cifras decimales
considerado en la respuesta dei inciso (a).

Solucién
(@) De (3)conf(x) = senxyn = 7, se ticne
senx = Pa(x) + Rs(x)
Asi,
sen 0.5 = P4{0.5) + R;(0.5)
donde, de (S)conx = 05 y a = 0,

(8)
R+0.5) = %@(O.S)g donde z esta entre 0 y 0.5

0.0000001 sen z

i

Como lsenzl < 1, entonces

|R,(0.5)| < 0.0000001

Por tanto, se concluye que cuando P7(0.5) se emplea para aproximar
sen 0.5, el valor es aproximado a seis cifras decimales.

(b) A fin de apoyar la respuesta del inciso (a), debe mostrarse que cuando
x = 0.5, |Ry(x}| < 0.0000001. Como Ry(x) = sen x ~ Py(x), y del
cilculo del ejemplo ilustrativo 2, para la funcién seno,

3 5

,
X p X
Py = X ="+ 150 ~ 5040

se trazan las grificas de

3 5 7
_ _ _ X X X
y = senx (" 6 " 120 5040

) y y = +0.0000001

en ¢l rectdngulo de inspeccién de [-1, 1] por [-0.0000002, 0.0000002],
como se muestra en la figura 12. Si se utiliza el procedimiento de inter-
seccion (intersect), o los de rastreo y aumento (trace y zoom-in), de la
graficadora, se determina que la curva y las rectas se intersectan en los
puntos donde x = +0.6921. Como -0.6921 < 0.5 < 0.6921, se ha
apoyado la respuesta del inciso (a).

(c) Al sustituir 0.5 por x en la expresion para P4(x), se tiene

_(05P (0532 (0.5

0.3 6 120 5040

P+(0.5)

0.47942553
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Del inciso (a), este célculo es preciso con seis cifras decimales. Por tanto,

sen 0.5 = 0.479426 2 |

’ EJEMPLO 4 Determine el polinomio de Taylor de tercer grado
de la funcién coseno en ; 7y la forma de Lagrange del residuo. Trace las grafi-
cas del polinomio y de la funcién coseno en el mismo rectdngulo de inspeccién.

Solucién  Sea f(x) = cos x. Entonces de (4),

rr = o(5) + r(3)fs - 5) ¢ L42 (- 2 LD 2y

[- . 7] por [-2, 2]

flx) = cosx
P,(x)=%f - V2 - im -
ey 13
% 2 - Imt + ﬁﬁ(" in

FIGURA 13

Como f(x) = cosx,f(x) = —sen x, f"'(x) = —cos x, f'"(x) = sen x,
fGm = 4NE fGm = -3z fUm o= -1V2 fGm =
Por tanto,

Pyx) = V2 - 12— Im - ;Y20 - Im? + L2 - inP

V2

| —-

Como f¥)(x) = cos x, de (5) se obtiene
Ry(x) = (cos)(x — tm*  donde zestdentre (7yx

Debido a que |cos z| < 1, se concluye que |R3(x)| < o (x - ;@) para
toda x.

La figura 13 muestra las grdficas de P;(x) y de f(x) = cos x trazadas
en el rectdngulo de inspeccidn de [-7, 7] por [-2, 2]. Observe como la grafica
del polinomio aproxima la grifica de la funcién coseno cercade x = %n. 4

> EJEMPLO 5 Utilice el polinomio de Taylor de tercer grado de
la funcién coseno en %7:, determinado en el ejemplo 4, para calcular un
valor aproximado de cos 47°, y determine la exactitud del resultado.

Solucién 47° -~ 11376 n rad. Por tanto en la solucién del ejemplo 4 se

: _ 47 _ 1 — 1
considerax = X Yy X - W= G,y

cos47° = 1V2Z[1 = &7 - $(Hm? + L5 ™ + R 7)) 9
donde

Ry(Em) = gcosz(ggn)?  donde im<z< L

Como 0 < cosz <1,

0 < Ry({Zm) < (& m)* < 0.00000007 (10)

180
Si se considera i 7 =~ 0.0349066, de (9) se obtiene
cos 47° = 0.681998

o cual tiene una exactitud de seis cifras decimales debido a la desigual-
dad (10).

Ahora se demostrard el teorema 8.1.1. Se conocen varias demostra-
ciones de este teorema, aunque ninguna estd bien motivada. La siguiente
demostracién utiliza el teorema de del valor medio de Cauchy (7.7.3).
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Demostracion del teorema 8.1.1 Sean Fy G dos funciones defini-

das por
” (n-1} (n) -
FO) = 1) - £ - fo)b - = L b -0t - - L e -t - 2B e an
y
_ (b—x)”*i
G = (n+ D! (12)

Entonces se deduce que F(b) = Oy G(b) = 0. Al diferenciar (11) se obtiene

2f")b ~ x) _ fe - x)? 2 A€ Ul x)?

F'(x) ==f(x) + fi(x) = f'(x)b - x) +

i 2! 2! 3!
IARIC) Gt ) B Bl V) Al € Bl ) W A €U Rl )
3! (n - 1! _ (n - 1!
PR AU G 5 S At € C ol
n! n!

Al reducir términos semejantes se observa que la suma de cada término
impar y el siguiente término par es igual a cero; de modo que s6lo queda el
iltimo término. Por tanto,

Fy = L5700 g (13)

n!
Si se deriva en (12) se obtiene
G® = -~ (b-x (14)
Al verificar la hipétesis del teorema del valor medio de Cauchy se ob-
serva que

(i) Fy G son continuas en [a, b];
(ii) F vy G son diferenciables en (a, b);
(iii) paratodaxen (a, b), G'(x) # 0.

De modeo que, por la conclusién del teorema,

F(b)-Fla) _ F(2)
G(b)-G@) ~ G

donde z estd en (a, b). Pero F(b) = 0y G(b) = 0. Por io que

Fl
@) = G

Gla) (15)

para alguna z en (a, b).
Si se considera x = gen (12),x = z en(13) y x = zen (14), y si se
sustituyen en (15) se obtiene

B _f(n+1)(z) _al n! (b—a)""'l
Fa) = P28 I el iy pa e

Y AL €9 PPN
Fla) = ) (b-a) (16)

Six = aen (11), resulta

(n)
Ln!&)-(b - a)y

, f(a) n-D@) .
F@) = f6) - f@ - f@b - &) - L5206 - a2 - - LD - a1 -

Al sustituir de (16) en la ecuacién anterior, se tiene
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" (n)
fb) = fla) + flayb - a) + —Jiz(!i)(b a4+ f—n!(“—)(b —ay +

f(”+1)(z)

e &

lo cual es el resultado deseado. El teorema se cumple si b < a debido a que
la conclusidon del teorema del valor medio de Cauchy no se afectasiay &

se intercambian.

Existen otras formas del residuo de la férmula de Taylor. Dependiendo
de la funcién, puede convenir emplear una forma del residuo mds que otra.
El teorema siguiente, llamado férmula de Taylor con forma integral del
residuo, expresa el residuo como una integral.

8.1.2 Teorema Formula de Taylor con forma integral
del residuo

Si fes una funci6n cuyas primeras n + 1 derivadas son continuas en un
intervalo cerrado que contiene a a y x, entonces f(x) = P,(x) + R,(x),
donde P,(x) es el polinomio de Taylor de n-énesimo grado de fena y
R,(x) es el residuo dado por

+ ,
Ra(x) = ﬁ f (x = 0P £ D) dr
“da

La demostracién de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer-

cicio 40).

Se ha visto como una funcién puede aproximarse mediante una suce-
sion de polinomios de Taylor. Los valores de estos polinomios para una valor
dado de x puede considerarse como una sucesion de nimeros, tema de la
siguiente seccién. El polinomio de Taylor de n-ésimo grado es la suma de
n + 1 términos, y conforme n crece sin limite, la suma puede o no aproxi-
marse a un limite. Tales consideraciones forman las bases de las series in-
finitas, definidas en la seccién 8.3 y es el tema principal de este capitulo.

EJERCICIOS 8.1

En los ejercicios 1 a 10, determine el polinomio de Maclaurin del
grado indicado para la funcidn f con el residuo en la forma de
Lagrange. Trace las grdficas de f 'y del polinomio en el mismo
rectdngulo de inspeccién y observe cdmo la grdfica del poli-
nomio aproxima la grdfica de f cerca del punto donde x = 0.

L fx) = x—li;grado4 2 fx) = ;ﬁ;grado 5
3. fix) = e " grado § 4, f(x) = tanx; grado 3
5. f(x) = cos x; grado 6 6. f(x) = cosh x; grado 4.
7. fx) = senhx; grado4 8. f(x) = e grado 3
9. fx) = (1 + 02 grado3

10. f&) = (1 - 072 grado 4

En los ejercicios 11 a 18, determine el polinomio de Taylor del
grado indicado en el nimero a para la funcion fcon el residuo en la
forma de Lagrange. Trace las grdficas de f y del polinomio en
el mismo rectdngulo de inspeccion y observe cémo la grdfica del
polinomio aproxima la grdfica de f cerca del punto donde x = a.

11

fix) = rm':a = 4; grado 3

12. f(x) = Yx;a = 4;grado 4

13. f(x) = senx;a = éir; grado 3
14. f(x) = cosx;a = %Jr; grado 4
15. f(x) = Inx;a = 1; grado 5

16. f(x) = In(x + 2);a = —1; grado 3
17. f(x) = Incosx;a = %JZ'; grado 3
18. f(x) = x senx,a = %n; grado 5

. Realice el jercicio 19 para el valor de ¢7!/2.

. Calcule el valor de ¢ con una exactitud de cinco cifras

decimales, y demuestre que la respuesta tiene la exactitud
requerida. Apoye grificamente la respuesta.

12

. Calcule sen 31° con una exactitud de tres cifras decimales

empleando un polinomio de Taylor y demuestre que la
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye graficamen-
te la respuesta.
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22,

23.

27.

28.

29,

30.

31.

32,

33.

Calcule cos 59° con una exactitud de tres cifras decima-
les empleando un polinomio de Taylor y demuestre que la
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye graficamen-
te la respuesta.

Estime el error que resulta cuando cos x se sustituye por
S

1 - 3x%si x| <01

Estime el error que resulta cuando sen x se sustituye por

x - 1x%si |x] < 00s.

Estime el error que resulta cuande 1+ x se sustituye

porl + lxsi0< x <001

Estime el error que resulta cuando 1/Vx se sustituye por

3 - %x 51 0.99 < x < 1.01. Sugerencia: seag - Iy =

2 2
- Yy -
s = 1)
Estime el error que resulta cuande e* se sustituye por
1 +x+ %xzsi |x| < 0.01.

Utilice el polinomio de Maclaurin para la funcién defini-
da por f(x) = In{l + x) para calcular el valor de In 1.2
con una exactitad de cuatro cifras decimales.

Emplee el polinomio de Maclaurin para la funcién defi-
nida por

fy = 1=

—

=®

para calcular el valor de In 1.2 con una exactitud de cuatro
cifras decimales. Compare el célculo con el del ejercicio 28.

Demuestre que si0 < x < % entonces

2
senx = x - = + R(x)

k)
donde |R(x)| < 3Tl40'

Utilice el resultado del ejercicio 30 para determinar un

1142

valor aproximado de j sen x* dx, y estime ¢l error.

]
Demuestre que la formula (1 + x*? = 1 +
con tres cifras decimales si ~0.03 < x < 0.
1/2

%I es exacta

Demuestre que la férmula(l + x)~ ;X esexacta

~ ] -
con dos cifras decimales si~0.1 < x < 0.
Dibuje 1a grifica de y = sen x y y = mx en el mismo
sistema de ejes. Observe que si m es positivo y cercano a
cero, entonces las graficas se intersectan en un punto cuya
abscisa estd cerca de m. Determinando el polinomio de

3s5.

K}

38.

39.

41.

42,

Taylor de segundo gradoe en 7 para la funcién f definida por
f(x) = sen x — mx, muestre que una solucién aproxima-
da de la ecuacidén sen x = mx, donde m es positivo y estd
cerca de cero, estd dada porx = w/(1 + m).

Emplee el método descrito en el ejercicio 34 para deter-
minar una solucién aproximada de la ecuacién cot
x = mx cuando m es positivo y estd cerca de cero.

(a) Utilice el polinomio de Maclaurin de primer grado para
aproximar e¥si 0 < k < 0.01. (b) Estime el error en tét-
minos de k.

Apligue la férmula de Taylor para expresar el polinomio
Px) = x* —x3 + 2x2 - 3x + 1
como un polinomio en potencias de x — 1.

(a) Derive término a término el polinomio de Maclaurin de
n-ésimo grado para e* y compare el nuevo polinomio con
el polinomio para e*. (b) Integre término a término el
polinomio de Maclaurin de n-ésimo grado para e*, deter-
mine la constante de integracién y compare ¢l nuevo po-
linomio con el polinomio para e*.

(a) Derive término a término el polinomio de Maclaurin de
n-ésimo grado para sen x y compare €l nuevo polinomio
con el polinomio para cos x. (b) Integre término a término
el polinomio de Maclaurin de r-ésimo grado para sen x,
determine la constante de integracidn y compare el nuevo
polinomio con el polinomio para —cos x.

. Demuestre el teorema 8.1.2. Sugerencia: del teorema 4.7.2

Lx f19 dt = f(x) - f(a). Resuelva para f(x) e integre

J: f'(t) dt por partes considerando u = f(1) y dv = dt.

Repita este proceso, y el resultado deseado se deduce me-
diante induccién matematica.

(a) Demuestre que los términos del polinomio de Maclaurin
de n-ésimo grado de una funcién impar contienen sélo
potencias impares de x. (b) Demuestre que los términos
del polinomio de Maclaurin de n-ésimo grado de una
funcién par contienen s6lo potencias pares de x.

Cuando se emplea un polinomio de Taylor en potenicias de
X — g para aproximar un valor de funcién en un mimero
particular x;, ;qué hechos influyen en la eleccién de a?
Ilustre la respuesta para las funciones definidas por
fx) = e*yglx) = senx.

8.2 SUCESIONES

Sin duda, ha encontrado sucesiones de nimeros en sus estudios anteriores de
matemadticas. Por ejemplo, los mimeros

2,4,6,8,10

forman una sucesién. Esta sucesion se denomina finita porque tiene un tlti-
mo niimero. Si un conjunto de nimeros que forman una sucecién no tiene
tiltimo nimero, se dice que la sucesién es infinita. Por ejemplo,

1
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