Calculo ITI, Demat-CIMAT, agto-dic, 2014

EL TEOREMA DE FUNCION IMPLICITA

Definicién. Una curva continua en R? es un conjunto C' C R?

tal que para todo pg € C' existe un abierto U C R? y una funcién y
continua g : (a,b) = R tal que CNU = {(z,9(z)) | € (a,b)}, 0
CNU={(9y),y) |y € (a,b)}. La curva es diferenciable si la g es
diferenciable, continuamente diferenciable sila g es continuamente
diferenciable, etc.
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Ejercicio 1. Demuestra que la curva dada por 22 + 32 = 72, r > 0, es suave (infinitamente diferenciable).

Ejercicio 2. Encuentra los valores de o € R para los cuales la curva dada por x® 4+ y® = 1 es suave. Dibuja
algunas de estas curvas.

Ejercicio 3. (opcional) Cierto o Falso:

1. La interseccién de una curva suave en R? con un abierto de R2 es una curva suave.
2. Existe una curva continua C' C R? que pasa por (0,0) que es suave en todos sus puntos excepto en uno.
3. Una curva continua en R? es un subconjunto cerrado.

El teorema de funcién implicita: Sea U C R? un abierto y F : U — R una funcién continuamente
diferenciable. Si la gradiente de F mo se anula en U entonces todas las curvas de nivel de F son curvas
continuamente diferenciables.

Una reformulacién del teorema: Sea F : U — R una funcidn continuamente diferenciable y po = (zo, yo) €
U tal que Fy(po) # 0, F(po) = c. Entonces existe una vecindad Uy C U de po, y una funcion diferenciable
g:(a,b) = R, tal que (1) zo € (a,b) y g(xo) = yo. (2) F(z,9(x)) = ¢ para todo x € (a,b). (3) {p €Uy | F(p) =
0} ={(z,9(z) | = € (a,)}.

Nota. Decimos entonces que la funcién y = g(z) estd definida implicitamente por la ecuacién F(z,y) = 0.
Analogamente, si F,(pg) # 0, se puede “depsejar” la x en términos de la y.

Ejercicio 4. Demuestra que las dos formulaciones del teorema son equivalentes.

Demostracién del teorema. (Bosquejo) Sea pg € U y C' la curva de nivel de F' que pasa por po; es decir,
C:={peU]|F(p)=F(po)} Como VF(pgy) # 0, por lo menos una de las componentes de la VF', F, o F,,
es distina de cero en pg. Suponemos que Fy,(po) > 0 y demostraremos que C, en una vecindad de py, estd dada
por la grifica de una funcién y = g(z).
Primero, demostramos que existe un rectangulo abierto R C U, con base 2B y altura 2h, centrado en py,
R:={(z,y) |zo — B <z <zo+ B,yo—h <y <yo+ h}, con las siguientes propiedades:
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-8, ¥ +h) (X, +B, ¥, +h)
1. RCU. B
2. Fy(p) > b para algun b > 0 y todo p € R.
3. F.(p) < M para algun M >0y todo p € R. -
4. F(z,yo+h) > 0y F(xz,yo — h) < 0 para todo = € (zg — 050, 32)
B7 i) + B)
(x,-B,v,-h) (x,+B, ¥,-h)

Ejercicio 5. Demuestra la existencia de tal rectangulo.

Luego, para cada x € (zg — B,z + B) la funcién u(y) = F(x,y) es continua en el intervalo [yo — h, yo + h],
u(yo —h) <0y u(yo + h) > 0, por lo que existe un y = g(z) tal que u(y) = 0 (teorema de valor intermedio de
cdlculo de una variable). Ademds, este y es dnico, ya que v’ > 0, asi que g(x) estd bien definida.

Nos queda entonces demostrar que y = g(x) es continuamente diferenciable en (z¢g — B, 2¢ + B). Lo haremos
para * = 2o (no usamos ninguna propiedad especial de este punto en (zg — B, xg + B), solo escogemeos
para simplificar la notacién).

Sea xo + Az un punto cercano a zg y Ay = g(zg + Az) — g(xp). Sean |
p = po+ (Az,Ay), g = po + (Az,0). Existen entonces 0 < 61,60, < 1, tal que — P2 | Ay
p1 = ((1 = b1)xo + 6182, 50) y P2 = (w0 + Aw, (1 — 02)yo + 02Ay), satisfacen p, P 4
F(q) — F(po) = Fx(p1)Az, F(p)— F(q) = Fy(p2)Ay. e
Asi que

0= F(p) — F(po) = [F(p) — F(q)] + [F(q) — F(po)] = Fy(p2)Ay + Fu(p1)Az.
Despejando Ay,
Fr(pl) A

Fy(p2)
Luego, usando las propiedades (2) y (3) del rectdngulo R, la expresién i:gg;; estd acotada en R, por lo que
Ay — 0 cuando Az — 0. De aqui se sigue que p1, p2 — pg cuando Az — 0, por lo que

lm 2Y — _Fz(Po)
Az—0 Ax F,(po)

ya que F, I, son continuas.
Esto demuestra que g(z) es diferenciable, con

Fy(z,9(x))
Luego, esta ultima férmula también muestra que ¢’ es continua, por ser expresada como la composicién de
funciones continuas. O
Ejercicio 6. Formular y demostrar el teorema de funcién implicita para una ecuacién de la forma F'(z1, ..., z,) =

0.

Sugerencia: imitando la definicién de curva diferenciable en R? arriba, define primero lo que es una hiper-
superficie diferenciable en R"™.

Ejercicio 7. Encuentra un ejemplo de una funcién suave F : R? — R cuyo gradiente se anula en un punto py,
pero sin embargo la curva de nivel de F' que pasa por pg es suave.

Nota. Este ejercicio muestra que la condicion VF # 0 en el teorema de la funcion implicita es suficiente,
pero no necesaria.



