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Problema 11, p. 491 del libro de Artin

El problema pide demostrar que para todo grupo finito abeliano A y un homomor-
fismo no trivial ϕ : A→ C∗ se tiene que

∑
a∈A ϕ(a) = 0.

En el curso dimos una demostración usando que un grupo abeliano finito es un
producto de grupos ćıclicos. Pero resulta que el inciso es cierto para un grupo finito
general, no necesariamente abeliano. Primero lo demostramos para un grupo ćıclico,
A = {1, α, α2, . . . , αn−1}. Si ϕ no es trivial entonces n > 1 y z := ϕ(α) 6= 1, por lo
que ∑

a∈A
ϕ(a) =

n−1∑
i=0

ϕ(αi) =

n−1∑
i=0

ϕ(α)i =

n−1∑
i=0

zi =
zn − 1

z − 1
= 0.

Para A general (finito), si ϕ no es trivial entonces existe un elemento α ∈ A
tal que ϕ(α) 6= 1. Denontamos por H el subgrupo (ćıclico) generado por α, aśı
que

∑
h∈H ϕ(h) = 0. Luego, A se parte en clases de equivalencia mod H, A =

H ∪α2H ∪α3H ∪ . . .∪αmH, para algunos α2, α3 . . . , αm ∈ A, donde m = |A|/|H|,
por lo que∑

a∈A
ϕ(a) =

∑
h∈H

ϕ(h) +
∑
h∈H

ϕ(α2h) +
∑
h∈H

ϕ(α3h) + . . .+
∑
h∈H

ϕ(αmh) =

= (1 + ϕ(α2) + ϕ(α3) + . . .+ ϕ(αm))

(∑
h∈H

ϕ(h)

)
= 0. �

Nota: El resultado es un caso especial de las relaciones de ortoganlidad de Schur
(ver Teorema (5.9) del cap. 9 de Artin).
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