
Algebra moderna 1, CIMAT, agsto-dic, 2019

Prob. 14.1.4, p. 575, Artin

El problema: encontrar los campos intermedios de una exstensión bicuadrática,
sin usar el Teorema Fundamental de la Teorı́a de Galois.

Solución. Primero, demostramos que si F ⊂ K es una extensión cuadrática, en-
tonces (1) K = F [δ] para algun δ ∈ K con δ2 ∈ F ; (2) para todo ε ∈ K, si ε2 ∈ F
entonces ε ∈ F o ε = bδ para algun b ∈ F .

Demostración: (1) Sea α ∈ K \F, entonces 1, α es una base de K sobre F , por lo
que α2 = a+bα para algunos a, b ∈ F . Luego δ := α−b/2 satisface δ2 = a+b2/4 ∈
F , α = δ + b/2 ∈ F [δ] =⇒ K = F [δ]. (2) Sea ε = a + bδ con a, b ∈ F =⇒ ε2 =
a2 + b2δ2 + 2abδ ∈ F ⇐⇒ 2ab = 0 ⇐⇒ a = 0 o b = 0. Si b = 0 =⇒ ε ∈ F y si
a = 0 =⇒ ε = bδ. (Ver problema 14.1.9.)

Ahora sea F ⊂ K una extensión bicuadrática, i.e., K = F [α, β] con α2, β2 ∈ F
y [K : F ] = 4. Si L es un campo intermedio, distinto de F o K, entonces [L : F ]
divide a [K : F ] =⇒ [L : F ] = 2, por lo que L = F [δ] para algun δ ∈ K, con δ2 ∈ F .
Considerando la extensión cuadrática F [α] ⊂ F [α, β] = F [α][β], tenemos entonces
que δ ∈ F [α] o δ = cβ para algun c = a + bα ∈ F [α] con a, b ∈ F. En el 1er caso
L = F [δ] = F [α]. En el 2ndo caso, δ2 = c2β2 = (a2 + 2abα + b2α2)β2 ∈ F ⇐⇒
2ab = 0 ⇐⇒ a = 0 o b = 0. Si a = 0 =⇒ δ = bαβ ∈ F [αβ] =⇒ F [δ] = F [αβ].
Si b = 0 =⇒ δ = aβ ∈ F [β] =⇒ F [δ] = F [β]. Ası́ que tenemos tres campos
intermedios posibles: F [α], F [β], F [αβ]. �
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