Algebra moderna 1, CIMAT, agsto-dic, 2019

Prob. 14.1.4, p. 575, Artin

El problema: encontrar los campos intermedios de una exstension bicuadratica,
sin usar el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois.

Solucién. Primero, demostramos que si F' C K es una extensién cuadrética, en-
tonces (1) K = F[§] para algun § € K con §*> € F; (2) paratodoe € K,sie? € F
entonces € € ' 0 € = b para algun b € F.

Demostracién: (1) Sea o € K \ F, entonces 1, o es una base de K sobre F', por lo
que a? = a+ba para algunos a,b € F. Luego § := a —b/2 satisface §? = a+b?/4 €
F,a=0+b/2€ F[§)] = K = F[§]. 2)Seae =a+bScona,b € F = ¢ =
a? 4+ 020> +2abd € F <= 2ab=0+=a=00b=0.Sib=0= c € Fysi
a =0 = € = bé. (Ver problema 14.1.9.)

Ahora sea F' C K una extension bicuadrética, i.e.,, K = Fla, ] con o?,5%2 € F
y [K : F] = 4.5i L es un campo intermedio, distinto de F' o K, entonces [L : F
dividea [K : F] = [L: F] = 2,porlo que L = F[§] paraalguné € K,con§? € F.
Considerando la extension cuadrética F[a] C Fl«, 8] = F|a][8], tenemos entonces
que d € Fla] 0 = ¢f para algun ¢ = a + ba € Fla] con a,b € F. En el ler caso
L = F[6] = Fla]. En el 2ndo caso, 62 = 282 = (a? + 2aba + b*a?)p% € F —
20b=0<=0a=00b=0.S5la =0= 0 = bap € Flaf] = F[] = Flaf].
Sib=0= ¢ = af € F|f] = FI[d] = F[B]. Asi que tenemos tres campos
intermedios posibles: F«a], F[53], Flag]. O



