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Dualidad Schur-Weyl

Objetivo

Teorema (Dualidad Schur-Weyl)

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y n un entero
positivo. Como representacion de S, x GL(V) en V&™ tenemos
la descomposicion

yon ~ @V,\ @S,V
A

donde Vy es una representacion irreducible de S, y SV es una
representacion irreducible de GL(V).
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Dualidad Schur-Weyl
Introduccién

Diccionario entre grupos y su correspondiente algebra.

G-representacion C[G]-médulo

Subrepresentacion Submoédulo
Representacion irreducible Moédulo simple

G-homomorfismo C[G]-homomorfismo

En general, si A es un &lgebra asociativa y p: A — End(V) es
una representacion, la funcién

CAXV SV
(@,v) = p(a)(v)

hace que V' sea un A-mddulo.
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Teorema (Doble Centralizador)

Sean V un espacio vectorial de dimension finita, A un dlgebra
semi-simple de End(V') y B = Enda (V). Entonces
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Teorema (Doble Centralizador)

Sean V un espacio vectorial de dimension finita, A un dlgebra
semi-simple de End(V') y B = Enda(V'). Entonces

i. B es semi-simple.
ii. A= EndB(V)

iii. Como mddulo de A ® B, tenemos la descomposicion

V:@Uié@Wi

donde U; es mddulo simple de A y W; = Homu(U;, V) es
maodulo simple B.
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.

Claim 1: V ~ @, Homa(U;, V) ® U;, U; A—médulo simple.

® Claim 2: W, := Hom(U;, V) es B-mddulo simple.
e Claim 3: U; ~ Hompg(W;, V).
[ ]

Claim 4: Hom(W;, Hom 4 (U;, V) =~ Homa(U; @ W;, V).
O
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.

¢ Claim 3: U; ~ Hompg(W;, V). Considerar el morfismo
evaluacién:

ev: U; = Homp(W;,V)
urr (evy: W; = V)

[ fu)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.

e Claim 4: Hom(W;, Hom(U;,V)) =~ Homa(U; @ W;, V).
Considerar el morfismo:

w: Hom(W;, Homa(U;, V) = Homa(U; @ W;, V)

[ (wowe flwu)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.
® Claim 1: V ~ @, Homa(U;, V) ® U;, U; A—mébdulo simple.
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.
® Claim 1: V ~ @, Hom(U;, V) ® U;, U; A—médulo simple.

Como A es semi-simple se tiene que
V ~ GHE);XQ.
J

Entonces,

P Homa(Ui, V) @ Ui ~ @ Homa(Us, P X;) @ U,

J
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.
® Claim 1: V.~ @, Homa(U;, V) ® U;, U; A—mébdulo simple.

Como A es semi-simple se tiene que
V ~ 6}94X;:
J
Entonces,
P Homa(U;, V) @ Ui ~ @ Homa(Us, P X;) @ U
i i j

~ @@HomA(Ui,Xj) ®U;
i g
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.
® Claim 1: V.~ @, Homa(U;, V) ® U;, U; A—mébdulo simple.

Como A es semi-simple se tiene que
V ~ 6}9‘)(j'
J
Entonces,
P Homa(U;, V) @ Ui ~ P Homa(Us, P X;) @ U
i i j
~ @@HomA(Ui,Xj) QRU;
(2

~ @Xj (Lema de Schur)
J
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.

® Claim 2: W, := Hom(U;, V) es B-mddulo simple. (B
actia transitivamente en los elementos no cero)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.

e Claim 2: W, := Hom 4 (U;, V) es B-médulo simple. (B
actia transitivamente en los elementos no cero)

Sean u € U; un elemento no nulo y f, f' € Homu(U;, V), como
Awu es un submédulo no nulo y U; es simple, tanto f como f’ estan
determinados por su valor en u, digamos f(u) = vy f'(u) = v/,

conv,v' € V.
]

v
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.
e Claim 2: W, := Homy4(U;,V) es B-médulo simple. (B
actia transitivamente en los elementos no cero)
Sean u € U; un elemento no nulo y f, f' € Homu(U;, V), como
Awu es un submédulo no nulo y U; es simple, tanto f como f’ estan
determinados por su valor en u, digamos f(u) = vy f'(u) = ¢/,
con v,v’ € V. Dado que Av es invariante, podemos escribir

V=Ave W.
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Dualidad Schur-Weyl

Teorema Doble Centralizador

Demostracion.
® Claim 2: W, := Hom 4 (U;, V) es B-médulo simple. (B
actia transitivamente en los elementos no cero)

Sean u € U; un elemento no nulo y f, f' € Homu(U;, V), como
Awu es un submédulo no nulo y U; es simple, tanto f como f’ estan
determinados por su valor en u, digamos f(u) = vy f'(u) = ¢/,
con v,v’ € V. Dado que Av es invariante, podemos escribir

V=Ave W.
Definimos

0: V=V
fw)=wsiweW

0(av) = av’en otro caso.
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.

e Claim 2: W, := Hom 4 (U;, V) es B-mddulo simple. (B
actia transitivamente en los elementos no cero)

Sean u € U; un elemento no nulo y f, f' € Homu(U;, V), como
Awu es un submoddulo no nulo y U; es simple, tanto f como f’ estdn
determinados por su valor en u, digamos f(u) =vy f/'(u) = v,
con v,v’ € V. Dado que Av es invariante, podemos escribir

V=Ave W.
Definimos
0:V >V
Olw)=wsiweW
0(av) = av’en otro caso.
Entonces, € By 6f = f’. O
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.

i. B es semi-simple.
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.

i. B es semi-simple.

B = Enda(V)
:HomA(ean@Wi,V) (C1)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.

i. B es semi-simple.

B = EndA(V)
= Homa(@U; @ W;, V) (C1)

= @HomA(UZ- Q@ W;, V)

K3
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.

i. B es semi-simple.

B = Enda(V)
= HomaA(P Ui @ W;, V)

= @HOTRA(UZ‘ ® Wi,V)

7

= @ Hom(Wy, Homa(Us, V')

(C1)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.

i. B es semi-simple.

B = Enda(V)
= Hom,d@ U;® Wi,V)
= EBHomA(Uz ® Wia V)
= @ Hom(W;, Homa(U;,V))

= @ Hom(W;, W;)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.

i. B es semi-simple.
B =Enda(V)
= HomA(@ Uz ® Wia V)
= @HomA(Ui @ W;, V)
= @Hom(Wi,HomA(Uiu V)

= @ Hom(Wi, WZ)

=P End(w;).

(C1)

(C4)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.

i. B es semi-simple.
B =Enda(V)
:HOmA(®Ui®Wi7V) (C1)
= @Hom;(Ui @ W;, V)
— @ Hom(Wi Homa(U, V) (CH
= EZBHom(WZ-, W)

= P End(wy).

Como W; es simple (C2), se tiene que B es semi-simple. O
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.
ii. A= Endg(V).
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.
ii. A= Endg(V).

Endgp(V) = Homp(@ Us @ Wi, V) (C1)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.
ii. A= Endp(V).
Endp(V) = Homp(@ Us @ Wi, V)
= @ HomB(UZ- & Wi, V)

= @ Hom(U;, Hompg(W;, V))

(C4)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracién.
ii. A= Endg(V).
Endg(V) = Homp(@ U; @ Wi, V) (C1)
= @HomB(Ui ® Wi, V)
=P Hom(Ui, Homp(W;,V))  (C4)

=P Hom(U;, Uy) (C3)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.
ii. A= Endg(V).
Endp(V) = Homp(@ U; @ Wi, V) (C1)
=P Homp (Ui @ W;, V)
= @ Hom(U;, Homp(W;,V))  (C4)

=P Hom(U;, Uy) (C3)
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Dualidad Schur-Weyl
Teorema Doble Centralizador

Demostracion.
ii. A= FEndg(V).
Endp(V) = Homp(@D Us @ Wi, V) (C1)
= EBHom;(Ui ®@ Wi, V)
= EZBHom(Ui,HomB(WuV» (C4)
- @ Hom(U;, U;) (C3)
= éEnd(Ui)

= A.
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Dualidad Schur-Weyl

Sigue Juan
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Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Dado un espacio vectorial V sobre C el espacio V®" tiene
una estructura de S,—modulo y GL(V)—modulo mediante las
acciones
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Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Dado un espacio vectorial V sobre C el espacio V®" tiene
una estructura de S,—modulo y GL(V)—modulo mediante las
acciones

S, x Vo yen

(0,01 ® - @ V) > Vp(1) @+ @ Vg(n)

GL(V) x V& — yen
(01 @@ vy) — g(v1) ® -+ @ g(vy)
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Dualidad de Schur-Weyl

® Estas dos acciones conmutan.
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representacién) S, — End(V®") y GL(V) — End(V®") en
End(V®) 7.

® Vamos a ver que la subdlgebra generada por estas en
End(V®™") son centralizadores uno del otro.
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Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

® Estas dos acciones conmutan.

® ,Qué relacién guardan las imagenes de los morfismos (de la
representacién) S, — End(V®") y GL(V) — End(V®") en
End(V®) 7.

® Vamos a ver que la subdlgebra generada por estas en
End(V®™) son centralizadores uno del otro.

® Veremos la descomposicién de V®" como representacién de
Sp X GL(V) (Dualidad de Schur-Weyl).
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Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Primero notemos los siguientes isomorfismos

B zEndC[Sn](V®")
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Primero notemos los siguientes isomorfismos

B zEndC[Sn](V®")
=End(V®m)5n
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Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Primero notemos los siguientes isomorfismos

B zEndC[Sn](V®")
=End(V®m)5n
~(End(V)®")%" por End(V®™) = End(V)®"
=Sym" (End(V))

Vamos a ver que Sym"(End(V)) = span{X®" | X € End(V)}
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Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Lema

Dado un espacio vectorial V de dimension finita sobre C. El
espacio de tensores simétricos Sym™(V) C V®" es linealmente
generado por las n-ésimas potencias simétricas v = v® -+ - Q.

v

Demostracion.
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Lema
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v
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Dualidad de Schur-Weyl
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entonces el espacio B’ generado por la imagen de GL(V) en
End(V®") satisface que B’ C Endc(s,|(V®") = B.
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Como las acciones de S, y GL(V) en V®" conmutan entre si
entonces el espacio B’ generado por la imagen de GL(V) en
End(V®") satisface que B’ C Endc(s,|(V®") = B.
® La imagen de g € GL(V) en End(V®™) es g®™.
® Para la otra inclusién basta probar que los espacios
generados por {g®" : g€ GL(V)} y {X®" : X € End(V)}
son iguales.

17 /21



Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Como las acciones de S, y GL(V) en V®" conmutan entre si
entonces el espacio B’ generado por la imagen de GL(V) en
End(V®") satisface que B’ C Endc(s,|(V®") = B.
® La imagen de g € GL(V) en End(V®™) es g®™.
® Para la otra inclusién basta probar que los espacios
generados por {g®" : g€ GL(V)} y {X®" : X € End(V)}
son iguales.

Dado X € End(V') veremos que X estd en el espacio generado por
{9 :9g € GL(V)}.

17 /21



Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Como las acciones de S, y GL(V) en V®" conmutan entre si
entonces el espacio B’ generado por la imagen de GL(V) en
End(V®") satisface que B’ C Endc(s,|(V®") = B.
® La imagen de g € GL(V) en End(V®™) es g®™.
® Para la otra inclusién basta probar que los espacios
generados por {g®" : g€ GL(V)} y {X®" : X € End(V)}
son iguales.

Dado X € End(V') veremos que X estd en el espacio generado por
{9 : g € GL(V)}. El polinomio caracteristico det(X + ¢I) tiene
finitas soluciones

17 /21



Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Como las acciones de S, y GL(V) en V®" conmutan entre si
entonces el espacio B’ generado por la imagen de GL(V) en
End(V®") satisface que B’ C Endc(s,|(V®") = B.
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® Para la otra inclusién basta probar que los espacios
generados por {g®" : g€ GL(V)} y {X®" : X € End(V)}
son iguales.
Dado X € End(V') veremos que X estd en el espacio generado por
{9 : g € GL(V)}. El polinomio caracteristico det(X + ¢I) tiene
finitas soluciones entonces existe ¢t € C tal que X +tI es invertible,
por lo que

X =(X+tl)—tI € span{g: g € GL(V)}.
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Teorema (Dualidad Schur-Weyl)

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y n un entero
positivo. Como representacion de S, x GL(V) en V&™ tenemos
la descomposicion

Ven ~ @V)\ RS\V
A

donde Vy es una representacion irreducible de Sy, y S\V es una
representacion irreducible de GL(V).

18 /21



Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Dualidad Schur-Weyl.

® Dado que S, es un grupo finito, la subalgebra A generada
por la imagen de S,, en End(V®™) es un 4lgebra semisimple.

19 /21



Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Dualidad Schur-Weyl.

® Dado que S, es un grupo finito, la subalgebra A generada
por la imagen de S,, en End(V®™) es un 4lgebra semisimple.

® La subdlgebra B generada por la imagen de GL(V') en
End(V®") es B = Endc(s,|V®".

19 /21



Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Dualidad Schur-Weyl.

® Dado que S, es un grupo finito, la subalgebra A generada
por la imagen de S,, en End(V®™) es un 4lgebra semisimple.

® La subdlgebra B generada por la imagen de GL(V') en
End(V®") es B = Endc(s,|V®".

El Teorema del doble centralizador nos garantiza que

19 /21



Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Dualidad Schur-Weyl.

® Dado que S, es un grupo finito, la subalgebra A generada
por la imagen de S,, en End(V®™) es un 4lgebra semisimple.

® La subdlgebra B generada por la imagen de GL(V') en
End(V®") es B = Endc(s,|V®".
El Teorema del doble centralizador nos garantiza que

® B es semisimple

19 /21



Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Dualidad Schur-Weyl.

® Dado que S, es un grupo finito, la subalgebra A generada
por la imagen de S,, en End(V®™) es un 4lgebra semisimple.

® La subdlgebra B generada por la imagen de GL(V') en
End(V®") es B = Endc(s,|V®".
El Teorema del doble centralizador nos garantiza que
® B es semisimple
e A= EndgV®"

19 /21



Dualidad Schur-Weyl
Dualidad de Schur-Weyl

Dualidad Schur-Weyl.

® Dado que S, es un grupo finito, la subalgebra A generada
por la imagen de S, en End(V®") es un algebra semisimple.

® La subdlgebra B generada por la imagen de GL(V') en
End(V®") es B = Endc(s,|V®".
El Teorema del doble centralizador nos garantiza que
® B es semisimple
o A= EndBV®"

e Como representacion de S, x GL(V) en V& tenemos la
descomposicién

Ve o~ EB VA ® Homgg,(Va, V)
A

donde V) es una representacién irreducible de S,, y
Homgs, (Va, V) es una representacién irreducible de

GL(V).
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