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EL TEOREMA

Teorema

Para cada particién X\ € P(d)

o V) es una representacion irreducible.

o Si )\ # p, particiones, entonces Vy # V),
Observacion:

clases de conjugacion <+ particiones <+ Diagramas de Young <+ Tableau — representacion
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Accidn en las Tableau

Para un Tableau T'y un o € Sy, definimos 01" como el Tableau que se obtiene de T" aplicando o
a los digitos en T'.

Ejemplo

o = (132)(45), oT =

’Cﬂb&b—l
W
BEE
ot

Lema

Sea T’ = gT, y sea 0 € Sy. Si consideramos o'T' como obtenida a través de T moviendo las
entradas de una posicién a otra, este mismo conjunto de movimientos cambiard T' en gog—'T".
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Accidn en las Tableau

Ejemplo

g = (135), o = (132)(45), gog—! = (14)(235)

=1 T =gr =3
3 5
5 1
or =31 gogirr =53
25 21
4 4
Corolario

P(gT) = gP(T)g~ ", Q(gT) = gQ(T)g~ ", agr = garg™", byr = gbrg™', cgr = gerg™

1 1 1 1 J
=] = = = -
David & Edwin Representaciones de S




Resultados preliminares.

Lema (1)

(1) Paratodop € P,p-a=a-p=a.

(2) Para todo q € Q sign(q)q - b = b-sign(q)q = b.

(3) Para todop € P,q € Q p-c- (sign(q)q) = c y c es el dnico elemento en A = C[Sy] con esa
propiedad salvo un miiltiplo escalar.

Dem: Recordemos que a = > o, b= > sign(7)7
oeP TEQ

Asi, como @ es un subgrupo de Sy

sign(q)g- b= _ sign(q)q - sign()7
TEQ

= Z sign(q-7)g-7="5
TEQ
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Para (3): Supongamos que x = Y. nso € A cumple la propiedad. Se tiene
oEeSy

p-x- (sign(Q)Q) = Z Sign(q)no.po'q — Z Ne o

og€Sy o€Sy

Npoq = sign(q)ne.

En particular, npq = sign(g)ne.
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Por otro lado, P N @Q = e implica que un elemento en S; se pude escribir a lo mds de una manera
como p-q con p € P,qg € Q. Asi que

c= Y sign(q)pq.
pEP,qeQ
Notemos que para probar que Y. nso = x es un miltiplo de c es suficiente probar que ng =0
ocESy
si g ¢ PQ (el escalar serd ne).
Tomemos g ¢ PQ. Basta encontrar una transposicién t tal que p=t € Py g~ 'tg = q € Q, pues
en este caso

David & Edwin Representaciones de S 28 de mayo de 2020 7/17



Pgq = tgg~ 'ty = g => ng = npgq = sign(q)ng = —ny.
o Existen dos niimeros distintos en el mismo renglén de T' y en la misma columa de T".

Si ¢t es la trasposicién de esos dos niimeros, entonces t € P = P(T) y
teQ(T") = Q(gT) = gQ(T)g~". Por tanto, t € Py g~ ltg € Q.
o Si no existieran, podemos encontrar p1 € Py ¢} € Q' = gQg~ ! = Q(¢9T) = Q(T") tal que
p1T y T’ tienen el mismo primer renglén.

o Repitiendo el proceso, existen p € Py ¢’ € Q' tales que pT = ¢'T" = ¢'gT
e Por lo tanto, g = (¢'9)(¢™'¢'"'9) =pg, p€ P, € Q.
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Lema (2) J

Para todo x € A, ¢y - x - ¢y es un miiltiplo escalar de cy. En particular cy, - cx = nycy

Parape Pyqge @

prex-xocy-sgn(q)g = p-ay-by-x-cy-sgn(q)g
ay -bx-x-cx-sgn(q)q
cx - x-ay - by - sgn(q)q
cy-x-ay by

C) T C)

Entonces c) - x - ¢) cumple la propiedad de c) y es miltiplo de c). Tomando = = e se tiene el
caso particular.
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Corolario
AV CC.cy

Corolario

Para W C V) una subrepresentacion, cyW C C - ¢y

Lema

Sea W C V) una subrepresentacion. Si cy € W, entonces V), C W

Se sigue de que A-cy C A-W = W por ser subsepresentacién.

Observacién:
cy € V.

O I = = Do
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Lema (3) J

Sicy ¢ W, entonces W = 0.

Sabemos que ¢y - W C C - c¢y. Entonces para cualquier v € W
C) - U= nycy
como ¢y ¢ W, entonces n, = 0 para toda v € W.

Tomamos ¢ = (ny) " 'cy. Notemos que ¢? = .
Supongamos que ¢ = u +ut conu € Wyult € Wt.

u+ut o=¢°
= (@w+uhHu+ (u+ut)ut
= p-u+ep-ut
@ ut
Por tanto u = —ut + ¢ - ul y esto dice que ut = ¢.

Por el lema previo W+ = V.
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Teorema

Teorema

Cada V), es una representacion irreducible de S. J

Si W C V), es una subrepresentacién de V), entonces
cy € W implica que W = V).
cx ¢ W implica que W = 0.

m] = = =

Do
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Orden en las particiones

Definicién: (Orden Lexicografico)

forma \; — p; es positivo.

Para dos particiones A\, u € P(d) se tiene que A > p, si el primer término distinto de cero de la
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Lema

Lema
Si A\ > p, entonces para todax € A, ay -z -b, =0. J

o Tomamos z = g € Sg. Como gbug_:l es el elemento construido de g7}, donde T}, es la

tableau que se usé para construir by, entonces es suficiente demostrar que ay - b, = 0.

e Como X > pu, entonces hay dos enteros en el mismo renglén de T) y en la misma columna de
Ty.
@ Sea 7 la transposicién de ese par de enteros.
@ ay-T=ay, T -by=—by.
°
a)\~bu = a)\”r-’r-bu
= —a) - bp‘
Corolario
Si A > p, entoncescy - A-c, =0. J
Si A > p, para todo = € A se tiene
cx-xocy = ax(baray)by
= 0
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Inyectividad

Teorema

Si X # p, entonces Vy # V),

Podemos suponer A > . Entonces cy -V, =0y cy-Vy=C-cy #0.

C
v, plex) v,
TJ

[T
Vy —— W

plex)
Existe vy € V) tal que cy - vy # 0, pero T(cy - T~ 1(vy)) = 0.
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Proyeccién en V)

Lema

e 1
Para una particion A, ¢y - cx = nxcy, con ny = ﬁ

Tomamos la proyeccién F': A — A dada por la multiplicacién por la derecha por c.

Para v € Vi, F(v) = vcy = nyv. Para v ¢ V) se tiene F(v) = 0.

Por tanto tr(F) = ny - dim Vj.

Por otro lado, usando la base de A dada por los elementos de S, tenemos que el coeficiente de o
en o - ¢y es 1, entonces tr(F) = d!
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