Representaciones de grupos, CIMAT

Notas num. 4

Sea SUj el grupo de matrices unitarias 3 x 3 con det = 1, sug su algebra de Lie
(matrices anti-hermiticas 3 x 3 con tr = 0), H C SUj; las matrices diagonales y b
su algebra de Lie (matrices diagonales con entradas imaginarias y con traza 0). Sea
ay € b* el funcional diag(iay, iag, taz) — iax, k = 1,2, 3. Definimos un producto interior
en sug por (X,Y) = —tr(XY) (es el unico poducto Ad-invariante en g, salvo escala).
Este poducto se restringe a un producto en f. Ponemos el poducto dual en h* (la base
dual de una base otonormal en h es una base ortonormal en h*.

—4.1. Calcular la norma de los «; y los angulos entre ellos. Hacer un dibujo en el plano.

—4.2. Sea p : H — GL;(C) una representacién lineal 1-dimensional, p’ = dp(e) : h —
End(C) = C la representacion asociada del algebra de Lie. Demuestra que existe un
unico funcional lineal o € h* tal que p'(X) = ia(X).

El funcional lineal o de ejercicio anterior se llama el peso de la representacion 1-
dimensional de H.

—4.3. Un elemento a € h* es un peso de H ssi es una combinacion lineal de oy, as con
coeficientes enteros. Esto establece una biyeccion entre Zay + Zas C h* y el conjunto
de pesos de H.

Llamamos a Zay + Zas la reticula de pesos del grupo H.
—4.4. Hacer un dibujo de la reticula de pesos Zay + Zas.

—4.5. Si a € h* es el peso de una representacion compleja 1-dimensional de H entonces
—a es el peso de la representacion dual.

—4.6. Si o, f € h* son dos pesos de dos representaciones complejas 1-dimensionales de
H entonces a + 3 es el peso del producto tensorial de estas dos representaciones.

Como H es un grupo abeliano compacto, cada representaciéon compleja n-dimensional
(p, V') de H es la suma directa de n representaciones 1-dimensionales. El conjunto de los
n pesos asociados (contando multiplicidad) es el sistema de pesos de la representacion,
denotado por Q(p). (Nota: un peso en €2(p) pueden aparecer varias veces). Un vector
no nulo v € V asociado a un peso o € () se llama un vector de peso o (andlogo
a eigen vector de una transfrmacion lineal). Una representaciéon compleja p de SUj se
determina por su restriccién a H (usando la teorfa de caracteres de representaciones de
grupos compactos) y por lo tanto por su sistema de pesos (p). Nuestra meta: entender
los sistemas de pesos de representaciones irreducibles complejas de SUs5.

—4.7. Encuentra el sistema de pesos de la representacién adjunta de SU3 por dos méto-
dos: (1) descomponiendo su3 ® C en eigenespacios de H. (2) Usando su3@C = sl3(C) C
End(C3) = C* ® (C)*.
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Al sistema de pesos de la representacié adjunta de SUj3 se llama su sistema de raices
(relativo a H).

—4.8. Sea V la representacién estandar de SUz en C3. Encontrar el sistema de pesos de
las siguientes represenaciones : V = C3, V* V@V, S?(V), A%(V). Dibujar los sistemas
en la reticula de pesos.

—4.9. Sea V representacion compleja de SUz, v € V' un vector de peso a, X € su3 una
vector de raiz 5. Si X - v # 0 entonces es un vector de peso a + 5.

Introducimos el orden lexicogrifico en la reticula de pesos Zay +Zas. Esto es, myay +
Moty < N1y + Naig S1 M1 < Ny, 081 My =Ny Mo < No.

—4.10. Sean «, # pesos maximales de dos representaciones de SUs. Entonces o 4+ (3 es
un peso maximal del producto tensorial de las representaciones.
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