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Notas 1

20 de agosto de 2026

Definicién. Una funcién f: U — R™, donde U es un abierto en R™, es diferenciable en un
punto = € U si existe una L € Hom(R",R™) (una transformacién lineal R” — R™) tal que

o T@ ) = fl@) = L(B)
h—0 |h|
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A la transformacion lineal L, si existe, se llama la derivada de f en x y se denota por df (z).
Luego, f es diferenciable si es diferenciable en todo x € U. En este caso, se denota por
df : U — Hom(R",R™) a la funcién z — df (z).

h f df (z)h
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Notas.

1. Para que el limite en tenga sentido suponemos que h # 0y que x+h € U. Como U es abierto,
existe un € > 0 tal que esto se cumple para todo h € R" tal que 0 < |h| < e.

2. Otras notaciones comunes para df son Df y f.. Una notacién para df (x)h es Dy f(z) (“la derivada
direccional de f en x en la direccién h”). Si m = 1, o sea f es una funcién real diferenciable,
df (z) € Hom(R",R) = (R™)" (el espacio dual a R™), y df : U — (R")" se llama la diferencial de f.

3. Ver el siguiente problema, para la justificacién de la palabra “la” en el término “la derivada”.
Problemal. Si f es diferenciable en x entonces

(a) la transformacién lineal L € Hom(R",R™) de la ecuacién es Unica;

of:
(b) las derivadas parciales l(x) existen y son las entradas de la matriz de L respecto a

Oz

la base canénica — la matriz Jacobiana de f;
(¢c) f es continua en z.
Problema2. Si f : R — R™ es una transformacién lineal entonces es diferenciable y
df (z) = f para todo x € R™.
Problema 3. Sea f : (a,b) — R una funcién.

(a) Diferenciabilidad de f en algin = € (a,b) segin la definicién de la ecuacién coinic-
de con la definicién usual de cdlculo de una variable: existencia del limite f'(z) :=
lim (f(z + h) — £(z))/h.



(b) Si f es diferenciable en x € (a,b) entonces df (z) : R — R es la transformacién lineal

h s f'(z)h.

(c) Si f es diferenciable entonces df = f'dx.

Problema 4. Encuentra la derivada df de cada una de las siguientes funciones f : C — C.
Dar cada respuesta como una combinacion lineal de dz, dy, y tambien de dz, dz.

Nota. Identificamos C = R?, z + iy — (z,y).

(a) flz+iy) =a® +iy®. (b) f(2) = 2% (¢) f(2) = |z], 2 # 0. (d) f(2) = 1/z, 2 # 0. (e)
f(z)=1/z,z#0.

Ejemplo. Inciso (a):

df = d(2® + iy®) = (2x)dx + (2iy)dy
R (dz;dé) +(z—3) (dz%dz)

= (az+az)dz + (az +az)dz,

donde a = (1 +1)/2. O

Teorema (La regla de la cadena). Sean U C R", V. C R™ abiertos. Si f : U — V y
g:V — R* son funciones diferenciable entonces go f : U — R” es diferenciable y para todo

€U d(go f)(x) = dgly) o df (x), donde y = f(x).

Nota. Menos preciso (pero més facil memorizar): “la derivada de la composicién es la com-
posicion de las derivadas.”

Teorema (El Teorema de la Funcién Inversa). Si f: U — R™ es C y df (z) es invertible
para algun x € U, entonces existen vecindades Uy C U de x y Vi C V de f(x) tal que la
restriccion de f a Uy define un difeomorfismo Uy — Vi (una funcidn diferenciable biyectiva
con inversa diferenciable).

Problema 5. Sea f : C — C dada por f(z) = 2%
(a) Calcula la matriz Jacobiana de f en zg € C.

(b) Determina las zo € C tal que df (zp) es invertible.

(¢) Para cada zp € C del inciso anterior encuentra unas vecindades Uy, Vy C C de zp y
(20)* (resp.) tales que f define un difeomorfismo entre ellas.
Problema 6. Repite el problema anterior para f : R? — R? dada por f(r,) = (rcosf,rsin6).
Definicién. Sea U C C un abierto. Una funcion f : U — C es holomorfa en z € U si el
limite A B - ()
+h)— f(z
()= U EACRLL A7
F'(2) h—>%)f[hl;é0 h

existe y no depende de la manera en que h — 0.

Problema 7. Demuestra que f es holomorfa en z ssi (1) es diferenciable en z ; (2) df(z) es
C-lineal.



