


Ccilculoestocastico
.

Asumiremos que
nuestra s v.a .

estcin definida ,

er on espacio de prob .

II. F. IP)
.

Vectors Gaussianos :

X es una v.a .
X - NIM . -021 MEIR , a- c- 112 ,

si

- IPIXEA) : f
,

#Alai fxbildx A c- Blk )
.

fxlal
.

-

=
" Pti -II. '"" '

"
i

-

Alternativa merite :

Hack
.

Ele
:*

) = eike
- Ex

'

Mois generali dad :

Si Xu
,
. . ,Xd son v.a .

deimos que

( Xo
,
. . . ,Xd ) es un vector gaussian si

tf 3.
,
. - ,3d ER ,

3. X. t - - it 3dXd tiene distribution Gaussian a
.



F-ojemplo :

Si Xi
,
. . . ,Xd son va.

Gaussianas estandar

independiente 's

des (X . . . .. . Xd) on
vector Ga ssoiano ? si

, pues .

Para analizar d problem a estvdiamos

Y -
- 3. X. t - - it 3dXd ←

d es una v. a. normal ?

Ele
"" ) = # I @

it thx . t - - it 3dXd) )

=
# feit 3.

X. t - - - titled Xd
)

d
= EI IT eil

kill; ,
I -- i

d

= IT # I eit
six; ,

I -- i

= :
e-

''

. e.
iii.÷'m

⇒ You Normal ⇒ ( Xi
.
...
.
Xd ) es un vector gaussian ,



Itempool :

Intuition incorrect a :

X. Y Gaussianas .

IEIXY ) = IEIXIIEIY ) - O

- Si (x
,
'll es un vector

Gaussian
,
enforces si

F. 1×41=0 , X es indep de k
.

-
Pero si no es vector congvntamente
Gaussian

, EEIXY) -- O # X # Y

contra ejemplo :

X n NIO, r ) z es una v.a conley

Y=3X
,

11713=-11--1173--11--5

con 31A
.

1- area : Ver que Y es v.a . Gaussian

estandar
.



Ley de on vector Gaussian or
.

I :'-( X . . . . . . Xd ) ← mapeo de r → Ird

Teorema :

Si E es un vector Gaussiano,

[on
Matriz de covariantas no degenerada

,

enforces

transpVesta de se

t

b

HII c- A) = ↳Halal expf - IK
-HE 't' -M 's o.

Para
A- c-BIRD) ,

donde

[ = ( Ei, ; ; itiiied ) . [ i, ;
IEELXI -Mill x; -Mill

M -
- (Mi, . .. . Mal = ( Elm ]

,
. . .

,

# Hd ) )
.

Prueba de la clase :

→

Lemma .
.
I Mit E

"
-

Z E' = IZ . . . . .. Za )
,

p

Como E es no degenerada y positive

definida
, puedo scalar rate

con tZiIied i. i. d
. Z

.

- NIO, ') .

Enforces
,
I tiene densiddd

, que por cambio
de

variable ,
es

field . . . . ,
Xd ) : expf - f-K -al

' E'
'

(x -al f



Prueba alternativa :

Por Cambio de variable
,
la

f-union caracteristica asociado

a r es

g.Ht : :
expf - Ek -at

'

Cx -al g

I ,→!µei" g" 'd " -
-
*

I " "* I ' ex- mi)
t

= !µeiI
. "

exist - 'I''"E 't" -M 's d.

cambiamos x Pov 9=-2
"

"
Cx- m , y obtenemo ,

* = exploiter 's expf - E H'Etf .

Coincide Esto con la fusion caracteristica

de (Xi, . . . . Xd) :

a

II.→ El eitaxit
. - - tiled Xd ) =*

Como Y 7. X. t . - - t Xd Xd es vector Gaussian o

* = El e
: 't
) = EIEIY

) - EVARIY )



El Y ) = I
'

. a

Vail Y ) = Ell 7. x. t . - - t Xd Xd ) - I 7.At .
- - t old Mdl )

" I

= left X. X. t . - t Xd Xd)
' ) - 11,14 , t - - t Xd Md )

'

=
Ia El x.Y t - - t ti El Xd 't

* 2 Ii Xj El Xi Xi )

- Him
,

'

t .
- - - t Toi Moi )

- 2 ¥
,

Titi Mimi

= 1.
'

var Ix . ) t - - - t Xd
'

var l Xd ) = I * 2- I

t 2 ¥;
lit
;
Cow l Xi

.

X
; )



Pregunta itempool :

El contra ejcmplo
simetrica

+ n Nk.lt . I

Y -

- 2x
,

3 - Bert 's , f- 'i' 41 .

fonciond ; press

Xt 't = ( it 3) X y

lPlXtY=o]zM3= - a) =
'

z



Ruido blanco

Lemma :

Si X es un vector Gaussian
,

Su

ley esta determined a por su

media a -_ FIX) -

- LEIX .! . . . .IE/Xd ) )

( X -

- IX
. .
. . .XdD

y so matriz de covariant a -2=12;; ?

(or E;; Covlxiixj ) .

Nota " curiosa
"

Si l : IR
"
→ IR es un functional lineal

la forma general para l es

1124=11 , , . .;] d) . "
9-

x - 134, -→ Xd) L, Para ciertos Ii
, . . .,1dElR

En este cortex to
,
X ← on vector en

112
"
es gaussiano si 11×1 es v.a

.

qaussiana
j

Ruido blanco :

consideremos el espacio

14 = L' ( lo, N ; IR ) , es decir

f- E fi si f : 10,11 → 112 f. g .

II.wider -
Definicion:

Un map-o G : 14 → L'll ) es un

ruido blanco si

-
Gtf) es una v.a. Gaussiana centrada

tf f- c- fi

- EIGKHGlhtf-lf.tn?g:=Ioflxlhlxldx
Record ar que si X es un vector

gaussiano con media Cero y covariant Id

y 1=111, .. oil
, 17=1171.,Rd)

EIH.xlxly.at/--l.q "



Nota:

Esta construecion se puede generation

A- i) L' ( 10,1); IR) puede reemplazarse

por h :=L4EilR)

( E, BIEL, m) ← un espacio de medida

E es un me
-

trico

separable .

El ruido blanco se define como

- GIF) es gaussiano centroid o t teh

- ELGI.MG/hD=Lf,h7,g--fflxlhlsclMldxl .
F-

Otra generalize cion :
"

ODefinir H como un espacio de

f-onciones escalonadas

fi = f II. are
'

HI , a. c- IR , I.
← intervals

Definimos 2. , . >go
median te

( "
loss , Elo.fi?q.:=Rcs.t , ←

" funciin

de covariant.a
"

h :-, cerra dura de fi respecter a Ciao

Iver libro libro de Peccati - Novrdin ) .

De regrew al ruido blanco
.

Pregunta natural : dexiste on ruido blanco?

ingredients que tenemos

a) trillions ; 1121

it HELP )

3:) 6:14 → time 6:14 -' L'Irl
.

I
G-- t Ganthet

Recordar que si X es un vector

gaussiano en IRD con entrradasi.i.drnco.is.

txifieia.de v.a. i. i.d n NCO, r )

component i.

X = ⇐ e :X: ei - lo
.
. .

o
. . .

. )



Pregunta natural : dexiste on ruido blanco?

Respuesta: si ! Pres se pvede

constrvir G de la siguiente manera

n

ti) Sea f Fifi
. .

una base ortonormal

de L' ( lo, ,] ; IR) . ← • Usar base de

Fourier

•.
Usar fvnciones
de Maar

.

2 : ) J una eleccion de v.a. TX; I?
i. i. d - NIO.nl.

3 .
-Y si he 14=1110,1 ; 1121 .

÷
⇒ h -- Lai fi la;

-

-
Ch.fi > )

i ' '

a-

= {
"

hlxlfjcscid,

Glh) -- Lai Xi
i '

y
jvegan el rot de Glfi ) .

( Ias crates tienen propiedades ancilogas

a Ias X:L
.

Necesitamos Ver que
D

Glhl := [ a :X; converge

i -- i

en L' 191 .

Para esto basta Ver

fue
.

ai Xi es
de Cauchy

Prueba (sketch) : si
n.me IN

2

" II. aixi - E. axillae,
nvm

2
=

HE di X ;D ← se puede
L'll) calculate

i -- rnm fail

nvm
N nrm-7N

= Edie Edi
'
→ o

i -- nrm i -_ nnm

pues 2-di
'
ca

ie IN



La covarianta es la corrector ?

ELGIN Glhl )

N N

= IEIGI.E.lf.fi?gfi)GIE...ch.fiyfjl)
J

N N

= ¥.tt/i7glhifi3nIEIGlfilGIf;l1--.Lfi,fj7---Si,j
( he car •

= [ cf.fi > ch.fi )

tf i -- i
k k

El Glfilblf;D -- Si
, ;

=L if.fi?gfi.I.Lh.fizfi?g--Lf.h7qF-videntementeIEIG1fH-
O V. fete

DM

Movimiento Brownian

Definiremos un Poe - so B= # Btf
, ego

, ,

a partie del ruido blanco
.

Si G es un Nido blanco y AEBCCo.gl
,

G ( HAI es una v.a . Gaussiana centrada .

Ma's ain , si A. BEBllo.it) y

A ,B son ajenos ( Pensar en A- = IQs? B -- lste.ste.si
,

Gl Hal y
Gl # b ) son independiente ,

IEIGIHAIGIIIBI ] -- LAA .HR?g--IoHa'"'Nishida -

- o



Definimos
,
para se lo

.

' )
,

Bs := GCHIo.si ) .

Diremos que 13=4 Bs ; solo.pl, es un

Movimiento pre - Brownian .

Propiedades
- V si

,
. ..

.
Sd C- Nt

, Y 7. , . . - , Id C- 112
,

I. Bs
,

t . . - t.la, Bs, es una varia

Gaussian, centrado
.

( i.e . ( Bs
.
.
. .
,
Bsd) es

un vector Gaussian) .

justification :

I. Bs
,

t . . - t.la. Bs, : I , GHAIo.si/t---ttdGlHIo.sa , )(
= 611.111%, t - -

- ttdkso.sn ) - Norma ' )
-
V oyster ,

Bf - Bs - NIO , t - s)

( justificaciin :

Bt - Bs -

-
G ( H2o.tl ) - Al # lo,g )

= Gl His.tl/~NlQHH-cs.tMIno..g,.,p,l--N/0
, { His,+ , # du )
-~

it - s

- OES. LS. L . . . Lasd
,

enforces

Bso
. Bis , - Bs . ,Bs,

- Bs
. . . . . ,Bs

,

- Bsd
.
.

son v.a
.

independiente ,



He Hilbert . Can product inferno c.
, .gg

X :d→M

Ingredient- e extra : Q : H → H no

negative
definida

.

( f. hS①
.

:-. Lf
,
Ghs
,

14 e- medida en te es una medida

Q - Gaussian centrada si

( H
, ,u
) → IR

h → llhl es una v.a. gaussian a centred a

t e : M → 112 fun
.

lineal
.

Ver libro de Da - Prato
.

Teorema:

Si G satisface ciertu condition; enforces

f una medida Q - Gaussian

-

Nota:

Si yn Eldon ← FIN -

- lplxexl
.

F-
'

ly ) : -- inffuc.IR t.gr . Fluizyl
,

enforces

si un Uniflora)
.

F-
'

tu ) n Distribucion F :

PIF
- '

cuts >c) = BLUE flat ) = Fix )
-

Kahlenberg I Pawitan



Rvido blanco :

G : h → Ilm Keillor; 'M

Usamos much as Voces que G era lineal
.

EIGHTGift ) = lh.FI

Lemma :

G es lineal

prueba ( sketch)

G- ueremos Ver que si 7*1 , e IR , h,fe/y

Glclnhtlzf ) - 1. Glh ) - 1. Gift = o ? ④

Pra prob ar ④ sacamos

11612 . htlzf ) - 1,61hL - 1. Gift "Lian
,

= -2EIGII.htlzf.l.com/tEIGl2nht1zfI/-2E/Gl2nhtlzfl1.GlfHt-*i. loch ,
' )

* 2 EIXGlhltrblftft.IE/Glf5/-. . . - = O



Pre - mov Brownian o
⑦

Bt := GI Hyo
, ,y
) Igo

.net/l9ililR1Propiedades:Btdefinido
como en ⑤ es un

Proceso Gaussian o con media Cero

y covarianta

Rls.tl EIB , Bf) -- sat .

prueba :

El B. Bt) -- EIGIHio.si/GlHlo.tyll
Y checar

t
t 's
=L Ilo,] , Hyo.tl?g-- sat



Teorema :

Un proceso X = TXT ftelo
,
. )

tiene la misma ley que B

( i.e
.

ht t. . .. . . t.iet.o.it ,

( Xt
. .
. . .,Xq ) ( Bt

. . .
. .,Bxd )

.

sii algona

de las siguientes condiciones se ample

i) X es un proceso Gaussian centrado

Y EIXsX+ ) : : Rls.tl -- sat .

Ii) Xo -

- o c. s
, y

t set
,

Xi. - Xs - NIO, t - s) y Xt - X , es

independiente de 0-lxuiu.es )
.

iiilxo-oc.ci . y U o -- tactic . - - std
,

las

variables Xto ,Kt . - Xto , Xtc - Xt
. ,

- - r

,
Xtd - Xtd

. ,

son indepentes con ley

X
,
- Xs - NCO , f. s ) , set

.



Pro bar esto de 1-area

Peguero hint para et incisor ii)
.

Suponer que
X es un proceso Gaussian

Centro do
,
con

'ovarian -2A Rcs.tl = tis .

Queremos probar que :

I AEOIBU ; ues) y
ht 4:42 -7112

continua y
acotada ( recorder gie set )

Elk.nu/Bt-Bs1I--lPlAIEl4lB+-Bs ) ⑧

Basta probar ⑧ para et caso en que

A- ECC ol Boi Uss)
,

con

014=01 Bu ; uss )
, y

t .q . C es

cerrado bajo interseaiones
. Candidate para C :

C -

- ftp.u.exfn-rntBudtxdfiuaielpo.is 's
.



si A -- f Bu
,

a- x. In - - - ht Bud txd 's
,

ELI.nu/Bt-BslI=EIElHa4lBt-BsllBu.i-iBua1/--EIlIaE(41131
.

- Bsllbu
. .
.-13%1 )

Sabemos que Bo es un proceso Gaussian

⇒ Be - Bs es indep .

de Bu
, , .

. .

. Bud

p

-
( Bo

.
.
. .

,
Bud

,
B+ - Bs ) ← vector Gaussian

.

•

Usariamos que si ( V. W ) ea un

vector Gaussian o centra do,

F. Iww) -- o ⇒ v es indep .
de W

.

El resto qaeda de 1-area
.



Nota : Suponer que
O -- tactic . - - clad .

(Bti
, .
. .

. Bad ) es un vector

Gaussian o centra do . ( se puedo Ver que

es no degenerado )

{ Coal es la densidad de dich . vector ?

la densidad

play . . , Xd ) c- densidad de (Bt
, , .

. .

. Bfd )

Sc determine med .
'ante lass covariantas .

La

formula es

""""""umrt"
"" t - Ei "aii÷÷it

Propiedades adicionales :

Si X
'
E' B .

Enforces se compte que

il - X
'
I' X lsimetria )

ii ) V. 1. so
,

el proceso X
"
-

- fxetfn.io
,

XY ÷ X.it satisface X
' EY x

( avtosimilitudl



iii ) ht s >o
, BI" Bus - Bs

es un movimiento Brownian o es

independiente de (Bo ; ues ) ( Propiedad de

Markov simple )
Propiedades de las trayectorias

Definition :

El mapeo se Conoco Como

lo
,
r )- IR la

"

trayectoria del

t 1- Xtlw ) Proceso X
.

para wer dada

hasta et momento
,
no sabemos Mucho

de la
''

torayectoria
"

de un mov
.

pre - broowniano .



Definition : Ic Rt un intervale

consider. process X -

- FX , ; c. c- If y TITI, ite If

Deimos que X es una modificacion de

I si t te I
, BIX , - I } -- A .

Pregunta de Itempool .

Problema : la igvaldad

PIX
, :# 1=1 se compte

para t dado
.(

sii X. cus -_ I. Iwl para

went t.ge . Mrf -- it .

Contraejemplo :

Xt -- O V-telo.at
.

YE f
Xt si t.tv

A si t -
- U

U - Uniflora ) . Ahora, kilo. . )
,

IPLXT -44+1=1190--1-1--0



Definition :

X -- fxtfi.ee y F- II. fee , son process

in distinguishes si E Ncr t.gr PIN ) - o

t.g.tt WEDIN
, y tf t C- I

,

Xtlwl -- Itu )

II

Pla
.

- I V TEI ) = A

Nota : Lag definition es tienen sentido

Cuando los process
Toman Valores en

un espacio me

-

trio separable ( E. d) .



Propiedades trayectoriales

es un proceso estocoisticoX ← X=fXtftet
.

plipotesis :

- I CR es un intervale acotado

- X toma Valores en un espacio metric o complete

y separable

•

3- constant es f' , E. C > 0 ,

t.g.IE/dlXs.X+l9leclt-site
.

Enforces f I -

- txt fee , t - q . I es una

modificacion de X
,
definido en

G. F. P )
,
t.g.tt a c- ( o. Egl ,

I def Mr ] -- A
x x

x

II. hot- Eglwys Ctw ) It - Sl tf w era
.

T

Holder continued ad de orden a .

Este result ado se conoce como teorema de

continuidad de Kolmogorov .



prueba :

:÷÷÷i÷i:÷n:mo."T

inihs
:"

Heuristica :

Sea D un Conjunto
"

grande
" DCI que

definiremo
,

mais tarde : Queremos definir I de la

siguiente manera :

It = Xt si te D

÷;" si se. .

"'II.
so ' .

Problem . de Esta definition:

lim Xs silo esta bien definido en un

sat

sep conjunto de probabilidad I .



Formalization:

Paso A : considerar et proceso
1-→ Xt , pero

restrings
'do a fed

D= fdiadicos en If = f set ; s= i. In
,

ion
,
new }

Veremos que DD→ IR es Holder continuo

that

de order a eco, ez )
con probabilidad A

,
es

decir
,
F Naef t.q.tt arena

lxtlwl - X. lulls Ccw ) It -si par . Clute IR

considerar lug events

tdkXi¥n,X⇒ > 2-
" f -- Idk, ,Xs ) > it -si 's

T

s - i
,
t
.

- I
zn

C

⑦| .

.
.

<

#l

i



Probaremos que

"" dk×i÷x÷, > sing
.
.

tc2n"i
-
- Pl dKXi¥ , x y

'
> 2-

na' )

t 2
" "
El dkxi.gg , X

9-

I ⇐ cannot ( a- ng
't '

= C 2nF
a

z

-lit ein

Ahora
,
Vamos a controlar:

M
.

taxi.÷xi! s.si
" it

← infix:÷x÷'s.in. I
± C §! znaotcz-ng.tl =

cannot
- ne

- n le - Ff )= C 2



Ahora Voy a andlizar

linn !!nxi÷x÷s.si" "

=p! .nu?.iiiinxi..xi..n.in.il .

Vamos a pro bar que

'Pllinm
.

taxi
.÷ ,

s.si
" 41--0 .

④

T

fdlxi.is/zlt-sif-s-- '÷ ,
t -- in

Sufongamos que ④ pasa .

F. ntonces

c

si wettin
.

taxi.÷x÷! > I
" 'll

⇒ # fine IN A dl Xi ,
X 2. In

-

ra.

is 2nF a
F T F-sin



⇒ f NEIN t.g.tt n> N
,

omar(N! max # fnc.IN a dlxi;÷,x÷) > In
-

ra. isang )
dlx

, Xian ) E. I
"

t is 2
"

c. s .

⇒ Kain := snug
.
YI,

dltizn.fi ) < a

-

z
- na

-0

¥:÷÷÷÷
"

Hasta ahora , tenemos que para

c

web : : Hinn
.

taxi.÷x s.si
" 'll

dlxinzwl.xigitsk.si
" ⑤⑦



Falta analizardlxslwl.X.im ) para s y

t generates .
Probaremos que si set

,
SHED

a Casi lo que

dlxsiwl.X.hn/E2KIIlt-sl-gueremos
p - Id probar .

K

TP
t

Fa
.

S t t

{ Comparan con

#

i-r
se - It

zp

Tomar pe IN como p
-

- mind me IN ; 2-nett- SIG

Y definimos a K Como et menor enter

t
- q . I > s .

Enforce

2P

" ¥. . e. i
"
- e. i'
"

-
.
. . -

y!?!! Ig
"EH""

t -- Ent EI
" '

. I. I
" '

. . .
.



Finalmente
,

Si -- KIP - e. 2-
P ' '

- . . .
. g. 2-

P - i

tj -- KIP te ,
I
""

t . . + Epi
" - J

.

F-ntonces
,

como s -- se y
f -
- tm

,
de

Manera que podemos escribir lomitiendo la dependencies
en w )

.

dlxs.tt/--dlXseiXtm )

E d ( Xs
. ,Xto ) * II. dlxsi . . .Xsi ) * dlxtj

.
.

't
't;)

• pa
q

m
- lptjlaE kalw ) 2 it !

,

Kalu) 2-
"" "*

A [ knew) 2
T j=.

de #④
= - - - .

c- usar
la Suma geometric ,

=2Kalw ) ( r - 2-a) 2- P
"

s 2 Knew ) Ii - 2-a) It - sl
'

Propuesta de Luis : usar

s .- I t - j
zp

-

zP

Final merite
,
definimos

Em :=f
A " si wer

.

I "÷÷÷:{ e
:S::t:/

° si wer :



La Holder cuntinuidada de Icw) se

Sigue de la Holder continuidad en D

( sobre et conjunto Ia ) .

1-area :

Ver que
exists una

modification de

Bt = GIA ,", ) que
tiene trayectorias

Milder continues de indie a V-aelo.FI
.

En lo sucesivo
, Siempre eonsideraremos la version de

B con trayectorias continues .

Definition :

Un proceso f Wtf , > o es un
movimiento

Brownian o si

- Es un proceso Gaussian o
,

centrado

- IEIWSW , ) -- set

- W tiene trayectorias continues
.



En lo sucesivo
, supondremos que 13=713+4%0

esta definido en todos los reales positives .

Medica de Wiener :

Lo que
tenemos hasta et momento es

( d. F. P ) y 13=713+1%0 , de manera que

B :D → CHR , ;D) C R'Rt

con cart ; IR) = f f : IR, → IR l f es continual

Recorder que si N -

- IN .
,
. .
.

,
Nd) era un vector

aleatoric Gaussian .

Hi .- id 't
← esto induce una medica

N :D → IR
en 1pm. - id 't

.

Esto motive definir una medica W en

CCIR, ;D) con la o- algebra de

la topologies de los abierto de Clift ; IR )

dlf.gl :-. %
,

lion ,
""" - 91"'ll 't f.ge CHAIR)

Hamada
"medida de Wiener

,
mediate



WIA) IPKBEA ) Ae Bl tilth )

Nota :

En algunas circumstances es ma's foie ;)

estudiar
"

trayectorias
"

en ( (Rti 1121 .

Nota 2 :

Si WE CURA i IR)
,

podemos definer
,

para

tr
. .
. . .to, c- Rt ,

et mapeo

d

Tt
. .
. . . .to,

(w ) - (Wta , . . . . Wyd ) €112

Resumen

(Curt ; 1121 ,BICCIRt.NL/,Wl-sllRdiBllRd),WohI..ii.d)WolTti:.tdlcl--w/ITt! .to, lol ) CEBHR
"

)

=

wlflwltih.e.wltdyc.ch/=lPlllBt.,...,BtdleClcorolario:Sid--EllR+.'
112 ) y

X'- little > o es

Xtlw) : I Wltl we Claim )

es un movimento Brownian
.



Mois propiedades trayectoriales :

Defining Ifs is >of como la filtracion

Fs : : ol Bui uts) .

Y la filtracion

Foi
. :-. Mfs

570

Teorema: Hey o- A de Blumental )

tt AE Fort
,

PIA ] c- foil 's

prueba :

Veremos que A es independiente de F

Es decir
,
I v.a . Yet ( i.e . Yes F-medine)

Elka 't ) -

- IPIAIEIYI ← I comose prueba ?

F.s suficiente considerar et Caso

Y - 91 Btn , . . . . Bye ) ,

con g
continua

. y acotada

gracias al
teorema de Dynkin

( teorema de closes monotones ) .



Objetivo nuevo : Analizar

Elka.gl/3t.,...Bt*l/=-.lgigoIEfHaglBt.-Bei---.Bx.
- Bell

T

1-ma . de corn. dominada

Natur que si acct .
,

debido a que

A- c- to, c Fe
⇒

Elka.gl Bt . - Be , - . . . Bx.
- Bell

=
RIA) # tglBt . - Be, . . . . B+ - Best

Tag prop . de increments indep .

prop .
"

de Markov simple

Sacando limit obtenemos

Elka.gl/3t.,...Bt*l/=-.lgigoIEfHaglBt.-Bei---.Bx.
- Bell

⇐ Ling.NAME/glBt.-Be.-...Bxr-Bel/=lPlAIIEIglBt......B*.l)

⇒ Elka 't ) -

- PIAIEIY ) ht Y F- inedible
,

Dynkin

puedo tomar Y .

- Ha ,
y obtengo

PLA) -- Elka: ) -

- Plat
'

⇒ Blat Eto
,

r 's .



Proposition :

i ) se tiene que
C. s

.

K E> o
,

sup Bs > o
inf Bosco

OESEE
OESEE

ii ) V-ac.IR
, Ta=infftxo , B+=a 's

.

Entrees

C.S
.

Hack, Tache
.

En particular ,

limsup Bt - o y
liminf Bf : - e .

1-→a
1- →a

La groifica se ve entrances como

q -
- -

- - - aww

1¥
Prvebas :

i) Observacion A :

Sea FENG Enso Endo
,

enforces
Nfl

Pfos!:< e. Bs
> of > R&B, > ol - I



⇒

Bln?.is?nBsso4l:=linmlPkYIenBsso1a.zNotarguen,.hss:PenB, > of c- Fox

M - . . -
-
-
- -
-

-

E-
⇒ Por ley o- I de Blumenthal

,

Mn?! !!:B , > 041=1

⇒ Klein! 3%133041=1

⇒ V E >o
, sup Bs > o c. s

.

0L
. SEE

Analogamente ,
t Eso

,

inf Bsso c. s
.

0L
. SEE

Prveba de ii)

Not ar que Ttm cats sup B,
> MY

⑤ so



Objetivo nuevo: estudiar

PI sup Bs > M )
570

( omenzaremos con

' = "' Il ::p ,
Bs > offing.

"" I.
Bs > s )

Notemos que

"' 1%1 "Bs > s )
-

- Pl :
"
BT 't I

autosimilitvd pl sup Be s 17
o ESE , I

↳amos 113.4191513=4 t

s
'

= pl sup Bt > a ]
o Et Et

S2

"I pls
,

Bt > ' I

⇒ it = Pls
,

Be. > a) = Pl gy! MBT > M )

= IN {%
M Bigga . > M ) = Pls

.

Bu > M )

IM Bent
'
I' Bu



Analogumente ,

A- = Blink Buc - M ) .

↳ O

El result ado Iii) se obtiene hacienda M→•
.

( orolario :

Casi seguramente ,

Las trayectorias de B no son monotones

en ning in
intervals

prueba:

Sea 9. C- ④ y e > o
,

Ee .

Probaremos que

④ inf Bt < By
sup Bt > Bq y

telqgte )1- C- 19
. ,gtE)

en un conjunto Ng,e Et con BING.ee/=I .

⇒ A HIT:*,'t > Batali:p..?ei<
Both

9. C- Q

ESO

{ C-Q

tiene prob .a = A
.

{ Como Probar ④ ?

Recordemos que
Bs :=Bg+s - Bq

.

i s > of es on



Mov. Brownian o .

Por lo probado ante s

~

c. s .

sup (Bt - Bq ) = sup Bg, - Bg.
-

- sup Bs > O

telqg.ae) setae ) se e)

Analogamente,

inf 1B
,
- Bg ) LO .

telqiyte]

Hwi
"

of gte

Observacion :

Las trayectorias del brownian o son no derivable Cns
.

Si existiera IB , en tag , entrances

dt

lim Bath - By exist .

hoo
-

h

por et resultado anterior t fhifnc.in
,

Thi f.
c.wall?

t
- G . Bqthi - Ba. so I Bgthi - Bot so
-
-

' hihn

⇒ d- B+ - o en t -- q
dt



⇒ B tiene un

- maxima ( siempre exist-en pantos en les que B decree )

-
minima ( siempre existen pantos en les que B crece )

- punto de inflation ( siempre existen pantos en les que B decree )

•
I Bt no

exist e

dt

•

Vamos a Ver ahora que si consider on

intervale to,t ) y una suasion de partition es

Mn

ftp.ife.no ,
con ti -- o y tin -- t , la

variacion de B
,

definida por

Mn

"m [ 113in - Btr:L , si sup
Iti - trial→ o

K f- En
n -3N

KII

es infinite .

⇒ Integral de Lebesgue - Stieltjes podriafallar .

jvstificacion :

Veremos que

, ' Bt : - Bt .:L
' '

*
*④



Nota : se puede probar que

€!lBt: - Bt ,:/
"

*
si

las partitions

ttenfm.mn esta
-

n

prueba de *①
anidadadas

Mn

Sea Xn :-. -2113mi - Btr:/
KII

Nota que

Elxnl =E.IE/lBt.i--Bt.:Il=E...lt.i-tri..l=tVeamos
ahora que

F. llxn - H
' ) → o es Varlxn ) o

.

Ahora ,

varlxn) -- var 113mi
- Bt

.int/---I...VarRlBtii-Btii! )



= IEIIB,
"

.
- Bt:L

"

) - Ell Bhi - Bt:L 't
"

X
'

E Nio
,
tri - ti ) . It: - trail

"
Nco. . )

Mn

± E Iti - tail's egg:(tri
- trail " tri - t.it - 3

K-- i

=3 t sup HE - te! )
"

o

K En

Hasta et momento prob amos fue

Mn l'll )

El Bt: - Bt .:/ → *

KII

( onsecuencia : J una suasion de ftii 's f.
q .

I 2
mo

f . c. s
.

⇒ dado
que

Ll Bt:
- Bt
.
:/ → so

KII
Mn

Mn 2

[ I Bt : - Bti.! I sup IBH.i-Btr.it -2113¥
- Bai

.

I
KE Mn Kii

KII

enforces
, para n grande

octaesupm.lk#i-Btr.it?..lBtr.n-BtE.l



⇒
Mn

-

n -5N

2113¥ - Bai
.

I → -

K -
-I

⇒ la varia cion de B no exist .

Warning : en algunos libros de anoilisis no

piden que la parti cion sea anidada

pard definir varia cion
.

Pro piedad de Markov fuerte :

Record ar que Ft ⑦ (Bo ; vet ) .

Definition :

Un Tiempo de paro T es
.

una Ha . TTZO
,

f. q . T puedo tomar d valor infinite y f. g .

IT : the #

Utilidad :

Observaremos process
estocasticos X

,
en

tiempos de parol
es deir

,

considerate Xp ) .



Definition :

la o- algebra Ff lfiltracion antes de T )

esta definida Como

F- = f AEF ;
V t>o

,

Artist 's EF, f

se puedo Ver que Fi es una o - algebra

Si T es tiempo de pard.

F- jemplo :

# froe, B , es Ff inedible
.

Para pro bar este tipo de propiedades es

important usar la continue' dad de B
.

( Prasar Esto serai 1-area )



Teorema ( Propiedad de Markov fuerte )
.

Si T es un tiempo de para y lpltcaolso
,

defining

Bi
"
:-. Hefted (Bett - Bp )

F-atones
,
bajo la medida de probabilidad

IPI . IT Loo)
,

et Proceso By
" '

es un mov. Brown .

independiente de Fr .

Nosotros nos enfocaremos principalmento on

d caso Thao c. S ,
de Manera que

Bi
"
= Bitt - B,

Prucha :

Suponer que Tsao c. s. y
considerar Ao Ii

Y g :
lRd→ IR continua y

acotada
.

Determineremos d valor de

Elka.glBi! . . . . Bti
"

) ) : MA) # 19113¥ . . . ,Bt . ) )
④



Esto Bastar i'a para Ver que
las

↳ yes finiio dimensionales de TB!
" ft
,

son

las miasmas que
las de f Bt ft

, y
son

indep. de A
.

la Contini dad de las

trayectorias de Bi
"
se sigue

de lo definition .

Idea de la prueba de ④

A

[ Elka.glB¥ . . .
.Bti" lttiies.is/k-.o

A

con sit" 'Int taxi
i. ÷.

La idea es sustituir T
-

-

II y controlare )

error nor to continue' dad del Brownian llama )
.



B) Racha de r soles en n lantamientos) -*
antes de s aguilas

✓ ru ru
- - - -

-
- - - - - - -

-
- - - - - - -

-
- - -

X, = I
'
racha de r soles

* =P ) Xen no hay rachas de s soles antes de X )

Ahora fxa.nl/--lX--rfn.--nfX=nI ren
.

Y

IX.si/nfnohayrachasde s soles antes de if

r soles
--

✓ ru r u
v

- - - -
-
- - - - - - -

-
- - - - - - -

-
- - -

g
-

i
Posibilidades

para los primero 's

i - r - a intents ?
-

- I- - - - I- - - - 1- - - -
- i- - - - - - - - - -

n



Maximo del Movimiento Brownian o

Tma :

St -- s

; Bs
of

Si azo
, y bet- a,a)

,
entrances

lPlS*za , Beeb]= BIB, > 2A - b )
En particular , si tomamos b=a

,
vends que

BIST >a) = IPIIBTI >a) ( ⇒ St !
"

113+1 )

prueba :

Sea

Ta - imnfftso : Bf=a4 .
Minos con anterior: dad

que Taco c.s
.

I

IPIS, >a ,BtEb) = lpltatt , Beeb ) :*
q

1st >af : ttaa.tt

-

I:*.



* = IPI Taft , Beeb ) = PI Taft, B+ - B
,

s b - Bia )
q

tata

= PI Taft
, Bata s b - a ) -

- *

donde

Bs : : Bastia - Bia

Nota : T Taft 's E Ff
, y por

Markov fuerte

* = Hiatt
,

- Beta ' b - a )
Ahora

,

Bt
- ta

= Bt - Bta s Bt - a
,

⇒
* = IPI Ta et

,

- Bt E b - 2a ]

= IPI Ta et
,
B+ > za - b ) = 113/13+32a - b )

•
A

2a-ta.to/Bzabf
at:#

t



Ya probamos

lPlS* > a , Beeb] = BIB, > 2A - b )
En particular , si tomamos be a > o

,
vemos que

lPlS* > a) = Pls , >a, B+ >a) * Pls. >a , Beta )

= IPI Beta ) t Pl Bt za ) = 2113113+7 a )

Derivando , se
Ob tiene que (Sa , Bt ) tiene densidad

fist .BE , 'a. b) = # tax,bca42÷?!÷I expf - 129¥44
(orolario :

Como

IPI tact ) -- PIG. > a) = Pll Btl >a ]
④

- X

= IPIB: > a' ) -- Rft Ba's.ci/--lPffg.ietf
En particular, escribiendo expliiitamente ④ y

derivando respect- o a t
,
dbtenemos que Ta tiene

densidad

fi*aH=÷i, expf-a.IT#itso4



Integra cion estocastica respect o al mov . Browniano

(Ver
"

Malliavin calculus and related topics
"

de David Nualart
, Pag is )

Recordar que si que remos
definir

T

{ If , Blatt ) ←

No funciona et approach de

o og Lebesgue - Stieltjes pues

= foot :3 ltldt varia cion de B es infinite

( Parentesis : approach que no funciona

Bldtl - DBT -

-
d Gl Hiatt )

=: GIIHlo.es/ot-=GlS.l.-tl)dt=:3lHdt )
of

Approach A para resolver et problema :

T

J Ut Bldtl , con Ut es suave

O T

:-. UIHBIH. - JB, uldt ) ← esta bien definido
.

O



I
-0
caso en que no funciona Este approach . '

§ Bt Bldtl c- No funciona

Approach general : supongamos que

Ut ⇐ Filitti ,t , " , HI ,
← to -oct , c . . - Ltm

Como dcfinimos
q

{ Ut Idt ) : f Filitti

.tn#lttBldtl0--?..FilBti+
.

- Bti ) .

I Es razonable ? si

se puedo usar la definition ? No siempre .

Se necesita saber de que manera se

relacionan Fi y Bti .. - Bti

( to coal no es trivial )
.

Si queremos
calcular



Elf:( Bti
"

- Bt : ) ) = Elfi ) # IBT. . - Bai ) # O

Suponer que

Fish Bt
;"

- Bti

{ Cimo le hago para Tener Fi -1 Btn
.

- Bti ?

Una manera ,
es pedi r que

Fi EF( Bu ; u Eti ) = Ff ;

Resumen : si

Fie Fti
,

con F. c- L' lol )
,
podemos definir

{ Ut Idt ) ÷
,

Fi lBti+
.

- Bti ) .

Queremos ahora extender esta definition

Pregunta natural :

Si u es
ma's general, (si no fueros

de la forma

U 't ' = %
.

fi Hifi.fi , .) ' on fit Ft : )



Consideraremos proceso 's Ult ) adaptados

o no - anticipates , que por definition son aguellos

que satisfacen UCHE Ft

Para seguir , ocuparemos

- Ft se 0-113
, i set

) UN
.
If c- cjtos aulos del Browniano

.

• Ut to tomaremos
"

un pogvito mais que adaptado
"

pediremos que Ut sea progresivamenhe

inedible;

Def:

u : to.tl/r-lResprogresivamente inedible

Gi V TET
,

la restricciin de

U al cjto latter . es Bello.tl) ④ Ft - inedible

V t IT

{ Por que lo necesito?
" ley de expression es como
( Como calculamos la

t

fucoids ? Neciesitamos medibilidad

O

t

de fucoids
O



La clase del 8 de Septiembre estara publicada

en un archivo separado en la poigina del

Corso

La clase posada vino, la definition de

Uswldsl para U -- tusks , satisfaga

- progresivamente inedible → U adaptado t
"

un poco mais ?

T

- I let Us
' ) ds < a ←, cw.tli-swe.lu ) en L'hsxlo

,
T ))

O

Teorema :

-
U es adaptor do y tiene trayectorias continues ,

enforces u es progresivamente inedible
.

Mais generalmentee

-

si U es adapt-add, tiene una modification

progresivamente inedible

Pequeno disgrecion :

Uswldsl ← dcimo se obtiene ?

Como limit e en ihr ) dc

integrates ma's simples .



Vamos a

"

relajar
" la condition

{ Uswldsl C- L'll ) .

,

Ahora
,

en lugar de obtener fuswlds )
O

Como un limit e en Ild ) , to obtendremos

Como on limit er probabilidad .

Preliminaries :

Propiedad A :

Recordemos que
T

- Ef Uswldsl -- o
O

- El ( [ Uswldsll
'

) = ! Eluilds
q

9-

Asociado a fuswlds) tenemos Gus 'ds ,
O o

el coal da mucha info sobre gotuswlds )

Proposition :
T

Si { vids =o c.s
.

en GE Ff , enforces

O

T

{ Uswlds) -- o C. s . en G
.

O



prueba :

U -- TVs Is
> o

lo aproximamos con

on -

- f 4%0 ,

donde

÷
oi :-. lilusiosl "h÷i÷

" '

2.n

si we G
,
enforces

Ji -- O ⇒

T

{ uiwwsl
-

- ÷ Ii aids ) ( Bi
;÷
- Bin )

-

- o

C. 9
.

en G
,

⇒ linmj.us/3ldsl--!UsBldsl--o c. s. en G.

Vamos ahora a tracer el paso
de Sattar

a integrates mais generates :

idea intuitive :

copy t paste

⇒ us Ii y luego guerriamos

{Us Bust ! Bids)

c' Que debe sati> facer Ii ?

seria flirt reciclar la tenia que teaemos
,

para eso
,

necesitamos pedir



I #Himilco
Tues asi podemos de Fini ft Bldg )

Como antes
.

1- area moral : en Este punto, meditar

Sobre la logica del argumento

F- scoger a Jn

Ii Us is i

/ furore n , Para set
.

O

Evidentemente :

- Ji es progresivamente inedible V

T

- Hoi Yds en ⇒ In c- L'hrxlo
,
ill

.

O

T

- Oi → Us si if Uidr car .

~
Por v

,
la condicion razonable que

T

d.berio reemplazar a { Eluildrca
O

T

es

Guidi < a c. s
.

O



Construction formal :

considerar u progresivamente inedible

Y t - G . { E. Iuildscao .

En este caso
,

{Us Beds) esta bien definida y

Podemos considered

q
T

pi : Gus Bids) - I Bids )

o o

T

= IS:B lost , con si : -- Us - Ii .

O

{ Corno remos que
R
"

es peguero

sin usar las norma S L'Irl ?

Hnalizaremos

11311124 > El

Veremos que t
t > o,

1131112^1 > E) EIPI !# Ids >Hit ¥
prueba :

11011124 > e) ell'll Rnlse, !# Ids > t )
q

t HiRIse, !XiidseH
'
- IPI !# Ids > Ht Plane , !%iidseH

Ahora



11124 > e. 1%51 'dsett
T

= HII ! ( Us - Usk# ysuidzc.mg/BldsllsEgfuidset)
-

o

-- s

si cfsuidz.at }
I 0

= 117/1 ! Us H# Iu;D , > ne, Bldsll > E , { vida et)
s

C- " 11 ! Usk # Iu;D , > ne, Bldsll > e, !kdt 't I

-

- h'll ! Usk # Iu;D , > ne, # f&uidzerIBldsll > E, !skdt 't I

⇐ t.IE/lIusHtf!suidzsn4Igjuiozer4BldsllY
= t.IE/uiH#Iuidzer4lds ' IT EZ

isometries

Ahora ,

11311124 > Ele IPI !# Ids >Hit ¥
se Compte H U -

- T Usfs, con las hipitesis

de antes
,

se Sigue que ,
reempla Zander U

, por

jm
,
se Ob tiene que ! J 's

"

Bids )



Forman una suasion convergent en

probabilidad . (usarian arguments de

convergence'a
de sucesiones median te

Svcesiones de Cauchy ) .

Definimos

{ Us Bust limit:b:p, IV 's" Bids ) ④
.

Ahora hemos probado :

S , U -

- f Usfs, es progresivamente inedibly

Y ! Is car c. 9
,

entrances podemos

definirg.us Bids) median te ④

Propiedades fundamentals :

i) Si U -

- lusts, ceos tag .

↳ = Apt ; .fi. )
1st Fi

,

Con fi siendo

Fi - inedible

7 Fit L'Carl
,

entrances

fth, Yous Hgs ,# Blois) es una martingale



prueba : de 1-area .

Teorema :

En et futuro , probaremos que si

una martingales Sati's face
"

condiciones

de regularised
"

→ criteria de continuidad

de Kolmogorov , enforces se tiene

una modification continua
.

( Esto es con -secuencia de la

desigvaldad maximal de Doob .)

Generalization de Este resultado :

Si U es progresivamente inedible f. g.

{ Us' dscae , enforces M -- f Ms 's dado
OES ET

por
T

Ms : ' for Herc.se, Bldr ) ,
O

es una martingales local . Es decir
,

si

T

generalize cion natural de "

martingale
"

Tn :=infft > o ; users > n4 , nai
,

son tiempos de Paro que satisfacen



i ) H ng ,
Tn es un tiempo de para

ii ) Tn T cuando n⇒ - c. s
.

iii) Multi : to b. II , sein , Bldsl es una

martingale cuadrado integrable t
.g .

Malti - f! Us Bldg) en et even to

{ tern 's .


