


Ccilculoestocastico
.

Asumiremos que
nuestra s v.a .

estcin definida ,

er on espacio de prob .

II. F. IP)
.

Vectors Gaussianos :

X es una v.a .
X - NIM . -021 MEIR , a- c- 112 ,

si

- IPIXEA) : f
,

#Alai fxbildx A c- Blk )
.

fxlal
.

-

=
" Pti -II. '"" '

"
i

-

Alternativa merite :

Hack
.

Ele
:*

) = eike
- Ex

'

Mois generali dad :

Si Xu
,
. . ,Xd son v.a .

deimos que

( Xo
,
. . . ,Xd ) es un vector gaussian si

tf 3.
,
. - ,3d ER ,

3. X. t - - it 3dXd tiene distribution Gaussian a
.



F-ojemplo :

Si Xi
,
. . . ,Xd son va.

Gaussianas estandar

independiente 's

des (X . . . .. . Xd) on
vector Ga ssoiano ? si

, pues .

Para analizar d problem a estvdiamos

Y -
- 3. X. t - - it 3dXd ←

d es una v. a. normal ?

Ele
"" ) = # I @

it thx . t - - it 3dXd) )

=
# feit 3.

X. t - - - titled Xd
)

d
= EI IT eil

kill; ,
I -- i

d

= IT # I eit
six; ,

I -- i

= :
e-

''

. e.
iii.÷'m

⇒ You Normal ⇒ ( Xi
.
...
.
Xd ) es un vector gaussian ,



Itempool :

Intuition incorrect a :

X. Y Gaussianas .

IEIXY ) = IEIXIIEIY ) - O

- Si (x
,
'll es un vector

Gaussian
,
enforces si

F. 1×41=0 , X es indep de k
.

-
Pero si no es vector congvntamente
Gaussian

, EEIXY) -- O # X # Y

contra ejemplo :

X n NIO, r ) z es una v.a conley

Y=3X
,

11713=-11--1173--11--5

con 31A
.

1- area : Ver que Y es v.a . Gaussian

estandar
.



Ley de on vector Gaussian or
.

I :'-( X . . . . . . Xd ) ← mapeo de r → Ird

Teorema :

Si E es un vector Gaussiano,

[on
Matriz de covariantas no degenerada

,

enforces

transpVesta de se

t

b

HII c- A) = ↳Halal expf - IK
-HE 't' -M 's o.

Para
A- c-BIRD) ,

donde

[ = ( Ei, ; ; itiiied ) . [ i, ;
IEELXI -Mill x; -Mill

M -
- (Mi, . .. . Mal = ( Elm ]

,
. . .

,

# Hd ) )
.

Prueba de la clase :

→

Lemma .
.
I Mit E

"
-

Z E' = IZ . . . . .. Za )
,

p

Como E es no degenerada y positive

definida
, puedo scalar rate

con tZiIied i. i. d
. Z

.

- NIO, ') .

Enforces
,
I tiene densiddd

, que por cambio
de

variable ,
es

field . . . . ,
Xd ) : expf - f-K -al

' E'
'

(x -al f



Prueba alternativa :

Por Cambio de variable
,
la

f-union caracteristica asociado

a r es

g.Ht : :
expf - Ek -at

'

Cx -al g

I ,→!µei" g" 'd " -
-
*

I " "* I ' ex- mi)
t

= !µeiI
. "

exist - 'I''"E 't" -M 's d.

cambiamos x Pov 9=-2
"

"
Cx- m , y obtenemo ,

* = exploiter 's expf - E H'Etf .

Coincide Esto con la fusion caracteristica

de (Xi, . . . . Xd) :

a

II.→ El eitaxit
. - - tiled Xd ) =*

Como Y 7. X. t . - - t Xd Xd es vector Gaussian o

* = El e
: 't
) = EIEIY

) - EVARIY )



El Y ) = I
'

. a

Vail Y ) = Ell 7. x. t . - - t Xd Xd ) - I 7.At .
- - t old Mdl )

" I

= left X. X. t . - t Xd Xd)
' ) - 11,14 , t - - t Xd Md )

'

=
Ia El x.Y t - - t ti El Xd 't

* 2 Ii Xj El Xi Xi )

- Him
,

'

t .
- - - t Toi Moi )

- 2 ¥
,

Titi Mimi

= 1.
'

var Ix . ) t - - - t Xd
'

var l Xd ) = I * 2- I

t 2 ¥;
lit
;
Cow l Xi

.

X
; )



Pregunta itempool :

El contra ejcmplo
simetrica

+ n Nk.lt . I

Y -

- 2x
,

3 - Bert 's , f- 'i' 41 .

fonciond ; press

Xt 't = ( it 3) X y

lPlXtY=o]zM3= - a) =
'

z



Ruido blanco

Lemma :

Si X es un vector Gaussian
,

Su

ley esta determined a por su

media a -_ FIX) -

- LEIX .! . . . .IE/Xd ) )

( X -

- IX
. .
. . .XdD

y so matriz de covariant a -2=12;; ?

(or E;; Covlxiixj ) .

Nota " curiosa
"

Si l : IR
"
→ IR es un functional lineal

la forma general para l es

1124=11 , , . .;] d) . "
9-

x - 134, -→ Xd) L, Para ciertos Ii
, . . .,1dElR

En este cortex to
,
X ← on vector en

112
"
es gaussiano si 11×1 es v.a

.

qaussiana
j

Ruido blanco :

consideremos el espacio

14 = L' ( lo, N ; IR ) , es decir

f- E fi si f : 10,11 → 112 f. g .

II.wider -
Definicion:

Un map-o G : 14 → L'll ) es un

ruido blanco si

-
Gtf) es una v.a. Gaussiana centrada

tf f- c- fi

- EIGKHGlhtf-lf.tn?g:=Ioflxlhlxldx
Record ar que si X es un vector

gaussiano con media Cero y covariant Id

y 1=111, .. oil
, 17=1171.,Rd)

EIH.xlxly.at/--l.q "



Nota:

Esta construecion se puede generation

A- i) L' ( 10,1); IR) puede reemplazarse

por h :=L4EilR)

( E, BIEL, m) ← un espacio de medida

E es un me
-

trico

separable .

El ruido blanco se define como

- GIF) es gaussiano centroid o t teh

- ELGI.MG/hD=Lf,h7,g--fflxlhlsclMldxl .
F-

Otra generalize cion :
"

ODefinir H como un espacio de

f-onciones escalonadas

fi = f II. are
'

HI , a. c- IR , I.
← intervals

Definimos 2. , . >go
median te

( "
loss , Elo.fi?q.:=Rcs.t , ←

" funciin

de covariant.a
"

h :-, cerra dura de fi respecter a Ciao

Iver libro libro de Peccati - Novrdin ) .

De regrew al ruido blanco
.

Pregunta natural : dexiste on ruido blanco?

ingredients que tenemos

a) trillions ; 1121

it HELP )

3:) 6:14 → time 6:14 -' L'Irl
.

I
G-- t Ganthet

Recordar que si X es un vector

gaussiano en IRD con entrradasi.i.drnco.is.

txifieia.de v.a. i. i.d n NCO, r )

component i.

X = ⇐ e :X: ei - lo
.
. .

o
. . .

. )



Pregunta natural : dexiste on ruido blanco?

Respuesta: si ! Pres se pvede

constrvir G de la siguiente manera

n

ti) Sea f Fifi
. .

una base ortonormal

de L' ( lo, ,] ; IR) . ← • Usar base de

Fourier

•.
Usar fvnciones
de Maar

.

2 : ) J una eleccion de v.a. TX; I?
i. i. d - NIO.nl.

3 .
-Y si he 14=1110,1 ; 1121 .

÷
⇒ h -- Lai fi la;

-

-
Ch.fi > )

i ' '

a-

= {
"

hlxlfjcscid,

Glh) -- Lai Xi
i '

y
jvegan el rot de Glfi ) .

( Ias crates tienen propiedades ancilogas

a Ias X:L
.

Necesitamos Ver que
D

Glhl := [ a :X; converge

i -- i

en L' 191 .

Para esto basta Ver

fue
.

ai Xi es
de Cauchy

Prueba (sketch) : si
n.me IN

2

" II. aixi - E. axillae,
nvm

2
=

HE di X ;D ← se puede
L'll) calculate

i -- rnm fail

nvm
N nrm-7N

= Edie Edi
'
→ o

i -- nrm i -_ nnm

pues 2-di
'
ca

ie IN



La covarianta es la corrector ?

ELGIN Glhl )

N N

= IEIGI.E.lf.fi?gfi)GIE...ch.fiyfjl)
J

N N

= ¥.tt/i7glhifi3nIEIGlfilGIf;l1--.Lfi,fj7---Si,j
( he car •

= [ cf.fi > ch.fi )

tf i -- i
k k

El Glfilblf;D -- Si
, ;

=L if.fi?gfi.I.Lh.fizfi?g--Lf.h7qF-videntementeIEIG1fH-
O V. fete

DM

Movimiento Brownian

Definiremos un Poe - so B= # Btf
, ego

, ,

a partie del ruido blanco
.

Si G es un Nido blanco y AEBCCo.gl
,

G ( HAI es una v.a . Gaussiana centrada .

Ma's ain , si A. BEBllo.it) y

A ,B son ajenos ( Pensar en A- = IQs? B -- lste.ste.si
,

Gl Hal y
Gl # b ) son independiente ,

IEIGIHAIGIIIBI ] -- LAA .HR?g--IoHa'"'Nishida -

- o



Definimos
,
para se lo

.

' )
,

Bs := GCHIo.si ) .

Diremos que 13=4 Bs ; solo.pl, es un

Movimiento pre - Brownian .

Propiedades
- V si

,
. ..

.
Sd C- Nt

, Y 7. , . . - , Id C- 112
,

I. Bs
,

t . . - t.la, Bs, es una varia

Gaussian, centrado
.

( i.e . ( Bs
.
.
. .
,
Bsd) es

un vector Gaussian) .

justification :

I. Bs
,

t . . - t.la. Bs, : I , GHAIo.si/t---ttdGlHIo.sa , )(
= 611.111%, t - -

- ttdkso.sn ) - Norma ' )
-
V oyster ,

Bf - Bs - NIO , t - s)

( justificaciin :

Bt - Bs -

-
G ( H2o.tl ) - Al # lo,g )

= Gl His.tl/~NlQHH-cs.tMIno..g,.,p,l--N/0
, { His,+ , # du )
-~

it - s

- OES. LS. L . . . Lasd
,

enforces

Bso
. Bis , - Bs . ,Bs,

- Bs
. . . . . ,Bs

,

- Bsd
.
.

son v.a
.

independiente ,



He Hilbert . Can product inferno c.
, .gg

X :d→M

Ingredient- e extra : Q : H → H no

negative
definida

.

( f. hS①
.

:-. Lf
,
Ghs
,

14 e- medida en te es una medida

Q - Gaussian centrada si

( H
, ,u
) → IR

h → llhl es una v.a. gaussian a centred a

t e : M → 112 fun
.

lineal
.

Ver libro de Da - Prato
.

Teorema:

Si G satisface ciertu condition; enforces

f una medida Q - Gaussian

-

Nota:

Si yn Eldon ← FIN -

- lplxexl
.

F-
'

ly ) : -- inffuc.IR t.gr . Fluizyl
,

enforces

si un Uniflora)
.

F-
'

tu ) n Distribucion F :

PIF
- '

cuts >c) = BLUE flat ) = Fix )
-

Kahlenberg I Pawitan


