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Prologo

El origen de este trabajo fue la necesidad de tener una referencia de caracter ele-
mental, autocontenida y actualizada, que sirva como guia en la implementacién
de cursos en la materia o bien para los estudiantes. Las notas estan dirigidas
principalmente para aquellos alumnos de los tltimos semestres de licenciatura
en matematicas (aplicadas) o los primeros semestres de maestria en matemati-
cas (aplicadas). Por lo tanto, se asume una cierta madurez matematica por parte
del alumno, en el manejo de los conceptos basicos del cdlculo y de los espacios
métricos.

En el capitulo 1 se introduce la notacién elemental que se utilizara en el libro
y se presentan algunos resultados preliminares. Se entra en materia propiamente
en el capitulo 2 donde se establen las colecciones de conjuntos para las cuales
el concepto de medida que se estudiara tiene sentido, éstas son las o-dlgebras;
ademads se introducen otras colecciones de subconjuntos auxiliares, como lo son
las algebras. En el capitulo 3 se trata el concepto de medida, y se dan sus prin-
cipales propiedades. En general, es mas facil definir una medida en una algebra,
asi el problema es extenderla a una medida en una o-algebra que contenga a la
algebra dada; este problema se estudia en el capitulo 4. Las funciones factibles de
integrar, llamadas funciones medibles; se introducen en el capitulo 5 y el concepto
de integral y sus principales propiedades se tratan en el capitulo 6. En el capitulo
7 se da el concepto de medida signada; el cual es una generalizacion del concepto
de medida, en esta parte destaca el teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym. El
capitulo 8 trata de los espacios LP, los cuales son colecciones de una clase partic-
ular de funciones integrables. En esta parte se demuestra, entre otras cosas, que
los espacios L? son espacios métricos completos. En el capitulo 9 se estudian las
implicaciones entre los distintos modos de convergencia como son: convergencia
en medida, convergencia casi uniformemente, etcétera. Finalmente, en el capi-
tulo 10 se introduce el concepto de medida producto y se estudia la relacién que
existe entre la iteracién de las integrales.

El material incluido en el presente trabajo lo he dictado en varias ocasiones
y hay mucha gente que ha contribuido en la mejor presentacién de este, o quiza
mds bien en la disminicién de errores. Sin embargo, las siguientes personas han
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jugado un papel especial en esta tarea Gerardo, Toflo, Herndn, Rita y Rogelio
Aardn. Gracias, pues ustedes en alguna medida han contribuido a que un suefio
se convierta en realidad.

El autor



Chapter 1

Preliminares

Con el fin de hacer las notas lo mas autocontenidas posible en este capitulo se
introduce notacién y algunos resultados de la teoria de conjuntos, conjuntos nu-
merables y espacios métricos. En particular, el lema 1.2 y el teorema 1.1 jugaran
un papel importante.

1.1 Conjuntos
Como es costumbre, por
N = {1,2,3,..},
zZ = {.,—2,-1,0,1,2,..},
m
Q = {—:meZ,neN}
n
R = completacion de Q

se denotaran los niimeros naturales, enteros, racionales y reales, respectivamente.
Por R, se indicard el conjunto de los nimeros reales no negativos.

La coleccién de todos los subconjuntos de un conjunto X se llama conjunto
potencia y se denotara por & (X). Nétese que el conjunto vacio @ es un elemento
de & (X). Si € es una coleccién de subconjuntos de X definimos

UA = {x:x €AparaalginAc ¢},

ﬂA = {x:x€AparatodoAc ¢}.

En particular, si € = {A, : a € I}, entonces

UAa = {x:x €A, paraalgin a €I},

a€cl



1.1. Conjuntos

mAO‘ = {x:xeA,paratodoacl}.

a€l

Tenemos las siguientes propiedades:

(UAJFW = UJ@.np),

a€l a€l
(N4)Us = N,
a€l ael

donde B C X.

Decimos que una coleccién {A, : a € I} es gjena si para cualesquiera a, 8 €I,
a # 3, se cumple que A, NAg = @.

Una coleccién ajena {A, : @ € I} de subconjuntos de X es una particion para
X siA, # @, paratodo a €1,y | J,c;Aq =X.

Sean A, B C X. La diferencia de A menos B se define como

A\B={x€A:x¢B}.

En particular, al conjunto X\A lo denotaremos por A°, si no hay confusién con
respecto a quién se hace el complemento. La diferencia simétrica de Ay B se
define como

AAB=(AB)| J(B\A).

Las leyes de De Morgan nos serdn particularmente ttiles:

(UAa)C =4, (ﬁAa)C =4

ael ael a€l a€l

Si X,Y son dos conjuntos definimos el producto cartesiano de X con Y como
XxY={(x,y):x€eX, yeY}.

Sif :X — Y esuna funciéon y B C Y, la imagen inversa de B bajo f se define

como
f'(B)={xeX:f(x)eB}.

Si € es una coleccién de subconjuntos de Y, definimos
fHe)={f"1(B):Be%}.

Algunas propiedades de la imagen inversa son:

LB = (1),

f*(UBJ = Ur e,

a€l a€l



1.1. Conjuntos

7 (ﬂ Ba) = (' ®BY.

a€l a€l

Sif:X —>YyAcCX, denotaremos por f |4 a la restriccion de f a A, es
decit, f [, A—> Y, (f |4)(x) = f (x) para cada x € A. Ala funcién Iy : X — X,
Ix(x) = x, la llamaremos identidad en X. Si A C X la funcién 1, : X — R definida
por

0, x¢€¢A,
1A(x)_{ 1, xeA

se llama funcion indicadora de A.
Seanf :X »Yyg:Y — Z,lacomposicién de f y g eslafuncién gof : X — Z
definida por (g o f)(x) = g(f (x)). Nétese que si € C #(Z), entonces

(gof) ' (®)=r"g (¥ 1.1

Problemas

Problema 1 Sea f : X —» Y y A C X. La imagen directa de A bajo f se define por
f(A) ={f(x): x € A}. Demostrar que

f (UAa) = Jr@w,

a€l a€l
f (ﬂAa) c [)f@Aw,
a€l a€l

donde {A, : a €I} Cc 2 (X).

Problema 2 Sea f : X — Y. Demostrar que siA C X, B C Y, entonces f ~(f(A)) D
A fFH(B) CB.

Problema 3 Una funcién f : X — Y se llama inyectiva si f(a) = f(b) implica
a = b. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es inyectiva.

(i) f~(f(A)) =A, para toda A€ 2 (X).

(iii) f(A;1NAy) = f(A;) N f(Ay), para cualesquiera A,, Ay € P (X).

(iv) Existe g:Y = X tal que go f = Iy.

Problema 4 Una funcién f : X — Y se llama sobre si para cada y €Y existe x € X
tal que f (x) = y. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es sobre.

(ii) f(f~1(B)) = B, para toda B € Z(Y).

(iii) Existe g : Y —» X tal que f o g =Iy.



1.2. Conjuntos numerables y suma de nimeros no negativos

Problema 5 Una funcion f : X — Y se llama biyectiva si es inyectiva y sobre.
Demostrar que f es biyectiva si y solo si (f (A))¢ = f(A®), para toda A € P (X).

Problema 6 Sean f : X - Yy g :Y — Z. Demostrar que si g o f es inyectiva
(sobre), entonces f es inyectiva (g es sobre).

Problema 7 Sean A,E C X y B,F C Y. Demostrar que

(AxB)Y = (A°xB)U(X xB°),
(AxB)N(ExF) = (ANnE)x(BNF).

Problema 8 Sean A,B C X. Demostrar que

Ianp = 11a—1pl, 1ayp =14+ 15— 1pnp.

Problema 9 Sean A,B,C C X. Demostrar que AAB C (AAC)U (CAB).

1.2 Conjuntos numerables y suma de niimeros no nega-
tivos

Sean X e Y dos conjuntos. Decimos que la cardinalidad de X es menor o igual
que la cardinalidad de Y si existe una funcion inyectiva f : X — Y. En este caso
escribiremos card (X) < card (Y). Un conjunto X se llama contable si card (X) <
card (N). SiX es finito por card (X) entenderemos el nimero de elementos en
X. A un conjunto contable infinito lo llamaremos numerable.

Proposicion 1.1 La union de una coleccién contable de conjuntos contables es con-
table.

Demostracién. SeaJ C Ny {A; : j € J} una coleccién contable de conjuntos
contables. Para cada j € J existe una funcién inyectiva f; : A; — N. Six € Ujej4;,
existe j € J tal que x € A;. Sea j(x) = min{j : x €A;}. La funcién f : U;je;A; > N
definida como f(x) = 2/ ()3fi0(0) | eg inyectiva. En efecto, sean x,x’ € U iesA; tal
que f(x) = f(x’). Supongamos que j(x) > j(x’), entonces

z[zj(x)—j(x')—l3fj(x)(x)] = 3fien) (1.2)
(2 + 1))
Fienx")
_ ]Z ( ficen(x) )Zk
k
k=0
Fieen™x) ,
_ Fieen(x) ) 5k
= 1+ >, ( ) 2k,
k=1
Asi el lado izquierdo de (1.2) es un ntimero par y el derecho un ntimero impar.
Por lo tanto, j(x) < j(x’). De manera andloga se demuestra que j(x’) < j(x). De
este modo j(x') = j(x). La inyectividad de fj, implica, x = x’. m
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1.2. Conjuntos numerables y suma de nimeros no negativos

Ejemplo 1.1 Z = {—n:n e N} U {0} UN es numerable.
. %) m
Ejemplo 1.2 Q= J2, {2 : m € Z} es numerable.

Proposicion 1.2 El producto cartesiano de un nimero finito de conjuntos contables
es contable.

Demostracion. Basta mostrar que si A; y A, son contables, entonces A; x A,
es contable. El caso general se concluye usando induccién. Nétese que

Ay x Ay = | ] ({a} xAy).

a€A;

Puesto que card ({a} xA,;) < card(A,), entonces el resultado se sigue de la
proposicién 1.1. ]

En teoria de la medida es conveniente usar la siguiente extension de los niimeros
reales. Consideraremos el conjunto R = RU{—00, 400}, al cual llamaremos con-
junto de los niimeros reales extendidos. Convenimos en que los simbolos —c0 y
+00 cumplen que para toda x € R, —00 < x < +00. Ademds, se definen las
siguientes operaciones algebraicas:

oo, 0<x <400,
x(£o0) = (fo0)x=1 O, x =0, (1.3)
Foo, —o0 <x<0,

X _ 0, —00 < x < +09,
+oo0 no est4 definida, x = oo.
(+00)+ +(4+00) +00, —00 <X = +09,
X = X = . . .
no esta definida, x =—o0,
(—o0) + +(—00) ) —00 < x < 409,
- x = x+(-00)= e
no esta definida, x =+oo0,

Por R, indicaremos al conjunto R, U {+0c0}.
Los limites inferior y superior de una sucesion (x,,) en R se definen por

liminfx, = sup (inf xk) y limsupx, = in{I (sup xk) .
ne

neN \k=n k>n

La suma de un conjunto {a, : a € I} C R, se define por

Zaazsup{Zaa:Fcl,Fﬁnito}. (1.4)

a€cl acF

Nétese que > ; aq €R,.



1.2. Conjuntos numerables y suma de nimeros no negativos

Lema 1.1 Sea {a,:a €I} CR, y {Pg: 8 € L} una particidn de I. Entonces

PILADIPILH

a€l BEL acPg

Demostraciéon. Sea F C [ finito. Sea G = {f € L : FNPg # &} C L, asi
{FNPg: 3 €G} es particién de F (dada § € G tomamos un unico p(f3) € F N Pg,
luego ¢ : G — F es inyectiva, por lo tanto G es finita). De esta manera

Z aq Z aq

a€F a€Uge(FNPg)

2 2

BEG a€FNPg

ZZaaSZZa

BEG acPy BeL acPy

sy Y as

BEL aePg

IA

Por lo tanto,

Veamos la desigualdad contaria a (1.5). Basta considerar el caso Zae[ a, <
00, esto implica que Zaepﬂ a, < oo paracada 3 € L. Sea e > 0y G C L finito.
Existe F, g C Py finito tal que

Sa-tsYa

aEPﬁ a€F, B

donde ng es el nimero de elementos de G, por ende

ZZaa—sﬁz Z Ay = Z aaSZaa.

ﬂEG aEPﬁ ﬁEG aEFg’ﬁ CLGU[}EcF&ﬁ a€l

Haciendo ¢ | 0 y tomando supremos sobre G obtenemos el resultado. ]

Para una versién mds general del concepto de suma ver el Capitulo IX de
Jacques Dixmier, General Topology, Springer1984. Si {a, : ne N} c R,, de (1.4)

es inmediato que Y., @, = Do, @
Una sucesion doble en R es una funcion f :Nx N — R. El valor de (m, n) bajo

f lo denotaremos por a,,, y representaremos a f por (a,,)-
Lema 1.2 Sea (a,,,) una sucesion doble en R,. Entonces
oo

n=1

M8
M8
M8

Ank = Ank-

,\N
Il
-
-
Il
-
3
Il
—



1.2. Conjuntos numerables y suma de nimeros no negativos

Demostracion. Las colecciones {P, : n € N} y {Q; : k € N}, donde P, =
{(n,m) : m e N} y Qi = {(m,k) : m € N}, son particiones de N x N. Del lema 1.1
resulta que

iank = Z Z Ank

M8

n=1k=1 neN (n,k)epP,
= 2,
(n,k)eNxN
oo o0
PP IEISD I I
keN (n,k)eQy k=1n=1
Como se queria demostrar. ]

El teorema de Tonelli es una versién mas general de éste hecho.

Problemas

Problema 10 Demostrar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes
racionales es numerable.

Problema 11 Si f : R — R es creciente demostrar que f tiene un nimero contable
de discontinuidades.

Problema 12 Sean f :[0,1] - Ry M > 0 tal que si xq, ..., X, € [0, 1], entonces

[fGe)+- -+ f(x)l < M.

Demostrar que {x €[0,1]: f(x) # 0} es contable.

Problema 13 Sea X un conjunto finito. Demostrar que f : X — X es sobre si y solo
si f es inyectiva.

Problema 14 Sea X un conjunto finitoy f : X — X inyectiva. Demostrar que existe
n €N tal que

forof =I.
——

n veces

Problema 15 Sean (a,,,) unasucesiondobleen R, yo :N—-NxN,n:NxN—->NxN
dos funciones biyectivas. Demostrar que

oo oo oo oo oo
Zao(”) = Z Z Amn = Z Z Ay(m,n)-

n=1 n=1m=1 n=1m=1

Problema 16 Encontrar las sumas: Y, ey 35 Quqefo.1] 2¢-
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1.3. Espacios métricos

1.3 Espacios métricos

Sea X un conjunto no vacio. Una funciéon d : X x X — R se llama métrica (o
distancia) en X si para cualesquiera x, y,z € X se cumple:
(i) d(x,y)=0siysolosix=y.
(i) d(x,y)=d(y,x).
(iii) d(x,y)<d(x,z)+d(z,¥).
La pareja (X, d) se llama espacio métrico.
Nétese que d es una funcidén no negativa:

0=d(x,x)<d(x,y)+d(y,x)=2d(x,y).
La bola abierta con centro en a € X y radio r > 0 es el conjunto
B(a,r)={xeX:d(x,a)<r}.

Un conjunto A C X se llama conjunto abierto si para cada a € A existe r > 0 tal que
B(a,r) C A. La coleccion de todos los conjuntos abiertos de X la denotaremos por
T (o por, Tx) y la llamaremos topologia. Un conjunto F C X se llama cerrado si
F°¢ es abierto. Si F C X, por F denotaremos al minimo cerrado que contiene a F.
Un conjunto D C X se dice denso en X si para cualesquiera x € X y r > 0 se tiene
que B(x,r)ND # @. X se dice separable si existe un conjunto denso contable.

Teorema 1.1 (Lindel6f) Sea X un espacio métrico separable y € una coleccion de
conjuntos abiertos en X. Entonces existe una subcoleccién 6’ de € tal que

Ue=1J e
0e€s ocs6’

Demostracidon. Sea D un conjunto contable denso en X y U = U e 0. Sea
x € U, existe 0 € 6 tal que x € 0. Entonces existe r > 0 parael cual B(x,r) C 0.
Por otra parte, existe m(x) € N tal que 1/m(x) <r/2ya(x) € DNB(x,1/m(x)).
Nétese que si y € B(a(x),1/m(x)), entonces

d(x,y)<d(x,a(x))+d(a(x),y)<2/m(x)<r.

Esto indica que, B (a(x),1/m(x)) c B(x,r). Puesto que la coleccién {B(a,1/m):
a € D,m € N} es contable, entonces {B(a(x),1/m(x)), x € U} es contable, y
U=U,cyB(a(x),1/m(x)). Para cada B(a,1/m) en {B(a(x), 1/m(x)) : x € U}
témese un € en ¥ tal que B (a,1/m) C @, esto forma una subcoleccién contable
¢’ de € que cumple lo deseado. ]

Una sucesion (x,) en X se dice convergente si existe x € X tal que para todo
€ > 0 existe N € N tal que d(x,,x) < ¢, para toda n > N. A su vez, decimos que
(x,,) es una sucesién de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que d(x,, x,,) <
€, para cualesquiera n, m > N. Toda sucesion convergente es de Cauchy, sin
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1.3. Espacios métricos

embargo, el reciproco no es cierto en general. Un espacio métrico en el que toda
sucesion de Cauchy es convergente se llama completo. Si (x,) es una sucesion
en X y (n ), es una sucesion en N tal que n; < ny < - -, la sucesion (x,, )i se
llama subsucesién de (x,). Un elemento x € X se llama valor adherente de (x,,) si
existe un subsucesién de (x,) que converja a x. El resultado que a continuacion
presentamos a menudo nos permite mostrar la completez de un espacio métrico.

Proposicion 1.3 (Extraccion al estilo de Cauchy) Sea (x,,) una sucesion de Cauchy
en X y a > 0. Entonces existe una subsucesion (x,, )i de (x,), tal que d(x Xp,) <

ak, para toda k € N.

Mg+1?

Demostracion. Por hipdtesis, existe n(a) € N, tal que d(x,,x,) < a, para
cualesquiera n,m > n(a). Sea n; = n(a). Supongamos que hemos tomado los
enteros n; < --- < ng tal que d(xnj+1,xnj) < a/, paratoda j = 1,...,.k — 1. Eli-
jamos n(a**!) € N, tal que d(x,,x,,) < a**!, para cualesquiera n,m > n(a**1).
Sea ny,; = max{n(a**'),n;} + 1. De esta forma se construye por induccién una
subsucesion creciente (n; ), de (n) que cumple lo requerido. ]

Sean (X;,d;), (X5,d,) dos espacios métricos y f : X; — X,. Se dice que f es
continua en X, si para cada x € X; y ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si d; (x,y) < 6,
entonces d, (f (x),f (y)) <e.

Sea V un espacio vectorial real. Una funciéon N : V — R se llama norma si

(i) N(v)=0siysolosiv=0.
(ii) N(av)=l|a|N() aeR,veV.
(iii) N@u+v)<N@)+N(v) v,ueV.
La pareja (V,N) se llama espacio vectorial normado.

Al igual que con la distancia se tiene que N > 0. La funcién d(-,--) = N(-—-) es
una distancia en V y esta es la que usaremos al hablar de los conceptos referentes
a espacios métricos en V.

Ejemplo 1.3 (R, | |), es un espacio vectorial normado separable y completo.

Problemas

Problema 17 Demostrar que la funcién f : R — [—1, 1], definida por

-1, X =—09Q,
f(x): ]_-:C|x|’ XER)
1, X =400,

es creciente, es sobre y d(-,--) = |f(-)— f (-)| es una distancia en R.



1.3. Espacios métricos

Problema 18 Demostrar que (R, || ||) es un espacio vectorial normado separable

y completo, donde
n 1/2
llxx =yl = (Z(xi—yf) ,
i=1

stx=(xp,..,x0), ¥y =155 Ya)-

Problema 19 Demostrar que en un espacio métrico separable todas las colecciones
ajenas de conjuntos abiertos no vacios son contables.

Problema 20 Sean (X;,d;), (X,,ds) dos espacios métricos y f : X; — X,. De-
mostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es continua.

(i) ' (rx,) € 7x,.

(iii) Si (x,,) converge a x, entonces (f (x,,)) converge a f(x).

Problema 21 Sea (x,) una sucesién en el espacio métrico X, tal que las subsuce-
siones (x4,,), (x9n41) ¥ (x3,,) son convergentes. Demostrar que (x,) es convergente.

Problema 22 Dar un ejemplo de una sucesion que tenga un unico valor adherente
pero que no sea convergente.

Problema 23 Sea (x,,) una sucesion en R. Demostrar que liminfx, y limsupx,,
son el minimo y mdximo de los valores adherentes de (x,).

Problema 24 Demostrar que toda sucesion de Cauchy con un valor adherente es
convergente.
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Chapter 2

Colecciones de conjuntos

Al estudiar un conjunto X surgen usualmente preguntas acerca de cudles elemen-
tos del conjunto cumplen cierta propiedad. Esto produce, en principio para cada
condicién, distintos subconjuntos de X. Para tales subconjuntos nos gustaria, por
ejemplo, conocer su “tamafio”. Asi, el objetivo de este capitulo es introducir algu-
nas colecciones de subconjuntos de X para las cuales tenga sentido (o sea posible)
medir su tamafio.

2.1 o-Algebras

Definicion 2.1 Sea X un conjunto. Una coleccion de subconjuntos .« de X se llama
o-dlgebra si:

i) Xed.

(ii) SiA€ .o, entonces A° € ..

(iii) Si(A,) es una sucesion en .o/, entonces U2, A, € .of .
La pareja ordenada (X, .«/) se llama espacio medible. Un elemento de la coleccion .«
se llama conjunto .«/-medible o simplemente conjunto medible, si no hay confusion.

Una coleccion de conjuntos que satisface las condiciones (ii) y (iii) de la
definicién anterior, se dice que es cerrada bajo complementos y uniones numer-
ables.

Por ser la o-algebra .o/ cerrada bajo complementos tenemos, que @ € .&f y si
(B,,) es una sucesién en .¢/, de las leyes de De Morgan, se sigue que N2, B, =
(Ur‘ﬁlB;)C también estd en .of .

A continuacién se dan algunos ejemplos de o-algebras.

Ejemplo 2.1 Sea X un conjunto. Entonces .« = {X,@} es una o-dlgebra (es la
o-dlgebra mds pequefia).

Ejemplo 2.2 Sea X un conjunto. Entonces el conjunto potencia de X es una o-
dlgebra (es al o-dlgebra mds grande).
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2.1. o-Algebras

Ejemplo 2.3 Sea (X,.o/) un espacio medible y B C X. Entonces (B,.«/ N B), con
o NB={ANB:A€ .4}, es un espacio medible.

Ejemplo 2.4 (o-algebra co-contable) Sea X un conjunto. Entonces
o/ ={ACX :Aes contable 0 A® es contable}.

es una o-dlgebra. En efecto, si X es contable, entonces .o/ = % (X) es una o-dlgebra.
Supongamos que X no es contable y veamos la condicion (iii) de la definicién de o-
digebra. Sea (A,) una sucesion en A. Si U2 A, es contable no hay nada que probar.
Por otra parte, si U;2, A, no es contable entonces existe A, tal que A, no es contable,
por lo tanto, Aflo es contable, pues A, € .«/. En consecuencia

(e%] ¢ o
(UAH) = (A, cA,
n=1 n=1
es contable. Asi U2 A, € ..

Ejemplo 2.5 Sea {.</, : a € I} una coleccion de o-dlgebras de X, entonces Nye;.<,,
es también una o-dlgebra de X. De igual forma que en el ejemplo anterior verificamos
la ultima condicidn de la definicion de o-dlgebra. Sea B €1y (A,) una sucesion en
Nuer @y C ., entonces US> A, € .. Puesto que 3 € I es arbitrario resulta que
U2 Ay € Ny Sy

Teorema 2.1 Sea 6 una coleccién de subconjuntos de X. Entonces existe una o-
dlgebra .o, tal que € C &,y o, estd contenida en toda o-dlgebra que contenga a
6.

Demostracion. Sea I = {2 : B es una o-algebra de X y ¢ C %}. Notemos
que I # @, pues P (X) € 1. Sea .y = Nz AB. Por el ejemplo 2.5 tenemos que
./, es una o-algebra, y es la mas pequefia o-algebra en la familia I. ]

Este resultado nos produce la:

Definicion 2.2 La o-dlgebra .o/, (descrita en el teorema 2.1) se llama o-dlgebra
generada por la coleccién € y se denota por o (6).

Noétese que si €; C 65, entonces 0(6;) C o(6,).

Sea X un espacio métrico y T su topologia respectiva. Entonces la o-algebra
o(7) se llama o-dlgebra de Borel y se denota por 9B(X), sus elementos se llaman
borelianos o conjuntos de Borel. En particular, si X = R veremos, en el teorema
2.2, que B(R) es generada por los intervalos abiertos. Pero antes estableceremos
el:

Lema 2.1 Sea U un conjunto abierto en R no vacio. Entonces existe una coleccion
contable de intervalos abiertos ajenos cuya union es U.
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2.1. o-Algebras

Demostracion. Por ser U un conjunto abierto tenemos que para cada x € U
la coleccién %, de intervalos abiertos que son subconjuntos de U y contienen a
x es no vacia. Sea I, el intervalo! abierto Ujeaq, I. Por el teorema 1.1 existe una
coleccién {I,(, : n € N} tal que,

U= UI _le(n)

xeU

Ademas, si I,(y) N Iy 7 @, entonces I, U Ly s un intervalo y Iy C Iy U
Li(m) 2 Iy(m), luego por la definicién de %, e I,, se concluye que I () = I, U
Litm) = Iy(m)- De esta forma se tiene que, {I,(,) : n € N} es una coleccién de
intervalos ajenos. ]

Teorema 2.2 Denotaremos por 6 ((a, b)) ala coleccién de todos los intervalos abier-
tos en R, las colecciones de conjuntos 6 ([a, b)), € ([a, b)), €((a,b]), €((a,+00)),
6 ([a,+00)), €((—0o0,a))y €((—o0, a]) se definen de manera andloga. Entonces

BR)=0(%((a,b))) =0(%([a,b]))
=0(%¢([a,b))) = (% ((a,b]))
=0(%¢((a,+00))) = 0(%(la, +00)))
=0(€((—=00,0a))) = 0 (6((—00,a])).

Demostracion. Sean a, b € R. Para demostrar el resultado comencemos ob-
servando:

(a,b) = Q[a+l,b—%:|,
(a,b] = é[ami)
(ab) — ﬁ(a 1 a+b]UG(a+b 1]’
(a,b] = T(l:+ oo)N(b,+00)°, "
(a,4+00) = G[a+ +c>o)
[a,+00) = Z:oo
(—o0,a) = Q(—oo,a—%},
(—00,a] = (a,+00)°

I, es un intervalo puesto que es unién de conjuntos conexos con interseccién no vacia.
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2.1. o-Algebras

Sea U € 7, entonces U = U2, (U N (—n,n)). Por el lema 2.1 tenemos que el
abierto U N (—n, n) es unioén contable de intervalos abiertos de la forma (a, b),
en consecuencia U € o (%6 ((a, b))). Por lo tanto, T € o (€ ((a, b))). De las ex-
presiones dadas anteriormente, para los diferentes tipos de intervalos, tenemos
que:

o(€((a,b)))

o(%([a,b])) c o(€6([a,b)))
o(%((a,b])) c o(€((a,+0o0)))
o(%([a,+00))) c o(6((—o0,a)))
o(€((—o0,al])) co(r).

o(7)

N N N N N

Con lo cual el resultado queda demostrado. ]

Ejemplo 2.6 La a-g’lgebra generada por la coleccién {A, {—oo}, {+o0} : Ae B(R)}
se denotard por %B(R) y la llamaremos o-dlgebra de Borel extendida.

Problemas
Problema 25 Demostrar que B(R) = o(€((a,+00])) = o(€((a, b))).
Problema 26 Sea X ={a, b,c,d,e}y € ={{a,b,c},{c,d,e}}. Encontrar o(%).

Problema 27 Sean b € Ry A € %B(R). Demostrar que A+ b ={a+b:a €A} e
B(R).

Problema 28 Sea 6 C & (X)y B C X. Demostrar que BN ox(%¥) = oz(BN %),
el subindice indica donde estd la o-dlgebra (Ver la notacion del ejemplo 2.3. Hint,
H ={E€ox(€):BNEecoz(BN¥)})

Problema 29 Dar un ejemplo de una sucesion .«/; C .o, C --- de o-dlgebras de
algtin conjunto X tal que U2, .o/, no sea una o-dlgebra.

Problema 30 Sean I # @ un conjunto de indices arbitrarioy ./ = c({E, : a €
I}) € @ (X). Demostrar que para cada E € .of existe I C I contable tal que E €
o({E, : a€Ig}).

Problema 31 Si ./ es la g-dlgebra generada por una coleccién numerable (A,) de
conjuntos ajenos tal que X = U2 A,. Demostrar que cada miembro de .<f es la
unién de una subcoleccion contable de (A,,).

Problema 32 Demostrar que X es contable siy sélo si @ (X) = o({{x} : x € X}).
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2.2. Clases monotonas y dlgebras

Problema 33 Demostrar que una o-dlgebra es finita o no es numerable.

Problema 34 Una o-dlgebra se dice separable (o contablemente generada) si es
generada por una coleccién contable. Sea (.</;) una sucesion de o-dlgebras de X.

Demostrar que si cada .<f; es separable, entonces (U?jl.ﬁ{]) es separable.
Problema 35 Demostrar que B(R) es separable.

Problema 36 Sea ./ la o-dlgebra del ejemplo 2.4. Demostrar que .</ no es sepa-
rable.

Problema 37 Sean .of; C .o/, dos o-dlgebras, con .o/5 separable. ¢Es .o/ separa-
ble?.

2.2 Clases mondtonas y algebras

Definicion 2.3 Sea (A,) una sucesién de subconjuntos de X. Decimos que (A,) es
creciente siA,, C A, .1, para cada n € N, y este hecho lo denotamos por A,, T . Similar-
mente, (A,) es decreciente si (A7) es creciente y se denota por A, | . En cualesquiera
de los dos casos anteriores decimos que la sucesion (A,) es monétona.

Otro concepto es:

Definicién 2.4 Una coleccion de subconjuntos # de X se llama clase mondtona si
para cualquier sucesion (A,) en / tal que (A,) es creciente, se cumple que U2 A, €
M,y si (Ay) es decreciente entonces N2 A, € M.

El siguiente resultado nos da ejemplos de clases monétonas.
Lema 2.2 Una o-dlgebra es una clase mondtona.
Demostracion. Es consecuencia inmediata de las definiciones. |

El reciproco no es cierto en general. Por ejemplo, si X = {a, b}, entonces
M = {{a},X} es una clase monétona y no es una o-algebra.

Como ocurre en las o-dlgebras, la interseccién arbitraria de clases monétonas
es una clase mondtona. Entonces, dada una coleccién de subconjuntos 4 de X
existe una minima clase mondtona que contiene a . Esta clase monétona minima
se denota por m(%6) y se llama clase monétona generada por €.

Otra coleccion de subconjuntos es la que a continuacién se introduce.

Definicion 2.5 Una coleccién & de subconjuntos de X se llama dlgebra en X si:
(i) Xez.
(ii) SiAeZ, entonces A€ Z.
(iii) Si(Ag)j_, es una sucesion finita en Z, entonces U;_, A € Z.
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2.2. Clases monotonas y dlgebras

Como ejemplos de dlgebras tenemos a las o-algebras dadas en la seccién ante-
rior. La interseccién arbitarias de dlgebras es también una algebra. A continuacién
damos otros dos ejemplos concretos de algebras. Es importante sefialar que el se-
gundo de ellos, el del lema 2.3, juega un papel importante en nuestro desarrollo
de la teoria de la medida.

Ejemplo 2.7 Sea X un conjunto no vacioy
F ={ACX : Aes finito o A es finito}.

Si X es finito entonces & = Z(X), que es una o-dlgebra. Si X es infinito entonces
procediendo como en el ejemplo 2.4 se demuestra que & es una dlgebra. Veamos que
Z no es una o-dlgebra. Sean {x, : n € N} C X yA= {x,, : n € N}. EntoncesA¢ F
(puesto que A es infinito y A° D {x5,,1 : n € N}, por lo cual A° también es infinito).
Si F fuera una o-digebra, entonces A= U2, {x,,} € Z, ya que {xy,} € Z, para
cada n € N, y de la tltima parte de la definicion de o-dlgebra. Lo que seria una
contradiccion.

Sea X = R. Definamos la coleccion
¢(R) ={(—00,a],(a,b],(b,+00):a,b €R,a < b}.

Noétese que @ estd en ¥ (R) y que 4 (R) es cerrada bajo intersecciones, es decir,
sil,J € €(R), entonces I NJ € €(R).

Lema 2.3 La coleccion
n
g(R):{Ulllle%(R)l IlﬂlJZQ, 175], l,]:].,,n, TIGN}
i=1

es una dlgebra en R.

Demostracion. Ya que R = (—00,0] U (0,+00), la primera condicién de la
definicion de dlgebra se cumple. Sea A € Z(R), entonces A= & 0 A es de una de
las siguientes formas

(a1,b1]U---U(ay, by, 2.1
(—oo,l]u(ay, by]U---U(ay, b,]U (r, +00), (2.2)
(—o0,1]U(ay, by]U---U(ay, by, (2.3)

(a1, b1]U---U(ay, by]U (1, +00), 2.4)
(—oo,l]U(r,+00) (2.5)

(—o0,1], (2.6)

(1, +00), 2.7)
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2.2. Clases monotonas y dlgebras

conl<a; <b;<---<a,<b,<r.SiAesdelaforma (2.1) (respectivamente,
(2.2), (2.3), (2.4), (2.6), (2.7)), entonces A es de la forma (2.2) (respectiva-
mente, (2.1), (2.4), (2.3), (2.1), (2.7), (2.6)). Asi, en cualquier caso A° € Z(R).
Si A,B € Z(R), entonces A°,B° € Z(R), asi A° = Ul I; y B = U;.”lej. Por lo
tanto AN B = UL U;”:l (I; nJ;) € Z(R), por ser €(R) cerrada bajo intersec-
ciones finitas. Luego, la tercera parte de la definicion de algebra se sigue de que
AUB = (AN B°)°. ]

La coleccion Z(R) es pequefia, pues conjuntos como el intervalo (0,1) no
estan en & (R). En efecto, si (0,1) € Z(R), entonces

n
o,1n=J,
i=1

con {I; : i =1,...,n} una coleccién ajena en ¥ (R). Bajo estas circunstancias, los
intervalos I; son de la forma (a;, b;], (0,1) = U, (a;, b;]. Sea b, = max{b; : i =
1,...,n}, entonces b, € U, (a;,b;] = (0,1). Por lo tanto, 0 < b, < 1. Tomemos
un0 < b, <x < 1. Asf, x €(0,1) = U, (a;, b;]. Por ende, existe i € {1,...,n} tal
que x € (a;,, b; ]. En consecuencia, b, < x < b; . Lo que contradice la definicién
de b,,.

La coleccién & (R) no es una o-algebra, puesto que € (R) C ZF(R) y

(o,1)=©(0,1—ﬂ.

n=1

Por otra parte, del teorema 2.2 se sigue que o(Z(R)) = B(R). En efecto,
B(R)=0(6((a,b])) co(¥(R)) Cc o(F(R)) C o(AB(R)) = B(R).
Lema 2.4 Si & es una dlgebra y una clase mondtona, entonces & es una o-dlgebra.

Demostracién. Para mostrar que & es una o-algebra falta ver que se cumple
la condicién (iii) de la definicién 2.1. Sea (A,) una sucesién en & y definamos
B, =U;_ A, paracadan € N. Entonces B, € #, pues ¥ es una élgebra. Ademds,
por ser (B,) una sucesiéon mondétona creciente y # una clase mondtona tenemos
que U2 A, =U>?. B, €Z. [

Un resultado que es muy ttil en andlisis y probabilidad es el:

Teorema 2.3 (Clases mondtonas de Halmos) Si.Z una dlgebra, entonces o(F) =
m(ZF).

Demostracion. Por el lema 2.2 tenemos que o (%) es una clase mondtona
y ademdas & C o(&), entonces m(F) C o(F). Para mostrar la otra contencién
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2.3. n-Sistemas y d-sistemas

basta ver que m() es una algebra, esto por el lema 2.4. Tomemos un E € m(%),
arbitrario fijo, y definamos la coleccién

My ={F €em(F): E\F,EUF,F\E estan en m(%)}.
Notese que .y es una clase monétona y que si F € m(% ), entonces
Fe MysiysolosiE € M. (2.8)

Veamos que #y = m(%). Para esto basta mostrar que & C .#y. Sea pues
F € &, por ser & una dlgebra & C .y, por lo tanto A = m(F). Luego E €
m(F) = My, implica F € A, por (2.8).

Sean E,F € m(&), entonces F € m(%#) = M, por lo tanto E\F,EUF,F\E €
m(F), es decir, m(F) es cerrada bajo intersecciones finitas y complementos rela-
tivos (ademds X € m(%)). (]

Problemas

Problema 38 Sea ¢ una coleccion de subconjuntos de X. Demostrar que las inclu-
siones, € C m(€) C & (X) pueden ser propias.

Problema 39 Sea (Z,) una sucesion creciente de dlgebras de X. Demostrar que
U2, Z, es una dlgebra (comparar esto con el ejercicio 29).

Problema 40 Dar un ejemplo de una dlgebra numerable (comparar esto con el ejer-
cicio 33).
2.3 m-Sistemas y d-sistemas

Definicion 2.6 Una coleccion 6 de subconjuntos de X se llama m-sistema si para
cualesquiera A,B € € se tiene que ANBE€ 6.

Ejemplo 2.8 La coleccion € (R) es un m-sistema.
Otra clase importante de colecciones es:
Definicion 2.7 Una coleccién &£ de subconjuntos de X se llama d-sistema si:
(i) Xex.
(ii) SiAe ¥, entonces A° € &.

(iii) Si (A,) es una sucesién ajena en £, entonces U2 A, € £.

La intersecccion arbitraria de d-sistemas es un d-sistema.
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2.3. n-Sistemas y d-sistemas

Proposicion 2.1 ¥ C & (X) es un d-sistema si y solo si
(i) Xex«.
(ii) SiA,B€ ¥ yACB, entonces B\ A€ &.
(iii) Si(A,) es una sucesion en £y A, T, entonces U2, A, € £.

Demostracion. Supongamos que % es un d-sistema. Sean A,B€ ¥ yA C B,
entonces B°NA = @. Lo que implica que, B\A = (B UA)° € ¥. Ahora, sea
(A,) una sucesién en % tal que A, T. La sucesién (B,,) definida por B; = A,
B,=A,\A,_1,n>1,estd en £ y es ajena, entonces U-> A, =U>° B, € £.

Reciprocamente, £ es cerrada bajo complementos. Sean A,B € £ ajenos,
entonces B C A°, asi AUB = (A°\B)® € ¢, delo cual se sigue que % es cerrada bajo
uniones finitas ajenas. Por otra parte, sea (A,,) una sucesién ajena en £, entonces
la sucesién (B,,) definida por B, = U}_ A;, n > 1, estd en £ y es creciente,
entonces U-2 A, =U°. B, € £. |

Una o-algebra siempre es un d-sistema, sin embargo el reciproco no es cierto
en general. Por ejemplo, sea el conjunto X = {a,b,c,d} v ¥ ={X,,{a, b},
{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d}}. La coleccién £ es un d-sistema que no es un
m-sistema, pues {a,b} N {a,c} = {a} ¢ &£. Por lo tanto ¥ tampoco es una o-
algebra. Veremos a continuacién que si un d-sistema es también un m-sistema
entonces éste si es una o-dlgebra.

Lema 2.5 Si & es un m-sistema y un d-sistema, entonces £ es una o-dlgebra.

Demostracion. Sean A, B € ¢, entonces por ser £ un n-sistema ANB € £.
Ademads, por la proposicién 2.1, AUB = (A\(ANB))U(ANB)U(B\(ANB)) € ¥. Por
lo tanto, £ es una algebra. Sea (A,) una sucesién en & tal que A,, |. Entonces
A¢ 1y de nuevo por la proposicién 2.1, N°2,A, = (U2, A°)° € £. Asi, £ es una
clase monétona. El resultado se sigue del lema 2.4. ]

Corolario 2.1 Si % es una dlgebra cerrada bajo uniones numerables crecientes, en-
tonces & es una o-dlgebra.

Demostracidn. Esto se sigue de la proposicién 2.1 y del lema 2.5. ]

Sea ¥ C #(X). Entonces d(¢) denotara al d-sistema generado por la coleccién
%, es decir, d(¥) es la interseccion de todos los d-sistemas que contienen a %.

Otro hecho cuya utilidad se pondra de manifiesto en los siguientes capitulos
es el resultado que a continuacién se demuestra.

Teorema 2.4 (Dynkin) Sea € un m-sistema. Entonces o (€)= d(€).

Demostracién. Puesto que € C 0(€6)y o (€)esund-sistema, d(€) C o(€).
Para mostrar la otra contencién basta, debido al lema 2.5, ver que d(%) es un 7-
sistema. Para cada A € d(€) sea

2, ={Bed(€):ANB < d(%)}.
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2.3. n-Sistemas y d-sistemas

No es dificil mostrar que la coleccidon ¥, es un d-sistema. Veamos, por ejem-
plo, que se cumple la condicién (ii) de la definicién 2.7. Sea B € %, entonces
A°,B*,ANB € d(¥). Puesto que AN(ANB) = @, resulta ANB = (A“U(ANB))° €
d(€). Por lo tanto, B¢ € ¥,.

Si B € d(¢), entonces

A€ YgsiysélosiBe %, (2.9)
Veamos ahora que
siA € d(¥€), entonces £, = d(€¥). (2.10)

Para verificar (2.10) es suficiente con mostrar que 6 C ¥,. Sea B € ¥, entonces
por ser ¥ un m-sistema ¢ C %g, por lo tanto ¥ = d(%). Pero A€ d(6) = %5,
implica B € %4, por (2.9).

Ahora, si A,B € d(€), por (2.10) resulta Ac d(€) = ¥, asiANB€d(¥). m

Problemas

Problema 41 Sea 6 un m-sistemay .# una clase mondétona. Demostrar que € C
M no implica o(€) C M.

Problema 42 Sea p € N, p > 2. Un subintervalo p-ddico de [0, 1) es un intervalo
de la forma [k/p™,(k+1)/p™) donde k € {0,1,...,p™ — 1} y m € N. Encontrar el
d-sistema generado por todos los intervalos p-ddicos.

Problema 43 Sea & la coleccion de subconjuntos A de N para los cuales el limite

card(An{1,...,n})
m

n—o00 n

existe. ¢Cudles propiedades de d-sistema o o-dlgebra cumple la coleccién £?.
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Chapter 3

Medidas

Una vez que se ha establecido una coleccién .« de subconjuntos de X nos pro-
ponemos “medir” el tamafio de sus elementos. Es decir, a cada A € .«/ le asociamos
un nimero real no negativo u(A), llamado medida de A. Una de las primeras me-
didas fue la de contar; en este caso, u(A) es el nimero de elementos del conjunto
A. Otras medidas, de uso frecuente, son las que aparecieron en la geometria,
como lo son, la longitud, el 4rea y el volumen. En este capitulo se introducen los
axiomas que debe cumplir una funciéon y para llamarse medida y se estudiaran
las principales propiedades de éstas.

3.1 Propiedades basicas de las medidas

Definicién 3.1 Sea .« una o-dlgebra de X. Una funcién u : o/ — R, se llama
medida si:

(1) w(@)=0.
(i1) Si (A,,) es una sucesion ajena en ./, entonces

M(UAH) = uA,). 3.1
n=1 n=1

En este caso u(A) se llama medida del conjunto Ay (X, .o, u) se llama espacio de
medida.

La condicién (3.1) recibe el nombre de o-aditividad (o contablemente adi-
tiva).

Ejemplo 3.1 Sea .« una o-dlgebra en X. La funcion u : ./ — R, definida por

0, E=g,

.U’oo(E):{ +oo, E#£Q.

es una medida en <.
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3.1. Propiedades bésicas de las medidas

Si u es una funcién o-aditiva que toma por lo menos un valor en R, entonces
la condicién (i) en la definicién de medida es cierta. En efecto, sea E € ./ tal que
u(E) < +00, entonces

WE)=wEUVBU---)=uwE)+u@)+---,

por lo tanto, u(@) = 0. Es decir, excepto por las medidas del ejemplo 3.1, todas
las funciones no negativas o-aditivas cumplen la condicién (i) de la definiciéon
3.1.

Ejemplo 3.2 Sea .o una o-dlgebra en X. La funcion y, : .o/ —R, definida por
Uo(E) =0, para cada E € .o/, es una medida en ..

Ejemplo 3.3 Sea X un conjunto no vacio y .«f una o-dlgebra en X. Para x, € X
fijo se define u : o =R, por

_ _ 07 Xo ¢E3

Entonces u es una medida en .of y se llama medida unidad (o delta de Dirac) con-
centrada en x,.

Ejemplo 3.4 Sea X un conjuntoy ./ = #(X). Definimos u en .« como

card(E), E es finito,
+o00, E es infinito.

u(E) ={

Veamos que se cumple la segunda condicion de la definicién de medida, la primera
condicion es inmediata. Sea (A,) una sucesion ajena en .« . Hay dos posibilidades.
(a) Z:il w(A,) < +090, entonces lim,_, ., u(A,) = 0. Por lo tanto, existe ny € N tal
que W(A,) < 1, para toda n > n. Asi, A, = @, para toda n > ny. Ademds, u(A,) <
Z,fi 1 M(Ag) < 400, n €N. Es decir, A, es finito para toda n € N. En consecuencia

-1 -1
p(uea,) = u(Ui'4,) = S0 A, = T2 uAy). (b) 302 u4,) =
+00, entonces +00 = lim,_, 22:1 w(Ag) = lim,_, 00 ,u(UZ:lAk) < ,u(UlfilAk).
La medida u se llama medida de contar.

Ejemplo 3.5 En (R, B(R)) se mostrard (ver la seccion 4.4) que existe una medida
A en B(R) tal que A((a, b]) = b —a. Esta medida se llama medida de Borel.

Ejemplo 3.6 Sea f : R — R una funcién creciente. Existe (ver la seccion 4.4) una
medida A; en B(R) tal que A¢((a,b]) = f(b+)— f(a+). La funcién A se llama
medida de Borel-Stieltjes generada por f.

Un ejemplo de una funcién que no es una medida es:
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Ejemplo 3.7 Sea X un conjunto con por lo menos dos elementos y .&f = P(X).
Definamos u* : .o — R, como

o [0, E=g,
“(E)_{ 1, E#Q.

Si u* fuese una medida, entonces para A, y Ay subconjuntos ajenos de X, no vacios,
tendriamos que

1=p"(A UAy) = u* (A1) + u(Az) = 2.

Compare este resultado con la medida .

Lema 3.1 Sea u una medida en (X,.</). Si E,F € . y E C F, entonces u(E) <
u(F). Si u(E) < +00, entonces uw(F\E) = u(F)— u(E).

Demostracién. Puesto que E C F, entonces F es union ajena de E y F\E, asi

u(F) = u(E) + u(F\E). (3.2)
Por lo tanto, u(F) = w(E), ya que u(F\E) = 0. Si u(E) < +00, entonces podemos
despejar u(F\E) en (3.2). |

Proposicion 3.1 Sea (E,,) una sucesion en & (X). Ademds, sean las sucesiones (B;,)
¥ (A,) definidas por, B, = Ul E;, n € Ny A; = Eq, A, = E,\ U?:_ll E, n > 2.
Entonces (B,,) es creciente, (A,) es ajena y

oo oo o0
UB.=JE.= A
n=1 n=1 n=1

Demostracion. Veamos que

oo oo oo o]
UaveUscUscUan
n=1 n=1 n=1 n=1

Basta verificar la ultima contencién. Sea x € U2 E,, entonces existe n, € N,
x €E, .Seal, ={n€N:x€E,}, asin, €I, yseany,=minl,, luego x ¢ E,,
1 <n<ny—1,esdecir x €A, C U2 A, Veamos que (A,) es ajena. Sean
m < n, luego E,, C U}:%Ej, asi E,\E,, D E,\ U;‘;% E; = A,, esto implica que
A,NA, CE,NA, CE,N(E,\E,) =3. ]

Otras propiedades de las medidas son:

Lema 3.2 Sea u una medida en (X,.</) y (E,)) una sucesién en ..
(i) Si (E,) es creciente, entonces

u(U E) = lim_u(E,). (3.3)

n=1
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3.1. Propiedades bésicas de las medidas

(i1) Si (E,) es decreciente y u(E, ) < +09, para algin n, € N, entonces

u(ﬂ En) = lim u(E,). 3.4
n=1

(iii) En general tenemos la o-subaditividad, es decir,

M(G En) < Zu(En)- (3.5)

n=1 n=1

Demostracion. (i) : Construyamos una sucesion ajena (A4,,) como sigue, A; =
E,yA,=E,\E,_1,n > 2, entonces

(Te) - o(00)

n=1

(ii) : En este caso consideraremos la sucesién creciente (E, \E,),>n,- Por la parte

(i) y el lema 3.1 resulta que
7 (Eno\ N En)

W(Eqy) — (ﬂ En)
n=1 n=nqp
= u( U (Eno\En))

n=ng

= nlirgo M(EnO\En) = M(Eno) - nll}’go u(Ey,).

Debido a que u(E, ) < +00 se concluye la igualdad en (3.4).
(iii) : Sea (A,) la sucesion ajena definida en la proposicién 3.1. Puesto que

A, C E,,, obtenemos
oo oo
{(Ue) = #(Un)
n=1
oo oo
= D uA) < D u(Ey).
n=1 n=1

n=1
Lo que demuestra la desigualdad (3.5). [

En (R, B(R),A) consideremos la sucesién decreciente {(n,+00) : n € N},
entonces

AM(n,+00))=A(U2 (n,n+k])= k1_1)no10 AM(n,n+k]) = klirgo k =+o0.
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3.1. Propiedades bésicas de las medidas

Por lo tanto, limy_,co A((n, +00)) = +00 # 0 = (D) = A(N2; (n,+00)). Esto

muestra la necesidad de la hipétesis extra en la parte (ii) del lema precedente.
Sin embargo, tenemos en general que si (X, .</, u) es un espacio de medida y (E,,)
una sucesion en .«f, entonces

u(nSE,) < lim inf u(E,). (3.6)

Definicion 3.2 Una medida u en (X, .«) se llama o-finita si existe una sucesion
(Ap) en o tal que X = U2 A;, con u(A,) < +09, para cada n € N.

Proposicidn 3.2 Sea u una medida o-finita en (X, ./ ). Entonces existe una suce-
sién creciente (ajena, respectivamente) (B,) en ./ tal que X = U2 B,, con u(B,) <

+00, para cada n € N.

Demostracion. Por hipdtesis existe una sucesion (E,) en ./ tal que X =
U2 E,, con u(E,) < +00, para cada n € N. Las sucesiones (B,,) y (A,) definidas
en la proposicion 3.1 estdn en .« y cumplen lo deseado. ]

Noétese que U, NO es o-finita si X # @. La medidad de contar es o-finita si y
solo si X es contable. La medida de Borel-Stieltjes es o-finita.
Problemas
Problema 44 Sea X un conjunto no contable. Demostrar que p: ?(X) — R,

0, E es contable,
+00, E esno contable,

u(E) = {
es una medida.
Problema 45 Sea (X,.</,u) un espacio de medida y A, B, C € .. Demostrar que
W(AAC) < u(AAB) + u(BAC).

Problema 46 Sea (u,) una sucesion de medidas en (X, .«/) tal que U, < Up+1,
n € N. Demostrar que y = lim,_, o i, es una medida en (X, .« ).

Problema 47 Sea A la medida de Borel en B(R). Demuestre que la medida de
cualquier conjunto numerable es cero.

Problema 48 Demostrar que A; es una medida o-finita en Z(R).

Problema 49 Sea y una medida en %(R), tal que es invariante bajo traslaciones
(es decir, y(A+ a) = y(A), ver el ejercicio 27) y y(R) < +00. Demostrar que y = 0.
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3.2. Medidas finitas y medidas en algebras

Problema 50 Demostrar que & (R)\ B(R) # @.

Problema 51 Sean u; y u, dos medidas en una o-dlgebra .o/, tal que py, = Us.
Demostrar que existe una medida u5 en .o/ que cumple, uq, = s + Us.

Problema 52 Sea u una medida en (X, .o/). Un conjunto A € .«/ es un dtomo de
si0 < u(A)ysi B CA Be .o, entonces u(B) = 0 o u(A\B) = 0. Demostrar que si
u es o-finita, entonces .o/ tiene a lo mds una cantidad numerable de dtomos ajenos.

Problema 53 Sea u una medida en (X, .«f). Se dice que u es no atémica si .</ no
tiene dtomos. Sea A€ ./, con 0 < u(A) < +00. Demostrar que si 4 es no atémica,
entonces para cada u, 0 < u < u(A), existe B C A, B € .o/, tal que u(B) = u.

Problema 54 Demostrar que la medida de Borel A en B(R) es no atémica.

3.2 Medidas finitas y medidas en algebras

Definicion 3.3 Una medida u en (X,.«/) se llama medida finita si u(X) < +oo.
En particular, si uw(X) = 1 se llama medida de probabilidad.

La medida del ejemplo 3.2 es una medida finita y la medida introducida en el
ejemplo 3.3 es medida de probabilidad.

Definicion 3.4 Sea (A,) una sucesién de subconjuntos de X . Definimos

oo o0 oo o0
liminfA, = U ﬂAn y limsupA, = ﬂ UAn.
k=1n=k k=1n=k

Lema 3.3 Sea (A,) € & (X). Entonces

() liminfA,, = {x:x estd en todos los A,, excepto un niimero finito},
(ii)limsupA, = {x:x estd en una infinidad de A, }.

Demostracion. (i) : Suponga que x € A,, para todos los indices n excepto un

ntmero finito y sea k = max{n : x ¢ A} (max@ = 0). Entonces x € N2, A, C

liminfA,. Reciprocamente, si x € liminfA,,, entonces existe k € N tal que x €
N2, A,. Por lo tanto, x estd en todos los A, excepto en un nimero finito.
(ii) : De las leyes de De Morgan resulta

limsupA, = (lim ianil)C
= ({x: x no estd en todos los A, excepto un nimero finito})*
= ({x: x estd en un ndmero finito de A, })°

= {x:x estd en una infinidad de A, }.

Como se queria probar. ]

Una relacién entre estos conceptos y el de medida es el siguiente:
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3.2. Medidas finitas y medidas en algebras

Lema 3.4 (Borel-Cantelli) Sea u una medida en el espacio medible (X,.o/). Si
(A,,) es una sucesion en ./ tal que Z:Zl w(A,) < +00, entonces u(limsupA,) = 0.

Demostracion. Puesto que (U§° kAn)k es decreciente de (3.6) se concluye que

(o] o
p(limsupA,) < klirgo u (UAH) < klin;o ZM(AH)-
n=k n=k
Basta notar que . -, u(A,) < +00 implica limy_, oo Doy U(A,) =O. [
A continuacidn se introduce el concepto de medida en una algebra.

Definicién 3.5 Sea .of una dlgebra de X. Una funcién u : .o/ — R, se llama medida
si:

(i) w(@)=0.
(ii) Si (A,) es una sucesion ajena en ./ tal que U72 A, € .of, entonces

M(GAH) =" uA,). (3.7)
n=1 n=1

Las medidas definidas en dlgebras cumplen las propiedades enunciadas en los
lemas 3.1 y 3.2. El concepto de medida o-finita en una algebra se define como
en el caso de medidas en o-dlgebras.

Definicién 3.6 Sea .o/ C 2 (X) una dlgebray u : ./ — R,. La funcién u se llama:
(i) Finitamente aditiva si para toda sucesion ajena finita (An)ﬁ:1 en <,

k k
u(UAn) = > uA,). (3.8)
n=1 n=1

(i) Continua en el vacio si para toda sucesion (A,,) en . tal que A, | O,
nlggo u(A,) =0. 3.9

Noétese que si existe Ay € ./ tal que u(Ay) < +00 y u es finitamente aditiva,
entonces u(@) = 0. Por otra parte, si u es continua en el vacio también u(@) =0
(@ | @). Para mostrar que una funcion no negativa de conjuntos u es una medida,
en ocasiones es 1til el siguiente resultado.

Teorema 3.1 Sea . C #(X) una dlgebray u : ./ — R,. La funcién u es una
medida (finita) si y solo si u es finitamente aditiva y continua en el vacio.
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3.2. Medidas finitas y medidas en algebras

Demostracidon. Basta mostrar la suficiencia. Sea (A,) una sucesién en .o/
ajena. Usando (3.8) resulta

(0] = ufUa)eu( 0 )
Sunsen( 0 2)

k=1 k=n+1

Por ser (A,,) una sucesion ajena obtenemos, lema 3.3,
oo
U Ag L limsupA, = {x : x estd en una infinidad de A,,} = @.
k=n+1

Entonces (3.9) implica que lim,,_, o u(Ug2,,;Ax) = 0. Asi,
oo n oo
H(UAk) = lim > u(a)+ nli‘Eo“( U Ak)
oo
= Z (A
k=1

Por lo tanto, u es o-aditiva, en consecuencia es una medida finita (W(X) € R,). =

Problemas

Problema 55 Sea u una medida finita en (X, o)y v : .o —R una funcion que
cumple:

D v(X)=uX),

(i) v(A) < u(A), para cada A€ .o,

(iii) v(AUB) < v(A) + v(B), para cada A,B € ..

¢Existe otra funcion distinta de u que cumpla (i)-(iii) ?.

Problema 56 Sea u una medida finita en (X,.«/). Demostrar que si A,B € .,

entonces 9
HCOuAN B) ~ (e < LA

(Hint: u(ANB) < u(A) A u(B).)

Problema 57 Sea u una medida o-finita en la o-dlgebra .«f . Encontrar una medida
finita y en ./, tal que y(E) =0 siy solo si u(E) = 0.

Problema 58 Si limsupA, = liminfA, la sucesion (A,) se dice convergente. De-
mostrar que toda sucesién mondtona (A,) es convergente. Dar un ejemplo de una
sucesion (A,) que no sea mondtona pero que sea convergente.
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3.3. Completacién de un espacio de medida

Problema 59 Sea (A,,) una sucesién de subconjuntos de X. Demostrar que:

1lim supA, — lim sup 1An >
1lim infA, — liminf 1An 5
limsupA,\liminfA, = limsup(A,NA7,;)
= limsup(A, NA,11).

Problema 60 Sea u una medida en (X,.«/) y (A,) una sucesién en .o/ . Demostrar
que
p(liminfA,) < liminfu(A,),

y st w(X) < +00, entonces
u(limsupA,,) = limsup u(4,).

Problema 61 Sea u una medida finita en (X,.«/) y (A,)) una sucesién en .of. Si
existe & > 0 tal que u(A,)) = 6, para toda n € N, entonces existe un punto en X que
pertenece a una infinidad de A,,.

3.3 Completacion de un espacio de medida

Sea (X, .«/, u) un espacio de medida. Se dice que una afirmacidn, sobre los puntos
de X, se cumple u-casi donde quiera, abreviado como u-cdq, (o u-para casi toda
x, abreviado como u-pct x) si existe un conjunto N € ., con u(N) = 0, tal
que la afirmacidn es cierta en N¢. Un concepto relacionado con este tépico es el
siguiente:

Definicion 3.7 Un espacio de medida (X, .</,u) se llama espacio de medida com-
pleto si cuando B € .«f, con u(B) =0y A C B, entonces A€ .« .

Obsérvese que hay una dependencia entre ./ y u en la definicién de com-
pletez.

En andlisis es comun trabajar en espacios de medida completos, pues éstos
tienen varias ventajas. Por ejemplo, si f = g u-cdq, y f es medible (ver definiciéon
5.1), entonces g es medible, lema 5.11.

Sea (X, ./, u) un espacio de medida. Sea /' ={NCcX:3Be .«,u(B)=0y
N C B}. Consideremos la coleccién de subconjuntos de X:

o= UN={AUN:Ac.o,N € N}

Definamos i : ./ — R, como i(AUN) = u(A). En este caso, es necesario mostrar
que [ esta bien definida. Sean A; € . yN; € 4,1 =1,2, tal que

Al UNl :AZ UN2.
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3.3. Completacién de un espacio de medida

Existen B; € ./, talque N; C B; y uw(B;) =0,i=1,2,
A]_ CA]_ UN] :Az UNZ CA2UB2.

Asi, u(A;) < WAy UBy) < w(Ay) + u(By) = u(A,). De igual forma se ve que
w(As) < u(A;). Por lo tanto, t(A; UN;) = u(Ay UNy).

Teorema 3.2 (X, .</, [i) es un espacio de medida completo.

Demostracién. Primeramente veamos que ./ es una o-dlgebra. Puesto que
o C ,QZ entonces X € .o/. Sea AUN € /. Luego, existe B € .¢/, tal que N C B
yu(B)=0.Asi AUN)  =ANN =(A°NBY)UANN° NB)yA NN NB CB.
Por lo tanto (AUN)® € ./. Sea (A, UN,) una sucesion en .o/, entonces existen
B, € ./, tal que N, C B, y u(B,) =0, para cada n € N. En consecuencia,

o o o0 oo oo
U@,uny=Ja,u( N, c | Jaul B,
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1

y ademas
oo oo
M(U Bn) <> u(B,)=0.
n=1 n=1

De esta forma U>2, (A, UN,) € .

Veamos que [i es una medida. Sea (A, UN,) una sucesién ajena en ./ y sea
(B,,) una sucesion en ./, tal que N,, C B,, v u(B,) = 0, para cada n € N. Puesto
que (A,) es también una sucesion ajena, resulta

ﬁ(U(AHUNn)) = u(UAn)
n=1 n=1
= D> uA) = A, UN,),
n=1 n=1

es decir, i es o-aditiva. Por otra parte, fi(@) = u(@) = 0. Asi (X,.«/,[i) es un
espacio de medida. Veamos que es completo. Sea AUN € .7, con li(AUN) =0y
D CAUN, entonces existe B€ ./ talque N CBy u(B)=0. Yaque D=@UD,
D CAUB Y u(AUB) < u(A) + u(B) =0, entonces D € .o/ (]

La extensién i de u es tnica en (X,.«/). En efecto, sea v otra medida en
(X, &) que coincide con y en (X, .«/), entonces si AUN € .« existe B€ ./, N C B
y u(B) = 0. Asi

PAUN) = p(A) = v(A) YAUN)
v(AUB) < v(A) + v(B)
= Wu(A)+u(B) = u(A) =u(AUN).

Por lo tanto, (AUN) = v(AUN).
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3.4. Unicidad de medidas o-finitas en 7-sistemas

Problemas

Problema 62 Sea (X, .«/, u) un espacio de medida.

(a) Sea .o/ ={BCX:3A,Ce< .o, AAB C Cyu(C)=0}ydefinamos u, : .o/, —
R, como py(B) = u(A).

(b) Sea oy, ={BCX:3A,C<c.o,ACBCCyu(C\A) =0}y definamos u, : .o
- K+: como ly(B) = u(A).

Demostrar que of = .oy = .oy y i = g = Us.

Problema 63 Sea (X, d) un espacio métrico y supéngase que u es una medida finita
en (X, B(X)). Demostrar que la completacion 9B(X) con respecto a u coincide con

la clase de todos los B C X, tal que para cada € > 0 existen conjuntos abiertos F¢ y
G, talqueF CBC Gy u(G\F)<e.

3.4 Unicidad de medidas o-finitas en 7t-sistemas

En esta seccion, y a lo largo de las notas, se veran algunas aplicaciones del teorema
2.4. Se comenzard por demostrar que las medidas o-finitas estdn determinadas
en los 7-sistemas.

Lema 3.5 Sean uy v dos medidas finitas en (X, o0 (%)), donde € es un m-sistema.
Si X € 6 y u coincide con v en 6, entonces U = V.

Demostracion. Usando la proposicién 2.1 se ve que la coleccién
Y ={Aco(¥): ) =vA))}, (3.10)

es un d-sistema, y ademdas ¥ C . Entonces, por el teorema 2.4 tenemos que
o(€)=d(€)c ¥, asiu=. ]

Teorema 3.3 Sean uy v dos medidas en (X,0(%)), donde ¥ es un m-sistema cer-
rado bajo uniones finitas. Si uy v son o-finitas en ¢ (es decir; los conjuntos A,, en
la definicion 3.2 estdn en 9), X € ¢ y u coincide con v en ¥, entonces = 7.

Demostracion. Por ser uy v medidas o-finitas en 4 y ¥ cerrada bajo uniones
finitas no es dificil mostrar que existe una sucesion creciente (C,) en ¥, tal que
X =U72,Cy, con u(C,) < +00, ¥(C,) < +00. Para cada n €N, sea o¢ (C,N¥Y)
la o-élgebra en C,, generada por el 7 sistema C, N ¢. Se definen las medidas
Un ¥ vy en (Cp, OCH(Cn N 9)) como u,(A) = u(A) y v,(A) = v(A). Asi u,(C,) =
v,(C,) < +00, pues C, € ¢ y coinciden en C,,N¥. El lema 3.5 implica que y = v
en (C,,0¢ (C,N %)), para cada n € N. Por otra parte, si A € (%), entonces por
el problema 28 resulta C,NA€ C,No(¥) =0 (C,N¥), luego

ua) = lim u(C,NA)
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3.5. Medidas en espacios métricos

lim u,(C,NA)

n—oo

= lim »,(C,NA) = v(A),
n—oo

es decir, u = v. [

Problemas

Problema 64 Dar un espacio medible (X, .« )y medidas finitas uy v tal que w(X) =
v(X), pero tal que
{Ae o : u(A) = v(A)}

no sea una o-dlgebra.
Problema 65 Mostrar que el teorema 3.3 es falso si .y v no son o-finitas.

Problema 66 Sea y una medida definida en B(R), tal que y((0,1]) =1y y(A+
b) = y(A) para cualesquiera A € B(R)y b € R. Demostrar que y = A. (Véase el
ejercicio 27.)

3.5 Medidas en espacios métricos

En esta seccién por (X, d) denotaremos un espacio métrico.

Definicion 3.8 Una medida u en (X, (X)) se dird regular exteriormente si para
cada A € B(X) se tiene

w(A) = inf{u(G) : AC G, G conjunto abierto}. (3.11)
La medida u se llama regular interiormente si
w(A) = sup{u(K) : K C A, K conjunto compacto}. (3.12)
Si u es regular exteriormente e interiormente diremos que U es regular.
Cuando las medidas son finitas podemos dar algunos resultados generales.

Teorema 3.4 Sea y una medida finita en (X, 8B(X)). Entonces u es regular exteri-
ormente, mds ain

w(A) = sup{u(F) : F C A, F conjunto cerrado}, (3.13)

para cada A € B(X).
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3.5. Medidas en espacios métricos

Demostracion. Sea

o = {Ae B(X):sup{u(F):F CA, F conjunto cerrado} = u(A) =
inf{u(G) : AC G, G conjunto abierto}}.
Veamos que . es una o-algebra. Debido a que X es abierto y cerrado tenemos
que X € /. Ya que u(X) < +o0, entonces .« es cerrada bajo complementos.
Ahora sea (A,) una sucesiéon en .«/. Entonces para € > 0 tenemos, por (3.11) y

(3.13), que para cada n € N existen abiertos G, y cerrados F,, talque F,, CA, C G,
y u(G,\F,) < €271, Sea el abierto G = U2, G,. Como u es finita,

(G (U)o

u((@ Fn)\nQFm) < %

n=1

Asi existe kg tal que

. —_ kO oo
Consideremos el cerrado F =U @ | F,,. Entonces F CU-° A, C Gy

WG\F) = p ((G 6\ [ Fm) o Fm)\F)

n=1 m=1 m=1

IA
=
N N TN

< u GGH\GF,“)JFE
n=1 m=1 2
= M(U(H(Gn\ﬂn)))-"%
n=1 \m=1
< n;]u(cn\Fan
£ £
—+-=¢.
2 2

Por lo tanto U2 A, € .¢/, lo que implica que .¢/ es una o-algebra. Si G es abierto,
entonces F, = {x € X : d(x,G°) > 1/n} es cerradoy F, T G, asi G € .¢/. En
consecuencia .o = %(X). (]

Teorema 3.5 (Ulam) Sea X completo y separable (espacio Polaco). Si u es una
medida finita en (X, B(X)), entonces u es regular.

Demostracion. Por el teorema 3.4 basta mostrar que u es regular interior-
mente. Sea (x,) una sucesion densa en X y ¢ > 0. Sea n € N arbitrario fijo,
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3.5. Medidas en espacios métricos

entonces X = U2 B(xy, 1/n). Por lo tanto,

uX) = mli_)néou (O B (xk, %)),

k=1

lo que implica que existe un entero N(n) € N tal que

N(n) ¢
1 €
B xi, — < .
((Un(s3)) )25
N(n)

SeaK =nN>2, U, 2, B(xy,1/n), entonces K es un espacio métrico completo ((3.14.5)
de [13]). Ademas, de

N(m) 1 N(m)—1 N(m) 1
K C Blxi,— | C Bl x,— | C Bl x,—— |, VYm=>=2.
kgl(km) U(km) U(km—l)V

k=1 k=1

se sigue que K precompacto (para la definiciéon de precompacto ver la pagina 58
de [13]) por lo tanto es compacto ((3.16.1) de [13]), ¥y

oo (N(n) 1 ¢

K¢ c B -

U ( U (xk’ n))
n=1 k=1

implica
(o]

£ £
MK < Z ontl o

n=1

Sea A € %B(X). Por (3.13) existe F C A cerrado tal que u(A) < u(F) + ¢/2. Sea
F'=FNK, entonces F’ es compacto ((3.17.3) de [13]) y

ua) = u(A\F)+u(F)
= WA\F) + (u(F)—u(F") + u(F")
€ / /
< 5+M(F\F )+ u(F’)

§+MGVF0K»+MWU

IA

5 U+ uE) = &+ u(F),

de esta forma (3.12) se cumple. ]

Problemas

Problema 67 Dar un ejemplo de una medida que no sea regular exteriormente.
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3.5. Medidas en espacios métricos

Problema 68 Sea A C X conjunto cerrado (abierto). Demostrar que existe una
sucesion (f,,) de funciones continuas y acotadas tal que f, | 1,(f,, T 14)-

Problema 69 Sea (X,d) un espacio métrico y u una medida en (X, %8(X)). La me-
dida u se llama localmente finita si para cada x € X, existe un conjunto abierto U,
tal que x € U y w(U) < +00. Demostrar que si u es localmente finita y K C X es
compacto, entonces u(K) < +00.

Problema 70 Suponga que (X, d) es o-compacto, es decir, existe una sucesion (K,,)
de subconjuntos compactos de X tal que K,, T X. Demostrar que si u es localmente
finita en (X, B(X)), entonces u es regular interiormente.

Problema 71 Sean X un espacio métrico y € C 9B(X) cerrada bajo intersecciones
finitas tal que todo conjunto abierto en X es union contable de conjuntos en 6. Sean
wy u, medidas finitas en (X, B(X)), para cada n € N. Si lim,,_, o u,(A) = u(A),
para cada A € €, demostrar que liminf u,(G) = w(G) para cada abierto G en X.
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Chapter 4

Extension de medidas

A continuacion se vera cémo construir una medida en una o-algebra .«/ a partir de
una medida definida en una dlgebra % C .«/. La razén de esto es que en general
es mas facil definir una medida en una algebra y luego “extender” la definicion
a toda la o-dlgebra. Como ejemplo concreto se trabajard con la medida de Borel
(ejemplo 3.5).

4.1 Longitud

La longitud de un intervalo (a, b] es b — a. Sin embargo, si A C R no es facil, en
general, asignarle una longitud, si es que esto es posible. Iniciamos definiendo la
funcién longitud A en el wt-sistema % (R) (ver la pagina 16) como

AM(a,b])=b—a y A((—o00,a])=+0c0 = A((b,+00)).

n

Lema 4.1 (i) Sea ((ay, bx])};_, una sucesion finita de intervalos ajenos tal que Uy _;

(ax, bl € (a, b], entonces Y _, A((ax, be]) < A((a, b]).
(i1) Sea ((cx, di 1), una sucesién finita de intervalos, no necesariamente ajenos, tal
que (c,d] c Up_, (cx, di ], entonces A((c,d]) < ZZ:I Al(cr, di D

Demostracién. La demostracién es por induccién sobre n. Para n = 1 las
afirmaciones son claras. Supongamos que el lema es cierto para sucesiones de a
lo mas n—1 intervalos y establezcdmos los resultados para sucesiones n intervalos.

(i) : Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a,, es el maximo de
los a;, i = 1,...,n. Por ser los intervalos (ay, by ] ajenos tenemos que b; < a,,
i=1,.,n—1. Asi UZ;%(ak, bi] c (a,a,]. De la hipétesis induccién resulta

T Al(ag, b)) < A(a,a,]). Por lo tanto, 3_i A((ar, bl) < A(a,a,]) +
M(ay, ba]) < A((a, bD).

(i7) : Sin perdida de generalidad podemos suponer que ¢, < d < d,. Si
¢, < ¢, entonces (c,d] C (c,,d,] y el resultado es claro. Sic < c,, entonces
(c,cn] N (cy,dy] = @. Por otra parte, (c,c,] C (c,d] € Ui_,(cx, di ], asi (c,c,] C
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4.1. Longitud

Uz;i(ck, dy]. Por la hipétesis de induccion, 22:1 M(er, di ) = Z;i AMer, i D+

A(cn, dp D) 2 Al(e, ¢ D) + A(cp, dn 1) = A(c, d D). u
Ahora vamos a mostrar que A es o-aditiva en € (R).

Lema 4.2 Sea (I,) una sucesién ajena en 6¢(R), U2, I, € 6(R), entonces

A(G In) :ixun). (4.1)
n=1

n=1

Demostracién. Si A(I,) = +00 para algln n, entonces U-2 I, es de la forma

(—o0,a]o(a,+00), con a € R. En cualquier caso se obtiene la igualdad en (4.1).
Supongamos que A(I,,) < +oo para toda n € N, entonces I, = (a,,b,]. Si
U (a,, b,] = (a,b] del lema 4.1 (i) obtenemos, Y., _; A((ax, bx]) < A((a, b]).
Asi,

oo

Al(ag, bi]) < A((a, b]). (4.2)
k=1

Sea 0 < £ < b—a, entonces la coleccién {(ag, by +£27%) : k € N} es una cubierta
abierta del intervalo [a + ¢, b] y por el teorema de Heine-Borel existe una n € N
tal que (a +¢,b] C U _; (ag, by + 271 ¢ Up_(ag, b + £27]. Del lema 4.1 (ii)
resulta que

n o
b—(a+€)§2(bk+§—ak)SZ(bk—ak)+s.
k=1 k=1

Por ser £ > 0 arbitrario obtenemos la desigualdad contraria a (4.2).
Consideraremos ahora el caso en que U2, (a,, b,] = (b, +00), siU>2, (a,, b,]
= (—00, a] se demuestra de forma similar. Sea k € N, entonces

(b,b+k]= G((b, b+k]n(a,,b,]),
n=1

y por la primera parte de la demostracion

k= A((b,b+k]) = > A((b,b+k]N(ay b,]) < D A(ay, by ),

n=1 n=1

pues (b, b+ k]nN(a,, b,] es @ o un intervalo semiabierto. Pero k € N arbitrario
implica que Yo A((ay, b,]) = +00 = A((b, +00)). [

La definicién de A en la dlgebra & (R) es como sigue: Si A € Z(R), entonces
Aes unidén ajena de {I; : I; € ¥(R), i = 1,...,n} y definimos

AA) =AUy, (4.3)
i=1
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4.1. Longitud

Veamos que A esté bien definida. Supongamos que U | I; = U}“ZIJ > con (L)L, y
(J; );.”:1 colecciones ajenas, respectivamente, de elementos en % (R). Del lema 4.2
resulta

Zn:mi) ZA( (I, ﬂJ))
i=1 j

= ZZA(L- nJ;)
i=1 j=1

= ZZA(I ﬂJ)—ZA(J)

j=1l1i=1

Teorema 4.1 A es una medida en la dlgebra & (R).

Demostracion. Sea (A;) una sucesion ajena en Z(R) tal que U2 Ay € Z(R).
Por lo tanto, U2 Ay = UL I; y Ay = UJ 1J]k, con (I;)",, (Jk)] , colecciones
ajenas en ¢(R). Por (4.3), A({ oy Ar) = Doty A(I;). Aplicando el lema 1.1

obtenemos

A(gAk> = Ziil(l nJk)

i=1 k=1 j=1

oo n Mg

= >3 > aungh
k=1i=1 j=1
oo Mg n

= S5 S
k=1j=1i=1
oo My

- ZZMJ")—ZA(AIJ

=1j=1

Como se queria probar. ]

Notese que a conjuntos tan sencillos como (0,1) atin no les podemos asig-
nar una longitud pues (0,1) ¢ Z(R). Asi, el objetivo es generar una medida de
longitud, a través de A, en %B(R) que coincida con A en Z(R). De esta forma
(0,1) € B(R) y por lo tanto tendria una medida de longitud, que seria 1 debido
al ejercicio 47. Veremos que esto es posible en las siguientes secciones.

Problema

Problema 72 Sean A, , = {x € (0, 1) : el n-ésimo digito en la expansion p-ddica de
x es 1} (ver el ejercicio 42). Demostrar que nfzzAn’i € Z(R)y encontrar A(ﬁfzzAn,i).
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4.2. Extension de medidas

4.2 Extension de medidas

Para demostrar que toda medida definida en una algebra se puede extender a una
o-algebra se necesitan los siguientes conceptos:

Definicién 4.1 Sea X un conjunto no vacfo. Una funcién u* : (X) — R,, se
llama medida exterior si:

(1) (@) =0.

(ii) Si A C B, entonces u*(A) < u*(B).

(iii) Si (A,,) es una sucesién en & (X), entonces

Ty (UAH) < AL (4.4)
n=1 n=1

Las propiedades (ii) y (iii) de u* se llaman monoton ia y o -subaditivi- dad, res-
pectivamente. Si una medida u esta definida en & (X), entonces u es una medida
exterior. Por otra parte, una medida exterior no es en general una medida. En
efecto, la funcién u* del ejemplo 3.7 no es una medida, pero si es una medida
exterior.

Sea u* una medida exterior definida en & (X). A continuacion se vera que res-
tringiendo el dominio de u* se obtiene un espacio de medida. Con este propdsito
definamos la coleccién

g ={ACX :u*(E)=u*(ENA)+u*(ENA®), VECX},
llamada o-algebra exterior.
Lema 4.3 La coleccién .«* C (X)) es una dlgebra.

Demostracion. Ya que u*(@) = 0, entonces X € .&*. Por otra parte (A°)° = A,
implica que .&* es cerrada bajo complementos. Sean A,B € .&* y E C X. La
propiedad de o-subaditividad de u* implica

p(E) < w(EN(ANB))+u*(EN(ANB))
= u(EN(ANB))
+u*(EN(A°UB®))
= u"(ENANB)
+u*((ENA)U(ENB))
= u(EN(ANB))
+u ([(ENA)YN(BUB)JU(ENB)NAUAY)]
= u(EN(ANB))
+u*(ENANB)U(ENA°NB)U(ENA°NBY))
u*((ENA)NB)+ u*((ENA)NB°)

IA
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4.2. Extension de medidas

+u*((ENA)YNB)+ u*((ENA)NB°)
= W (ENA)+u*(ENA")=u*(E)

Asi ANB € .&/*. Puesto que .&/* es cerrada bajo complementos, tenemos que .&/*
una algebra. ]

Lema 4.4 Sea (A;) n € NU {+00}, una sucesién en .«/* ajena. Entonces

n
k=1’

u* (Eﬂ(UAk)) =Z,u*(E NA) (4.5)
k=1 k=1

para cada E C X.

Demostracidon. Caso n < +00. La demostracién es por induccién. Sean = 2.
Ya que A; € .&*, entonces

W (EN(AUAD)) = p*((EN(A1UA))NA;) +u"((EN(A; UAY))NAT)
= W (ENAy)+u*(ENAy).
La ultima igualdad es debida a que A; NA, = @. Supongamos ahora el resultado

cierto para n— 1. Puesto que UZ:A,( € .Jd*yA, € 4% tenemos, del cason =2y
la hipétesis de induccién, que

“(n(0n)) = w(eo(Unon)

n—1
u* (E N (UAk)) +u*(ENA,)
k=1

n
= > W(ENAY.
k=1

Caso n = 4+00. De la monotonia y o-subaditividad de u* resulta

oo n

E u(ENA,) = lirgOE w*(ENAg)
n—

n=1 k=1

= nlingo‘u,* (E N (OAk>
k=1
u* (E n (GAk)) <> WHENA,.
k=1

n=1

IA

Como se queria demostrar. ]

Teorema 4.2 La terna (X, ./, u*) es un espacio de medida completo.
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4.2. Extension de medidas

Demostraciéon. Debido al lema 2.4 basta con mostrar que .&* es una clase
mondtona. Sea (B;) una sucesion creciente en .&/* y E C X. La sucesion (4,,), con
Ay =B, yA, =B,\B,_1, n > 2, es una sucesién ajena en ./* y U-> A, = U2 B,,.
Usando la propiedad o-subaditividad de u* y el lema 4.4, resulta

WE) < W (E n (QAk)) i (E " (;Ak)c)

= iu*(EnAkHu*(En(GAk) )
k=1 k=1

s {00 ()]
() oo o

Por lo tanto, U2, By, = U2 Ay € .&/*. Si(B,) es una sucesién decreciente en .¢/*,
entonces (B') es creciente, por lo tanto (N>2,B,)° = (U2 B;) € .&/*.

Para mostrar que u* es una medida basta tomar E = X en (4.5).

Veamos la completez del espacio de medida (X, .&*, u*). SeaAC X yB € .&*,
conAC B, u*(B)=0y E C X arbitrario. Yaque ENACENB, ENA° CE, dela
propiedad de o-subaditividad de u*

IA

W (ENA®)+u*(ENA)

u*(E) <
< u*(E)+u*(ENnB)=u*(E).

Por lo tanto, A € .&/*. ]

Una cuestion iteresante es si .&/* es la mayor ¢-algebra en la cual u* es una
medida. La medida u., y la medida de contar coinciden en Z(R) pero no lo
hacen en Z(R)*. Sea u una medida definida en una algebra .«/. Para cada A C X
definimos

,u*(A):inf{Z,u(Hn):AC UH”’ H, € .o VnEN}. (4.6)

n=1 n=1

Teorema 4.3 (Extension de Caratheodory) La funcién u* es una medida exte-
rior; .o C ™y u* coincide con u en .o .

Demostracion. Claramente u*(&) = 0. Supongamos que A C B C X, entonces

. 7 oo
siB C U2, H,, H, € ./, tenemos que A C U2 H,, asi u*(A) < >, u(H,). Por
lo tanto, u*(A) < u*(B). Sea (A,) una sucesiéon de subconjuntos de X y € > 0
arbitrario. Por definicién de u* existen sucesiones (H, ;).2,, n €N, en .¢f tal que
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4.2. Extension de medidas

Ay CUZ Hpry Z;:Zl W(Hp )< u*(A,) + 27", n € N. Asf, U2 A, C U2 U2,
Hp,yellema 1.1 implica

u*(UAn) < D> uH)
n=1

k=1

(wa0+2)=Swra)+e

n=1

1[V]8

M8

3
Il
—_

Por ser ¢ > 0 arbitrario obtenemos que u* es una medida exterior. Veamos que
o C o/*. SeaA € . y E C X arbitrario. Sea £ > 0, entonces existe (H,,) en .o/
tal que E C U2 H,y >0 u(H,) < u*(E)+e. Por lo tanto, ENA C U2, (H, NA)
y ENA° Cc U2, (H,NA?), con H,NA, H, NA® € .o/, pues ./ es una algebra. Por
la definicion de u* y su propiedad de o-subaditividad resulta,

u*(E) < p(ENA)+u’(ENAY)

o oo
< Z;M(Hn NA)+ Z;,u(Hn NAS)
n= n=

= D (uH, NA) +u(H,NAY)

n=1
= > u(H,) < prE)+e.
n=1

Como ¢ > 0 es arbitrario esto implica que ./ C .*. Sea A € .¢/, es claro de la
definicion de u* que u*(A) < u(A). Por otra parte, sea (H,) una sucesion en .«/,
AC U2 H,, entonces la o-subaditividad de u implica

wA) = p (U(Hn nA)) <> ulH,).
n=1 n=1

Es decir, u(A) < u*(A). Por lo tanto, u = u* en .« [

Teorema 4.4 (Unicidad de la extension de Hahn) Sea u una medida o-finita definida
en una dlgebra .«f. Entonces existe una tnica extension de u a una medida definida
en la o-dlgebra .«/*.

Demostracion. Ya sabemos que u* es una medida en .«/*. Supongamos que
v es otra medida en ./* que es una extension de y. Demostraremos que u* = .

Caso u es finita en .«/. Sea A€ ./* y (H,,) sucesién en .¢/ tal que AC U2 H,,.
Ya que u* y v coinciden con u en .«f, tenemos que

r(A) < V(Ej Hn)
n=1
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4.2. Extension de medidas

< Z v(H,) = Z“(Hn)
n=1

n=1

Por lo tanto v(A) < u*(A), para toda A € ./*. Luego, si B € .&/*,

u'(B) = p'X)—u*(BY)
v(X)— v(B®) = »(B).

IA

Esto implica, u* = v en .&/*.

Caso u es o-finita en .«/. De la proposicion 3.2 tenemos que existe una suce-
sién mondtona creciente (B,) en .¢f tal que X = U2 B, y u(B,) < +00, para
cada n € N. Para cada n € N definanse las medidas u, : ./ NB, — R, y
uk, v, : #*NB, >Ry, como

Un(A) = p(4), p,(A)=pu"(A) y v,(A) = v(A).

Asi, u, es una medida finita en ./ NB,;, Uyl osng, = Un Y Val.gns, = Un- S€AAC B,
entonces obtemos que

(‘U,n)*(A) = 1nf{Z,un(Hk) AC UHk, H,. € .4 NB, Yk EN}
k=1 k=1

v

inf{ch(Hk) tAC UHk’ H, e .4 Vk EN} = u;(A).

k=1 k=1

Ademds, si A C U2, Gy, (Gi) C ./, entonces A C U2 (G N B,), luego

() (A) < D 1a(GeNB,) < ) ul(Gr),

k=1 k=1

por ende (u,)"(A) < u*(A) = u;(A). Veamos que .&/*NB, = (.&/ ﬂBn);‘l , donde el
subindice indica que la o-algebra exterior es con respecto a u,. SeaA€ .&/*NB,
y E C B,,. Puesto que, u; = (u,)* en Z(B,),
(W) (E)=p*(E) = p(ENA)+u (ENAY)
= (u)"(ENA) + (u,)"(E NAY),

es decir A € (& OBH)ZH. Sea (.of ﬂBn)Zn y E C X. Puesto que B, € .&",

w*(E) u*(ENA)+u*(EN(X\A)

u*(ENA)+ u*(EN(B,\A)) + u*(EN(X\B,))
un((ENB,)NA) + ur((ENB,)N(B,\A)
+u*(E N (X\B,))

un(ENB,) +u*(EN(X\B,)) = u*(E).

IA
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4.3. Un resultado de aproximacién y la relacién entre ./ y .o/*

Por ende, (.« N B”)Zn C .&/* N B,. Por la primera parte u; = (u,)" = v,, por lo
tanto, si A € .&/*, entonces

v(A) = nlinoqo v(ANB,)
= lim »v,(ANB,)
= lim (AN B,) = u(A).
Como se queria demostrar. ]

Noétese que en & (R) la medida de contar y la medida u., coinciden, pero no
lo hacen en Z (R)*.

Problemas

Problema 73 Sean X =N, A C N y definase

555%21, card(A) < +oo,
u @A) =1 o, A=g,
1, card(A) = +oo.

Demostrar que u* es una medida exterior y encontrar .«/*.

Problema 74 Sea X un espacio métrico y u* una medida exterior en Q(Xl De-
mostrar que B(X) C . * siy sélo si u*(AUB) = u*(A)+u*(B), siempre que ANB = &
(véase la pdgina 8).

Problema 75 Sean € C #(X), € no vacia, y f : € — [0,+00] una funcidn.
Definase u : #(X) — [0,+00] por u(&) =0y

u(A)=inf{Zf(An) :(4,)C 6 yAC GA}
n=1

n=1

con inf@ = +00. Mostrar que u es una medida exterior.

4.3 Un resultado de aproximacién y la relaciéon entre .o/
y .o

Un resultado de aproximacién que nos sera util es el siguiente.

Teorema 4.5 Sea u una medida o-finita definida en una dlgebra & y sea v una

medida extension de u definida en o(F). Si A€ (&), con v(A) < +00, entonces
para cada € > 0 existe B € & tal que v(AAB) < ¢.
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4.3. Un resultado de aproximacién y la relacién entre ./ y .o/*

Demostracion. Caso uy medida finita. Definamos la coleccién
M ={Ac o(ZF):paracada ¢ > 0 existe B€ &, (AAB) < ¢}.

Veamos que ./ es una clase mondtona. Sea (A,) una sucesién creciente en 4 y
€ > 0. Usando el lema 3.2 y debido a que u(X) = v(X) < +00, existe N tal que
WU22,A,) — v(Ay) = v(U2,A,)\Ay) < &/2. Como Ay € ./, entonces existe
By € Z tal que v(AyABy) < €/2. En consecuencia, véase el ejercicio 9,

V((GAH)ABN) < v(([jAn) \AN) + v(AyABy) < €.
n=1 n=1

Asi U2 A, € /. De igual forma se ve que ./ es cerrada bajo sucesiones decre-
cientes. Puesto que & C ., entonces por el teorema 2.3 resulta que o(F) =
m(F)c M Co(F).

Caso u medida o-finita. Existe una sucesién (B,) en & tal que B, 1 X y
Ww(B,) < +o00, paracadan € N. Sean A € (%), v(A) < +00,y ¢ > 0. Ya que
ANB, T A, entonces existe N tal que v(A)— v(ANBy) < £/2. Puesto que la medida
vw(C) = v(CNBy), C € o(F) es finita, por la primera parte existe B € & tal que
yw(AAB) = v((AAB)NBy) < £/2. Entonces BNBy € F y

YWAA(BNBy)) < vA\(ANBy))+ v((ANBy)A(BNBy))
= v(A\(ANBy)) + v((AAB)NBy) < €.

Con lo cual el resultado queda demostrado. ]

Si Ay B son como en el teorema 4.5, entonces

[v(A)—u(B)| = [v(A)—»(B)|

|9(A\B) + (AN B) — »(B\A) — »(AN B)|
WA\B) + (B\A)

= y(AAB)<e.

IA

Lo que nos muestra que los valores de la medida extensién v no estdn muy lejos
de los valores de la medida extendida u.

Ahora veamos qué relacién existe entre las o-algebras o (ver la seccion 3.3)
y .
Teorema 4.6 Sea p una medida en la o-dlgebra .«f. Entonces .of C .&/* y si u es
o-finita, o = .o*.

Demostracién. Caso y no es necesariamente o-finita. Sea AUN € .,
entonces existe B € ./, tal que N C By u(B) = 0. Puesto que (X, .&*, u*) es un
espacio de medida completo, entonces N € .&/*. Asi, AUN € .&*, por lo tanto .«/
C ..
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4.3. Un resultado de aproximacién y la relacién entre ./ y .o/*

Caso u es o-finita. Supongamos que u(X) < +0o. Sea B € ./*, entonces
para cada n € N existen sucesiones (H,, ; )2, (Ly x)po; en .o/ talque B C U2 H, i,
B¢ cC U]fill‘n,k’ y

— 1 < 1
D> uH ) S B)+ =, > L) < pH(BY) + =
=1 no= n

Sean C, = U2 H, v A, = N2, L¢, . Notese que A,,C, € &/ yA, C B C C,.
Ademas

:u(cn\An) = M(Cn) — u(X) +M(Af—l)
< W@+ a0+ (u*(Bc) n %) =2,

Definamos C =N°>2,C, yA=U A, entonces C,A€ ./ yACB CC,

u(C\A) = ((ﬂ Cn) \ (UAH)) < u(C,\A,) < %
= n=1

n=1

para toda n € N. Luego B = AU (B\A), con u(B\A) < u(C\A) = 0, por lo tanto
B € .o/, es decir, o D .o*.

Caso u es o-finita. Existe una sucesién (D,) en ./, tal que D, T X y u(D,,)) <
+00, n € N (ver la proposicidn 3.2). Para cada n € N definanse las medidas u,, en
(D ND,,) como 11, (A) = u(A) y i en (Dy, (o N D,)", ) como i (A) = u(A).
Por la primera parte, .&/ ND,, = (.« N D,)". Sea B € .&/*, entonces BN D, €
D,N.e* = (.o4ND,)* = .« N D, luego existenA, € #ND,, N, C D, yC, € .&/ND,,
tal que BND, =A,UN,, con N, C Cp, u,(C,) =0. SeanA=U 2 A, N =U>? N,
y C=U 2, C,. EntoncesA,C € o/, B=AUN,NCCy

u(€) < D (C) =0
n=1

en consecuencia B € .¢7. Por lo tanto, .&/* C o. [ |
Sea u una medida definida en una algebra &. Nétese que o(F) C Z*. Si u
es o-finita del teorema 4.6 tenemos que (X, o(F), u*) = (X, Z*, u*).
Problemas

Problema 76 Dar un ejemplo de una medida u no o-finita definida en una dlgebra
Z, tal que tenga una extensién o-finita definida en (%) y que no se cumpla el
teorema 4.6.

Problema 77 Dar un ejemplo donde .of # .of*.
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4.4. Medida de Lebesgue

4.4 Medida de Lebesgue

En este punto se tiene la herramienta necesaria para construir medidas y se usara
para obtener una de las medidas mas importantes, la de Lebesgue en R.

Segun los resultados (y la notacidén) de las Secciones 2.2 y 4.1 se sabe que
Z(R) es una algebra de subconjuntos de R y que la funcién longitud, A, es una
medida o-finita en & (R). Debido a los teoremas 4.3 y 4.4 existe una Unica me-
dida,

o o
A*(A) = inf{z M) :AC | I, I, € 6(R) Vne N},
n=1 n=1

en (R, Z(R)*) que es extension de A. Los elementos de & (R)* se llaman conjuntos
Lebesgue medibles y la medida A* en & (R)* se llama medida de Lebesgue. La res-
triccion de la medida de Lebesgue A* a B(R) C Z(R)* se denota por A (es decir,
A = A*|g(w)) vy se llama medida de Borel. Ahora se tiene que Card(2%(R)) = c <
2¢°=Card(Z(R)")

Noétese que si K C R es un conjunto compacto, entonces A*(K) < +00, pues K
esta contenido en un intervalo acotado. Mas aun, a manera de ilustracion del uso
de la definicién de la medida de Lebesgue en R se demostrara en las siguientes
proposiciones que la medida de Lebesgue es una medida regular (ver la seccién
3.5). Se inicia demostrando que A* es una medida regular exteriormente.

Proposicidon 4.1 Sea A€ Z(R)*, entonces
A*(A) =inf{A*(G) : AC G, G conjunto abierto}. 4.7)

Demostraciéon. Si A*(A) = +oo no hay nada que demostrar. Supongamos
que A*(A) < +00. Sea € > 0. Luego existe (I;) C ¢(R) tal que A C U::il I,y
Zzl A1) < A*(A) +¢/2. Ya que A*(A) < +00, entonces los intervalos I; son
de la forma (a;, b;]. Definamos la sucesién de intervalos (J;), por J; = (a;, b; +
£277"1) para cada i € N. Asi, A esta contenido en el conjunto abierto U2 iy

A (Gfi) < ix*(m
i=1 i=1

. €
= ;(l (Ii)+2i+1)
= ix*(lng

1

IA

€ €
A*(A +—)+—:A*A + €.
(r@w+L)+i=rw+e
En consecuencia
A*(A) < inf{A*(G) : AC G, G conjunto abierto} < A*(A) + ¢.

Por ser ¢ > 0 arbitrario obtenemos la igualdad (4.7). [

47



4.4. Medida de Lebesgue

Corolario 4.1 Si A € Z (R)*, con A*(A) < +00, y € > 0, entonces existe un
conjunto abierto U que es union finita de intervalos abiertos finitos ajenos tal que
A (AAU) < e.

Demostracién. Debido a la proposicion 4.1 existe un conjunto abierto G
tal que A C G y A*(G) < A*(A) + ¢/2. El lema 2.1 implica que G es uni6én
de una coleccién {I; : i € N} de intervalos abiertos finitos ajenos. Asi, A*(G) =
lim,,_, oo A* (U?=1Ii)~ Por lo tanto, existe n, € N tal que A* (G)—A* (U?illi) <eg/2.
SiUu= U?illi, entonces

A (AAU) AF(A\U) + A" (U\A)

A*(G\U) + A* (G\A) < % + % —e.

IA

Como se queria demostrar. ]
Veamos ahora que la medida de Lebesgue es regular interiormente.
Proposicion 4.2 Sea A€ Z(R)*, entonces
A*(A) = sup{A*(K) : K C A, K conjunto compacto}. (4.8)

Demostracidon. Supongamos primero que A*(A) < +00. Sea € > 0. Ya que

Aa) = AF (G([—n,n] ﬂA))
n=1
= lim A*([—n,n]NA) (4.9)

m—0oQ0

existe ny € N tal que
A (W) =2 ([=ngump] NA) < 5.

Por la proposicion 4.1 existe un abierto G, tal que [—ng, ng]\([—ng, ng] NA) C G,

y
2°(G.) < A* ([=no, no N[ =g, no] NA)) + =

Consideremos el conjunto compacto K, = [—ng,ng] NG,
M@W—e < A*([=no,nolnA)—
€
A*([—ng,no]) — (A" ([—ng, 1) — A ([—1p, ng 1 NA) + E)

A5 ([0, o ]) = (A (L=, o \([=10, mo] N A)) +2)
A ([=ng.m]) = A*(G)
A*([_HO’ nO]\Gs)

IA
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4.4. Medida de Lebesgue

= A*(Ke)

Maés aun, sea x € K,, entonces x € [—ng,ngl y x ¢ G,. Si x ¢ A, entonces
x ¢ ([—ng,ng] NA), en consecuencia x € [—ng, ng]\([—ng,ny] NA) C G,, lo que
es una contradiccién. Por lo tanto K, C A, de lo cual

A*(A) — e < sup{A*(K) : K C A, K conjunto compacto} < A*(A).

Por ser ¢ > 0 arbitrario obtenemos la igualdad en (4.8).

Consideremos ahora el caso en que A*(A) = +00. Sea m € N. De (4.9) existe
n € N tal que A*(AN[—n,n]) = m+ 1. Por la primera parte de la demostracién
existe un conjunto compacto K; C AN[—n, n] tal que

A(AN[—n,n]) < A*(K;)+ 1.
Asi,
A(K) = A AN[—n,n])—1=(m+1)—1=m,
es decir, sup{A*(K) : K C A, K compacto} > m. Por ser m € N arbitrario obten-

emos la igualdad (4.8). ]

Una generalizacion de la medida de Lebesgue es el siguiente concepto. Sea
f :R — R una funcién creciente. Usando la notacién de la seccion 3.1. Definimos
en este caso la funcién A¢ en ¢(R) como

24((@,b]) = f(b=)—f(ab)
As((—00,a)) = fla+)— lim f(x),
Ap((b,+00)) = lim f(x)—f(b-).

Noétese que los limites lim,._,_o, f(x) v lim,_,, oo f (x) pueden ser —co y +00,
respectivamente. Si A € Z(R), entonces A=U"_ I;,[; € ¢(R)y;NI; = &, si
i # j. Definimos en este caso

A (A) =2 (1)),
i=1

De esta forma, se obtiene una medida o-finita definida en la algebra & (R) (ver el
ejercicio 48). La medida A tiene una tnica extensién A} definida en (R, Z(R)").
La medida A% se llama medida de Lebesgue-Stieltjes generada por f y cuando Ajﬁ
se restringe a B(R) se llama medida de Borel-Stieltjes generada por f y se denota
por As.

Problemas
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4.4. Medida de Lebesgue

Problema 78 ¢Por qué se requiere que f sea continua a la derecha, en la definicion
de Ag?. Demostrar que Ay es o-finita.

Problema 79 Demostrar que si A€ Z(R)* y a € R, entonces A+ a € F(R)*. Mds
atin, demostrar que A* es invariante bajo traslaciones (ver los ejercicios 27 y 49).

Problema 80 Demostrar que A(C) = 0, donde C es el conjunto de Cantor ((2.44)
de [26]).

Problema 81 Sea C el conjunto de Cantor. Demostrar que A(C — C) = 2, donde
C—C={x—y:x,yeC}L

Problema 82 Sea A € Z(R)* tal que A*(A) > 0. Entonces para cada 0 < k < 1
existe un intervalo abierto I tal que A*(ANT) > kA*(I).

Problema 83 Sea A € Z(R)* tal que A*(A) > 0. Demostrar que A contiene una
infinidad de pares de puntos tal que su diferencia es un ntimero racional (irracional).

Problema 84 Demostrar que (R, B(R), A*) no es un espacio de medida completo.
Deducir que Z(R)*\ 8(R) # @&.

Problema 85 Sea E C R y A*(E) < +00. Demostrar que E € & (R)* si y sélo si
para toda € > 0 existe un conjunto abierto O D E con A*(O\E) < ¢. O equivalente-
mente a que para toda € > 0 existe un conjunto U, que es unioén finita de intervalos
abiertos tal que A*(UAE) < ¢.

Problema 86 Sea D € Z(R)* con A*(D) = 0. Demostrar que D es denso en R.

Problema 87 Sea f : R — R una funcién continua. Demostrar que f mapea con-
juntos Lebesgue medibles en conjuntos medibles si y sélo si f mapea conjuntos de
medida cero en conjuntos de medida cero.

Problema 88 Sea 0 < a < 1. Construir sobre [0, 1] un conjunto A, tal que A*(A) =
a,y para cada segmento [a,b] C [0, 1] se cumple que 0 < A*(AN[a,b]) < b—a.

Problema 89 Una funcion ¢ : R — R se llama isometria si | (x)—@(y)| = |x—y]|
para cualesquiera x,y € R. Demostrar que si A es un conjunto medible en [a, b],
entonces p(A) es un conjunto medible en el intervalo con puntos extremos p(a) y
(b), y A (p(A)) = A*(A).

Problema 90 Sea E € Z(R)*, con A*(E) > 0. Demostrar que E — E contiene un
intervalo abierto. (Para la notacion véase el ejercicio 81.)
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Chapter 5

Funciones medibles

Al estudiar una teoria de integracién es natural comenzar por identificar las fun-
ciones que son factibles de integrar. Estas seran las funciones medibles, cuya
integral siempre estard definida si la funcion es no negativa.

5.1 Funciones medibles

El concepto principal de este capitulo es el que se da a continuacién.

Definicion 5.1 Sean (X, .«)y (Y, B) dos espacios medibles. Una funcion f : X —
Y se llama .o/- B medible si f1(B) C ..

Por abuso de notacién, en ocasiones escribiremos f : (X,.o/) — (Y, $8) para
indicar que f : X — Y es .«/-% medible.
Algunos ejemplos de funciones medibles son los siguientes:

Ejemplo 5.1 Sea (X, .«/) un espacio medible y f : X — R definida como f(x) =
14(x), AcC X. Entonces f es .o/-B(R) medible siy sélo siA€ ..

Ejemplo 5.2 Sea % una sub-o-dlgebra de .«f, es decir, B es una o-dlgebray 9B C
/. Entonces la funcién identidad I : X — X es .o/- 9B medible.

Lema 5.1 Sean f : (X, o) —> (Y, B)y g : (Y,B) — (Z,€). Entonces go f es
/-6 medible.

Demostracién. De (1.1) obtenemos, (gof ) (€)= f (g7 (¥)) c f~H(B) C
. [

Lema 5.2 Sea f : (X,.&/) — Y, entonces B ={E C Y : fY(E) € ./} es una
o-dlgebraenY.
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5.1. Funciones medibles

Demostracién. Puesto que X = f~1(Y) € ./, entonces Y € 2. Ahora si
Ec B, fY(E) € o, luego f~H(E®) = (f L(E))* € ., por lo tanto, E¢ € 4. Sea
(E,) una sucesién en %, entonces (f ~1(E,)) es una sucesién en .¢7, lo que implica
que f (U2 E) =U, fHE,) € . AsIURL | E, € &. [

Lema 5.3 Sea f : X — (Y, B), entonces f (%) es una o-dlgebra en X y es la
minima o-dlgebra con respecto a la cual f es medible.

Demostracién. Tenemos que X € f (%), pues X = f1(Y), Y € &B. Si
A€ f71(), entonces existe B € % tal que A= f~}(B). De esta forma A° = X \A =
FUY\fI(B) = fH(Y\B) = f1(B®), donde B® € A. Sea (A,) una sucesién en
f7Y(®B), por definicién de f~1(2B), existen B, € %4, tal que A, = f *(B,), para
cada n € N. Lo que implica que, U A, = U2 f71(B,) = f1(U%2,B,), con
UX B, € B,asi U2 A, € f(B). n

Usando la notacién del lema 5.3 introducimos el siguiente concepto:
Definicién 5.2 f () se llama o-dlgebra generada por f y se denota por o(f).

Lema 5.4 Sea f : X — Y y ¥ una coleccion de subconjuntos de Y. Entonces

o(f 76N =fH (o ().

Demostracién. De f ~1(¢) C f1(c(%))ydellema 5.3 se sigue que o (f "1(%¢))
C f~Y(o(6)). Para probar la otra contencién definase la coleccién B ={E CY :
FYE) € o(f1(%6))}, es inmediato que ¥ C %B. Del lema 5.2 se sigue que
9B es una o-algebra, luego o(¥¢) C %B. De la definicién de % obtenemos que

fHo(E) co(fH(6)). L

La utilidad del resultado precedente radica en la siguiente observacién. Sean
(X, o) vy (Y, $B) dos espacios medibles tal que 8 = o(%¥). Para ver que una
funcién f : X — Y es .«/-% medible basta mostar que f 1(€¢) C .«/.

Un ejemplo concreto es el siguiente. Sean (X, d;) y (Y, d,) dos espacios métri-
cos con topologias 7, y T, respectivamente (véase la pagina 8). Si f : X — Y es
continua, entonces f ~*(7,) C 71, por lo tanto f es o(71)-0(7,) medible. De esta
forma obtenemos que toda funcién continua es o(7;)-0(7,) medible.

Otra aplicasién del lema 5.4 es en la caracterizacion de funciones reales me-
dibles que se estudia en las siguiente seccién.

Problemas
Problema 91 Sea (X,.o) un espacio medible y (f,,) una sucesion de funciones med-

ibles de X a un espacio métrico separable y completo Y. Probar que el conjunto de
puntos en los que la sucesion (f,,) es convergente es .o -medible.
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Problema 92 Sean X, Y espacios métricos y f : X — Y. Sea Dy el conjunto de
discontinuidades de f, entonces Dy € B(X), aunque f no sea medible.

Problema 93 Sea X un espacio métrico. Entonces 9B(X) es la menor o-dlgebra en
X tal que todas las funciones f : X — R continuas y acotadas son medibles.

Problema 94 Sean ¢ c #(X), f : X — (Y, B). Demostrar que o(f1(€)) N
fHB)=o(f7 (6N RB)).

5.2 Funciones reales medibles

Sea X un conjunto no vacio. Por una funcién real (extendida), definida en X, nos
referiremos a una funcién de X a los numeros reales R (extendidos R).
Sean

M.X,o) = {f:X,o)— (R, B(R))},
M'(X,o) = {feM(X,«):f >0}

Si f € M.(X,.«) diremos que f es .«/-medible, o simplemente medible y es-
cribiremos f : (X,.o) — R. Por el lema 5.4 tenemos que f € M, (X, /) siy sélo
si f1(6((a, +00))) C .o/, es decir, si para toda a € R,

f (e, +00))={xeX: f(x)>a}e.o.

Lema 5.5 Sean f; : (X, .&/) > R, i=1,...d, y ¢ : (RY, B(R?)) = R funciones
medibles, entonces 1 : X = R, Y(x) = p(f1(x), ..., f4(x)) es .o/-medible.

Demostracién. Definamos h : X— RY, como h(x) = (f;(x), ..., f1(x)). Sea

U c R? abierto. Es claro que para cada u € U existen intervalos abiertos I' CR,

i=1,.,d,talqueuely x---xI3 CU,en consecuincia U =bJu€UI’1‘ X oo x I3

Por el teorema 1.1 existe una coleccién numerable {I;" x --- x I ;" : n € N} tal que
U, U, ;
U=Upenl;" x---x1;". Asl,

i) = (Jrtatxeex 1)

neN

Juramn-n gt ag) € o,

neN

es decir, \m/(B(RY)) = h™ (o (7)) € .«/. El resultado se sigue de que ¢y = @ oh'y
del lema 5.1. [

Como aplicacion del resultado anterior tenemos que si f,g € M, (X, /), en-
tonces

af, Ifl, f", f+gy feg
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donde a € Ry n € N, son funciones .«/-medibles. En efecto, basta tomar ¢(x) =
ax, |x|, x"y p(x,y) =x =%y, xy, respectivamente.
Sif,g:X — R, entonces

FO)+g(x) +1f (x) —g(x)|
2 >
. () +g(x) — £ (x) —g(x)l
(FADE) = min{f(x), gy} = LT ZILIZ LI
Del lema 5.5 tenemos que f V g v f A g son medibles si f y g lo son. Si en
particular g =0, se definen f* = f VOy f~ = (—f) V0 y se llaman parte positiva
y parte negativa de f, respectivamente. Se tiene que f = f*—f 7, |f|=f"+f~

y ademas
AL e

i
f 2 2

Sif :(R,%8(R)) — (R,B(R)) f se llama funcién Borel medible y si f :
(R, Z(R)*) — (R, B(R)) f se llama funcién Lebesgue medible. Nétese que toda
funcién Borel medible es Lebesgue medible. El reciproco es falso (ver ejercicio
84).

Veamos ahora el caso de funciones con valores en los niimeros reales ex-
tendidos. De la definicién de la o-4lgebra %B(R) y del lema 5.4 tenemos que
f :X — Res o/-B(R) medible siy sélo si f1({+00}), f}({—o0}) € A ¥
F Y AB(R)) C .«/. Sean

MX, o) = {f:(X,o)— (R, B[R))},
M*(X,.o) = {feMX,.o):f >0}

Noétese que M,.(X, o) c M(X, .o).

(fve)x) = max{f(x),g(x)}=

Lema 5.6 f € M(X,.&) siy sélo si alguna de las colecciones

F7H6((a,+00])), fTH(6([a, +00])),
FTH6([~00,al)), f (6 ([—00,a))),

estd contenida en .<f.

Demostracion. Veamos un caso, los restantes se trabaja de manera similar.
Basta notar que #B(R) = o(€¢((a,+00])) (ver el problema ). En efecto,

(a,+00] = (a,+00) U {+o0} C B(R)
implica o(¢((a, +00])) € B(R). Por otra parte, es claro que
o(€((a,+00))) c o(€((a,+o0])),
pues (a,+00) = (a,+o0]\{+00}, lo que implica
B(R) c o(6((a,+00])).

De lo cual es inmediato que B(R) = o (€ ((a,+00])). n
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Lema 5.7 f € M(X,.o/) siy sélo si f71({+00}), f 1 ({—o0}) estdnen .o/ y f, €
M, (X, ), donde

_ ) f(x), f(x) ¢ {—00,+00},
fr(")_{ 0, f(x)e{—o0,+00}.

Demostracion. Si f € M(X, o) la .«/-%(R) medibilidad de f, se sigue de
que para cada a € R,

- _ fr_l((a,+00)), a= 0,
fr (o +o0)) = { £ 0) U £ (0D U£1((0,+00)), a <0,
_ ] T (a,+00)), a>0,
= | F (=00 Uf (@ +oo]), a<0.

Reciprocamente, sea a € R,

7 (@, +00))

B { F 1 (a,+0)), a>0,
| ST (@, 0) UM HOD U (0, 400)), a <0,
B { (@, +00)), a>0,
| SN (e, 0) U (T HODN S T (=00, +0o D) U £71((0,+00)), a<O.

Lo que implica que f'(%B(R)) C ./, ver el lema 5.6. ]
Lema 5.8 Sea (f,) C M(X, ./) y definanse las funciones

fx)=inf{f(x):neN}, g(x)=sup{fy(x):neN},
f*(x) =liminf f,(x), g*(x)=limsup f,(x).

Entonces f, g, f*,g" € M(X, ).

Demostracion. Para demostrar que f, g € M(X,.«), debido al lema 5.6, basta
notar que

Fa,+00]) =) £, ([a,+00])
n=1

g7 ((a,+00]) = | £ (@, +00]),
n=1

para cada a € R. Ya que

Fre=sup{int £ (0} v ¢°00 = int {sup £},

= m=n

entonces f*, g* € M(X, .</). (]

55



5.2. Funciones reales medibles

Corolario 5.1 Sea (f,) ¢ M(X, .«/) tal que (f,) convergea f, entonces f € M(X, .</).

Demostracion. Ya que f(x) =liminf,_, o f,(x) = lim,_, o f,(x), entonces el
resultado se sigue del lema 5.8. ]

Lema 5.9 Sean f,g € M(X, ), entonces |f|,f g, f1a £ gla € M(X, /), donde
A= (T ({xoo) ng ({Foo U T ({Foo ) ng™ ! ({£o0})).

Demostracién. Para cualesquiera n € N definamos las funciones truncadas
fn>8&n X — R como

()= GIAn)V(=n) y gu(x)=(g(x)An)V(-n).
Puesto que

fr(x) = (frG)An)V(=n)+n(11(1o0p) — 1f-1¢—0op)(X),
gn(x) = (g ()AN)V (=) +n(lg1 ({400} — Lg-1({—c0}))(X),

entonces f,, g, € M.(X,.o). Asi, del lema 5.5 se sigue que |f,|, fn€nw fn £ &1 €
M, (X,.«) C M(X, o). De

16 = lim [£,](x),
fOglx) = lim £,(x)gn(x),
fOLa() Eg()1aelx) = Tim f() 1 () = lim g (x) T4 (x)
= lim (f00) T4 (x) £ g ()14 (),

tenemos por el corolario 5.1 que |f|, fg, f1a £ gls € M(X, o). [

Problemas

Problema 95 Dar un ejemplo de una funcion f no medible tal que |f|y f? sean
medibles.

Problema 96 Demostrar que si f°> : R — R es medible, entonces f : R— R es
medible.

Problema 97 Sea f : R — R una funcidn diferenciable. Mostrar que f’ es Lebesgue
medible.

Problema 98 Para cada n € N sea (X, .«/,) un espacio medible y f, : X — R una
funcion .of,-medible. Supdngase que .«/, |y f = lim,_, oo f, Demostrar que f es
N2 | y-medible.
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Problema 99 Sea f : R — R mondtona. Demostrar que f es medible.

Problema 100 Demostrar que f : X — Res .of - B(R) mediblesiy sélosi f ~*((a,+00]) €
./ para cada a € Q.

Problema 101 Dar un ejemplo de funciones f : R — Ry g : R — R Lebesgue med-
ibles tal que g o f no sea Lebesgue medible. Nétese que esto no contradice el lema
5.1.

Problema 102 Sean (X, ., u) un espacio de medida finitay f,g : (X, &) —
(R, B(R)). Demostrar que
sup {u(f~'(A)) —u(g~ (A} < u((f — ) (R\{0})).
A€ B(R)
Problema 103 Sea Q un conjunto de funciones continuas definidas sobre [0,1].
Demostrar que las funciones

}ggf (x) ¥y ji‘;gf (x),

son Lebesgue medibles.

Problema 104 Demostrar que si §2 es un conjunto no contable de funciones Lebesgue
medibles, definidas sobre [0, 1], entonces las funciones

}252 fx) y Jg:gf (x),

pueden no ser Lebesgue medibles.

5.3 Algunas propiedades de las funciones reales medi-
bles

Una funcion real que toma un ndmero finito de valores se llama funcién simple.
Para esta clase de funciones se verd que es muy directa la definicién de integral.
De esta forma, el siguiente resultado que nos asegura la aproximacién de una
funcién medible por una funcién simple nos serd de utilidad.

Lema 5.10 Para cada f € M* (X, .«/) definanse

4”.
1
fn = Ezlf_l([i/z"ﬁoo])’ (51)
i=1

entonces

(i) cada f, € M(X, /) y toma un numero finito de valores.

(i1) 0 < f,(x) < fri1(x), para cualesquiera x € X, n € N (es decir (f,,) es creciente
y se denota por f, 1).

(iii) f(x) =1lim,_ o fr(x), x € X.

Si ademds f es acotada, entonces la convergencia de (f,) a f es uniforme.
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5.3. Algunas propiedades de las funciones reales medibles

Una grafica tipica de f; tiene la forma:

; f
4/2 + fi
3/2 +
2/2 4 .
1/2 +

Demostracion del Lema 5.10. La afirmacion (i) es inmediata (f,, toma a lo
mas 4" + 1 valores). La (ii) se sigue de

fo = o 22 X 1r1(pai/2m 4.00))
1 R s
= o (Zg Lioaqaijen oo + le 1f1([i/2”,+00]))
e
< o (Z Lpaqaijzn oo + Z 1f‘1([(2i—1)/2"+1,+001))
. i=1 i=1
= o )3 Liagiszet vo0)) = s

i€{2,4,...,4m1}0{1,3,...,4n+1—1}

donde hemos usado que f~1([(2i—1)/2""!,+00]) D f~1([i/2", +00]). (iii) Sea
x € X tal que 0 < f(x) < +00, en caso contrario el resultado es inmediato.
Sea ¢ > 0 y elijamos ny € N tal que 27 < ¢. Sea n; un ntmero natural tal
que 2™ > 2™V f(x). Sea n = n;. Puesto que {[(i —1)/2™,i/2"):i =1,...,4"}
es una particién [0,2") y 0 < f(x) < 2", entonces existe k € {1,...,4"} tal que
f(x)el(k—1)/2™ k/2™). Por ende

1 1
0= £l =[S =l )’ < o < g <
Si f es acotada, entonces n; no depende de x, lo que implica la convergencia
uniforme. u

Lema 5.11 Sea (X, .o/, u) un espacio de medida completoy f : X — R una funcion
.o/ -medible. Si g : X - Ry f = g u-cdq, entonces g es medible.

Demostracion. Puesto que f = g u-cdqg, entonces existe N € .&/ tal que
f(x)=g(x),paracadax e Ny u(N)=0. SiAe B(R),

g = ('@WnN)Je T @nN)
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5.3. Algunas propiedades de las funciones reales medibles

= (F'@WnN) M @NnN).

Ya que u(g 1 (A)NN) < u(N) = 0, la completividad del espacio (X, .¢/, u) implica
que g1 (A)NN € .7, asi g es .o/-medible. [

Teorema 5.1 Sea (X, .o/, u) un espacio de medida y (X, .o, [i) su completacién. Sea
f:(X,.)— (R, B(R)). Entonces existe g : (X,.&/) — (R, B(R)) tal que |g| < |f]
y f =g u-cdg.

Demostracién. ‘Supongamos primero que f es no negativa. Sea ( fn) la suce-
sién de funciones .«/-medibles definidas en (5.1). Por definicién de ./ existen
Al,C!" en .o/ tal que

f qzl—n +oo)) =ATUN", N'cClyu(C")=0,

parai=1,...,4". Definamos la sucesién (g, ) por

Notese que g, < f, < f. Sea x € X tal que f,(x) # g,(x), entonces k = max{i :
x € f([i2™, +00))} =1 (sik =1, entonces 0 < g,,(x) < f(x)=0) y

k k
1 1 X
o ; Lin(x) = gq(x) < fu(x) = > ; 15 (/2 4 00))(X) = e

Por lo tanto, existe al menos un 1 < i < k tal que x € f~* ([iZ_”,—f-oo)) VU
Asi, {x : f(x) # g (x)} C U:‘nl(f -t [12 " +c>o)) \AT) U4n ,C!"'. Lo que implica
que, f, = g, u-cdq (ver la pagina 29). Sea g = limsup g,,, entonces g<fyg=f
en N2 (fy —8&n)” 1({0}). El caso general se sigue de descomponer la funcién f

como f =fT—f". [
A continuacién se demostrara una version del teorema 2.4 para funciones.

Teorema 5.2 (Lema de Dynkin para funciones) Sea ¥ un m-sistema en X y 3¢
un espacio vectorial de funciones reales definidas en X que cumple:

(i) 1 € 5.

(ii) Si A€ 6, entonces 1, € 5.

(i) Si(fp) c #Hestalque 0< f, T f : X = R, entonces f € .

Entonces 5 contiene a todas las funciones, f : X — R, que son o(% )-medibles.

Demostracion. Sea ¥ = {A C o(¥) : 1, € »#}. Usaremos la proposicion
2.1 para mostrar que £ es un d-sistema. X € &, pues 1y € . SiAABe Ly
A C B, entonces 1g\4 = 15— 14 € 5, ya que ¢ es un espacio vectorial. Si (A,) es
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5.3. Algunas propiedades de las funciones reales medibles

una sucesion creciente en £, entonces 1, T Lyee 4, asi UT2 A, € £. Puesto que
%6 C ¥ tenemos por el teorema 2.4 que (%) C ¥. Sea f : X — R, una funcién
o (% )-medible y sea (f,) la sucesién definida en (5.1). Notese que cada f,, es
o (% )-medible, entonces (f,) C# y0< f, T f, asi f € 5. Para el caso general

considérese la descomposicién f = fT — f~ y que 5 es un espacio vectorial. m
Ahora se caracterizaran a las funciones o(f )-medibles.

Teorema 5.3 (Doob) Sea (Y, B) un espacio medible, f : X — (Y, B)y g: X - R
Entonces g es o (f )-medible si y sélo si existe h : Y — R, 9B-medible tal que g = hof.

Demostracion. La suficiencia es inmediata del lema 5.1, veamos la necesidad.
Sea
A ={hof: h:Y —> R, es B-medible}.

Claramente se ve que S es un espacio vectorial. Sea A € o(f). Luego, existe
B € & tal que A= f}(B). Entonces 1, = 150 f € 5, en particular 1y € #. Sea
(hyof)c ## talque 0 < h,of Tk :X — R. Debido a que h(y) = sup {h,(y) :
n € N} es 8-%(R) medible tenemos por el lema 5.7 que h, es %-9(R) medible.
Si x € X, entonces h(f(x)) = k(x) € R por ende h.(f(x)) = k(x), es decir
k=nh,of, asi k € #. Por lo tanto, el teorema 5.2 implica que ¢ contiene a
todas las funciones o(f)-medibles. ]

Problemas

Problema 105 Sean (X,.o/) un espacio medible y f € M*(X,.o/). Demostrar que

[2"f (x)]

fn(x): 2

An, x€X, neN,

es una funcién simple medible y 0 < f,, T f, donde [-] es la funcién mayor entero.

Problema 106 Demostrar el teorema 5.1 procediendo de la siguiente forma: Para
cada a € Q, escribir {f > a} = A, UN,, donde A, € o/, N, C B, € &y
w(By) = 0. Considerar g = f 1ﬂaeQBa . Para verificar la medibilidad utilizar el ejer-
cicio 100. ({f Ln,coBe > r} =A, N(NyeqBy) € #, basta para racionales positivos y
{f 1ﬂaeQBg <r}=A, N(NueB;) para racionales negativos.)

Problema 107 Sean X un conjunto no vacio, {(Y,, %,) : a@ € I} una coleccién de
espacios medibles y f, : X — (Y, %B,). Entonces definimos o(f, : a € I) como la
minima o-dlgebra con respecto a la cual todas las f, son medibles.

(i) Sea ¥ una coleccién de subconjuntos de X. Entonces 0(¥4)=0(1,:A€ ¥9).
(ii) Sea ¢ = Uaelfa_l(%a). Entonces o(f, :a€l)=0(%).

(iii) Ademds, o(f,:a€l)=U;0(f;:i€J), donde J es numerable.
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Chapter 6

Integral de Lebesgue

En este capitulo se asumird que (X, .«/, u) es un espacio de medida fijo. A manera
de introduccidn, supongamos que les asignamos diferentes “pesos” a los elementos
del conjunto X, de tal modo que la asignacién de pesos cumple que para cada
a > 0 el conjunto de los x € X con pesos mayores que a es un elemento de .« .
Asi, tenemos una funcién f : X — R, medible. Una caracteristica de interés de f
es conocer el “peso promedio” de los elementos de X. Por ejemplo, si X = R% y
a cada x € RY le asignamos peso uno, entonces el peso promedio de un conjunto
A€ B(RY) serd su longitud (d = 1), 4rea (d = 2) o volumen (d > 3). En lo que
sigue se formalizara el concepto heuristico de peso promedio, el cual se llamara
integral de Lebesgue, y se veran sus principales propiedades.

6.1 Definicion de la integral

Definicidn 6.1 Una funcion f : X — R se llama simple si toma un ntimero finito
de valores.

Una funcién simple f puede representarse en la forma
n
F=>al,, 6.1)
i=1

donde a; e Ry A; € X, i =1,...,n. Notese que si A; es medible para cada
i =1,...,n, entonces f es medible. El siguiente ejemplo nos muestra que una
expresién de la forma (6.1) no es tnica:

4x 1[1’3)4-6 X 1[3’5] =4x 1[1’2] +2x 1(2’3] +2x 1(274] +2x 1{3} +4x 1(3’4] +6 % 1(4’5].
Sin embargo, si a4, ..., a, son todos los valores, distintos, que toma una funcién

. o1 e n o7
simple f, entonces f se puede escribir como Zi:l @ilg-1((q,))- A esta expresion
de f se le conoce como representacién estdndar de f,y es tinica.
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6.1. Definicion de la integral

Definicion 6.2 Sea f € M*(X,.o/) una funcién simple con representacién (6.1),
donde a; e R, Yy A; € o, i =1,...,n. Definimos la integral de f, con respecto a la
medida u, como el nimero real extendido

deu =" au(A).
i=1

Aqui usamos las convenciones aritméticas dadas en la pdgina 5.

Debido a que la representacion (6.1) de una funcién simple no es tnica es
necesario mostrar que la integral estd bien definida. Esto se sigue del:

Lema 6.1 (Consistencia) Supongamos que

n m
a3,
i=1 j=1

donde a;,3; =0y A;,Bj € o, parai=1,...,n, j=1,...,m. Entonces

leaiu(Ai) < leﬁju(Bj).
i= j=

Demostracion. Primeramente, consideraremos el caso en que las colecciones
(AL, (Bj);.":1 son colecciones ajenas. No perdemos generalidad si suponemos
. . .y ) n m .
que «a;, [3]- > 0. Bajo esta suposicién se obtiene que U7_,A; C Uj:lBj' Asi

Z%’M(Ai) = Zaiu(O(AiﬂB]‘))
i=1 i=1 j=1
= >, @pAinB)

i=1 j=1
m

= D, D, nAnB)
j=1 T:A;NB;#Q
m

Z Z Bju(A; N B;))

j=1 ©:ANB;#®

IA

= Zﬂqu(Ai NB;) < Zﬁj.u(Bj)-
1

j=1 i=1 j=

El caso general quedara demostrado si podemos expresar

n q
2 la =2 il
i=1 j=1
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6.1. Definicion de la integral

donde (C; )?:1 es una coleccioén ajena y

n q
> lapA) = > yu(C).
i=1 j=1

Procederemos por induccién sobre n. Para n = 2, es claro. Supongamos el resul-
tado cierto para n — 1 y vedmoslo para n. Por hipétesis de induccion

n q
ZailAi = Zlecj +anly,
i=1 =1

q
Tilepa, + ;(Yj + an)lgan, + tnlanwi,c)

Il
,tva

.
I
i

y ademas,

DlawA) = D 1u(C))+ anu(Ay,)
i=1

j;u((cj\An) U (Cj mAn))

o fo ) oo (0)

q q
= D yuC\A) + D yu(C NA,)

j=1 j=1

q q
RS WCETSRR PRIIOEY)

=1 j

q
Doy
j=1

q
Do
j=1

j=1

g q
= Z 7iu(Ci\A,) + Z(Yj +a,)u(C;NA,)

j=1 Jj=1

+anM(An\(g cj)).

Como se queria demostrar. ]

Si f € M*(X,.o¢) es simple y E es un conjunto medible definimos la integral
de f sobre E con respecto a u como el nimero real extendido

J fdu= fflgdu- (6.2)
E

En los siguientes resultados se dan algunas propiedades de la integral de fun-
ciones simples no negativas.
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6.1. Definicion de la integral

Lema 6.2 Sean f,g € M* (X, .«¢) funciones simples.
(i) Si a, f = 0, entonces

J(af +/3g)du=ajfdu+ﬂjgdu-

deusfgdu.
ffd,u=0.
E

Demostracion. (i) : Supongamos que

n m
f:ZailAi y g:Zﬁlej-
i=1 j=1

(ii) Si f < g, entonces

(iii) Si w(E) = 0, entonces

Entonces
n+m

af +pg = Z Tile,

k=1

donde y, = aay, Cy =A, k=1,...ny v = BPr_pn> Ck = Br—p, k =n+1,..

Asi, la linealidad de la integral se sigue de su definicién.
(ii) : Esta afirmacién es consecuencia inmediata del lema 6.1.
(iii) : Notemos que f 1 = Z?:l a;1,. g, entonces

f fdu= ) au(A;UE)=0,
E i=1

puesto que u(A; UE) < u(E)=0,i=1,...n.

., n+m.

A continuacion extenderemos el concepto de integral a funciones medibles no
negativas. Para tales funciones la integral siempre estara definida y puede ocurrir

que ffd,uz +00.

Definicion 6.3 Sea f € M™(X,./) y (f,)) una sucesién de funciones simples medi-
bles (ver el lema 5.10) tal que 0 < f,, T f. Definimos la integral de f con respecto a

u como el nimero real extendido

f fdp= lim J fadu.

El hecho que f fdu no dependa de la sucesién que aproxima a f se sigue del:
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6.1. Definicion de la integral

Lema 6.3 (Consistencia) Sean f € M*(X,.«/), (f,) una sucesién de funciones
simples medibles, 0 < f, T f, ¥y g una funcién simple medible, 0 < g < f. Entonces

Jgdusnlggojfndu-

Demostracién. Sean {a,...,a,,} los valores de g, distintos de cero, y € > 0.
Puesto que

m
Z(ai — &) Lg (@ ((og—ertool) < frs
i=1

entonces del lema 6.2 (ii)

S ai— e u(g Ha)n 7 (@ —e,+00]) < f fdu.  (6.3)

i=1

Tomando el limite, cuando n — 00, en (6.3) y usando el hecho que g~ *({a;}) N
fit(ai—g,+00D) T g ' {a DN f (o —&,+00]) = g7 ({a;}), resulta

> (@—e) (g ({ah) < lim f fadps
i=1

La afirmacién se obtiene haciendo ¢ | 0 en la desigualdad precedente. ]

Usualmente f fdu se denota también por

deu, ff(X)du(X), Jf(X)u(dX)-
X X X

En el caso en que u sea la medida de Lebesgue A la integral f fdA se denota en
ocasiones por ff(x)dx o) ff.

Proposicion 6.1 Si f € M*(X,.o/), entonces

jfd,u = sup {f pdu : @ es una funcion simple, medible y 0 < ¢ < f} .

Demostracion. Sea 0 < g < f una funcién simple medible y (f,,) una sucesion
de funciones simples medibles, O < f,, T f. Del lema 6.3 resulta

J gdu < nlgngojfndu = ffdu-

sup {f wdu : ¢ es una funcién simple, medible y 0 < ¢ < f} < ffd,u. (6.4)

Asi,
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6.1. Definicion de la integral

Por otra parte,

ffndu <sup {f @du : ¢ es una funcion simple, medibley 0 < ¢ < f} .
Haciendo n — oo obtenemos la desigualdad contraria a (6.4). [

Si f € MT(X,.o/) y E es un conjunto medible definimos la integral de f sobre
E con respecto a u como el numero real extendido definido en (6.2).

Lema 6.4 Sean f,g € M™ (X, .«/).

(i) Si a, B = 0, entonces

J(af +/3g)du=affdu+ﬁjgdu-

deuSJgd,u.
de,uzo.
E

Demostracion. (i) : Por el lema 5.10 existen sucesiones crecientes de fun-
ciones simples (f,,) y (g,) en M*(X,.<¢) tal que convergen a f y a g, respectiva-
mente. Esto implica que la sucesién (af, +fg,) estden M* (X, &)y af, +Bg, T
af + gp. Asi, del lema 6.2 resulta que

(ii) Si f < g, entonces

(iii) Si uw(E) = 0, entonces

J(af+/3g)du = nlirgoj(afﬁﬂgn)du

= anlirgojfndu+/3nl_i)rrolofgnd,u=affdu+ﬁfgdu-

(ii) : Si ¢ es una funcion simple tal que 0 < ¢ < f, entonces 0 < ¢ < g.
Lo que implica que f pdu < f gdu, por la proposicién 6.1. Por ser ¢ arbitraria
obtenemos que (ii) es cierta, por la proposicién 6.1.

(iii) : Es claso que (f,,15) es una sucesion de funciones simples no decrecientes
que converge a f 1. El resultado es consecuencia del lema (iii) anterior y de la
definicién de la integral. ]

Lema 6.5 (Desigualdad de Chebyshev) Sean f € M*(X,. /)y 0 < p < 400,
entonces

u(F ([, +00])) < ipf
(1)

para toda r > 0. Cuando p =1 la desigualdad se llama de Markov .

frdu< - f fPdu,  (65)
rp
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6.2. Teorema de la convergencia mondtona y sus consecuencias

Demostracion. La desigualdad es consecuencia de

rPlf1(rro0]) S Lp-i(rroonf” S fP
y del lema 6.4. ]

Problema

Problema 108 Sean f y g dos funciones simples. Demostrar que f £ gy fg son
funciones simples. Mds atin, encontrar su representacion estdndar.

6.2 Teorema de la convergencia mondtona y sus conse-
cuencias

Muchas de las propiedades de convergencia de la integral se basan en el siguiente
hecho.

Teorema 6.1 (Convergencia monétona de Levi) Sea (f,,) una sucesiénen M*(X,.o/)
tal que f,, T f puntualmente, entonces

f fdp= lim J frdp.

Demostracién. Para cada n € N existe una sucesion (g, ), de funciones
simples medibles, 0 < g, T f,, cuando k — oo. La sucesién (h, ), definida
por h, = g1x V-V gy, €s una sucesion de funciones simples medibles no
decreciente en ambos indices. En efecto,

Rk =814V "V &k <&k VYV V&nkV&nt1k =M1k
Rk =81k V"V &k < 81k+1 vV V &nk+1 = Ankt1s
de lo cual se sigue que hy ;. < hyqq x < hgy1 k1. Ademds, de
fo= lim fy=lim (fy V- Vf)
= [lim (lim g, V-V lim g
< Jlim lm (g1 V-V gny)= lim Um hy;
n—oo k—s

< lim klifgo henvio) (nvic) = klggo her < f,

resulta que hy j T f. De la definicién de la integral y del lema 6.4 (ii) obtenemos
ffdu = klim J hi rdu < klim ffde < ffd,u. (6.6)

Como se queria demostrar. ]

A continuacion se presentan algunas aplicaciones del teorema de la conver-
gencia monotona.
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6.2. Teorema de la convergencia mondtona y sus consecuencias

Corolario 6.1 Sea (f,) una sucesion en M*(X,.<f), entonces

J (o= ()

Demostracidn. Considere la sucesién monotona creciente de sumas parciales

m e .
(8m)> &m = Dy fi- Asi, el resultado es consecuencia del teorema de la conver-
gencia monotona. ]

Corolario 6.2 Sea f € M™ (X, .¢), entonces
V(E)ZJ fdu, E€ 4,
E

es una medida en .f. La medida v la denotaremos por dv = f du.

Demostracion. Sea (E,) una sucesion ajena en .</,

n oo
Floze, = lm, flo = lim, zf 15 = Z;f 1k,
i= n=

Asi, el resultado se sigue del corolario 6.1. ]

Corolario 6.3 Sea f € M* (X, .«/).
€3] ffdu = 0siy sélo si f =0 u-cdg.
(i) Si ffdu < 400, entonces f < +00 u-cdq.
Demostracion. (i) : La desigualdad de Markov implica que

p(f1(0,+00]) = lim u(f~}([1/n,+00])) < lim nf fdu=0.

Por lo tanto, f = 0 u-cdq.
Reciprocamente, si f = 0 u-cdq, entonces u({x : f(x) # 0}) = 0. El lemma

(iii) implica
fdu=f fdu+f fdu=0.
{oe:f (x)=0} {o:f (x)#0}

(i) : Por ser (f_l([n, +oo]))n una sucesién decreciente de (3.6) resulta

_ . - .1
u(f+o0})) < tim u(f 1([n,+oo]))sngngo;deu=o.
En consecuencia, f < +00 u-cdq. [

Cuando no hay monotonia en la sucesion (f,,) el siguiente resultado suele ser
util.
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6.2. Teorema de la convergencia mondtona y sus consecuencias

Lema 6.6 (Fatou) Si (f,) es una sucesion en M*(X,.o), entonces

Jliminf(fn)d,u < liminf(J fnd,u).

Demostracion. Definamos la sucesién (g,,) por g,, = inf{f,, : n = m}. Nétese
que g,, es medible, lema 5.8, y g,, < f,, si n = m. La monotonia de la integral

implica que
fgmduSinf{andu ‘n> m},

f gmdu < liminf(f fndu).

Por otra parte, puesto que g, T liminf(f,,), del teorema de la convergencia mono-
tona resulta que

fliminf(fn)d,u = lingoJ gmdu < liminf(f fnd,u).

Asi, el resultado queda demostrado. ]

por lo tanto

En los ejercicios, donde sea conveniente, se puede suponer que la integral de
Riemann coincide con la integral de Lebesgue, ésto se verd en el teorema 6.6.
Problemas

Problema 109 Sea (X, .o/, u) un espacio de mediday f € M1 (X, «f) tal que u({x :
f(x)>0}) > 0. Demostrar que ffd,u > 0.

Problema 110 Suponga que f, € M (X, .o/) y lim,_, o, ffnd,u = 0. Demostrar
que

1 —_ _fn —
nlggof(l e )d,u—O.

Problema 111 Sea v(E) = fEfd,u, donde E€ .o/ y f € M (X,.o/). Mostrar que
fgd Y= ffgdu para toda funcién medible g > 0.

. 1
Problema 112 Evaluar Z::l(—l)”“n_l usando la integral fo (1+x)tdx yel
teorema de la convergencia mondtona.
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6.3. Funciones integrables

6.3 Funciones integrables

Recordemos que por M,(X,.«/) denotamos al conjunto de todas las funciones
medibles definidas en X con valores en los nimeros reales.

Definicion 6.4 Una funcion f € M.(X,.o/) se dice integrable con respecto a u si
ff*d,u <400y ff_d,u < 400. La integral de f, con respecto a U, es el niumero

real
ffdu=ff+du—Jf‘du-

El conjunto de todas las funciones en M, (X,.o/) integrables, con respecto a U, se
denotard por ¥4(X, .o/, u).

Sean f e M, (X, &) yE € .o/, talque f1; € £(X, .</, u). Definimos la integral
de f en E con respecto a u como el nimero real definido en (6.2).

Lema 6.7 Sea f € M, (X, ).
() fe’lX, o,u)siysdlosi |f|e L(X,.o,u). Ademds

deu Sflfldu-

(ii) Sea g € (X, o/, u) tal que |f| < g, entonces f € L (X, o, u).

Demostracién. (i) : Puesto que f = f*— f~ y |f| = f* + f~ la primera
afirmacion es inmediata. La segunda parte se sigue de que

Jrau] =[] rran-[ e
Jf*du+Jf_du=f If1du.

(i1) : Por la primera parte basta mostrar que |f| € £ (X, ./, u). Pero esto se sigue
de la monotonia de la integral, f If|ldu < fgd,u < 400. ]

IA

Teorema 6.2 Sean f,g € ¥ (X, .o, u).
(1)Si a, B €R, entonces af + g€ L (X, .o, u)y

J(af +/5g)du=affdu+ﬁjgdu-

deugfgdu,.
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(iii) Si uw(E) = 0, entonces

jfd,uJ:O.
E

Demostracion. (i) : Del lema 6.7 se sigue que |f|, |g] € £ (X, .«/, u). Ademas
del lema 6.2 resulta, flaf + Bgldu < flafld,u+f|ﬁg|d,u = |a|f|f|d,u+
|[5|f |gldu < +o0o. Entonces af + g € £ (X, .o/, u). Para demostrar la segunda
afirmacion primeramente notemos que

af*,  a=0, af”,  a=0,

(af)+:{ —af”, a<Oo, (af)_={ —aft, a<Oo.

fafdu = J(affdu—f(af)_du

_ {faf+du—faf‘du, a>0
B f(—af_)d,u—f(—af*)du, a<0

_ [ af ffdu—[fdw), a=0 _
B {—a(ff‘du—ff+du), a<0 ‘“de“'

De igual forma se demuestra que f Pgdu=p f gdu. Ya que
(af +B&)" —(af +Bg) =af +Pg=((af) +(B)")—((af)" +(Bg)),
concluimos, (af +Bg)" + (af) +(Bg)” = (af) +(Bg)" +(af +Bg)”. Asi

Asi

f (af +Bg) du+ J(af)_du + f(/ﬂg)_du

= J(af)+du + J(ﬂg)+du + J (af +Bg) dy.

Por lo tanto,

-
J(af +pg)du ) (af +/3g)+du—J (af +Bg) du

-
= ) (af ) du— J (af) du+ J(ﬂg)+du — J(ﬂg)‘du

-
= ] afd,u+f[3gdu=affd,u+[5fgdu.

(ii) : Puesto que 0 < g — f, entonces 0 < f(g—f)d,u =fgdu—ffd,u.
(iii) : Puestoque f1p; = (f15)"—(f1g)” = 1gf T —1gf ", el resultado se sigue
el lema (iii). ]
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Corolario 6.4 Sean f,g € M, (X, o).

(0)Sif =gu-cdqy g € £ (X, .o, ), entonces f € £ (X,.o,u)y [, fdu= [,gdu
paratoda A€ .

(iD)Sif,eeX, d,u)y fAfd,u = ngd,u para toda A € .o/, entonces f = g
u-cdq.

Demostracién. (i) : Sean B = (f — g) '({0}) € . yA € .«/. Del teorema
anterior (iii) deducimos

f(f —g)du =f (f—g)du+f (f —g)du=0.
A ANB ANB¢

(i) : Notese que

J fdu= J gdu < +o0o,
(F=)1((0,+00)) (F—8)1((0,400))

por lo tanto,
f Lr—g)1((0,+00) (f —g)du=0,
lo que implica que 1(f_g)-1((0,+00)) (f —&) = 0 u-cdq. Puesto que
(f —&)7'((0,+00)) C {x €X : 1(s_g)1((0,+00)) (f — &) (x) #0}
entonces W ((f —2)74((o, +oo))) = 0. Es decir, g = f u-cdq. De forma similar se

ve que g < f u-cdq. [

Problemas

Problema 113 Sean u y v medidas finitas en (R, 8(R)) tal que ffdu, = ffdv
para toda funcién continua y acotada f. Demostrar que y = v.

Problema 114 Sea (X,.«/,u) un espacio de medida o-finitoy f,g € M, (X, .«).
Si fAfdu = ngdu para toda A € .o, entonces f = g u-cdq. (Ayuda, aplicar el
teorema 3.3).

Problema 115 Sean f € ¥ (X,.«/,u)y € > 0. Demostrar que existe una funcion
simple medible ¢ tal que

If —pldu<e.

Problema 116 Si f € £ (X, ./, u) demostrar que no se sigue en general que f2 €
£(X, .o, u)
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Problema 117 Sea (f,) una sucesién en M*(X,.o/) tal que f, | f, y ffldu <
+00. Demostrar que lim,,_, o, ffnd,u = ffd,u.

Problema 118 Sea (f,,) una sucesion en M,.(X, .</) tal que fA sup{|f,| : n € N}du <
+00, con A € /. Demostrar que fA limsup(f,)du = lim sup(fAfnd,u).

Problema 119 Seanh,g € ¥ (X, .o/, u)y f unafuncién medibletalqueh < f < g.
Demostrar que f € £ (X, .o/, ).

Problema 120 Sea f una funcién definida en X con valores en los niimeros com-
plejos. SiRe(f), Im(f) e £ (X, .o, u) decimos que f es integrable y definimos

ffdu= JRe(f)duﬂf Im(f)du.
Demostrar que f es integrable siy sélo si |f | es integrable, en cuyo caso

deu SJIfldu-

Problema 121 Sea f € £ (R, B(R), A). Demostrar que la funcién g : [0,+00) —
R definida por

g(t) = SHPU If (e +y)=F () dAX) - y| < f}

es continua en t = 0.

Problema 122 Sea g una funcion medible tal que U gf du| < 4090, para toda
funcion integrable f. Demostrar que g es acotada u-cdq si u es o-finita. El resultado
es falso si 4 no es o-finita.

Problema 123 Sea f € ¥ (X, .o/, ). Demostrar que para todo € > 0 existe 6 (f,€) >
0 tal que para todo E € .« que cumple u(E) < &, se tiene

f Ifldu <e.
E

Problema 124 Sea (X, .</, u) un espacio de probabilidady f una funcion real medi-
ble. Demostrar que existe m € R tal que u(f 1 ((—oo, m])) > 1/2y u(f ~([m, +00)))
> 1/2. (m se llama mediana.) ¢{Cudndo es m tinica?.

Problema 125 Sea f € ¥ (X, .o/, u). Demostrar que existe una funcién h : [0, +00) —
R creciente, tal que lim,_, o, h(x)=+0c0 y f |f (GRS (x)DIu(dx) < +o0.
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6.4 Teorema de la convergencia dominada

El siguiente resultado junto con el teorema de la convergencia monétona forman
parte de las propiedades més importantes que tiene la integral de Lebesgue.

Teorema 6.3 (Convergencia dominada de Lebesgue) Sean (f,) C M, (X, /)y
(gn) € Z (X, .o, u) sucesiones que convergen a f y a g, respectivamente. Si |f,| <
g nEN, ylim,_, f gndu = f gdu < +oo, entonces f € £ (X, o, u)y

nlirgoj |fn—fldu=0.

f fdp= lim J frdp.

Demostracion. La medibilidad de f es inmediata y la integrabilidad se sigue
de que

En particular;

fl= lim |fp] < lim g, =g.

Aplicando el lema de Fatou a la sucesién no negativa (g + g, — |f — fu|),, resulta
que

Asi,

f(2g—limSUP(|f—fnl))d.uSZJgdu—limSUP(f If—fnld.u),

por lo tanto,

limsup (J |f —fnldu) < J limsup (|f — fu|)du = 0.

La ultima afirmacion se sigue de que

limsup(de,u—ffnd,uD < limsup (f |f —fn|d,u).

Como se queria demostrar. ]

Teorema 6.4 (Lieb) Sea (f,) una sucesion en ¥ (X, .o/, u) que converge a f €
% (X, .d,u), entonces

lim. U Ifnldu—f Ifldu—f Ifn—fldu‘
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=nlirgofIInt—IfI—Ifn—fIIdu=0- (6.7)
Si ademds
nlirgof Ifnldu=J fldy,
entonces
nlggof |f = faldu=0. (6.8)

Demostracion. Debido a que

U IntdM—J IfIdM—J |fa=fldu

entonces basta verificar la segunda igualdad en (6.7). Noétese que lim,_, o | |f;,| —
|f1—1fn—f1]=0. Usando la desigualdad del tridngulo y que | |a|—|b| | < |a—Db]|,
a,b € R, obtenemos

Wl =1f 1= 1fu = flI

< f Wful = 1F 1= 1fu— fll dus,

fal = 1fa = FII+1f
[fa = =N+ If1=2111.

Asi, (6.7) se sigue del teorema de la convergencia dominada. Por otra parte, de
la desigualdad

Jlf—fnldu < U If—fnldu+f Ifldu—f Ifnldu‘
Jlfnldu—flfldu

se sigue el limite (6.8). ]

<
<

+

>

Problemas

Problema 126 Sean (h,), (f,,) y (g,) sucesiones en £(X, .o/, ) que convergen a
h, f y g, respectivamente. Si h, < f, < g, n € N, limn_,oofhnd,u = fhd,uy

lim,,_, o0 f g du = f gdu demostrar que lim,,_, o, ffnd,u = ffd,u.
Problema 127 Sea f € 4([a,b],%([a,b])*,A). Demostrar que

hlO

limf [f(x+h)—f(x)]A(dx)=0.
[a,b—h]

Problema 128 (Lema de Scheffé) Sea (f,) una sucesién en & (X, ./, u) que con-
verge a f € ¥ (X,.o/,u). Demostrar que si f, = 0, n € N, y lim,,_, o ffnd,u =

ffd,u, entonces lim,_, o, f |f,—fldu=0.
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Problema 129 Sea f € Z(X, .o/, u) tal que fEfdu < M < +00 siempre que
U(E) < +00. Demostrar que ffd,u <M.

Problema 130 Sea (f,,) unasucesionen £ (X, .«/,u)talque0 < f, < 1, lim,_, o, f, =
1ypara algin E € o de medida finita, f,(x) = 1, para cualesquieran € Ny x € E°.
Demostrar que lim,,_, f(l — fo)du =0.

Problema 131 Sea f :[0,1] — R, continua. Demostrar que

lim n f (x)exp(—nx)dx = f(0).

n—oo [0’1]
Problema 132 Cdlcular el limite
1+ nx?
lim f —mzcdx
n—o00 [0.1] (1 +x )n

Problema 133 Sean v : R — R una funcién continua, a,b € R, y k € N tal que
[ (x)| < a + b|x|* para toda x € R. Hallar

(l) limn—>oo f[l/n,+oo)l,l)(.X’)eXp(—Tlxz)dX,
(i1) lim,, oo |, 0.100y ¥ () exp(—nx2)dx.

Problema 134 Demostrar las siguientes convergencias:
(i) f[1,+oo) exp (—t)log (t)dt = lim,_, f[m [1—(t/n)]"log(t)dt,
(ii) f[o,l]exp(—t)log(t)dt = lim,_, 00 f[o,l][1—(t/n)]nlog(t)dt.

Problema 135 Sea (f,,) una sucesion en & (X, .</, u) tal que

Zf [fuldp < +oo0.
n=1

. oo . . .7
Demostrar que la serie Y. 11 Jn converge casi donde quiera a una funcién f € £(X,

o, u)y -
deu=2ffndu.
n=1

Problema 136 Sea f : X — R medible. Si f € ¥ (X, ./, u) demostrar que
f fdu= nlggoj ((f AV (=n))dp.
Reciprocamente, si
sup {J [((f An)V(—n))|du:ne N} < 400
demostrar que f € & (X, .o, ).
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Problema 137 Suponga que (f,) ¢ Mt (X, .«/), (f,,) converge a f y que

ffd,uz lim and,u < +00.
n—,oo

Demostrar que

J fdu= lim f fadu
E = Jg

para cada E € .of. Ademds, demuestre que esto puede fallar si la condicién

lim ffnd,u <400

n—oo
no se cumple.

Problema 138 Encontrar un espacio de medida (X, .«/, ) y una sucesién (f,) en
(X, .o, ) tal que limy,_oq fr = 1y limy,, o0 [ (f = (f)*)dp = +00.

Problema 139 Sea f € £([0,1],Z([0,1])*, A) tal que f[o 1]fdﬂt # 0. Demostrar

que existe una funcién medible g tal que f[o 1 |fgldA < +o00 y f[o 1 If |g2dA =
+00.

Problema 140 Sea f, = n_ll[n’n +1) 1 € N. Demostrar que lim,_,, f fndA =

flim,Hoo fndA, pero que no existe una g € Z(R, B(R), A), tal que |f,| < g A-cdq.

6.5 Algunas aplicaciones del teorema de la convergencia
dominada

6.5.1 Teorema de cambio de variable

Consideremos dos espacios medibles (X, .«) y (Y, 9). Sea T : X — Y una funcién
/-3 medible. Si u es una medida en ./, definamos la medida uy en 9 como

ur(B)=u(T7'(B)), Be A. (6.9)

La medida u; se llama medida inducida por T en Y (si (Y, B) = (R, B(R)) la
medida uy se llama distribucién de T). La férmula y = T (x), puede pensarse
como un cambio de la variable x a la variable y via la funcién medible T.

Teorema 6.5 Sea f € £ (Y, B,ur), entonces foT € L (X,.o/,u)y

deuT = J(f o T)du. (6.10)
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Demostracion. Si f = alg, a €R,y B € 9, entonces
ffdMT = aur(B)= aM(T_l (B))

= J alragydu = f (algoT)du= f (f o T)dp.

Usando a continuacién la linealidad de la integral vemos que el resultado se
cumple para funciones simples. Si f es una funcién medible no negativa debido
al lema 5.10 existe una sucesion creciente (f,,) de funciones simples medibles tal
que 0 < f,, T f. Por el teorema de la convergencia mondtona obtenemos

de.u'T = lim and.uT = lim J(fnoT)du

= fnlirgo(fnoT)du=J(f°T)du-

El caso general se sigue de descomponer a f como f = f*—f~. ]

Problema

Problema 141 Sean (X,.«/), (Y, %) dos espacios medibles y T : X — Y, f :
Y — R funciones .«/-B y %B-B(R) medibles, respectivamente. Suponga que la
medida ur, definida en (6.9), es o-finitay f oT € ¥ (X, .o/, u). Demostrar que
fe% (Y, B,ur)y que se cumple (6.10).

Problema 142 Astimanse las hipétesis del teorema 6.5, donde (Y, B) = (R, 8(R)).
¢Ctial es la relacion entre la medida inducida por T en (R, 8(R), 1) y la medida de
Borel-Stieltjes generada por la funcién f(x) = u (T‘l (—o0, x]))?.

6.5.2 Comparacion de la integral de Lebesgue y la integral de Rie-
mann

Usaremos la caracterizacién de Darboux de la integral de Riemann para obtener
un criterio de integrabilidad para la integral de Riemann.

Sea [a, b] un intervalo cerradoen Ry f : [a, b] — R una funcién acotada. Por
una particion P de [a, b] entendemos un conjunto finito de puntos {tg, t,..., t,},
talquea =ty <t; <---<t,=b. Lanorma |P|dePesmax{tj—tj_1 j= 1,...,n}.
Para cada particion P de [a, b] definimos

mjzinf{f(x):tj_l <x< tj}, szsup{f(x):tj_l <x< tj},

para cada j =1,...,n, y definimos las funciones escalonadas

gP_Zm 1(t11t GP_ZMl(tjltJ]
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Las sumas inferior y superior son,
n n
Lof =2 my(t;=t;1), Upf =D M;(t;—t;),
j=1 j=1

respectivamente. Decimos que f es Riemann integrable si
supLpf =infUpf (6.11)

donde el infimo y el supremo se toman sobre todas las particiones P de [a, b].
El valor comtn en (6.11) se llama integral de Riemann de f y se denota por

f ab f(x)dx. Recordemos (teorema 13.1 en [29]) que f es Riemann integrable en
[a,b] si y sdlo si para toda & > O existe una particion P, de [a, b] tal que Up f —
Lp f <e.

Consideraremos el espacio medible ([a, b],Z ([a,b])*, A*), Z ([a,b])* es la
o-algebra de Lebesgue y A* es la medida de Lebesgue. Ya que gp y Gp son fun-
ciones simples medible, resulta

f gpdl* = Lpf, Gpdl* = Upf (6.12)
[a,b] [a,b]

Teorema 6.6 Sea f :[a,b] — R una funcion acotada.
(i) Si f es Riemann integrable, entonces f es Lebesgue medible y

b
f flx)dx = fdAx.
a [a,b]

(ii) f es Riemann integrable si y solo si f es continua A*-cdq.
g Y q

Demostracion. (i) : Si f es Riemann integrable, entonces existe una sucesion
de particiones (Py) de [a, b] tal que Up, f — Lp f < k~!y P, es un refinamiento
de P, (es decir, P, C P,,1), para cada k € N. Esto implica que

gp, < 8p < <f<-<Gp <Gp.

Por lo tanto, los limites g = limy_,o &p,, G = limy_, o Gp, existeny g < f < G.
Por el teorema de la convergencia dominada (| gp, { s |ka| < M1, ), donde M =
sup{|f (x)| : x € [a,b]}) y (6.12),

Jim Ly f = lim J gr,dN" = J gda,
a [a,b]

[a,b]
lim Upf = lim f Gp dA* = f GdA™.
k—o0 k— o0 [a,b] [a,b]
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Veamos que limy_,oo Up f = infUpf, de igual forma se puede demostrar que
limy_, oo Lp f =supLpf. Sea ¢ > 0, existe ky €N, tal que kal <e. Sik >k,

. 1 1
Upkf _lnfUpf = Upkf —Suprf < Upkf _kaf < E < k_ <E.
0

Usando de nuevo que infUpf =sup Lpf resulta
J (G—g)dA* = lim Up f — lim Lp f =0.
[a,b] k—o0 k— o0

Lo que implica que, G = g A*-cdq, por el corolario 6.3, en particular, f = g
A*-cdgq. Ya que g es el limite de funciones simples medibles, g es medible y
(la,b],Z ([a,b])*, A*) espacio de medida completo, implica que f es medible
(lema 5.11). La igualdad con la integral de Riemann se sigue de

b
fdrs = J gdA* = lim Lp f Ssuprf=f f(x)dx
[a.b] k— o0 a

[a,b]

= infUpf < lim Up f = GdA* = fdar.
k— o0
[a,b] [a,b]
(i1) : Supongamos que f es Riemann integrable. Usando los resultados y la
notacién de (i) tenemos que ¢ = f = G A*-cdq. Sea x ¢ U2, Py, tal que
g(x) = f(x) = G(x). Veamos que f es continua en x. Dado &£ > 0, existe
k € N tal que
|g() —gp ()] <&, [GL)—Gp (¥)] <,

donde P, = {tlg,...,tﬁk}. Supongamos que x € (tf_l,tf), ie{l,...,n} ysea

o= (x—tff_l)/\(tf—x). Si0 < |x—y|<§, entonces

G(y)—e < G(y)—(Gp, (x) =G (x))
Gx)—(Mf =G (y)<Gx)=f(x)=g(x)
g(x)+(g()—mf) =g () +(g(x)—gp, (x))
g)+e<f(y)+e,

fly)—e

IAIA

es decir, |f(x)—f(y)| <e,si0<|x—y| <&. En consecuencia f es continua en
(U, P N {x €[a,b]: g (x) = f (x) = G(x)}.

Reciprocamente, supongamos que f es continua A*-cdq. Sea (P;) una suce-
sion de particiones de [a, b] tal que |P,| — 0, cuando k — 00, y P;,; es un
refinamiento de P;. Definamos las funciones g y G como en la parte (i). Veamos
que g = f A*-cdq. Sea x € (a, b] tal que f es continua en x. Dado & > 0, existe
6 > 0 tal que

si0<|x—y|<6,entonces |f(x)—f(y)| <e/2. (6.13)
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Puesto que |P,| — 0, k — o0, existe k; € N, tal que si k > kq, |P| < &. Por
otra parte, g(x) = lim;_, o, gp (x), implica que existe k, € N, tal que si k > k,,

|g(x)—gp (x)| < &/2. Sea ks =k, Vky. Asi, x € (tfﬁl, tfg‘] C(x—06,x+0), para
algini e {1, . -->”k3}- De (6.13) obtenemos que

fe=2 <fO, ye[efef],

lo que implica que
f(x)—g < inf{f(y) ty € [tfﬁl, tf3]} = mf3.

Asi,
=g < |F00—ga, ()] + [gn, () —800)
|7 G0y = ml

£
2

= €.

€
+gn, ) —gt0)| < £+
De igual forma se demuestra que f = G en los puntos de continuidad de f. Puesto

que g, G son medibles y ([a, b],Z ([a,b])*, )L*) es un espacio medible completo,
tenemos que f es medible, lema 5.11, mds atn integrable, pues estd acotada.

Ademas,
f gdl*=f fdl*=f GdA*,
[a,b] [a,b] [a,b]

Am WUpf = Lpf)= lim Up f = lim Ly f = - GdA* — ﬁa ; gdA=0.

es decir,

Sea € > 0, existe k, € N, tal que
0 S lnfUPf _Suprf S UPkOf _LPkOf <E.

Por lo tanto, infUpf =supLpf. Asi f es Riemann integrable. ]

Problemas

Problema 143 Sea f : [a, b] — R Riemann integrable. Demostrar que

b n
J; f(x)dx:nl_iglob%aéf(aJrkb;a).

Esto significa que la integral la podemos interpretar como un limite de promedios.
¢Esta propiedad se cumple para las funciones Lebesgue integrables?
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Problema 144 Sea f :[a, b] — R una funcion Lebesgue integrable y tal que f[a x]fd/l* =
0 para toda a < x < b. Demostrar que f =0 A*-cdq.

Problema 145 Dar un ejemplo de una sucesién de funciones f,, : [0,1] — R Rie-
mann integrables, tal que |f,| < M y f = lim,_, . f,, sea Lebesgue integrable pero
no Riemann integrable.

Problema 146 Encuentre una funcién f : [0,1] — R que sea Riemann integrable
y su conjunto de discontinuidades no sea numerable.

Problema 147 Una funcién f : [a,+00) — R se llama Riemann integrable im-
propiamente si es Riemann integrable en [a, b] para cada b > a y el limite limy,_, o
fabf (x)dx, denotado por f:oof (x)dx, existe. Sea f :[a,+00) — R una fun-
cién Riemann integrable en [a, b] para toda b = a. Demostrar que f es Lebesgue
integrable si y solo si |f| es Riemann integrable impropiamente en [a,+00). Mds
atn, en este caso f[a,+oo)fdk* = faoof (x)dx.

Problema 148 (Continuacion) Dar un ejemplo de una funcién f : [a,+00) = R
Riemann integrable impropiamente tal que |f | no lo sea.

Problema 149 Sea f : R, — R, una funcion decreciente e integrable. Demostrar
que lim,_, o, xf(x) =0.
6.5.3 Diferenciacion bajo el signo de integracion

Otra propiedad de la integral de Lebesgue es que permite el intercambio de la
derivada y la integral de una manera relativamente “sencilla”.

Teorema 6.7 Sea f : X x[a,b] — R, tal que:
(i) Para cada t € [a, b], f (-, t) es medible.

(ii) Existe ty € (a, b) tal que f (-, ty) € L (X, ., u).
(iii) Para cada x € X, f (x,-) es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b).

(iv) Existe g € £ (X, .</, u) tal que ‘g—{ (G, t)‘ <g().
Bajo estas suposiciones, la funcion
F(t)= ff (x,t)du(x), te(a,b),

esta bien definida, es diferenciable en (a,b) y

dF . d _(ef
E(t)_dtff(x’t)d“(x)_f at(x,t)du(x). (6.14)
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6.5. Algunas aplicaciones del teorema 6.3

Demostracion. Hay que mostrar que f (-, t) es integrable. Para ver esto us-
aremos el teorema del valor medio. Seanx € X y t € (a, b) \ {to}. Entonces existe
un s, entre t y t, tal que

fleD—Ff(x,t) 3f

t—to - ot

(x,8%),
lo que implica que

f G, O < 1f Cx, to)| + [t —tol g ().

Asi, |f (-, )] < If (-, tg)| + (b —a) g, por lo tanto, f (:,t) es integrable.

Para que (6.14) tenga sentido es necesario ver que % (x, t) es una funcién
medible para cada t € (a, b). Esto se sigue del hecho de que para cada t € (a, b)
existe una sucesion (t,) en (a, b)\ {t} tal que t, — t,

af [ G, t)—f (x, 1)

ha eX.
at t,—t

(x,t) = lim
n—oo

Asi, la medibilidad de % (-, t) es consecuencia de la medibilidad de las funciones
(t, =) (f (-, t,)—f (-, 1)), v del corolario 5.1.

Seat € (a, b)y(t,) cualquier sucesién en (a, b) \ {t} tal que t,, — t. Aplicando
de nuevo el teorema del valor medio, existe un r, entre t, y t tal que

f(X, tn)_f(x: t) af

== (x,r
— Lr

At < g(x).

Por el teorema de la convergencia dominada,

lim Flt)=F(©) = lim ff(x, t:):{(x’t)d.u(X)

n—o0 tn— t n—oQo

_ f lim £ t”):{(x’t)du(x)

n—o00 t,

of
JE(X’ t)du(x). (6.15)

Si F no fuese diferenciable en algin t € (a, b) existiria una sucesién (t,) en
(a, b)\ {t} tal que (6.15) no se cumpliria (ver el ejercicio 150). Asi, F es diferen-
ciable. ]

Enseguida se vera cdmo se usa el teorema precedente para calcular integrales
de Riemann impropias (ver el ejercicio 147):

Proposicién 6.2 (Euler) f OOO e dx = J/2.
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6.5. Algunas aplicaciones del teorema 6.3

Demostracion. Sean f, g : [0,+00) — R definidas por

£ 2 L o—t2(x*+1)
= —d = —d
f(t) UO e X) y g(t) JO a1 X

20,2
e t*(x=+1)

Nétese que

1
< <1, 6.16
T x24+1 ( )

x2+1

por lo tanto g esta bien definida y
F) e—tz(x2+1)
ot ( x2+1 )

para cuzalesquiera t>0y0<x <1 (hemos usado que 27/“ es el punto maximo
de te™"", t > 0). Del teorema 6.7 se sigue que para toda t > 0

1 20,2
Kl et (x*+1)
t) = — | ———— |dx
&) J;) 8t( x2+1
1
= —2e_t2f te X" dx
0

t
) 2
= —Zetfexdx.
0

Asi, calculando la derivada de f es fécil ver que f'(t)+g’(t) = 0, para toda t > 0.
En consecuencia

—_ ’—Zte_tz(xzﬂ)

< ‘/Ee—l/Ze—tzxz < \/Ee—l/z’

1/2

f(t)+g(t)=c, paratoda t > 0. (6.17)
Por la continuidad de f y g, se sigue que f(t) + g(t) = ¢, para toda t > 0. En
particular,

-1 1 TT
=tan " x|.= —. 6.18
| 2 (6.18)

0

1
X
c=f(0)+g(0)=J0 —

Por otra parte, para cualesquiera0 < x <1yt >0,
e—tz(x2+1)
lim ——— =0.
t—oo  x2+41
Entonces, del teorema de la convergencia dominada, ver (6.16), concluimos que
lim,_, oo g(t) = 0. Asi, de (6.17) y (6.18),
o) 2
e_xzdx) .

De lo cual se obtiene en particular la integrabilidad de e, ]

7= im0+ ()= U

0
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6.5. Algunas aplicaciones del teorema 6.3

Problemas

Problema 150 Sea f : R — R. Demostrar que lim,_,, f(x) = L si y sdlo si para
toda sucesion x,, = a, n — 0o, se cumple que f(x,) — L, n — o0.

Problema 151 Sea (X,.«/,u) un espacio de medida, E un espacio métricoy f :
X x E — R. Suponga que:

(i) Para cada t € E, f (-, t) es medible.

(i1) f (x,-) es continua para cada x € X.

(iii) Existe g € £ (X, .o/, u) tal que para cada t € E, |f (x,t)| < g(x) para casi
toda x € X.

Demostrar que F : E — R, definida por

F(t)=ff(x,t)dM(X),

esta bien definida y es continua.

Problema 152 Sea n € N. Demostrar que

o
J x"e ™ dx = nl.
0

Problema 153 Demostrar que para cada t > 0,

O _—x __ —xt
f de =logt.
0 X

Problema 154 Demostrar que

Problema 155 Para cada t > 0 sea

L
—1
F(t)ZJ X~ dx.
o logx

Evaluar la funcién F.
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Chapter 7

Descomposicion de medidas

La diferencia esencial entre la nocién de medida y medida signada (o con signo),
radica en que una medida signada no necesariamente toma valores no negativos
como lo hace una medida. Entre los resultados mas importantes de este capitulo
se destaca el teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym. Este teorema tiene diversas
aplicaciones, una de ellas es que permitird determinar los funcionales lineales en
los espacios L?, hecho que se presentara en el capitulo 8.

7.1 Medidas signadas

Definicién 7.1 Sea (X,.o/) un espacio medible. Una funcion v : ./ — R se llama
medida signada si:

(i) v(@) =0.

(ii) v toma a lo mds uno de los valores —o0 0 +00.

(iii) Si (E;) es una sucesion ajena en .o/, entonces

V(GEi):Zv(Ei). (7.1)

i=1 i=1

Siv (Ui‘flEl-) € {—o00, +00} entonces se asume que 221 v (E;) es propiamente
divergente, es decir, la suma de la serie no depende del arreglo de los sumandos.
Por otra parte, si IV(Ul?flEi)I < +00, entonces Zlojl v (E;) converge absoluta-
mente. En efecto, definamos los conjuntos

E+ — Ei: 1)(Ei) = O)
L Q: V(Ei) < O’

E =

1

Ei: 1)(Ei) < O)
J, 'V(Ei) = 0.
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7.1. Medidas signadas

Nétese que las colecciones {E;r :1 €N}y {E; :i €N} son ajenas. En efecto,

E;NE;, v(E)=0,v(E;
Eng, v(E)>0,v(E
@NE;, v(E)<O,v(E
ong, v(E)<O, v(E

>

AT —
E/NE; =

Asi,
oo oo oo
v(UEi*) - v(UEi_) = v(UEi) ER.
i=1 i=1 i=1

El hecho de que v toma a lo mas uno de los valores —00, +00, implica que

Asi

oo

STvE =D v(E) =D v(E7) < +oo.
i=1 i=1

i=1

Por lo tanto, la suma Zf:o 1 v(E;) no depende del orden de los sumandos (ver el
ejercicio 156).

Ejemplo 7.1 Sean u,, u, medidas en (X,.«/). Si al menos una de las medidas u;
es finita, entonces v = 1 — U, es una medida signada. En particular, si u es una
medidaen (X, o)y f € £ (X, ., u), entonces

V(E)=f fdu=J f*du—J f=du,
E E E

es una medida signada. Esta medida signada usualmente la denotaremos por dv =

fdu.

Las medidas signadas tienen propiedades similares a las de las medidas. Por
ejemplo:

Lema 7.1 Sea v una medida signada en (X, .«/).
(i) SiE,Fe.o/, ECFyv(E)¢ {—00,+00}, entonces

v(F\E)=v(F)—v(E).
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7.1. Medidas signadas

(ii) Si (E,) es una sucesion creciente en .«f, entonces
oo
V(U En) = lim v(E,).
1 n—,oo
n=

(iii) Si (E,) es una sucesion decreciente en .o/ tal que para agiin ny € N |V(En0) | <

+00, entonces
oo
v(ﬂEn) = nlingo v(E,).
n=

La demostracion de las dos primeras afirmaciones es andloga a la dada en los
lemas 3.1 y 3.2 para medidas. La tercera afirmacion se sigue, de la primera parte
del lema anterior, al notar que

por lo tanto, |v(Ey)| < +00, k > ny.

Definicion 7.2 Sea v una medida signada en (X, .«/). Un conjunto E € .o/ se llama
positivo (negativo, nulo) para vsi v(F) = 0 (v(F) <0, v(F) = 0, respectivamente)
para todo F € ./, tal que F C E.

Lema 7.2 Cualquier subconjunto medible de un conjunto positivo es positivo, y la
union contable de conjuntos positivos es positivo.

Demostracion. La primera afirmacién es consecuencia inmediata de la defini-
cién. Veamos la segunda. Sea (P;) una coleccién contable de conjuntos positivos.

Definamos la sucesién (Q;), por Q; = P; y Q; = Pi\(uj.;lle), parai > 2. Si
F Cc U, P;, entonces v(FNQ;) > 0, pues FNQ; C P;, asi

v(F) = v(Fﬂ GPi)
i=1
V(G(FﬂQi)) => w(FNQ)=0.
i=1

i=1

Como se queria demostrar. ]
El resultado presedente se vale también para conjuntos negativos.

Teorema 7.1 (Descomposicion de Hahn) Si v es una medida signada en (X, .</),
entonces existe un conjunto positivo P y un conjunto negativo N tal que X =P UN
yPNN=@.
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7.1. Medidas signadas

Demostracién. Supongamos que v no toma el valor —oo, en caso contrario
tomamos a —v. Sea ¢ = inf{v(E): E € .¢/}. Tomemos una sucesion (c,) tal que
€1,C9,... 4 €. Sea (E;) una sucesion en ./, tal que —oo < v(Erll) < ¢y, n €N,
Definamos la sucesién (A}l) por Al1 = E11 y, para n > 1, definamos

1 1 1
A { A v(ErllH\A?) >0,
n An U En+1’ 1)(En-i—l\An) <0.

De la definicion de (A}l) tenemos que A}l Tyw (A}l) l. Mas aun, para cadan € N,

v(ENAL) > 0. Asi
v(E1nAl) < v(ENAL) +v(E nAL) = v(E}) <c,. (7.2)
Sea By =U>2 1A§z' Entonces por el lema 7.1, tenemos que
v(B;) = nlirrolo "(Ai) < v(A%) = v(Ell) <cy.
Puesto que E; NA! C Al C By, de (7.2) resulta que
c<inf{v(E):ECB;, E€e #}<v(E!)<c, neN.

Asi, c =inf{v(E): E C By, E € ./} . Para el siguiente paso consideremos la suce-

sion ¢y, c3,... | c. Existe una sucesion (Eﬁ) en .o/, tal que Er21 CB;y v(E,%) < cp,

n > 2. De manera similar a (A}l)n21 se define la sucesion (Afl )n22 . Asi, obtenemos

un conjunto By = U2,A%, talque By C By, v(By) < cyyc =inf{v(E) : E C By, E € .o/}.
De esta manera, obtenemos una sucesion (B,,) en .«/, tal que B,, |,

v(B,)<c, v c=inf{v(E):ECB,,E€ .}, neN.

Sea N =N72, B, entonces (—o0 < v(B,) < ¢,)

oo
c< v(n:1Bn) = nlggo v(B,) < nlirgo Cp-
Por lo tanto, 0 > v(N) = ¢ > —oo. El conjunto N es negativo. En efecto, si
E Cc Ny v(E) > 0, entonces ¢ = »(N) = v(N\E) + v(E) > v(N\E), lo que
contradice la definicién de c. Sea P = X\N y E C P. Si v(E) < 0, entonces
y(NUE)=v(N)+ v(E) < v(N) =c, lo que contradice la definicion de c. Asi, P
€s un conjunto positivo para v. ]

La descomposicion X = PUN de X como unién ajena de un conjunto positivo
y un conjunto negativo se llama descomposicion de Hahn. En general, la descom-
posicion de Hahn no es tnica. Por ejemplo, si M es un conjunto nulo para v,
entonces P UM, N\M es una descomposicién de Hahn para ».
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7.1. Medidas signadas

Lema 7.3 Sea v una medida signada en (X, .«/)y P;,N, y P,,N, descomposiciones
de Hahn para v, entonces

v(ENP)=v(ENPy), v(ENN;)=v(ENN,), E€ .«.

Demostracion. Ya que P;\P, C P; y P;\P, C N,, entonces P;\P, es un con-
junto positivo y negativo, por lo tanto nulo. Andlogamente, P,\P; es nulo; asi,

v(EﬂPl) = V(Em(Pl\Pz))+ V(Em(lepz))
= v(ENP\P))+v(EN(P,NP))=v(ENP,).

El caso para conjuntos negativos es similar. ]

Como consecuencia de este resultado tenemos que los siguientes conceptos
estan bien definidos.

Definicion 7.3 Sea v una medida signada en (X, .«/)y PN una descomposicién de
Hahn para v. Las variaciones positivas y negativas de v son las medidas v*, v,
respectivamente, definidas como

yvW(E)=v(ENP), v (E)=—v(ENN), E€ «.
La variacién total |v| es la medida
[v|(E)=v'(E)+ v (E), E€ ..
Claramente tenemos que
v(E)=v"(E)—v (E), E€ .

Esta descomposicién de v se llama descomposicion de Jordan . Ademads nétese que
|v(E)| < |v|(E), para cada E € .«

Definicion 7.4 Una medida signada v en (X, /) se llama finita (o-finita) si |v| es

finita (o-finita).
Teorema 7.2 Si f € £ (X, .o, u), entonces las variaciones de dv = f du son:
dv®=fTdy, dv-=f"du y d|v|=|f|du.
Demostracién. Sea P = f 1 ([0,400)) yN =P = f 1 ((—00,0)). SiE,F €

./, son tal que E C P, F C N, entonces v(E) > 0y v(F) < 0. Asi, bN es una
descomposicién de Hahn para v. El resultado se sigue de la definicién de v*, v~

y [ ]
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7.1. Medidas signadas

Definicion 7.5 Dos medidas signadas uy v en (X, .« ) se llaman singulares si exis-
ten E,F € o, talque ENF =@, EUF =X, E es un conjunto nulo para u, y F es
un conjunto nulo para v. Esta relacion la denotaremos por

ulow,

y diremos que u es singular con respecto a v (respectivamente, v es singular con
respectoa u, v L u).

Nétese que u L vsiysélosi |u|(E)=0y |v|(F)=0.
Teorema 7.3 Sea v una medida signada en (X, .o/ ). Para cada E € .o/ se tiene

vt (E) = sup{v(F):Fe€ .o, FCE},

v (E) = —inf{v(F):Fe ., FCE},

[v|[(E) = sup{Z|v(Fj){ :{Fy,...,F,} C &, ajenos, UFJ CE, neN}.
j=1 j=1

Demostracién. Sea (P,N) una descomposicién de Hahn para vy E € .«
Denotemos por 7)(E) el lado derecho de v*(E). Asi v (E) = v(PNE) < n(E). Por
otra parte,sea F CE,F € .,

w(F)=v"(F)—v (F) < v'(F) < v'(E),

por ende n(E) < v"(E).

Para la segunda igualdad basta notar que v~ = (—»)".

Sea ahora 1(E) la parte de la derecha en |v|(E). De la descomposision de
Jordan tenemos

[vI(E) = |v(ENP)[+ |v(ENN)| < n(E).

Para la otra desigualdad consideremos {Fy,...,F,} C .« ajenosy U;.llej CE,
n n
DIEN < D IVEE)+ v (F)]
i=1 i=1

= > IF)
i=1

IWI(U,F,) < |VI(E).

Lo que implica n(E) < |v|(E). (]

Teorema 7.4 Sean u, v medidas (o medidas signadas finitas) en (X, .«/). Las fun-
ciones

(uv»)(A) = sup{uw(B)+ v(A/B):Bec .«/,BCA},
(uAv)A) = inf{u(B)+ v(A/B):B € .«/,B C A},

son medidas (medidas signadas finitas) en (X, ./ ).
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7.1. Medidas signadas

Demostracion. Veamos que uV v es medida (o medida signada finita), andloga-
mente se trabajo con u A v. Si u y v son medidas signadas finitas, entonces
[(uV )| < |ul(X)+ |v|(X), para cada A € .o/. Puesto que @ C 0, es claro
que (u Vv v)(#) = 0. Sean (A,) una sucesién ajena en .«/. SiB C U ° A, B € ./,
entonces

on((4))

u(U(B nAn)) + v(U(An\B))
n=1 n=1

oo

= [u(BNA,) + v(A,\(BNA,))]

n=1

= 2 Lv@Ay.
n=1

Por lo tanto (uVv)(U;2,(4,) < Z,c;i 1(uVv)(A,). Para ver la desigualdad contrario
tomemos un ¢ > 0 arbitario. Para cada n € N existe B, € ./, B,, C A, tal que

(VM)A = 57 < u(By) + YA \B,).

De esta manera, U>2, B, € .o/, U>2 B, C U2 A, por ser (A,) ajena, resulta

wo(0a) = u(0Jn) (0 )
n=1 n=1 n=1 n=1
o (Tn)(Geneo)
n=1 n=1
= > [u(B) + v(4,\B,)]

n=1
> D (v a)—e.
n=1

Haciendo ¢ | 0 obdtenemos la desigualdad buscada. ]

Corolario 7.1 Sean u, v medidas (o medidas signadas finitas). Se tiene:

(i) wV ves mayor que Uy vy es mds pequeiia que cualquier otra medida signada
que sea mayor que Ly v.

(ii) w A v es menor que 4y vy es mds grande que cualquier otra medida signada
que sea menor que by V.

Mds aun, si uy v son medidas signadas finitas, entonces u A v+ uV v = u+ v

Demostracidon. Sea A una medida (o medida signada) talque u < Ay v < A.
SeanA,B€ o/, BCA,

u(B) + v(A\B) < A(B) + A(A\B) = A(A),
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asi (uV v)(A) < A(A), es decir, uV v < A.
Por otra parte, siA,B € ./, B C A, entonces A\B C A, implica

w(A) + v(A)—(uV v)A) < wuA)+ v(A)—u(A\B) — v(A\(A\B))
u(B) + v(A\B)

por ende u(A) + v(A) — (u Vv v)(A) < (u A v)(A). Ademads

uA)+v(A)—(uA)@A) = uA)+ v(A)—u(B)— v(A\B)
= u(B)+u(A\B)

luego u(A) + v(A) — (u A v)(A) = (u V v)(A). ]

Corolario 7.2 Senan u, v medidas signadas en (X, .«f). Entonces u L v siy sélo si
lu| Alv|=0.

Demostracion. Supongamos que u L v. Sean E,F ajenos medible, tal que
EUF =Xy |u|(E) = |v|(F) =0, entonces

(ul ATYDX) = (ul ATYDE) + (Il A TvD(F) < |ul(E) + [vI(F) =0,

de lo que se sigue |u| A |v| = 0. Tratemos la implicacion reciproca. Del teorema
resulta
0= (lul A [v)(X) = inf{|ul(B) + [|(B) : B € &/}.

Por ende, para cada n € N existe B, € .« tal que

1
l(Br) +91(B,) < o (7.3)

Sean B = limsup B,, y A= B€. Por el Lema de Borel-Cantelli |u|(B) = 0, y ademas

o0
— : C < : C
|vI(4) = lim (Ok Bn) < lim |7|(B;).
Luego, de (7.3) se sigue que |v|(A) = 0. (]

Por C(X,.«/) denotamos al conjunto de todas las medidas signadas real valu-
adas definidas en (X, .o/). Notemos que una carga v es real valuada (finita) si y
s6lo si |v|(X) < co. Con las operaciones

(u+ @A) =u)+vA), (av)A)=avA)
el conjunto C(X,.«/) es un espacio vectorial. Mds aun,

put=uvo, um=(=u)Vvo, lul=uV(-w.
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Veamos lultima afirmacién. Puesto que u < |u|, —u < |u|, entonces u V (—u) <
|u|. Por otra parte, sea (P,N) una descomposicién de Hahn para u. puesto que
AN(ANP)=ANN,
utrA)+u (A = u@AnP)—u(ANN)
< pANP)+(—AANN)
< (uv(=w)A).

Usando que |[v(A)| < |v|(X), A € ., y la caracterizacién de |v|, dada en el
teorema 7.3, se sigue que ||v|| =|v|(X) es una norma en C(X, .</).

Teorema 7.5 El espacio vectorial C(X,.o/) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (v,) una sucesiéon de Cacuchy en C(X,.«/). Sea ¢ > 0,
entonces existe ny € N tal que ||v, — v,,|| < €/3, n,m > ny. En particular, para
cadaAe «,

172(A) = V()] < |7, — Yl(A) < g ¥, m> n,. 7.4)

De lo cual se sigue que (7v,(A)) es una sucseién de Cauchy en R. Definamos la
funcion v(A) = lim,_,~.(4,), A € . Veamos que v es una medida signada.
Primero notemos que, de (7.4), para cada A € .«

9, (A) — w(A)] < g Yn > n,. (7.5)

Claramente v(@) = 0. Ahora, sea (A;) una sucesion ajena de conjuntos medibles.
ParacadameNyn=ny

m m
| D v = v @D]1 < D 19a(A) — v (A))
i=1 i=1
< |vn_vn0|(UAk)
k=1
€
< ||vn_vn0||<§-

Haciendo n — oo, en la desigualdad anterior nos queda | 271:1[ YA;)— vy, (AD]] <

5. Por otra parte, ya que (U2 Ay) = limy_, oo Zle v(A;) existe m, € N tal que
(o] m
|V, (UAi) —Z Vo (A7)] < %’ Vm = my.
i=1 i=1
Por lo tanto, para n = m,
o0 m oo oo
|V(UA1)—Z VAl < |V(UAi)—VnO (UAi)l
i=1 i=1 i=1 i=1
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m

+ Vg (UAi)—Zvno(Am
i=1

i=1
m m
+le vnO(Ai)—le v(A)| < e.
i= i=

De esta manera v(U;ol Ai) = Zf: 1 Y(A;). Veamos la convergencia en la norma.
De (7.5)

(v, — M) (X) =sup{v,(A)—v(A) : A€ .f} <

)

Wlmw]|m

(v, —v) (X)) =sup{vA)—,(A): A€ .} <

J

para cada n > ng. Por ende
v =Vl = (v, = M) X))+ (v, — ) (X) <e,

para cada n > ng. Asi, lim,_, o, v, = 7. "

Problemas

Problema 156 Una serie Zsi 1 Xn de niimeros reales se llama propiamente conver-
gente (o incondicionalmente convergente) si para toda biyeccion o : N — N la serie
Doy Xo(n) CONVErge, y >~ X, = >, Xo(n)- Demostrar que las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

i) La serie Z:il X, es propiamente converger&t)e.

ii) Para toda bgeccio'n 0 :N— N la serie anl Xg(n) cOnverge en R.

iii) La serie ), _, |x,| converge en R. -

iv) Para toda funcién { : N — {—1,1} la serie Zn: {(n)x,, converge en R.

v) Para toda subsucesion (x,, ) de (x,) la serie Dot Xy, converge en R.

vi) Para toda & > 0 existe un entero K(¢) tal que para todo conjunto finito S C N

con min{s : s € S} > K(¢), se tiene que }Znes xn| <e.

Problema 157 Sean u una medida signada en (X, /). Si E € .o y u(E) > 0,
demostrar que existe A C E, positivo tal que u(A) > 0

Problema 158 Sean f (x) =x?>—6x+5, x €R,y v(A) = fAf (x)dx, A & (R).
Encontrar la descomposicion de Hahn y de Jordan de v.

Problema 159 Sean v, u medidas signadas en (X, .«/). Demostrar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(@) v L, (@) |v| Ly, @) v Luy v~ Lu

Problema 160 Sea v una medida signada en (X, .</). Siu,v son medidas en (X, .</),
con almenos una de ellas finita, v=u—v y u L v, demostrar que u = v*, v =v".

95



7.2. Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym

Problema 161 Si v es una medida signada y u, A son medidas tal que v =y — A.
Demostrar que = vty A > v,

Problema 162 Sea vuna medida signadaen (X, .o)y (X, .o, v) := £(X, o, v")N
%X, o,v") € .. Demostar que £ (X, o, v) =L (X, .o,|v|).

Problema 163 Sea v una medida signada en (X,./) y E € .o/. Demostar que

|v|(E) = sup{Z|v(Fj)|:(Fj)cﬂesajenayE=UFj}
=1 =

j=1
= sup{ dev
E

donde [, fdv= [, fdvt— [, fdv".

Problema 164 Sean uy v medidas en (X,.o/). Demostrar que u L v siy solo si
para todo € > 0 existe A€ .o tal que u(A) <ey v(A°) <e.

:|f|S1},

Problema 165 Sea v una medida signada en (X,.o/). Si v(E) > 0 demostrar que
existe un conjunto positivo A C E tal que v(A) > 0.

Problema 166 Sea v una medida signada en (X,.«/). Demostrar que v es

(i) finita si y sélo si v(A) € R, para cada A € ..

(ii) o-finita siy solo si existe una sucesion (A,) C .« talque X = U2 A,y v(A,) € R
para cada n € N.

Problema 167 Sea v una medida signada en (R, B(R)), tal que f fdv*t > f fdv~
para toda funcién continua y acotada f. Demostrar que v es una medida.

Problema 168 ¢Bajo qué condiciones sobre (X, .</, u) es el espacio de las medidas
signadas finitas un espacio vectorial normado separable o compacto?.

7.2 Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym

Sea (X, .o/, u) un espacio de mediday f € M*(X,.«/). La medida dv = fdu
en (X,.«/) cumple que si u(E) = 0, entonces v(E) = 0. Estudiaremos en esta
seccion el reciproco de esta afirmacion, es decir, si u, v son medidas en (X, .o)
tal que u(E) = 0, implica v(E) = 0, entonces, bajo ciertas hipdtesis sobre u, v,
veremos que v se puede expresar como una integral con respecto a 4. Con este
fin, introducimos el siguiente concepto.

Definicidon 7.6 Una medida signada v en (X,.«) es absolutamente continua con
respecto a una medida u en (X, .«/) si para todo E € .o tal que u(E) = 0, implica
v(E) = 0 y esto lo denotamos por

<L U.
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Lema 7.4 Sean v una medida signada en (X, .«/) y u una medida en (X, .</). En-
tonces v << W siy sélo si |v| < u.

Demostracion. Sea PN una descomposicion de Hahn para v. Supongamos
que v € u. Si u(E) = 0, entonces u(ENP) = w(ENN) = 0. Por lo tanto,
WENP)=vENN)=0,asi |[v|(E) = v'(E)+ v (E) = 0. El reciproco se sigue
de que |v(E)| < |v|(E). (]
Lema 7.5 Sean v;, v, medidas signadas en (X, ./ ), con al menos una de ellas finita,
¥ wuna medida en (X, .«/). Si v; L u, vo L uy v; — vy < U, entonces v; = v,. En
particular, si v L uy v < u, entonces v = 0.

Demostracion. Sean E;,F; € ./, tal que E; NF; = @&, E;UF; = X, E; es un
conjunto nulo para v; y F; es un conjunto nulo para u, i = 1,2. Ya que v{—vy, < U,
entonces F; U F, es un conjunto nulo para v; — v,. Por lo tanto, v; (B) = v4(B)
paracadaB C F; UF,, B€ /. Sea A€ .¢/, entonces

n@) = »@ANE)+7v(ANF)
V9 (ANEy)+ vo(ANF;)
V9 (ANEy)+ v (ANFLNFy)+ v (ANF; NE,)
V9 (ANEy)+ v (ANF NF,)
V9 (ANEy)+ v (ANF NF,)
V9o (ANEy))+vi(ANFiNFy))+vi(ANFy,NE;)
9 (AN Ey)+ v (ANF,)
= 1 (ANEy))+ v, (ANFy) = v,(A).

De esta forma, v; = v,. ]
El término “absolutamente continua” se deriva del siguiente resultado.

Teorema 7.6 Sean v una medida signada finita y u una medida en (X,./). En-
tonces v < W siy solo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si u(E) < &, entonces
|v(E)| <e.

Demostracion. Sea E € ./, tal que u(E) = 0 y supongamos que la condicion
se cumple, entonces |v(E)| < €, para todo £ > 0. Por lo tanto, |v(E)| = 0. Por
otra parte, si la condicion no se cumple, entonces existe £ > 0 tal que para cada
n € N existe E,, € .« con u(E,) <2y |v(E,)| = ¢€. Sea F = limsupE,, por el
Lema de Borel-Cantelli resulta u (F) = 0. Como |v| es medida finita

(e ]
|v[(F) = lim |v| (U E) > lim |v|(E) > lim |v(E)| = e.
k—o0 k—o00 k—oo
n=k
Asi, del lema 7.4 se sigue que v no es absolutamente continua con respecto a (/. m
El siguiente ejemplo nos muestra que el resultado presedente no se cumple en

general, aun si v es o-finita.
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Ejemplo 7.2 Sea v la medida de contar en Ny u(E) = fEfd v, con f(x)=27%
Claramente v < u (u < v). Supongamos que para todo € > 0 existe & > 0 tal que
si u(E) < 68, entonces v(E) < £. Sea ¢ = 1/2, entonces existe §(1/2) > 0 con la
propiedad antes referida. Puesto que lim,,_, Z,fin 278 = 0, existe ny € N tal que
Z,fino 278 < 5(1/2). Sea Ey = {ng,ny+1,ny +2,...}. Entonces u(Eq) < 5(1/2),
pero v(Ey) = +00.

Corolario 7.3 Sean v una medida signada finita y y una medida en (X,.o/). Si
v< py lim, e u(A,) = 0, entonces lim,_, o, ¥(A,) = 0.

Demostracion. Sea £ > 0. Luego, existe 6 > 0 tal que si u (E) < &, entonces
|v(E)| < €. Para 6 > 0 existe ny € N tal que si n > ng, entonces u(4,) < &. Por
lo tanto, |v(A,)| < € para toda n > ny. ]

Otra consecuencia inmediata del teorema 7.6 es el:

Ejemplo 7.3 Si f € £ (X, ./, u), entonces para todo € > 0 existe & > 0 tal que si
u(E) < 6, entonces fE Ifldu < e.

Lema 7.6 Sean vy u medidas finitas en (X, .«/). Se cumple solo una de las siguien-
tes afirmaciones: v 1 u, o existen € > 0y E € .o tal que u(E) > 0y E es un
conjunto positivo para v — €.

Demostracidn. Para cadan € N, sea P,, N,, una descomposicién de Hahn para
v—n'u. Sea P = U2 P, y N =N, N, = P°. Nétese que N es un conjunto
negativo para cada v —n~'u. Por lo tanto, 0 < »(N) < n'u(N), n € N, asi
v(N)=0. Si u(P)=0, implica que v L u. Si u(P) > 0, entonces u (P,) > 0 para
algiin n € N; y P, es un conjunto positivo para v—n"'pu. ]

El siguiente resultado sera titil, por ejemplo, en el estudio de los funcionales
lineales de los espacios L?.

Teorema 7.7 (Lebesgue-Radon-Nikodym) Sean v una medida signada o-finita
y u una medida o-finita en (X, ./ ). Existen medidas A, p signadas o-finitas 4 nicas
en (X, .4) tal que

v=A+p y Alu pLu.

Mds atin, existe una funcion medible f tal que dp = fdu , y cualesquiera dos fun-
ciones que cumplan lo anterior son iguales u -cdq.

Demostracion. Caso v y u medidas finitas. Sea

F= {feM*(X,Jz;/):ffd,uS v(E) paratodoEerf}.
E
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F es no vacio pues0O € F. Sean f,geFy

A = {x:f(x)>g(x)}
= ({x:f(x)=o00}n{x:g(x) <oo}U{x: 00> f(x)>g(x)} e ..

Sih=max{f, g}y E € ./, entonces
Jhd,uzj fd,u+J gdu < v(EnA)+ v(E\A)=v(E).
E EnA E\A

Por lo tanto, h € F. Sea a = sup{ffdu :f e F}. Noétese que a < v(X) <
+00. Sea (f,) una sucesion en F tal que ffnd,u — a,n — 00. Sean g, =
max{fy,...,fn} v f =sup{f, : n € N}. Puesto que g, € F,

i, | = i [ st <a
Por lo tanto, a = lim,,_, f gndu. Ya que g, T f, tenemos por el teorema de la
convergencia monotona que f € F y f fdu = a. (De aqui vemos que, 0 < f <
+00 u-cdqg. Asi, f puede tomarse como una funcién real.) Ya que f € F, entonces
dA :=dv— fdu es una medida. Veamos que A L u. Sino fuese asi, por el lema
7.6, existen € > 0y E € .o/ tal que u(E) > 0 y E es un conjunto positivo para
A—eu. Lo que implica que dv—(f +¢elg)du =dA—elzdu > 1zdA—elgdu =0,
es decir, (f +elg)du <dv. Asi, f+elpeFy f (f +elp)du=a+eu(E)>a,
lo que contradice la definiciéon de a. De esta manera, la existencia de A, f y
dp = fdu estd demostrada. Veamos la unicidad. Supongamos que A’ L u'y
dv=d)A’ + f'du. Resultaque A —2A") LuydA—dA =(f —f')du < dy. Del
lema 7.5, se concluye dA —dA’ = (f —f’)du = 0. Asi, A = A" y por el corolario
6.4 (ii), f = f’ u-cdq.

Caso v y u medidas o -finitas. Existe una sucesién (Aj) en ./ de conjuntos
ajenos tal que X = U;:lAj y v(Aj) < 400, ,u(Aj) <400, jeN. Paracada j €N,
definamos las medidas finitas en (X, .«)

d‘LL] = lAjd,u, dV] = ].Ajdv.

Por el primer caso, dv; = dA; + f; du; con A; L u;. Definase la funcién f =
Z;:l fila, Sea A = 221 Aj, entonces dv = dA + fdu (hemos usado que

fAfjd,uj = fA 1Ajfdu). Puesto que ffjd,uj < »;(X) = v(A)), se sigue que fdu es
o-finita y ademas d A también lo es. En efecto, de

A

YAi CA;, concluimos )L](Al) = O, sii 7é ] ASII, A(Al) = A’l(Al) < +00.
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Veamos que A L u. Ya que A; L u;, existen Ej, F; € o/, E;UF; =Xy
E;NF; =@y Aj(F;) = uj(E;) = 0, para cada j € N. Sea E = U;.’;’I(Ej NAj)y
F = E°, entonces

W(E) < D u(E;NA) =D 1(E) =0

j=1 j=1

y, de (7.6),

(Z%) (F)< 2 2(Bf UA) < 3 2(F)+ ) 2,4 =o.
=1 j=1 =1 j=1

Asi, A | u. La unicidad se demuestra como en el primer caso.
Caso v medida signada. Aplicamos el procedimiento anterior a las medidas v*,
v~ y restamos las medidas que resulten. ]

La descomposicion v =A+p con A L uy p < u se llama descomposicién de
Lebesgue de v con respecto a y. Si v < u, entonces A < u. Por lo tanto (lema
7.5), v = p, es decir, dv = fdu. Este resultado es conocido como teorema de
Radon-Nikodym, y f se llama derivada de Radon-Nikodym de v con respecto a u.
La funcién f se denota por

dv/du.

La derivada de Radon-Nikodym tiene propiedades similares a la derivada (véanse
los ejercicios 173, 174). La funcién f no es necesariamente u-integrable, pero si v
es una medida signada finita entonces f es igual u-cdq a una funcién u-integrable.

Problemas

Problema 169 Sean (v;)jey ¥ u medidas en (X, .</).

(i) Si »; L y, j €N demostrar que Z]Oil v; L.
o

(i1) Si v; <y, j € N demostrar que ZJ:1 v L U

Problema 170 Sean A,u medidas o-finitasen (X, . &/)y A< u. Sig e M (X, o)

demostrar que
fgdlzfg@d,u.
du

Problema 171 Sean v una medida signada en (X,.o/) y u una medida en (X, .«/),
talque v uy ffd,u =0, con f > 0. Demostrar que ffdv= 0.

Problema 172 (i) Sea X un conjunto no contable y .o/ la familia de todos los sub-

conjuntos E de X tales que E o X\E es contable. Sea u(E) igual al nimero de ele-
mentos en E si E es finito o +00 en caso contrario, y sea A (E) = 0 si E es contable o
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+00 si E es no contable. Demostrar que A < Uy que el teorema de Radon-Nikodym
no se cumple.

(ii) Sea X =[0,1] y sea .«/ la o-d Igebra de Borel de X. Sea u la medida de contar
en X y A la medida de Lebesgue en X. Demostrar que A < u y que el teorema de
Radon-Nikodym no se cumple.

Problema 173 Sean A, u, v medidas o-finitas en (X, .e/). Demostrar que si v < A

¥y A L u, entonces
dv dvdAi

— = —— u-cdq.
du _ dadu M

Ademds, demostrar que si A; < u, para j = 1,2, entonces
dA;  dA,

d
— A+ )=+ — u-cdg.
d‘u(l 2) an T ap e

Problema 174 Si Ay u son o-finitas, A < u, y u < A demostrar que

@ —_— 1 _C
du _ dpjdr !

dq.

Problema 175 Sean u, v medidas o-finitas en (X, o) tal que v L uy A =y + .
Demostrar que 0 < dv/dA <1 u-cdqy

dv o
— = ‘Md u-cdq.
du  1-

Problema 176 Sea (X,.«/,u) un espacio de medida. Sea v definida por

_] 0 u(A) =0,
V(A)_{+oo, u(A) > 0.

Demostrar que v es una medida, v < uy encontrar dv/du.

Problema 177 Dada la funcién h : R — R por

0, x <0,

X, 0<x<l,
h(x)=1 4 1<x<2

x—1, 2<x<+o0.

Encontrar la descomposicién de Lebesgue de A, con respecto a A*.

Problema 178 Sean (f,) una sucesién en £(X, .« ,u) que converge a una funcion
integrable f. Demostrar que si lim,_, . f |fn—fldu =0y lim,_,., u(AAA,) =0,

entonces
lim L fadp = Lfdu-

101



7.2. Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym

Problema 179 Sea A la medida de Lebesgue en [0,1] y u una medida finita en
AB([0,1]). Supdngase que 0 < ¢ < 1y que para cada A € %B([0,1]), uw(A) = ¢
siempre que A(A) = c. Demostrar que u = A.

Problema 180 Sean u, v cargas en (X, &), tal que v < u. Demostrar que si E C X
y uw*(E) = 0, entonces v*(E) = 0. Ademds, si u es o-finita demostrar que ﬁ: C ..
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Chapter 8

Espacios LP

Por LP(X, .o/, u) se denotard la coleccién de conjuntos formados por aquellas fun-
ciones que son iguales u-cdq tal que su potencia p-ésima es integrable. Se de-
mostrara que LP es un espacio vectorial normado completo (teorema de Riesz-
Fischer) y se caracterizaran sus funcionales lineales (teorema de representacion
de Riesz). En este capitulo se asumird un espacio de medida (X, .«/, u) fijo y se
supondra que las funciones toman valores en los nimeros reales.

8.1 Funciones convexas y desigualdades

Definicion 8.1 Una funcién ¢ : (a,b) > R, —o0 < a < b < +00, se llama
convexa si para cualesquiera x’,y’ € (a,b) y t € [0, 1] se cumple la desigualdad

cp((l—t)x’—i—ty’)S(l—t)(p(x’)+t<p (y’). (8.1)

Gréficamente, la desigualdad (8.1) significa que para cualesquiera dos puntos
(", (x)), (¥, (y’)) el segmento de linea que los une esté por encima de la
grafica de . Por otra parte, sia < x <u <v <y < b, tomando

u—x / / v—u ’

, X=X,y =V y t= X =W Y =Y,
V—X y—u

en la desigualdad (8.1), resulta (hay que hacer los productos para verificar la
igualdad)

pW—p() _¢O—p@ _ w(y)—cp(u).

< (8.2)
u—x v—u y—u

Maés atn, no es dificil demostrar que la condicién (8.2) es suficiente para que ¢
sea convexa. Si ¢ es diferenciable tenemos, del teorema del valor medio y (8.2),
que ¢ es convexa si y s6lo si ¢’ es creciente.

Proposicion 8.1 Si ¢ : (a,b) — R es convexa, entonces ¢ es continud.
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Demostracién. Sea u € (a, b) arbitraria fija. Tomemos x,v’,v,y € (a, b) tal
que x <Vv' <u < v <y. Despejando ¢ (v) de (8.2), obtenemos

(v-—u)<e)<p+

p @)= ()
AT

cp(y)—tp(u)(v_u).
—u

En consecuencia, lim, |, ¢(v) = ¢(u). Ahora, si tomamos

/ /
_ V=X /I _ /_ _u—v /. /_
t= , X =X, Yy =uy t——,,x—V;}’—J’:
u—x y—=v

en (8.1) llegamos a la desigualdad

pw-¢() _¢W-v() ¢0)-¢w

u—x u—v’ y—u
De aqui
e (y)—9 @) ¢ W)=y (x)
SO(U)——(U—V/) < QD(V/) < w(u)——(u—v/).
y—u u—x
Por lo tanto, lim, ., @(v") = p(u). Por ende ¢ es continua en u. ]

Teorema 8.1 (Desigualdad de Jensen) Sea u una medida finita en (X,.e/). Si
fe’X,d,u), f(X)C(a,b)y ¢ esuna funcién convexa en (a, b) tal que pof €
% (X, .o ,u), entonces

1 1
‘P(mjfdli)ﬁmfﬂp°f)d.u-

Demostracion. Ndtese que por ser ¢ continua, ¢ o f es medible. Sea u =
(uCO)™ ffd,u, asi a < u < b (si, por ejemplo, u = a, entonces f(f —a)du =0,
luego f = a, u-cdq, u(X) = p({x : f(x) #a}) =0). Sea

ﬂzsup{M:a<x<u},
u—x
entonces
%Sﬁ, a<x<u,
y de (8.2),
y—u

Por lo tanto,
pW+Px—u)<p(x), a<x<b.

De lo cual se sigue que (x = f(t))

e(fO)—eW—-BU()-w)=0, teX. (8.3)
Si integramos ambos lados de (8.3) con respecto a u, usamos la hipétesis y la
definicion de u, obtenemos la desigualdad. ]
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Ejemplo 8.1 Sean X = {1,...,n} y & = P (X). Definamos la medida u y la
funcién f : X > R, como u({i}) =1/ny f (i) =logy;, y; > 0, para cada i € X.
Consideremos la funcion convexa ¢(x) = e*, x € R. De la desigualdad de Jensen

obtenemos,
exp U f du) < J exp(f)du,

n

exp (Zf(i)u({i})) <> exp(f (Dui)),
i=1

i=1

es decir,

y de la definicion de f y de u se sigue que

(J’1"'}’n)1/nﬁ¥-

Es decir;, la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.

Problemas

Problema 181 Sea f(x) = |x|?, x € R. Determinar los valores de p para los cuales:
i) f es convexa,

i) f’(x) existe para toda x € R,

iii) f”(x) existe para toda x € R.

Problema 182 Sean y;,a; >0,i=1,...,n tal que Z?:l a; = 1. Demostrar que

a
yll,,,y;{‘tn Soqyr et agy,.

Problema 183 Sea f : [a,b) — R no decreciente. Demostrar que la funcién F :
[a, b) — R definida por F (x) = f:f (¥)dy es convexa en (a, b).

Problema 184 (Desigualdad de Young) Sea ¢ una funcion real continua, estric-

tamente creciente definida en [0, +00), tal que lim,,_, o, ¢ (u) = +00 y ¢ (0) = 0.
Sea v = ¢~ . Para toda x € [0, +00) definanse

‘I>(X)=J ¢W)du y ‘I’(X)=f Y (u)du.
0 0

Sia,b €[0,+00) demostrar que
ab <®(a)+¥(b),

y que la igualdad ocurre siy sélo si b = ¢ (a).
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Problema 185 (Desigualdad de Zhubr) Sea N : R — R una funcién convexa no
negativa y diferenciable. Siuy v son funciones medibles tal que Nou € ¥ (X, ./, )

y
J(N ov)du < J(N ou)du,

demostarar que

J(N’ ou)vdu < J(N’ o u)udpy.

8.2 Propiedades basicas de los espacios L?

Definicion 8.2 Sean 1 < p < +00 y f : X — R una funcién medible. La norma

%P de f se define como
P
11l = (J Iflpdu) ,

,‘ZP(X,Jz{,,u)z{f :X > R: f esmedibley ||f], <+c>o}.

y

Si p =+00 la norma £° de f se define por
If lloo = inf{M = 0: u({x : |f (x)| > M}) = 0}, (8.4)
(con la convencion de que inf@ = +00) y
L X, A ,p)={f:X>R:fesmedibley ||f|loo <+00}.

If | o se llama supremo esencial de f y £ °° (X, .«/, u) es el espacio de las funciones
esencialmente acotadas. (||f ||, también se suele denotar por esssup f.)

Proposicion 8.2 Si f es una funcién medible, entonces |f| < ||f || oo U-cdg. Sia <
lf ll o> entonces pu({x : |f (x)| > a}) > 0.

Demostracion. Para cada n € N, existe M,, > O tal que ||f || oo <M, < |If |l o+
1/ny u({x:|f (x)| > M,}) =0. Del hecho que

w(Ufxsr e e+ 1})

n=1

zu({x A > 1o+ 7 })

Dl |f (01> M, =0,
n=1

p({x 1 > M1f lloo )

IA

IA
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8.2. Propiedades basicas de los espacios L?

se sigue la primera afirmacién de la proposicion. Por otra parte, si a < ||f||oo €S
inmediato que u ({x : |f(x)| > a}) > 0. ]

La primera parte de la proposicién anterior nos indica que el infimo en (8.4)
se alcanza. Si 1 < p < 400, es claro que |laf|l, = |a|[|If|l,, para cada a € R.
Cuando p = +00 y a € R\{0} procedemos como sigue,
laf| <llaflleo m-cdq,

entonces |f| < |laflloo /lal p-cdq, asi [|flloo < llaflleo /lal. Puesto que |f] <
lf | oo m-cdq, entonces

laf|=lallfI <lalllfllcc w-cdq,

en consecuencia, ||af || < lalllf oo -
Sean 1 < p < +00, 1 < g < +09, relacionados a través de
1 1
—+==1.
P q

En tal caso p y q se llaman indices conjugados. Si p = 1 (respectivamente, +00)
diremos que su indice conjugado es ¢ = +00 (respectivamente, 1). En general,
dado 1 < p < +00 denotaremos por q al indice conjugado de p.

Teorema 8.2 (Desigualdad de Holder) Sean 1 < p < +oo, f € Py g € &9,
entonces fg € £y |If glly < IIf Il, llglly-

Demostracion. Supongamos que ||f][, [Igll, # 0. Puesto que la funcién In(x)
es concava (es decir, —In es convexa), entonces

1IFP 1 Igle A AYENNE.

In| = ~ 8L -1 21
“(p||f||§+q||g||g) = b n(l|f||§)+q “(ngng)
NAYNATTAY

=1 |
“(nfug) +“(||g||g)
AT ( Fel )
= 1 =1 .
“(nfug) (ugng) T, Tell,

Integrando la desigualdad resultante obtenemos la afirmacion. ]

La desigualdad presedente también es cierta para p = co. Cuandop =q =2
la desigualdad del teorema 8.2 se llama desigualdad de Cauchy-Schwars.

Corolario 8.1 Si f € ¥?(X,.&,u), 1 < p < +00, entonces

||f||p=SUP{Ufgdu :||g||q=1}.

La afirmacion es cierta para p = +09 si u es o-finita.
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8.2. Propiedades basicas de los espacios L?

Demostracion. Caso p = 1. Usando la proposicién 8.2 resulta, f f gdu| <

llglloo IIf II;- Por lo tanto, sup{”fgdu| Iglloe = 1} < |If|l;. La desigualdad
contraria se obtiene al tomar a g = sig(f ), donde
. 1, x=0,
siglx) = { -1 x<0.
Caso 1 < p < +oo0. Por la desigualdad de Holder ||f||, es una cota superior para
el conjunto {| f f gd,u| lglly = 1}. La desigualdad opuesta resulta de notar que

la funcién g = H|f|p_1||;1 |f P sig(f) € £9 cumple que [Igll, =1y |ffgdu| =
IF 1.

Caso p = +00. De la proposicién 8.2 tenemos que |ffgd,u\ < llglli IIf|loo- Por
lo tanto, sup{Ufgd,u\ el = 1} < |If lloo- De la proposicién 3.2 se sigue que
existe una sucesién creciente (A,) tal que X = U2 A, u(4,) < +o0, n € N.
Sea € > 0, entonces 0 < u(A,) = lim,_, o, U(A, NA,), donde A, = {x : |f(x)]| >
|Iflloc —€}. Existe ng € N tal que 0 < u(A, N4, ) < u(A, ) < +00. Sea g, =
u(A NA) Ly o, sig(f), entonces [lgll, = 1y

Sup{ffgdu :||g||1=1} > Ufglgdu’

= Ifldpu=[Iflloo —¢.
Por ser ¢ > 0 arbitrario obtenemos la desigualdad contraria. |

HA NAR) Ja,0a,

Proposicidon 8.3 Si u(X) < +o0oy 1 <r <s < +090, entonces £°(X, .«/,u) C
27X, .d,u)y
£ 1l < I Il e )M,

Demostracion. Sea f € ¥°(X, ., u).
Caso s < +00. Usando la desigualdad de Holder con los exponentes conju-
gados s/r ys/(s—r), resulta

11 = J £ dp < NIF 1 g 12l ry = I GG )6

Caso s = +00. De la proposicién 8.2,

1/r 1/r
£l = (J IfITdM) < flleo (J 1 du) = I lloo (uGX )"

Como se queria demostrar. ]

El siguiente ejemplo muestra que la condicion u(X) < +00 es necesaria en la
proposicién anterior.
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8.2. Propiedades basicas de los espacios L?

Ejemplo 8.2 Sean X =N, . = & (X) y u la medida de contar. Sea f : X — R,
definida como f (n) =1/n, n € X. Entonces

oo oo 1
7= 2,1 (= 2 1 < o0
y oo oo
£ =D 1f (I =Y.+ =+oo.
n=1 n=1

Proposicion 8.4 Sea f una funcion simple tal que f € £, 1 <r < 4090, entonces
fe¥,1<s<+o0.

Demostracién. Sean {ay,...,a,} los valores de f. Asi, f = ZZ=1 Qe Lp-1((a )
donde podemos suponer que a; 7# 0. Entonces

>l w7 ) = f IfIrdu < +oo.
k=1
Por lo tanto, u(f ' ({a})) < +oo, para cada k = 1, ...,n, lo que implica que
f fPdu=> " lacp(f (@) < +oo.
k=1

Como se queria demostrar. ]

El siguiente ejemplo nos muestra que puede ocurrir que f € ¥, pero f ¢ ¥,
paral <r <s.

Ejemplo8.3 Sean 1 < r <s, X =N, & =2 X)y u({n}) =n"", n € X.
Consideremos la funcién f (n) = n®, n € X, donde b es algiin nimero fijo en el
intervalo ((s —r—1)/s,(s —r —1)/r). Entonces

(o] (o]
I =D 1f (I p(nd) = > nPn"™™ < +oo,
n=1 n=1
puess—r—br>1y
IFIE =D 1f (I u({n}) = > n¥n"™ = +oo,
n=1 n=1

ya que s —r —bs < 1. (Véase el teorema 3.28 de [26]) Notese que si 1 +r1 <'s,
entonces U (X) < +o00.
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8.2. Propiedades basicas de los espacios L?

Sin embargo, hay espacios de medida infinita donde se cumple que si f € £,
entonces f € ¥°, paral <r <s < +00.

Ejemplo 8.4 Sean 1 <r <s, X =N, ./ = # (X) y u la medida de contar. Sea
f € %7, entonces
lf (n)

o 1/r
(z ’ (kw)
k=1

F@I _(1F @Y
( TP ) S( TP ) o mel

Ifl; S fF M = If @ I
||f||~;‘Z IFIE S; L AN

Lo que implica que, [If, < IIfl,-

<1, neN,

en consecuencia

1.

n=1

Una propiedad més de la funcién ||-||, es:

Corolario 8.2 (Desigualdad de Minkowski) Sean 1 < p < +oo y f,g € ¥P,
entonces

If +gll, < UIf 1l +llgllp-

Demostracion. Caso 1 < p < +00. Del corolario 8.1 obtenemos,

If+gll, = SUP{ J(f +g)hdM’ lallg = 1}

sup{ f fhdu f ghdu’:uhuq:l}
sup{ thdu’ Ikl = 1} +sup{U ghd,u‘ Ikl = 1}

= Ifll, +1lgllp -

IA

+

IA

Caso p = +090. De la proposicion 8.2 resulta que

If +el<IfI+Igl < lflloo +llglloo  m-cda.
Lo que implica, [|f + gllco < [1flloo + 118l co- u

Como una consecuencia inmediata de la desigualdad de Minkowski tenemos
que £P (X, .4/,u), 1 < p < +00, es un espacio vectorial real.

La funcién ||-||, en £? (X, .o/, u) no es una norma (ver la pdgina 9) pues si
lfll, = 0, entonces f = 0 u-cdg. Esto nos sirve de motivacién para introducir
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8.2. Propiedades basicas de los espacios L?

el siguiente concepto. Decimos que f ~ g si f = g u-cdq. Es facil ver que
~ es una relacién de equivalencia en P (X, o, u) y si f € £?(X,.,u) de-
notamos por [f] a la clase de equivalencia representada por f, es decir, [f] =
{geL? X, o,u): g~ f}. Sea LP(X,.o/,u) la coleccién de todas las clases de
equivalencia, L? = ¥P/ ~. LP (X, .o/, u) es un espacio vectorial real con las op-
eraciones: a € R, [f],[g]l € LP (X, .o/, u),

alfl=[af], [f1+[g]=L1f+g].

Ademds, la funcion

LA, =1Fl,, feL?P (X, .o,u),

es unanorma en L (X, .</, u). En efecto, por ejemplo, notemos que si ||[f ]||, =0,
entonces f =0, u-cdq. Por lo tanto, [f ] =[0].

Aunque L? (X, .o/, u) no es un espacio de funciones, se acostumbra identificar
una clase de equivalencia con su representante. Asi, LP (X, ./, u) se puede consid-
erar como un espacio de funciones. De esta manera, £? (X, .</, u) lo entendemos
como LP =LP (X, .o/, u).

Recordemos lo siguiente. La norma |||, induce una métrica en L? con la
cual podemos introducir, por ejemplo, el concepto de convergencia. Mas pre-
cisamente, si (f,,) es una sucesiéon en LP, decimos que (f,,) converge a f en LP
si lim,_, o0 |l fn—f ||p = 0. Andlogamente, decimos que (f,,) es una sucesion de
Cauchy en L? si para todo ¢ > 0 existe ny € N tal que si n,m > ng, entonces
lfn — fmll, < &. De aqui surge la pregunta natural si el espacio normado (métrico)
LP es completo. Es decir, si toda sucesion de Cauchy en LP es convergente. Vere-
mos que esto es cierto, pero antes necesitamos el siguiente resultado.

Lema 8.1 Sea (g;) una sucesién de funciones medibles.

(i) Si (gy) converge u-cdq, entonces (g ) converge u-cdq a una funcién medible.
(ii) Si para casi toda x € X existe un ko = ko(x) € N tal que |gj1(x) — gx(x)] <
27 para toda k > ko, entonces (g.) converge u-cdq a una funcién medible.

Demostracion. (i) : Sea C = {x € X : (g, (x)) es convergente}. Ademas, N
un conjunto medible tal que u(N) =0y X\C C N. Definase la funcién

) limg,e0 8k (x), Xx €NE,
f(x)_{ 0, X€EN.

Puesto que f = limy._, oo gk 1n¢, entonces f es medible y (g;) converge u-cdq a f.
(ii) : Sea x € X, tal que se cumple la propiedad enunciada en (ii). Sea ¢ > 0,
entonces existe k; €N, tal que 275 < e. Sin>m >k V ko = ko(x)

18 (X)—gm (X < 18 (x) —gn1 OGN+ + [gms1 () — gm ()|
1 1
+—<

= on—1 oo 2m 2m—1

<eE.
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8.2. Propiedades basicas de los espacios L?

Asi, para casi toda x € X, (g (x)) es una sucesion de Cauchy en R. Por lo tanto,
debido a la primera parte, tenemos que (g; ) converge u-cdq a una funcién medi-
ble. [

Teorema 8.3 (Riesz-Fischer) El espacio vectorial normado LP (X,.</,u), 1 <p <
+090, es completo.

Demostracion. Sea (f,,) una sucesion de Cauchy en LP (X, .o/, u). Debido a
la proposicién 1.3, con a = 272, existe una subsucesién ( fnk)k de (f,) tal que

||fnk+1 — Iy Hp < 27 para cada k € N. Por otra parte, para cada € > 0, existe

N e Ntal que ||f, — full, < &sim,n>N. Sean > N arbitrario fijo y tomemos
m = ny, entonces

[fa=full, <& k=N. (8.5)

Caso 1 < p < +00. Sea A, = {x eX: |fnk+1 (x)— fo, (x)| > 2_"}. Usando la
desigualdad de Chebyshev se ve que u(A;) < 2kP H Jr = frp ||§ < 27%P De esto
obtenemos, por el lema de Borel-Cantelli, que u(limsupA,) = 0. Es decir, para
casi toda x € X existe kg = ky(x) € N, tal que |f”k+1 (x)— fo, (x)| <27 k> k.
Por el lema 8.1 ( fnk) converge u-cdq a una funcién medible f. De (8.5) y del
lema de Fatou llegamos a que

Ifa=fIE = J liminf |f, — fo, |” dus

IA

liminff |fn —fnk|p du= limianfn—fnkHi <eb.

En consecuencia, lim,_, oo ||f, — fll, = 0. Ademds, f = (f — fy) + fy € LF.

Caso p = +00. Puesto que “an1 — fay HOO < 272 implica que \fnkﬂ —fnk| <
272k < 27k y-cdq. Entonces ( fnk) converge u-cdq a una funcién medible f. De
(8.5) obtenemos que

|fn_f| = lim |fn_fnk| <€ ‘U,-qu.
k—oo
Lo que implica que, ||f, — flloo < €. Asi, lim,_, o ||f; — flloe = O ¥ como antes,
f=(—-fn)+fvel®™. -
Problemas

Problema 186 Sea 1 < p < o0 y (f,,) una sucesién en L? tal que converge en LP a
f € LP. Demostrar que existe una subsucesion ( fn]_) que converge u-cdq a f y una
funcién g € LP tal que | fnJ,I < g, para cada j €N, u-cdq.

Problema 187 Demostrar la desigualdad de Hélder a partir de la desigualdad de
Zhubr, Ejercicio 185.
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Problema 188 Sean ai,a,, by, by, cq,cy > 0. Demostrar que

1 3
(aél‘cl + agC2)4 (b;‘/Bcl + bg/3C2)4 2 al b1C1 + a2b2C2.

Problema 189 Si 1 < p; < p, demostrar que no hay relacion de contension entre
LP1(R, B(R),A) y LP(R, #(R), A).

Problema 190 Sea (X, .o/, u) un espacio de medida y sea f € LP» N LP2, con 1 <
p1 < py < +00. Demostrar que f € LP para cualquier valor de p tal que p; < p <

Pa.

Problema 191 Si f € LP N L°°, para algiin 1 < p < 400, demostrar que f € LY,
paratoda q>py ||flleo =limg_co lIf ;-

Problema 192 Sean f,g € LP(X, ./, u), 1 < p < +00. Demostrar que la funcion
N : R — R, definida por

N(t)= J If +tglPdp,
es diferenciable en R.

Problema 193 Sea u la medida de contar en N. Sea f : N — N definida por
f(n) = 1/n. Demostrar que f ¢ L'(N,2(N),u), pero f € LP(N,#(N),u) para
1<p<+o0.

Problema 194 Sea (X, ./, u) un espacio de medida finito y f una funcion medible.
Demostrar que f € LP, 1 < p < 400, siy sélo si

o0

Dt ({x s (n—1) < |f(x)] < n}) < +o0.

n=1

Problema 195 Sea C([0, 1]) el espacio vectorial de las funciones reales continuas
definidas en [0, 1]. Definamos N1(f), f € C([0,1]), como la integral de Riemann de
|f| sobre [0,1]. Demuestre que N, cumple las condiciones (ii) y (iii) de la definicion
de norma (ver la pdgina 9). Si f, es definida, para n > 1, por

0, 0<x< i,
fa(x)=1 2nx—(n—-1), 1_21/”Sxﬁ%,
1, 3<x<Ll.

Demuestre que (f,,) es una “sucesién de Cauchy” para Ny, pero no converge a ningiin
elemento de C([0,1]).

Problema 196 Si f € L°NL' con 1 < s < t < +00, demostrar que ¢ (r) =
log(||f||;) es convexa en [s,t].
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Problema 197 Sea f € LP([0,1], 8([0,1]),A), 1 < p < 400 y sea F(x) =
f;f(t)dt. Demostrar que lim,|o x YiF(x)=0.

Problema 198 Sea u una medida finita en (X,.of). Definase para cualesquiera
A,B € .o, d(A B) = u(AAB). Demostrar las siguientes afirmaciones:

(i) Si en ./ identificamos conjuntos que difieran por un conjunto de medida cero,
entonces (.«/,d) es un espacio métrico completo.

(i1) Si .f es separable, entonces (.</,d) es un espacio métrico separable.

(iii) Sea F(B) = d(A,B), con A€ ., fija. Entonces F : (.«/,d) — R, es una funcién
continua.

8.3 Densidad de las funciones simples y separabilidad de
P

Teorema 8.4 Las funciones simples en LP, 1 < p < +00, son densas en LP.

Demostracion. Caso 1 < p < +00. Si f € LP, entonces existen sucesiones
de funciones simples medibles (h,) y (g,) talesque 0 < h, T ffy0<g, T f.
Por lo tanto, |h, —g,| < h,+ g, < fT+ f~ = |f|. Asi, h,, — g, es una funcién
simple en L? y

|(hy—8n) = fIP < (Ihy — gal + 1P < 27|FIP.

Ya que lim,_, o, (h, —g,) = f, por el teorema de la convergencia dominada se
sigue que lim,,_, o5 [|(hy, — gn) — fll, = 0.

Caso p=+00. Sea f € L®° ye¢ > 0. Sea P = {tg, t1,...,t,} una particién de
[~11f lloo » I lloo ] tal que [|P]| < €. Definamos

n
fe = tolf—l({to}) + Z tilf_l((fi—l,fi])'
i=1

Entonces |f — f,.| < &€ u-cdq. Asi, ||f —f|loo < €. |

Corolario 8.3 Sean f € L’, 1 < p < +00, y ¢ > 0. Entonces existe una funcién

simple medible g = 2?21 ajly; € L? tal que a;j # 0, ,u(Aj) <t+ooy|f—zgll, <e

Demostracion. El resultado se sigue del teorema 8.4 y de la demostracién de
la proposicién 8.4. =

Teorema 8.5 Si u es una medida o-finita en (X, o)y .o/ es contablemente gene-
rada, entonces LP (X, ./, u), 1 < p < +00, es separable.
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Demostracién. Sea (B,,) C .«/ talqueX = U2 B, y u(B,) < +00,n € N. Asi,
podemos tomar una familia contable ¢ tal que . = o (¥¢)y{B,:n €N} C ¥
(podemos tomar {B,, : n € N}U¥). Sea 6, = {C,C°:Ce€ %}y Z la élgebra
generada por 4. Notese que los elementos de % son uniones finitas de conjuntos
de la forma

CiNnCyN---NCy,

para algin N € N y algunos conjuntos Cy,...,Cy en %,.. & es numerable (véase
el ejercicio 199). Sea

N
S= {Zdjlpj :N €N, d; €Q, D; eﬁyu(Dj) <+oo}.
j=1
De la proposicién 8.4 resulta que S C LP (X, .o/, u) y S es numerable (véase el
ejercicio 199).

Veamos que S es un conjunto denso en LP (X,.«/,u). Sea f € L? (X, ./, u) y
€ > 0. Por el corolario 8.3, existe una funcion simple g € L? (X, ./, u) tal que
lf —gll, <€/3. Sea g = 23}21 a;la, donde los a; # 0y ,u(Aj) < +00. Por la

densidad de Q en R, podemos tomar ntimeros racionales (dj );1:1 tal que

n n
Z ajla; — Z djly,
=1

j=1

n
p J71

Por el teorema 4.5 resulta que existen (D-);.l:1 € & de modo que

J
n n n p 1/p
Dl — D dilp, Z|dj|(ﬂ1Aj—1Dj' d,u)
j=1 j=1 j=1

n

= D[l (ula 20" <5

j=1

IA

p

Lo que implica,

n n n n
Hf—ZdJ].D] S”f—g||p+ g—Zdle] + Zdle]—Zdle] <E.
j=1 » j=1 p lli=l j=1 »
Como se queria demostrar. ]

Teorema 8.6 Las funciones continuas en R son densas en LP (R, B(R),A), 1 <
p < +oo.

Demostracién. Sean f € L? (R, 8 (R),A) y € > 0. Por el corolario 8.3 existe
una funcién simple g = >3 1 a,1, en LP (R, 8 (R), ) tal que a,, # 0, A (A,,) <
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+ooy||f —gll, < ¢&/3. Por el corolario 4.1 existen conjuntos abiertos Uy, ...

que satisfacen

>

n

U, = UI : I,

1

~

donde los I l] son intervalos abiertos acotados, ajenos y

p p
AAAU) < —— L AA,AU) < £

LEe) 0 (Ee)

Para cada I J = (a b] ) existen funciones continuas f/, J | con grafica

£
1
i i
d-nl  d B e
donde
i (p+1)eP
i n p>
(o5 5 00)
m=1
tal que
€
I e,
3k1 Z | ml 3k1 Z |am|
m=1
€ €
e =521, < =g, <

3k, Z la m| 3k, Z la ml
Consideremos la funcién continua

h:al(fll+"-+fk11)+---+an(f1”+...+fk11)‘

De la desigualdad de Minkowski resulta que,
If=hll, < If —gll, +llg—hl,
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8.4. Teorema de representacién de Riesz

n n
€
< §+ ZamlAm_Zamlum
m=1 m=1 p
n n km
H| 2 antu, = 2 an| QA"
m=1 m=1 i=1 p
e n n km
= 3t 2. lanll[1a, =10, [, + 2 lanl |10, = > 5"
m=1 m=1 i=1 p
2 n km km
< Zer Dl S-S
m=1 i=1 i=1 P
2 & &
< §8+ Z |am|Z Hlfim —f" ‘ <e.
m=1 i=1 P
Como se queria demostrar. ]

Problemas

Problema 199 Demostrar que las colecciones & y & definidas en la demostracion
del teorema 8.5 son numerables.

Problema 200 Demostrar que L°° ([a,b], 8([a, b]),A) no es un espacio métrico
separable.

Problema 201 Encontrar un espacio de medida finita tal que L? (X, </, i) no sea
separable.

Problema 202 Sea f : R — R. El soporte de f es el complemento del mdximo
conjunto abierto contenido en el conjunto {x : f (x) = 0}. Demostrar que el conjunto
de las funciones continuas con soporte compacto en R son densas en LP(R, 8(R), 1),
1<p<+o0.

Problema 203 Sea f :[a,b] — R continua. Demostrar que si fabf (x)x"dx =0,
paran=0,1,2,..., entonces f =0.

Problema 204 Demostrar que el conjunto de los polinomios es denso en el espacio
LP([a,b], %8([a,b]),A), 1 < p < +00.
8.4 Teorema de representacion de Riesz

Una aplicacion clasica del teorema de Radon-Nikodym es en la representacién de
funcionales lineales acotados de los espacios LP, 1 < p < +00.
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8.4. Teorema de representacién de Riesz

Definicion 8.3 Una funcién G : LP (X, o/, u) — R se llama funcional lineal en LP
si para cualesquiera a,b € Ry f, g € L? se cumple

G(af +bg)=aG(f)+bG(g).
El funcional lineal G es acotado si existe M > 0 tal que
IGON<MIIfll,, feLP (8.6)
La norma de G se define por
Gl =sup{IG(f)I: f €LP, |Ifll,=1}.
Noétese que G(0)=G(0—0)=G(0)—G(0)=0.

Ejemplo 8.5 Sean 1 < p < +o0 y g € LY. Definase la funcién G por

G(f)= ffgdu, felLr.
Debido a la linealidad de la integral G es un funcional lineal y del corolario 8.1 se
sigue que [|G|| = [|gll4 -

Lema 8.2 Sea G un funcional lineal en LP. Entonces G es continua si y solo si G es
acotada.

Demostracidén. Supdngase que G es acotada, y sea M > 0 un numero que
cumple la condicion (8.6). Entonces, para cualesquiera f, g € LP,

IGH=G@I=IG(f = <MI|f —¢gll,.

Lo cual muestra la continuidad de G en L?.
Supongamos que G es continua. La continuidad de G en 0 € L?, implica que
existe 6 > 0 tal que si [|f[[, < &, entonces [G(f)| < 1. Si f € LP, f # 0, sea

g=>o (2 ||f||p)_1f. Lo que implica que ||g||, < & y por consiguiente,

o o
2171, U= ’G(zufnpf)’ <t
Asi, |G(f) <2571 Ifl,, para toda f € LP. ]

Lema 8.3 Sea 1l <p < +00. Si g € L' (X, .o/, u) y existe una constante M > 0 tal

que
U gpdu

para toda funcién simple ¢ € LF, entonces g € L1y ||g|l; < M. La misma afirma-
cion se cumple para p =1 si u es o-finita.

<Mllell,,
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8.4. Teorema de representacién de Riesz

Demostracion. Caso 1 < p < +00. Sea (y,) una sucesion de funciones
1
simples tal que 0 <, T |g|?%. Asi, |,,|7 € L' y de la proposicién 8.4 se sigue que
1
[p,|2 € L9, es decir, 1), € L*. Por otra parte,

Ipall, = f Podp = f Wl T |7 dps < J gl 7 du

1
=M,y
p

‘J g sig(g)lxbnﬁd.u <M HSig(g)Wnﬁ

1 1—1
implica que |[,ll{ = llY,ll; * < M. Asi, del teorema de la convergencia moné-
tona resulta que

CRE q
lgllg = tim f ndps < M.

Caso p = 1. De la proposicién 3.2 resulta que existe una sucesidn creciente
(A,) en o tal que X = U2.A,, u(A,) < +oo,n € N. Seane > 0yA =
{x :|g(x)| = M + ¢}. Consideremos la funcién ¢ = 1,4 sig(g), entonces

f glAmAnsig(g)du‘
M || Lana, sig(8)||, = Mu(ANA,).

Asi, u(AnA,) =0, para cada n € N. Por ende u (A) =1lim,_,, 4 (ANA,) =0, por
lo tanto ||g||oc < M + €. Por ser € > 0 arbitrario obtenemos el resultado. [

(M +e)u(AnA,) < flgllAnAndM=

IA

Teorema 8.7 (Representacion de Riesz) Si 1 < p < +00 y G es un funcional
lineal acotado en L? (X, .o/, u). Entonces existe g € LY(X, .o/, u) tal que

G(f)=Jfgdu, fer?,

Y IGIl = Igllq- Si u es o-finita la misma conclusion es cierta para p = 1.

Demostraciéon. Caso u medida finita. Veamos que la funcion v(E) = G (1),
E € .o/, es una medida signada en (X, .</). Sea (Ej) una sucesion ajena en ./ y sea

E = U2 E;, entonces (Z};l 1Ei)n converge a 1; en LP. En efecto, (u(E) < 00)

j=17-J>
oo o0 Il;
Z 1Ej Z(,u( U EJ)) — 0, n— o0.
j=n+1

1,— > 15
j=1 j=n+1
n
v(E) = G(p)= lim G >,

Ya que G es lineal y continuo,
j=1

p p
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8.4. Teorema de representacién de Riesz

n
- nl—i>nolo' G(lEj):nl_iglq

n
j=1 j=

v(EJ-):Zv(EJ-),

asi, v es medida signada. Si u(E) = 0, entonces 1; = 0 u-cdq, es decir, 15 es
0 en LP, por lo tanto, v(E) = 0. Esto significa que v < u. Por el teorema de
Radon-Nikodym existe g € L! (G([f = 0]) < 00,G([f < 0]) > —o0) tal que
G(1gp)=v(E)= fE gdu para toda E € .. Lo que implica que G(f) = ffgdu
para toda funcién simple f € LP, en consecuencia

1

Ufng’ =GO <IGINSfI,-

Asi, porellema 8.3, g € L7y ||g|l; < ||G||. Del ejemplo 8.5 tenemos que la funcién
f—- f f gdu es continua y debido a que las funciones simples son densas en L?,
teorema 8.4, entonces G (f) = f fgdu para toda f € LP. (Por la desigualdad de
Holder |G (f)] < llgllg [If ll,, f € L, resulta [|G]| = [Ig]l4.)

Caso uy medida o-finita. Sea (E,) una sucesién creciente en .« tal que X =
U2 E, vy u(E,) < +00. Los espacios LP (E,) y LY(E,) los identificaremos con
los subespacios de LP (X) y LY(X) que consisten de aquellas funciones que se
anulan en E-. El primer caso muestra que para cada n existe g, € L1(E,) tal
que G(f) = [ fgadps, f € 1P (E,), ¥ ligally = ||G luoge,y| < IGII. Puesto que las
funciones g,, son tnicas u-cdq, tenemos que si n < m, entonces g, = g, U-cdq
en E,. Definamos la funciéon g u-cdqen X por g = g, en E, (g = lim,,_,o, g, €S
medible por el corolario 5.1). Por el Lema de Fatou, [|g|l; < liminf,_, o [(gxll; <
||G||, asi g € LY. Més aun, si f € LP, entonces por el teorema de la convergencia
dominada, f1 — f, n — 00, en L?. Lo que implica que

G(f)= nlgrgoG(flEn) = nlirgofflEngndu = f fedu,

para intercambiar el limite y la integral hemos usado la desigualdad de Holder y
el Teorema de la Convergencia Dominada (g = g, u-cdq, por ende |g,1z | < g
u-cdq).

Caso u medida arbitrariay 1 < p < co. Para cada E € ./, o-finito, existe
una tnica gg € L9 (E) p-cdq tal que G (f) = [ f gpdy, f € LP (E), y ligglly < IIGI.
Si F € .o/ es o-finitoy F D E, entonces gr = g y-cdq en E, asi [|gglly; < [IgFllg-
Sea

M = sup{||gE||q :E€ .o es a-ﬁnito}.

Noétese que M < ||G||. Sean (E,) C .« tal que lim,_, o, HgEan =M,yF=U>" E,.
o €N, asi ||gpll, =M. SiA€ o/ es O-

Entonces F es o-finito y [|gg(l; = ||gEn
finito y A D F, entonces

f |gr|? d,u+J |galTdu = J |gal?du < M1 = f lgr|?du.
A\F
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8.4. Teorema de representacién de Riesz

Puesto que ¢ < 00 (p # 1), g4 = g p-cdq (([1gal # 0] N (A\F) C [1a\rlgal #
0]). Si f € L? de la desigualdad de Chebyshev se sigue que {x: f (x) #0} =
U2 {x :|f|(x) > 1/n} es o-finito. Sea A= {x : f (x) #0} UF, asi

G(f) = G(f 1fzo)

= J F L p (00} 8 ()0} A
= ffl{x:f(x)#o}gAdu

= Jfl{x:f(x)géo}ng.u: Jngdu.

Por lo tanto, tomamos g = gp. ]

Problemas
Problema 205 Sea G : L? — R, un funcional lineal acotado. Demostrar que
|G|l = inf{M : |G (f)| < M||fl|, para toda f € LP}.
Problema 206 Demostrar que el teorema 8.7 falla para L*° ((0,1], 8((0,1]), A).

Problema 207 Sea 1 < p < +00 y u una medida o-finita. Sea g una funcion
medible tal que f g € L' para toda f € LP. Demostrar que g € LI.

Problema 208 Sea 1 < p < +00. Supdngase que (f,,) es una sucesion en LP(X, .«/, u)
ylim,_, ffngd,u existe para toda g € LY(X, ./, u). Demostrar que existe f € LP

tal que lim,_, o ffngdu = ffgd,u para toda g € LY(X, ., u).
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Chapter 9

Tipos de convergencia

En este capitulo se supondra un espacio de medida fijo (X, ./, u). Las funciones
que se considerardn son funciones definidas en X con valores en R. El objetivo
en este capitulo es analizar diferentes nociones de convergencia, en donde se
involucren los conceptos de medida e integral, para sucesiones de funciones. De
entre estos modos de convergencia se destaca la convergencia en medida, pues
en este concepto, como se verd, la medida juega un papel importante. Se iniciara
con algunos modos de convergencia que ya se han tratado.

9.1 Tipos de convergencia basicos
Se comenzard precisando los siguientes modos de convergencia.

Definicion 9.1 Una sucesion (f,) converge a f:

(i) Uniformemente si para cada € > 0 existe ny(€) € N tal que si n > n,, entonces
If;, (x)—f (x)| < &, para toda x € X.

(i1) Puntualmente (o simplemente, (f,,) converge a f) si para cualesquiera x € X y
€ > 0 existe ny (€, x) € N tal que si n > ng, entonces |f,, (x)— f (x)| <e.

(iii) u-casi donde quiera (denotado por f, converge a f u-cdq) si existe N € .o/, tal
que u(N) = 0 y para cualesquiera x € N y ¢ > 0 existe ny(&,x) € N tal que si
n = ng, entonces |f, (x)—f (x)| < e.

Es claro que la convergencia uniforme implica convergencia puntual y que
ésta, a su vez, implica convergencia u-casi donde quiera. Sin embargo, los sigu-
ientes ejemplos muestran que las implicaciones reciprocas no son ciertas.

Ejemplo 9.1 Sea (X,.«/,u) = ([0,1], 8 ([0,1]),A). La sucesion (f,) definida por

fa=nli1/n)

converge A-casi donde quiera a 0, pero no converge puntualmente a 0. Por lo tanto,
tampoco uniformemente.
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9.1. Tipos de convergencia bdsicos

Ejemplo 9.2 Sea (X, &, u) = (R, B (R),A). La sucesién (f,,) definida por

fn = 1(n,n+1/n]:

converge puntualmente a 0 y no converge uniformemente.

Sin embargo, si X es un espacio con un numero finito de puntos, entonces la
convergencia puntual implica convergencia uniforme.

La mayoria de los resultados del capitulo 6 donde aparece la convergencia
puntual pueden ser reemplazados por convergencia u-casi donde quiera. En este
caso se debe pedir que la funcién limite sea medible, si es que no se supone que
el espacio de medida sea completo. Por ejemplo, el teorema de la convergen-
cia mondtona y el teorema de la convergencia dominada quedan de la siguiente
forma:

Corolario 9.1 Sea {fi, f5,...} U{f} c M (X, o) tal que f, T f u-cdq. Entonces

f fdu= lim f frdp.

Demostracion. Sea N € ./ tal que u(N) = 0y f,(x) T f (x), para cada
x € NC. Asi, f,1yc T f1ync y por el teorema de la convergencia mondtona,

ffdu = f flyedp= lim J falyedp= lim f fadu.

En la primera y en la tdltima igualdad hemos usado el corolario 6.4. ]

Corolario 9.2 Sean (f,) y (g,) sucesiones de funciones integrables que convergen
u-cdq a las funciones medibles f y g, respectivamente. Si |f,| < |g,| u-cdg, n€N, y
lim, o0 [ 1galdu = [ Igldu < +00, entonces f € £ (X, .o/, 1) y

nlirgoj |fn—fldu=0.

f fdu= lim J frdp.

Demostracion. Sean M,K,N, € .« tal que u(M) = u(K) = u(N,) =0y
fa() = £ () para toda x € M%, g,(x) — g(x) paratoda x € K%, |f,(x)| < |ga(x)|
para toda x € N;. Sea N° = M°NK° N (N2 N’), entonces u(N) = 0. Asi, por el
teorema de la convergencia dominada,

En particular;

filye €L X, o u) ¥y nl_i)ngojvnlNC_leCldM:O-

Usando el corolario 6.4 obtenemos el resultado. ]
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9.2. Convergencia en LP

Problema

Problema 209 Si (f,,) converge u-cdq a una funcion f y ¢ : R — R es continua
demostrar que (p(f,)) converge u-cdq a @(f). Reciprocamente, demostrar que si
¢ no es continua en todo punto, entonces existe una sucesion (f,,) tal que converge

u-cdq a f, pero (p(f,)) no converge u-cdq a ¢(f).

9.2 Convergencia en L?

Recuérdese que un elemento en LP, 1 < p < +00, es una clase de equivalen-
cia de funciones que son iguales u-casi donde quiera y cuya potencia p-ésima es
integrable. Vale la pena estudiar el caso p = co.

Definicion 9.2 (i) Una sucesién (f,) en LP converge en LP a f € L? si para toda
& > 0 existe ny € N tal que si n = ny, entonces ||f, — fll, <e.

(ii) Decimos que (f,) en LP es una sucesion de Cauchy en LP si para toda € > 0
existe ny € N tal que si n,m = ny, entonces ||f, — full, <e.

Ya que L? es un espacio vectorial normado completo (dichos espacios se lla-
man espacios de Banach) se sigue que si (f,) es de Cauchy en L?, entonces (f,,)
converge en L? a un elemento f € L?.

Teorema 9.1 Sea (f,,) una sucesion en LP que converge u-casi donde quiera a f €
LP. Entonces lim,,_, o || f, —f||p = 0 si y sélo si lim,,_, ||fn||p = I£ 1l

Demostracién. De la desigualdad de Minkowski,

1ull, = £ 1| < 1fa—£1, -

Asf es que silim,_, ||f, — fl, = 0, entonces lim,, o [|fall, = 1fl,-
Veamos el reciproco. Sean

gn =22 (P +IfIP), g=2""1IfP.
Entonces, g, — g pu-cdq y lim,_, f gndu = f gdu < +00. Ya que

= fIP (fal +1F 1P < @max{|f,l,If 1)
= 22max{|f, /", If P} < 2P (Ifol” +IfIP) = gn

y |fa— fIP — 0 u-cdq, entonces por el teorema de la convergencia dominada ob-
tenemos

; —FfIIP = 1 —FIP Ay =
lim [If, = flI; = nlggof lfp—fIPdu=0.
De lo cual se sigue el resultado. ]
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Teorema 9.2 Sea (f,,) una sucesién en L? (X, ./, u) que converge uniformemente a
fenX. Si u(X) < +oo, entonces f € LP y la convergencia es en LP.

Demostracion. Para ¢ > 0, existe n, (¢) € N tal que si n > n,, entonces

para toda x € X.

o () — f ()] < ————,
TS oy

Por lo tanto, si n > ng,

1/p
Wfn=fll, = Ulfn(X)—f(X)lpu(dX))

c P 1/p
U ((M(X))l/p) d“) -

Es decir, (f,,) converge en L? a f. La completez de L? implica que f € L?. ]

IA

Si la medida no es finita entonces no se cumple la afirmacion del teorema 9.2
necesariamente.
Ejemplo 9.3 La sucesién (f,,) definida por

1
fa= nl—/pl(o,n):

es una sucesion en LP (R, 28 (R), A) que converge uniformemente a 0, pero no lo hace
en LP, pues ||fn||p =1, neN.

El siguiente ejemplo muestra que aun en un espacio de medida finita de los tres
modos de convergencia introducidos en la Seccién 9.1 no se puede pedir menos
que convergencia uniforme para obtener convergencia en L?.

Ejemplo 9.4 La sucesién (f,,) definida por

fo=n"P1 000,

es una sucesion en LP ([0,2], 88 ([0,2]), A) que converge puntualmente a 0, pero no
lo hace en LP.

Si la sucesidn (f,,) es dominada por alguna sucesién (g,,) con limite integrable,
entonces se obtiene convergencia en LP, sin importar la finitud de la medida.

Corolario 9.3 Sea (f,) una sucesion en LP (X, .o/, u) tal que converge u-cdq a una
funcion medible f. Si existe una sucesion (g,) en L? tal que converge u-cdq a g,
|fnl < lgnl p-cdg, n e Ny lim,_, f lgnlP du = f |g|P du < + o0, entonces f € LP
y la convergencia es en LP.
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Demostracion. Ya que |f,| < |g,| u-cdq, entonces |f| < |g| u-cdq. Esto
implica que f € L?. Sean

hy = 2P (|g,lP +1gIP), h=2P""|g|P.
Asi
lfa— PP <2P(IfulP +1fIP) < 2P (g, )P +1gIP) = h, p-cda.
Lo que sigue es como en la demostracién del teorema 9.1 ]
Se podria pensar que la convergencia en L? implica la convergencia u-cdq. El

ejemplo que se da a continuacién muestra que esto es falso, aun en espacios de
medida finita.

Ejemplo 9.5 Consideremos la particion A, = {2k-1 ..,2k—1}, k €N, de N. Para
cadan € Nexiste k €N, tal que n €A, n=2"141i,ie€{0,1,...,.2x1 —1},

fn=1( i i+l :|

2k—17ok—1

Ast, f, e L? ((0,1], 8 ((0,1]),A) y ||fn||p =2~ =D/P_ Veamos que la sucesién (f,,)
converge en LP a f = 0. Para € > 0 existe kg € N tal que 2~*ko=D/P < ¢ qasf
para cada n > 2k~ se tiene que ||f, —f||p < g. Por otra parte, sea x € (0,1],

existe ky € N tal que 2~ ™D < x. Nétese que for1(x) = 1( 0 }(x) =0,

1
KT 2T
para cada k > ko. Ademds, para cada k € N, existe ny € Ay, np = 2571 +1,
ie€{0,1,...,2¢1 —1}, tal que fn,(x) =1, esto es debido a que

0 1 2k=1_1 okl
2k—=17 9k=1 |77 2k=1 ’ 9k-1
es una particién de (0, 1]. De este modo, si x € (0, 1] existen subsucesiones (for-1 (x))
y ( fr (x)) que convergen a 0y a 1, respectivamente.

Problemas

Problema 210 Si f, | f u-cdq, cada f, € L}(X, .o/, ) y inf{ffnd,u ‘ne N} >
—00, demostrar que (f,) convergeen L' a f.

Problema 211 Si(f,)y (g,) convergenen L? a f y a g, respectivamente, demostrar

que (f, = g,) convergeen L? a f + g. Si (f,) converge en LP a f y (g,) converge en
Liag, 1<p<+00, entonces (f,g,) convergeen L' a fg.
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9.3 Convergencia en medida y convergencia casi unifor-
me

Definicion 9.3 Sea (f,,) una sucesion de funciones medibles. Decimos que (f,) con-
verge en medida a la funcion medible f si para cada a > 0,

Jim p({x 2 |fy () = f (X)| = a}) = 0.
Si u(X) =1 se dice que (f,,) converge a f en probabilidad.

Proposicion 9.1 (f,,) converge a f en medida si y sélo si para todo € > 0 existe
ny € N tal que si n > n, entonces

pl{x:fa(x)—f ()= e}) <e.

Demostracion. La necesidad es inmediata. Veamos la suficiencia. Sean a > 0
y € > 0, entonces para € A a existe ny € N tal que si n > ng, entonces

px:fu)=f()Iza}) < uwl{x:|f(x)=f () =aAre})

< aANeZle.
Como se queria demostrar. ]
La siguiente obsercacidn es bastante 1til en esta parte.

Lema 9.1 Sean f,g,h: X = R y a > 0, entonces

ilfo—g@izal c {x:lf @—hwx)=

a
2)
ufx:reo—gI= 3

3
Demostracion. La afirmacion es equivalente a demostrar que
{x X :|f (x)—h(x)| < g} N {x ex:|h(x)—g ()| < g}
c{xeXx:|f(x)—g)l<a}.
La contencidn es inmediata de la desigualdad del triangulo. |

El resultado que demostramos a continuacion nos indica la unicidad del limite,
u-casi donde quiera, en la convergencia en medida.

Proposicion 9.2 Si (f,,) converge en medida a las funciones medibles f y g, entonces
f =g u-cdq.
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Demostracion. Sea k € N arbitrario fijo. Del lema 9.1 resulta que para todo
neN

cilf-glz i) ¢ feifm—f s L
: 3
ofxsth - gz o}

por lo tanto,

p({xs1r@-siz})

A
=
=
~
—
=
=
~
=
—
|
=
—~
=
-~
\%
==
——
———

2
# Jim ({5100 - g2 5 )

2k
= 0.
De
* 1
rexsf A0 = {rex:Fm-gmiz 1},
k=1
y la o-subaditividad de u se sigue el resultado. |

Teorema 9.3 Sea (f,,) una sucesion de funciones medibles que converge uniforme-
mente a la funcion f, entonces (f,) converge en medida a f.

Demostracion. Para a > 0, existe n, € N tal que si n > n, entonces |f,, (x)—
f(x)| < a, para toda x € X. Lo que implica que para n > ny, {x € X :
Ifa ()= f ()| = a} = @. Por lo tanto, lim, ,co u({x € X : |f,(x)—f (x)| =
a})=0. ]

Ejemplo 9.6 Sea (X, .&,u) = (R, B (R),A). La sucesién (f,,) definida por
fn = 1(n,n+1]:
converge puntualmente a 0 y no converge en medida a 0.

En consecuencia, la convergencia puntual no implica convergencia en medida.
Si el espacio tiene medida finita la implicacion es cierta, segin se establecerd en
el corolario 9.4.

Teorema 9.4 Si (f,,)) converge a f en LP, entonces (f,) converge a f en medida.

Demostracién. Sea a > 0. Por la desigualdad de Chebyshey,
au({x:fu(x)=f () =a}) < f lfa=fIPdu=Ilfa—fII .
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9.3. Convergencia en medida y convergencia casi uniforme

Entonces, lim,_, oo u({x : |f, (x)—f (x)| = a})=0. (]

El ejemplo 9.3 nos muestra que la convergencia en medida no implica conver-
gencia en LP. (Aun si el espacio tiene medida finita, ejemplo 9.4) Por otra parte, el
ejemplo 9.5 muestra que convergencia en medida no implica convergencia u-cdq.

Definicion 9.4 Una sucesién de funciones medibles (f,,) converge u-casi uniforme-
mente a una funcion medible f, si para cada a > 0 existe E, € .« con u(E,) < a
tal que (f,,) converge uniformemente a f en E,.

En principio, se podria pensar que la convergencia u-casi uniforme es equiva-
lente a convergencia uniforme en el complemento de algiin conjunto de medida
cero. Pero esto es falso. Consideremos la sucesion (f,,) definida en el ejemplo 9.4.
Supdngase que existe E € 93([0,2]) tal que (f,,) converge uniformemente en E°.
Existe ny € N tal que si n > ng, entonces

|fn () =0l = nMP1py o ny () < (1/2)P,

para toda x € E°. Asi, [1/n,2/n]NE° = @, es decir, [1/n,2/n] C E, por lo
tanto A (E) > 0. Asi, no existe un conjunto nulo para el cual (f,) converja uni-
formemente en su complemento. Por otra parte, para a > 0 existe ny € N tal
que 2/ny < a. Asi es que si n > ng, entonces f, (x) = 0 para toda x € [0, a]".
Por lo tanto (f,) converge A-casi uniformemente. Recuerde que esta sucesiéon no
converge en LP. En consecuencia, es claro que la convergencia uniforme implica
convergencia u-casi uniforme, pero el reciproco es falso.

Teorema 9.5 Si (f,,) converge u-casi uniformemente a f, entonces (f,) converge a
f en medida.

Demostracion. Para cada ¢ > 0 existe E, € .« con u(E,.) < ¢ tal que (f,)
converge a f uniformemente en E;. Por lo tanto, existe ny € N tal que si n > ny,
entonces

|fn(x)—f (x)| <, paratoda x € E_.

En consecuencia, u({x : |f, (x)—f (x)| =¢e}) < u(E,) < e. Es decir, (f,) con-
verge en medida a f. u

Teorema 9.6 Si (f,,) converge u-casi uniformemente a f, entonces (f,) converge a
f p-cdq.

Demostracién. Para cada k € N existe E; € ./ con u(E;) < 27 tal que (f,,)
converge uniformemente a f en E;. Sea F = limsup Ej, entonces por el Lema de
Borel Cantelli, u (F) = 0. Ademas, nétese que (f,,) converge puntualmente en F€.
En efecto, si x € F* = U2, ﬂ;?:k E]?, entonces x € Elil para algin k;. Asi (f,, (x))
converge a f (x), pues (f,) converge uniformemente en E,il. =
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Definicion 9.5 Una sucesion (f,,) de funciones medibles se dice que es una sucesion
de Cauchy en medida si para cualesquiera € > 0y 1) > 0 existe un ny € N tal que si
m,n = ng, entonces

pl{x o f(x) = fu(x) = €}) <n.
Es decir, lim, ;,_, 00 p({x : |f1(x) — fi,(x)| = €}) = 0, para cada € > 0.

Proposicion 9.3 Toda sucesion convergente en medida es una sucesion de Cauchy
en medida.

Demostracion. Sea (f,) una sucesiéon que converge en medida a f. Sean
a>0ye>0, existe un ny € N tal que si n > n,, entonces

p({x:1h@-re1= 5} <2

Del Lema 9.1 se sigue que si n,m > ng, entonces

pllx s @ = fa@Iz ) < p({x:lh@-r@1= 2}
+‘u({x Sf ) = fn(x) = %})
< il
2 2
Como se deseaba. "

Proposicion 9.4 Si (f,,) es una sucesion de Cauchy en medida y tiene una subsuce-
sién que converge en medida, entonces (f,,) converge en medida.

Demostracion. Sea (f,, ) una subsucesién de (f,,) que converge en medida a
f. Sean a > 0y ¢ > 0. Existen ng, ko € N tal que

Vn,m > ny,

p({x: 10—z 5} <
p({x:1f0-r@i= 1)) <

€
51
€

Vnk = M, -

27
Por lo tanto, usando que n, i, = ngo V ny,, para n = n, obtenemos
a
pltx s U —f @Iz a) < w({x1f0—f,, 00> 5}
a
({1 = F N2 2} ) <
De lo cual se sigue el resultado. ]

Teorema 9.7 Si (f,) es una sucesion de Cauchy en medida, entonces existe una
subsucesion de (f,,) que converge u-casi uniformemente.
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9.3. Convergencia en medida y convergencia casi uniforme

Demostracién. Sea k € N. Para ¢ = n = 27X, existe n, € N tal que si

m,n > ny, entonces
p({xs1he0- ez 5 }) < 5

Puesto que la subsucesion fy, 41, fn,+2,--- de (f;) es de nuevo una sucesién de
Cauhy en medida, entonces para ¢ = 1 = 2~ existe ny,; €N (ng4; > ;) tal
que si m,n > ng, 1, entonces

p({x:1h00- 5012 i ) < 5

Asf construimos la subsucesién (f,,, ) de (f,,) tal que

p({x s =5, 01 o) < . Ve

Sea F =limsup;_, ., E; donde

={x

Por el Lema de Borel-Cantelli, u(F) = 0. Veamos que (f,, (x)) es una sucesién
de Cauchy en R para cada x € F°. Si x € F¢, existe kg = ky(x) € N tal que
x e ﬁ}’i’kOE}?. Si & > 0 existe j, € N tal que 2170 < £. Sii > j > j, V ko, entonces

|fo CO— £, (x)’ > %} ©.1)

|fnj(x)_fni(x)| < |fnj(x)_fnj+1(x)| + |fnj+1(x)_fnj+2(x)|

+-+ |fni,1(x)_fni(x)|

< 1+1+ +1<1<1<§ (9.2)
2j 2j+1 2i—1 2j—1 2j0—1 : :

De este modo (f;,, (x)) es convergente en R. Definamos

lim;_, o f, (x), x€FC,
_ j n
flx)= { 0, ’ x €F.

Mostremos que (f, ) converge u-casi uniformemente a la funcién medible f (ver
el Lema 8.1). Sea a > 0, existe kq € N tal que u(Fy ) < a, F,, = ﬂ°° EC Veamos

que ( fn ) converge uniformemente en F c.Seae>0yj,eN tal que 21_10 <e.
Hac1endo que i — o0 en (9.2) resulta que para toda x € F ¢

fo, GO —F (| <€,

para cada j > j, V kg (aqui ky no depende de x). Como se queria demostrar. =
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9.3. Convergencia en medida y convergencia casi uniforme

Teorema 9.8 a) Una sucesion (f,,) es de Cauchy en medida siy solo si (f,) converge
en medida.

b) (Riesz) Si (f,) converge en medida a f, entonces existe una subsucesion de (f,,)
que converge u-cdq a f.

Demostracion. a) La necesidad es consecuencia de los Teoremas 9.7, 9.5 y la
Proposicion 9.4. La suficiencia se sigue de la Proposicion 9.3.
b) Se sigue de la Proposicién 9.3 y de los Teoremas 9.7 y 9.5. ]

Lema 9.2 Si (f,) converge en medida a f y ( fnk) es una subsucesion de (f,), en-
tonces ( fnk) converge en medida a f.

Demostracion. Para ¢ > 0, existe ny € N tal que si n > ng, entonces
pl{x:fu(x)—f(x)=e}) <e.
Por lo tanto, si ny = n, = ng, entonces ,u({x : }fnk )—f (x)| > e}) <e. |
Tenemos ahora la siguiente version del teorema de la convergencia dominada.

Teorema 9.9 Sea (f,,) una sucesién en LP que converge en medida a f. Si existe una
sucesion (g, ) de funciones en LP que convergen u-casi donde quiera a una funcién
medible g, |f,| < |g,| pedg, n € Ny lim,,o0 [ 18,17 du = [|glPdu < +o0,
entonces f € LP y (f,,) converge a f en LP.

Demostracion. Es inmediato, del Teorema de Riesz, que f € LP. Si (f,) no
converge a f en LP, entonces existe una subsucesion ( fnk) de (f,) yun € > 0 tal
que

||fnk —f||p > ¢, paratodak €N. 9.3)

Del lema 9.2 resulta que ( fnk) converge en medida a f. Entonces el teorema 9.8

implica que existe una subsucesién ( fnkj) de ( fnk) que converge a f u-cdq. Del

corolario 9.2 resulta que lim;_, oo ||fn, —f H =0. Lo que contradice a (9.3). =
J P

La sucesidén del ejemplo 9.4 muestra que la convergencia u-casi uniforme no
implica convergencia en LP. Sin embargo, de los teoremas 9.5 y 9.9 tenemos que
la afirmacidn si se cumple si existe una sucesion en LP “dominante”. En el ejemplo
9.2 se da una sucesion que converge en L? a 0 (y esta dominada, por ella misma)
pero no lo hace u-casi uniformemente.

Problemas
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9.4. Convergencia en espacios de medida finita

Problema 212 Sea (R, (R),u) un espacio de medida finita y f : R — R una
funcién acotada y continua en 0 tal que (f,,) converge en medida a 0. Demostrar que

limy_c0 [ f (f2)du = u(R)f (0).

Problema 213 Si1 < p; < p, < +09, demostrar que |||, +||||,, hace de LP*NLP>
un espacio vectorial normado completo.

Problema 214 Si u(E,) <+00,n€N, y (1 ) convergea f en LY, demostrar que
f esigual a la indicadora de algtin conjunto medible u-cdq.

Problema 215 Suponga que f, — f en medida y g, — g en medida. Demostrar
que f, * g, — f + g en medida.

Problema 216 Sea u la medida de contar en N. Demostrar que f, — f en medida
siy solo si f,, — f uniformemente.

Problema 217 Demostrar las siguientes afirmaciones: Si ¢ : R — R es uniforme-
mente continua y (f,,) converge uniformemente a f, entonces (¢ (f,)) converge uni-
formemente a ¢(f). Reciprocamente, si ¢ no es uniformemente continua, entonces
existe un espacio de medida y una sucesion (f,) que converge uniformemente a f
pero tal que (p(f,)) no converge en medida a p(f).

Problema 218 Si u es o-finitay f, — f u-cdq, demostrar que existe una sucesion
(E,) de conjuntos medibles en X tal que ((U]filEk)c) =0y f, — f uniformemente
en cada Ej.

9.4 Convergencia en espacios de medida finita

Sea (X, ./, u) un espacio de medida y (f,,) una sucesién de funciones medibles.

Teorema 9.10 (Egoroff) Si (f,) converge a una funcion medible f u-cdqy ademds
a) w(X) < 400 o bien b) existe g en LP tal que |f,| < g u-cdg, n €N, entonces (f,)
converge a f u-casi uniformemente.

Demostracidon. Para cada m,k € N consideremos los conjuntos A, (m) =
U, {x () —f ()= %} Notese que A, (m) es decreciente en k. Veamos
que para toda m € N,

klirgo u(Ax(m))=pu (ﬂ A (m)) =0. 9.4
k=1

Sea C = {x € X : lim,_, o0 f, (x) = f (x)}, entonces C C (oo, e, (A (M)
Por otra parte, existe N € .o/, u(N) =0y C° CN. Asi U7? N2 Ar(m) C C¢, por

lo tanto
o
,u(mAk(m)) =0, YmeN.
k=1
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9.4. Convergencia en espacios de medida finita

Para que (9.4) se cumpla basta con ver que u (A; (m)) < oo, para algun indice k.
El caso a) es claro veamos el caso b). Sea B € ./, u(B) =0y tal que

Ifa()l < g(x), If(x)<g(x), VnEN, Vx €B,

Nétese que

Bcng{x;|fn(x)—f(x)|2%}C{x:g(x)2$}

lo que implica que

pa ) =p e Ay ) < {x 18 (0= o) < mp gl

En la ultima desigualdad hemos usado (6.5).

De (9.4) resulta que para a > 0, existe k,,, € N tal que ,u(Akm (m)) < a/2™
Sea A, = Up2 A (m), u(A,) < a. Mds aun (f,,) converge uniformemente en
A;,. En efecto, si € > 0, existe m, € N tal que 1/m, < ¢. Sin >k, entonces para
toda x € A, CA?(mO (my),

1
fa(x)—f(x) < — <e.
Mo
Como se queria demostrar. ]

Corolario 9.4 Sea u(X) < +o00. Si (f,) es una sucesion de funciones medibles que
converge a una funcion medible f u-cdq, entonces (f,) converge a f en medida.

Demostracion. Se sigue de los teoremas 9.10 y 9.5. ]

El resultado precedente también es cierto si existe una funcién en LP que
domine a la sucesiéon. Del ejemplo 9.2 vemos que (f,) no estd dominada por
una funcién LP integrable, pero si existe una sucesién en L? que la domina (ella
misma). Sin embargo (f,) no converge u-casi uniformemente (a 0). Una carac-
terizacién de convergencia en medida la da el:

Teorema 9.11 Sea u(X) < +00. Una sucesién de funciones medibles (f,,) converge
a f en medida siy sélo si toda subsucesion ( fnk) de (f,,) tiene una subsucesion que
converge a f u-cdqg.

Demostracion. Si (f,,) converge en medida a f, entonces por el lema 9.2 te-
nemos que toda subsucesion ( fnk) de (f,) converge en medida a f. Asi, por el
teorema 9.8 b), ( fnk) tiene una subsucesién que converge a f u-cdq.
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9.4. Convergencia en espacios de medida finita

Reciprocamente, supongamos que (f,,) no converge en medida a f, entonces
existe € > 0 tal que

,u({x : \fnk (x)—f (x)| > e}) >, (9.5)

para alguna subsucesién ( fnk) de (f,,). Por hipétesis, existe una subsucesion ( fnkj)

de ( fnk) que converge a f u-cdq. Del corolario 9.4 se sigue que (f,, ) converge a
J
f en medida, lo que contradice a (9.5). [

A continuacién veremos cdmo se puede “metrizar” la convergencia en medida.
Por L° (X, ./, u) denotaremos al conjunto de las clases de equivalencia formadas
por aquellas funciones medibles que son iguales u-casi donde quiera. La funcién
o LOX, .o, u) x L°(X, .o/, u) — R, definida por

_ [ _If—gsl
p(ﬂg}—f]ﬂﬁf_gﬂu,

es una métrica en L% (X, .o/, u). En efecto, p(f,g) = p(g,f) ysip(f,g) =0,
entonces f = g u-cdq. Por otra parte,

|f =glllf =h+|h—g[+1] |f —glllf =hl+|h—gl]+If —¢

|f —glllf =hl+Ih=gl]+|f —h[+]|h—¢
(If =hl+h—=gD@+I1f =g,

IA

por ende

f—gl _ _lf—hi+lg—hl
1+[f—gl = 1+[f—h[+]|g—h
|f —hl N lg—h
1+|f —hl+|g—hl 1+I|f—hl+|g—nhl|
V—h|_+|g—m
1+|f—h]  1+[g—h|

Lo que implica la desigualdad del tridngulo para p:

p(f,g)<p(f,h)+p(hg).

La relacién de p con la convergencia en medida es la siguiente:

Teorema 9.12 Sea u(X) < +o0. (f,,) converge a f en medida siy sélo silim,,_,oo p (fp, f) =
0.

Demostracion. Del teorema 9.11 se sigue que (|f, — f|) converge a O en me-
didasiysolosi(|f, —f|/(1+|f,—f|)) converge a 0 en medida. Si (f,,) converge
a f en medida, entonces (|f, —f|/ (1 + |f, — f 1)) converge a 0 en medida, y como
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9.4. Convergencia en espacios de medida finita

estd dominada por la funcion integrable 1, entonces del teorema 9.9 resulta que
lirnn—>o<3 P (fn:f) =0.

Reciprocamente, si (|f, — f|/ (1 +|f, — f|)) tiende a 0 en L', entonces tiende
a 0 en medida, lo que implica que (f,,) converge a f en medida. ]

En las tablas que se dan a continuacién se indica la relaciéon que existe entre
los distintos modos de convergencia. Se inicia introduciendo la siguiente nomen-
clatura:

Modo de convergencia | Notacion
uniforme u
—_—
puntual p
e
u-casi donde quiera u-cdq
—_—
medida u
—_—
u-casi uniforme u-cu
—_—

Una flecha sélida significa que se cumple la implicacién y una flecha punteada
significa que existe una subsucesién que converge en el modo que se sefiala. En
cualquier caso se indica el teorema donde se demuestra la implicacién. Cuando
la implicacion no es cierta se da el nimero del ejemplo donde aparece la sucesion
que proporciona el contraejemplo. Que (f,,) sea dominada significa que existe una
sucesion (g,) de funciones integrables que converge u-cdq a una funcién g € LP
v Ifnl < g, u-cdq, para cada n € N.

Tabla 1
Caso
B} P .
General ., i) ﬂ L—> __‘Li_, ,u—cu)
u — | — — 9.3 93 —
e —
p 92 | — | — 9.4 | 9.2 9.2
—
u-cdq 9.1 9.1 — 9.4 9.2 9.2
—
9.4 9.4 9.4
LP 9.5 9.5 + 9.8 — ) + ??
—_— —
—-—> —-—>
29
u 9.5 | 9.5 o8 94 | —
R - -
.6 .5
u-cu 9.4 9.1 ? 9.4 ? —
N — —
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9.4. Convergencia en espacios de medida finita

En el caso de medida finita y convergencia dominada, la primera parte de la
Tabla 1 no cambia. Los cambios ocurren en la segunda mitad y son los siguientes:

Tabla 2
Medida P
Finita e v p-cu
9.2 9.3
u E——
—_— — —
. .10
p 9.4 9.4 9
5 —_— —
9.4 9.10
u-cdq 9.4 N .
27
P . 9.4 9.4 + ?7
e —_— ——>
??
u 9.4 —
R —-—>
u-cu 9.4 95 —
- —
Tabla 3
Caso P
Dominado —_— L} ﬂ)
9.3 9.3
u e
—_— — —
9.3 9.3+94 6.3+ 9.4+ ??
p 5 — —_— -—>
9.3 9.3+94 9.3+9.4+??
u-cdq
5 — — —-—>
29
P . 9.4 9.4 4 27
—_— —_— —-—>
9.9 ??
U —>
R — —-—>
9.5+9.9 9.5
u-cu —
5 — —_—

Es importante notar que bajo este concepto de dominacién convergencia u-
cdq no implica u-cu. (Ver el ejemplo 9.2.)

Problemas
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Problema 219 Sea u(X) < +00 y f una funcién continua en R. Si (g,) converge
a g en medida, demostrar que (f (g,)) converge a f (g) en medida.

Problema 220 Demuestre que la convergencia u-cdq no es expresable por medio de
una métrica.

Problema 221 Sea u(X) < +00. Si (f,) es una sucesién en M,(X, .«/), demostrar
que existe una sucesion (a,) de constantes, tal que, (f,/a,) converge a 0 u-cdq.

Problema 222 Sea u(X) < +o00. Si (f,,) converge en C € .o/, demostrar que para
todo & > 0 existe Cy C C con u(C\Cy) < ¢ tal que (f,) converge uniformemente en
Co.

Problema 223 Suponga que f, — f en medida, g, — g en medida y u(X) <
+00. Demostrar que f,g, — f g en medida. Si u(X) = +090, la implicacion no es
necesariamente cierta.

Problema 224 Sea (X, .o/, u) un espacio de medida finita. Demostrar que

es una métrica en L° (X, .o/, u) y que (f,,) converge en medida a f siy sélo si lim,,_, oo

d(fn, f)=0.

Problema 225 Sea (f,,) una sucesion de funciones medibles en un espacio de medi-
dad finita (X, .o/, u). Demostrar que (f,,) es una sucesion de Cauchy en medida si y
solo si es sucesion de Cauchy en la métrica del ejercicio 224.

Problema 226 Sea (X, .o/, u)un espacio de medida finita. Una funcién f : (X, .o/, u) —
R se dice acotada en medida si para cada € > 0 existe M (g) < +oo tal que
u({x : |f(x)] £ M(e)}) = u(X) —e. Demostrar que f es acotada en medida si

y s6lo si es finita u-cdqg.

Problema 227 Sea u una medida finita en (X,.e/). Demostrar que ({u(A) : A €
2/ })¢ es un conjunto abierto.

Problema 228 Sea (f,,) una sucesién en M, (X, ./ ). Supongamos que u(X) < +00
y que (f,) converge a un limite finito u-cdq. Demostrar que para todo € > 0 existe
M () < +00 tal que p({x : sup, |f,| < M (6)}) = p(X) —e.
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9.5 Integrabilidad uniforme

En esta parte se presentan condiciones suficientes para obtener convergencia en
LP. Se inicia con la introduccién de los siguientes conceptos.

Definicion 9.6 Sea (f,,) una sucesion de funciones medibles. (f,,) se dice:
(i) acotada en L' si,

sup{J |fn|du:n€N} < +o00.

(i1) integrable uniformemente si

lim sup{J |fnldu neN} =0,
M—o0 Eyn

donde Ey , = {x € X : |f, (x)| = M}.
(iii) continua uniformemente si

lim su du:neN;=0.
pim p{JAInt u }

(iv) que satisface la condicién (CF) si para cada € > 0 existe A, € ./ con U(A,) <

+o00 tal que
sup{f |fn|d,u:n€N} <e.
A

Nétese que en un espacio de medida finita toda sucesion satisface la condiciéon
(CF). Por otra parte, la sucesién del ejemplo 9.1 estd acotada en L' pero no es
integrable uniformemente.

Proposicion 9.5 Sea (f,,) una sucesion de funciones medibles tal que |f,| < g u-cdg,
para cada n € N. Si g € LY, entonces (f,,) es integrable uniformemente.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de las definiciones (usar el teo-
rema 7.6, con dv = gdu). ]

Teorema 9.13 Si (f,,) estd acotada en L' y es continua uniformemente, entonces
(f,,) es integrable uniformemente.

Demostraciéon. Sea K = sup {”fn”l ‘ne N} <+o0oye>0. Existe 5(¢) >0
tal que

si w(A) <6, entonces sup {J Ifaldu:ne N} <e. (9.6)
A

Por lo tanto, si M > K /&, de la desigualdad de Chebyshev resulta que

u(Exn) = wlx: f (O = M) < % <K<s
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Asi, de (9.6) obtenemos

sup{J Ifnldw: neN} <e.
EM,n

Es decir, (f,,) es integrable uniformemente. |
Se tiene el siguiente reciproco parcial del teorema anterior.

Teorema 9.14 Si (f,,) es integrable uniformemente, entonces (f,,) es continua uni-
formemente. Si ademds (f,,) satisface la condicion (CF), entonces (f,) estd acotada
en L.

Demostracion. (f,) es continua uniformemente. Sea £ > 0. La integrabili-
dad uniforme de (f,,) implica que existe M > 0 tal que

sup{f |fn|d,u:n€N} <
EM,n

Asi, si u(A) < e/(2M), entonces, para cada n € N,

Jlfnldu = J Ifnldu+J |fnl dpt
A ANEy , ANE, |

Sf Ifnldu+f Mdu
Epmon ANEj,

)
< §+M,LL(A)<8.

N ™

En consecuencia, (f,,) es continua uniformemente.
(f,) esta acotada en L. Por (CF) existe A; € ./ con u(A;) < +00 tal que

sup{f |fn|d,u:n€N} <1.
A

Por otra parte, ya que (f,,) es integrable uniformemente, existe M > 0 tal que

sup{J |fn|d,u:n€N} <1
EM,n
Asi, paracadan €N,

Jlfnldu = J Ifnld.u+J |fnl dpa
Eymn E

c
M,n
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< 1+f Ifnldu+f [fuldut
Elc\/l,nmA1 E;/I,nnAcl
< 1+M,u(EfV[’nr1A1)+J Ifuldp <2+ Mu(Ay).
A
Por ende, sup {||f,|l; :n €N} <2+ Mu(Ay). (]

Lema 9.3 Si f € LP(X,.o/,u), entonces para cada € > 0 existe A, € .o con
u(A,) < +oo tal que
f |fIPdu < €P.
AL

Demostracion. Sean ¢ = {x:f(x)=0}y F, = {x:|f (x)|=1/n}. En-
tonces, F, T {x: f (x) # 0} = 0°. Consideremos la medida finita, dv = |f|P du.
Asi,

v(X)=v(0)+v(0°)= nll)rrolo v(F,).

Para € > 0, existe ny € N tal que v(FﬁO) =v(X)— v(Fno) < €P. Por otra parte,
de la desigualdad de Chebyshev obtenemos que

u(e)=u({x:lrenz =} )= (no)Pf £IP dy < +oo.

De lo cual se sigue el resultado. (Otra manera de demostralo es usando el corolario
7.3.) [

Como consecuencia de este lema se tiene que toda sucesién dominada por
una funcién integrable satisface la condicion (CF). Asi, de la proposicion 9.5 y del
teorema 9.14 se sigue que toda sucesién dominada por una funcién integrable es
acotada en L' y es continua uniformemente.

Teorema 9.15 Si (f,) converge a f en LP, entonces (|f,|P) satisface la condicidn
(CF) y es continua uniformemente.

Demostracién. Sea ¢ > 0, entonces existe ng € N tal que si n > ng, se cumple
que [If, — fll, < £/2.
(If|?) satisface la condicién (CF). Ya que fy,..., f, 1, f € L, entonces debido
al lema 9.3 existen Ay, ...,A, _1,A € ./, con medida finita tal que

<e,...,
p

Hf11AC1

fralig, || < lf1ull, < /2.
nO p

SeaA, =A,U---UA, _; UAE o/, entonces u(4,) < +00. Ademas, nétese que si

n <ng,
J |fn|pduﬁf ful® du =
A A
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9.5. Integrabilidad uniforme

Sin = ny,
1/p
(JaL&WdM>
A

(If,I?) es continua uniformemente. Consideremos las medidas d v; = |f;|F du,
ey dVp 1 = |fn0_1|p duy dv = |f|P du, las cuales son absolutamente continuas
con respecto a u. Debido al teorema 7.6 existen 6; > 0,...,6, 1 >0y 6, >0
tal que si u(A;) < 51,---,H(An0—1) < 6p—1 Y U(A) < 6, entonces vy (A1) <
€l Y (Ano_l) <ePyv(A) <(e/2)’. Sea 6 = min{d;,...,0,,-1,00}. Sea
A€ .o con u(A) < 6. Sin < ny, entonces como U (A) < §,, tenemos que,

fn 1AC€

I (At

+Hf1Ac
p “llp

& &
< Nfa=Fllp +f Lall, < 5+ =e.

f ful? dp = v, (A) < &P,
A

Sin > ng, resulta que
1/p
( f |fal? du)
A

Como se queria demostrar. ]

fa2ally < o= £l +11f 1all,
£ 1/p £ &

< —+(»A <-—+-=¢.
oA < =e

Tenemos el siguiente reciproco parcial del teorema precedente (necesitamos
algtin tipo de convergencia, y funciona el més débil).

Teorema 9.16 (Vitali) Si(f,)converge a f en medida, (|f,|P) satisface la condicidn
(CF)y (If,IP) es continua uniformemente, entonces (f,,) converge a f en LP.

Demostracién. Sea ¢ > 0, entonces existe A, € .«f tal que u(A,) <+ooy

p
sup{f |fn|pd,u:n€N}S(§) ,
A

yun 6 (&) > 0 tal que si . (A) < &, entonces

sup{JAIfnlpd,u : neN} < (%)p.

Por otra parte, ya que (f,,) converge a f en medida,

. . & =
HILTEO“({X i = = a7 }) -
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por lo tanto, existe ny € N tal que si n > ny,

£ o
u({x W= 12 o }) <.

En consecuencia, si m,n > ngy y

1
Hopn = {X A= G2 +M(A€))”P}’

entonces del lema 9.1 resulta que u (H,,,) < 6. De esta forma,

f=fully < [Ga=fd L, + 2|+ [t
< H(fn_fm)lAancmn p+||fn1A€ﬂHmn v
2
+[|fnta, o, [l + S8
1/p
< U Ifn—fmlpdu) + | faln, I,
ANHE,
2
+Hfm1Hmn p+§€
1
eP /p e € 2
< | === du| +-+-+=¢
SP(L+p(Ae)) Jaeme 5 5 5
€ 1/ 4
< () P+ —e=c¢.
sA+u@N”? " 5

Asi, (f,) es una sucesién de Cauchy en LP. Por lo tanto, (f,) converge a un ele-
mento h € LP en LP. Lo que implica que (f,,) converge a f y a h en medida. De
la proposicién 9.2 concluimos que f = h u-cdq. Es decir, f € L? y (f,,) converge
af enlLP. ]

Corolario 9.5 Si (f,) converge a f en medida, (|f,|P) es integrable uniformemente
¥ (If,,|P) satisface la condicién (CF), entonces (f,) converge a f en LP.

Demostracion. Basta notar que el teorema 9.14 implica que (f,,) es continua
uniformemente. |

Problemas

Problema 229 Si (f,) y (g,) son integrables uniformemente, demostrar que (f, +
&) es integrable uniformemente.
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9.5. Integrabilidad uniforme

Problema 230 Si sup{Ilfnllp ‘ne N} < +00, 1 < p < +00, demostrar que (f,)
es integrable uniformemente.

Problema 231 Demostrar el teorema 9.16 con convergencia u-cdqg.

Problema 232 Sea ¢ : R, — R,. Silim,_,o, ¢ (u)/u=+00y (¢ (|f,])) es aco-
tada en L', demostrar que (f,,) es integrable uniformemente.

Problema 233 Sea (f,) = a,1;01/n] en [0,1] con la medida de Lebesgue. ¢Para
qué sucesiones (a,) es (f,) integrable uniformemente?.

Problema 234 Sean (X, .</,u) un espacio de medida finitay 1 < p < +00. Sea
¢ : R — R continua tal que satisface la condicién (x) : existe K > 0, |¢ (t)| < K |t|
para toda |t| = K. Si (f,) converge a f en LP, demostrar que (¢(f,)) converge
a ¢(f) en LP. Reciprocamente, demostrar que si ¢ no satisface la condicién (x),
entonces existe un espacio de medida finita y una sucesion (f,) que converge a f en

L? pero (¢(f,)) no converge a p(f) en LP.

Problema 235 Sean f,(x) = 1+ cos(2nnx), n € N. Demostrar que para cada
g €L'([0,1], ([0,11),2)

1 1
nlirgoL fngd?t=f0 gda,

pero (f,) no converge a 1 en medida.

Problema 236 Sea u(X) < +oo. Si sup{|f,|:neN} € LP y (f,) converge a f
u-cdq, demostrar que f € LP y (f,,) converge a f en LP.
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Chapter 10

Medidas producto

Se discutira el espacio de medida producto (X x Y, .o/ ® 8, u® v) inducido por dos
espacios de medida (X, .</,u) y (Y, 8, v). Se verd también la relacién que existe
entre la integral con respecto a la medida producto u®v y la integral iterada con
respecto a las medidas u y .

10.1 o-Algebra producto

Recordemos lo siguiente. La medida de Lebesgue A la definimos primero en el
m-sistema % (R), después en la algebra % (R) y finalmente usamos el teorema de
extensién de Caratheodory para definirla en % (R) = o (%6 (R)). Seguiremos un
esquema similar a éste para definir la medida producto.

Definicion 10.1 Sean (X, ) y (Y, B) dos espacios medibles. Un conjunto de la
formaAx B conA€ .o/ y B € % sellama rectdngulo medible en X x Y. La coleccion
de todos los rectdngulos medibles la denotaremos por 6, .
SiAX B, E x F € 6,, entonces
(AxB)N(ExF)=(ANE)x (BNF).

Esto implica que 6, es un 7-sistema.

Definicioén 10.2 Sea F,, la coleccién formada por las uniones finitas de rectdngulos
medibles ajenos, es decir

n
9p={UDi:Di€<€p,DiﬂDjz(D,sii#j,neN}.
i=1

Lema 10.1 Z, es un dlgebra.
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10.1. o-Algebra producto

Demostracién. Si E = UL, (A; xB;) y F = U;’Zl (Cj X Dj) estan en 7, en-
tonces

ENF =

.CE
=

_.
I

—
—.
I

—

[(Ai X B;)N (CJ- X Dj)]

Il
-t
=

~
Il

—
—
Il

—

[(ain¢)) x (BinD})],

yasi ENF € Z,. Luego, &, es cerrada bajo intersecciones finitas. Si (A x B) es
un rectangulo medible, entonces

(AxB)  =(A° x B)U(X x BY),

es unién ajena de rectdngulos medibles. Si E = UL, (A; x B;) € Z,, entonces
E¢ = N7, (A; x B;)". Lo que implica que E° € &, pues E° es interseccién finita
de elementos de #,. De lo anterior resulta lo afirmado. ]

Definicion 10.3 Sean (X,.«/) y (Y, ) dos espacios medibles. La o-dlgebra pro-
ducto, denotada por .o/ ® B, es la o-dlgebra generada por los rectdngulos medibles,
es decir,

AOB =0 (‘6},) .

Puesto que 6, C Z,, entonces a(‘gp) - O'(gp). Ademas, 9}, C IR,
implica /®%B =0 (gp),

Definicion 10.4 Si ECX xY y x € X, la x-seccién de E es el conjunto
E,={yeY:(x,y)€E}.

Andlogamente, si y € Y, la y-seccion de E es el conjunto
EY={xeX:(x,y)€E}.

Sif:XxY —R, x €X, la x-seccién de f es la funcion
)=f(x,y), yev.

Andlogamente, si y € Y, la y-seccion de f es la funcion
fFx)=f(xy), xeX.

Ejemplo 10.1 Sea f =15 con E C X x Y, entonces

(1E)x:1Ex'
En particular; si E=A x B,
B, x€A
A B — 2 el
(Ax B {@, x ¢4

entonces (14.5), = 14(x)1p. Se obtienen expresiones andlogas para las y-secciones.
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10.1. o-Algebra producto

Lema 10.2 (i) Si E € .o/ ® B, entonces toda seccion de E es medible.
() Sif:XxY > Res JdQB-B (R) medible, entonces toda seccion de f es
medible.

Demostracion. Demostraremos que las x-secciones son medibles. De forma
similar se demuestra que las y-secciones también lo son.
(i) : Sea 2 la coleccién de los conjuntos .o/ ® B-medibles tal que toda x-seccién
es medible. Si Ax B € 6, del ejemplo 10.1 tenemos que (A x B),. es medible.
Si E € 9, entonces (E¢), = (E,)° es medible. Ademads, si (E,) es una sucesién
en 9, entonces (U,?;En)x = U2, (E,), es medible. Asi, 2 es una o-4lgebra que
contiene a 6¢,. En consecuencia ¥ = .o/ ®%.
(ii) : Sean x € X y a € R, entonces

fillla,+00]) = {yeY:fi(y)>a}

= {yev:f(x,y)>a}
{(5,y)eX xY:f(s,y)>a}, = (fFY(a,+001)),.

Si f es ./ ®%-medible del lema 5.6 y de lo anterior se sigue que la funcién f, es
%-medible. ]

Puede ocurrir que toda seccion sea medible pero el conjunto no sea medible
(ésto pasa con el conjunto de Sierpinski en R?). Sea f :RxR — R. En oca-
siones suele ser dificil mostrar que f es % (R)®% (R) medible, pero facil ver
que es % (RZ) medible. Por ejemplo, si f es continua es inmediato que f es
B (Rz) medible. Asi, es conveniente conocer qué relacion existe entre estas dos
o-algebras. Esto lo trataremos en el contexto de espacios métricos. Sean (X;,d;),
(X,,d5) dos espacios métricos. La funcién ds : (X; x X,) X (X; x X,) = Ry,

d3 ((x1,¥1),(xg, ¥2)) = max {d; (x1,x5), da (¥1,¥2)},

es una métrica en X; x X, y (X; x X,,d3) se llama espacio métrico producto de
(X1,d1) y (X2, dp).

Teorema 10.1 Sean (X;,d;), (X,,d5) dos espacios métricos.
(1) B(X)®AB(Xy) C B(X; xX5).
(i1) Si (X4,d;), (X,,d5) son separables, entonces B (X,) @B (X,) = B (X; x X5).

Demostracion. (i) : Consideremos las proyecciones 7, : X X Xy — X1, 7y :
X, x Xy — X,, definidas por:

m(y)=x, m(x,y)=y.

Sean A € % (X,), B € #(X,), entonces 1, (A),7," (B) € B (X; x X,), pues
1, o son continuas. Ademas,

AxB=AxX)NX, xB)=n " (Ann," (B) € B(X; xX).
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10.1. o-Algebra producto

Se sigue de aqui que, 8 (X;)®B(X,) C B (X; x X,).

(ii) : Sean D, y D, dos conjuntos contables densos en X; y X,, respectivamente.
El conjunto D; x D, es un conjunto contable denso en X; x X,. Sea U un conjunto
abierto en (X; x X,,d3), entonces

U= U By ((x,y), r(x,y))>

(x,y)eU

donde B, ((x, ), r(x’y)) es una bola abierta, con respecto a la métrica d5, que esta
contenida en U. Del teorema 1.1 aplicado a (X; x X,,d3) se sigue que

oo o0
U= UBa (Gt 72) 5 Txyn) = U [B1 (6> Txy) % B2 (Vi Fxyn) -
i=1 i=1

En consecuencia, U € 3B (X;)®% (X,). Lo que implica, B (X; x Xy) C B (X;)
QB (X,). (]

Lema 10.3 o ({(a,+00) x (b,+00) : a,b € R}) = B (R?).

Demostraciéon. Sea € = {(a,+00) x (¢c,+00) :a,c € R}. Para b € R arbi-
trario fijo definase la coleccion

U, ={Ac B(R):Ax(b,+00)e o (¥)}.
Sea A € %,. Puesto que
A x (b, +00) = (Ax (b,+00))°[ | (R x (b,+00)) € 0 (6),

entonces A° € %,. Sea (A,;) una sucesién en %), entonces
oo o0
(UAH) x (b, +00) = | ][4, x (b, +00)] € 0 (%),
n=1 n=1

por lo tanto, U2 A, € %,. Ya que 6 ((a,+09)) C %, resulta, %, = B (R).
Sea A € % (R) arbitrario fijo y definase la coleccién

U,={Bc B(R):AxBeo(¥)}.

De manera analoga se demuestra que %, es una o-algebra. De la primera parte
tenemos que 6 ((b,+00)) C %,, asi, %, = % (R). En consecuencia,

{AxB:ABe B(R)}co({(a,+00) x(b,+00):a,beR}).

Por lo tanto, 8 (R)® % (R) C o ({(a,+00) x (b,+00) : a, b € R}). La contencién
contraria es clara. [
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Teorema 10.2 Sean u una medida finita en (R, 8 (R)) y u,v : R — R funciones
medibles tal que

ff (Weg)du= f fWg@dpy,
para cualesquiera f, g : R — R continuas y acotadas. Entonces u = v u-cdq.

Demostracion. Sea
= {h :R xR — R:h es medible, acotada y fh(u,v)d,u = J h(u,u)d,u} .

Observemos que 5 es un espacio vectorial que cumple:

(i) 1]R><R € S.

(ii) Si C es un elemento del nt-sistema {(a,+00) x (b,+00) : a, b € R}, entonces
1. € #. En efecto, sean a, b € R, tal que C = (a,+00) x (b, +00), entonces ex-
isten sucesiones (f,), (g,) de funciones continuas y acotadas tal que f, T 1(q +00)s
&n T 1(p +o00)- Del teorema de la convergencia mondtona y de la hipdtesis resulta
que

J L(g+00)x(b,+00) (W, V)du = J L(g+00) (W) 1(p 400y (V) dp
= nl_i}goffn () g, (v)du
= lim J fo (W) gn (W) dp
= f 1(a,+oo) (u) 1(b,+oo) (u) d‘LL

= J 1(a,400)x(b+o00) (W, ) d .

(iii) Si (h,) € ## y 0 < h,, T h, entonces el teorema de la convergencia mondtona
implica que h € #.

Del lema 5.2 se concluye que S# contiene a todas las funciones o ({(a, +00)
x (b,+00) : a,b € R}) = %(Rz) medibles, hemos usado el lema 10.3. Sea
D={(x,y)€R?:x =y} yh=1p. Puesto que h € #, obtenemos que

p{xeR:u(x)#v(x)}) = lec (w,v)du
= f 1DC (ua u) dnu’
= p({xeR:u(x)#ul)P)=u@=0.
De lo cual se sigue el resultado. ]
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Problemas

Problema 237 Sean A, ...,A, € &/ y By, ...,B, € B. Demostrar que U_, (A; X B;)
se puede escribir como unién ajena de rectdngulos medibles.

Problema 238 Demostrar que o ({(a,b) x (¢c,d):a,b,c,d € R}) = B (R) ® 3B (R).

Problema 239 Sean Ey F dos espcios métricos separables. Demostrar que 0 (Tgyp) =
o(1y x 75) donde v% x v, ={AXB:E\A€ 15, F\B € Tp}.

Problema 240 Sean 6,y %, subconjuntos de Z(X)y @ (Y ), respectivamente. De-
mostrar que o (6, x 6,) C 0(6;)®0(%6,). Si ademds X es unién contable de ele-
mentos de 6, demostrar que se tiene la igualdad.

Problema 241 Sea f : R x X — RY. Demostrar que si f(t,-) es medible y f(-,x)
es continua por la derecha, entonces f es medible.

10.2 Medidas producto

Sean (X, .o/, u) y (Y, 8, v) dos espacios de medida. La medida producto 7 en la
coleccion de los recténgulos medibles 6, se define como

n(AxB)=u(A)v(B), AxBE G, (10.1)

Ahora, si E € Z,, entonces E = U], [A; x B;] con (A; x B;)!_; coleccién ajena en
6, Definimos

n
n(E)=> m(A; xB). (10.2)
i=1
Veamos que 7 estd bien definida. Supongamos que U}, [A; x B;] = U}"zl[Cj X
D;], siendo (A; x B;){_; ¥ (C IR Dj);nzl colecciones ajenas, respectivamente, de
elementos en G- Nétese que

n
D10 (15D = Lur e ()
i=1

Ly [ex0,] (6) = D1, () 1p, (0). (10.3)
j=1

Sea y €Y fijo. Integrando con respecto a x, nos queda

> f 1y, () p(dx) 15 (1) =) f 1¢, () (dx) 1p, (1),
i=1

j=1
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es decir,

Zu(A)lB (y)—Zu )1, ().

Integrando ahora con respecto a y, obtenemos de (10.2), que
n m
(UAXB]) ZM(A)V(B)—ZM(C)V(D =n(U C><D )
i=1 j=1
Teorema 10.3 7 es una medida en la dlgebra F, .

Demostracién. Veamos que 7 es o-aditiva. Sea (E,) una sucesién ajena en Z,
tal que US2, E, € &, entonces E, = Uki |:A’.1 X BTl] yU2 E, = U;.":l [Cj X Dj],

con (A" X B} )1 1Y (C x D: ) colecciones ajenas en 6p- Asi,
m
Zl 1o, ()15, (1) = Ly [exp] (%)
J:

oo k,
= Lo o L] 0= D5 D 1 () 1 ().

n=1i=1
Fijemos una y € Y. Del corolario 6.1 resulta
m
>u(C) 1, ()= ZZu (A1) 150 ().
j=1 n=1i=1

Aplicando de nuevo el corolario 6.1,

WIORORWIIHCSE

Es decir, de (10.2),

(L:J ):“(O[Cj "Dj]) =§:7f(En).

Como se queria demostrar. ]

Por el teorema de extensidn de Caratheodory existe una extensién de 7 a una
medida 7* definida en la o-dlgebra (.&/®%)*. En particular, * estd definida
en la o-dlgebra .&/® & y satisface (10.1). El ejercicio 246 muestra que pueden
existir distintas medidas producto en (X X Y, ./ ®93) que satisfagan (10.1). Sin
embargo, si (X,./,u) y (Y, %, v) son o-finitos, es decir, X = U2,A;, u(4;) <
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+o00,Y = UJ 1Bjs v(Bj) < 400, entonces (X xY, 4 ®%,n*) es o-finito, pues
XxY = Ui:1Uj:1|:Al X Bj]yn* (Ai X BJ-) =u(4;) v(Bj) < +00. En consecuencia,
el teorema de unicidad de Hahn implica que la medida 7t* es tinica y la llamaremos

medida producto de u y v. Esta medida la denotaremos por u®v.

Ejemplo 10.2 La medida A> = A®A en (Rz, B (]Rz)), se obtiene al considerar el
espacio de medida (R, 8 (R), A).

Problemas

Problema 242 Para j = 1,2, sean u;, v; medidas o-finitas en (X is 427‘1)
(i) Si v; < uj, demostrar que v1®v, < U1 ®Uy Y
d(n®v,)
d (.ul 2)
(i1) Si wq L v 0 uy L vy, demostrar que vi®vy L 1 ®us.

dvl dvz

(x1,x 2)_ (X1) (Xz)

Problema 243 Sean A,B € % (R) tal que A(A) > 0y A(B) > 0. Demuestre que
existe C € B (R) tal que A(C) >0y A(AN(B+y))> 0 para toda y € C.

Problema 244 (Principio de Cavalieri) Suponga que para todo x € X se cumple
que v({y : (x,y) € E}) = v({y : (x,y) € F}). Demostrar que (u®v)(E) =
(u®v) (F).

Problema 245 Sea (X,.o/,u)talquel < u(X) < +ooyseaAc I, (uduU)(ANR) =
(ueu) (A) (uew) (R) para todos los rectdngulos medibles R. Demuestre que (u®u)

(A)=

Problema 246 Sea X = R, . = #(R) y sea u definida por u(A) = 0 si A es
contable y u (A) = +00 si A es no contable.

(i) Si E € o ®.4/, definase mw(E) = 0 en caso de que E pueda expresarse como la
union E = G UH de dos conjuntos en ./ ®.«/ tales que la x-seccién de G es contable
¥ la y-seccién de H es contable. En otro caso, definase 1 (E) = +00. Demostrar
que T es una medida en .&/®.«/. Si m(E) = 0, demostrar que E estd contenido en
la union de un conjunto contable de lineas en el plano. Si A,B € X, demostrar que
T (AxB) = u(A) u(B).

(ii) Si E € g®., definase p (E) = 0 en caso de que E pueda expresarse como
la unién E = GUH UK de tres conjuntos en .« ®.¢/ tales que la x-seccion de G
sea contable, la y-seccion de H sea contable, y la proyeccion de K en la linea, con
ecuacion y = x, sea contable. En otro caso, definase p (E) = +00. Demostrar que
p es una medida en o/ ®.of,y si p (E) = 0, entonces E estd contenido en la union de
un conjunto contable de lineas. Si A, B € X, demuestre que p (A x B) = u(A) u(B).

(iii) Sea E = {(x,y): x +y =0}; demuestre que E € .o®.«/ y que p(E) = 0,
n(E) =+o0.

Problema 247 Demostrar que (Rz, B (Rz),lz) es un espacio de medida incom-
pleto.
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10.3 Teorema de Tonelli-Fubini
Ahora estudiemos el resultado principal en las medidas producto.

Teorema 10.4 (ToneEi) Sean (X,.o/,u) y (Y, 3B, v) dos espacios de medida o-
finitos y F : X x Y — R, medible. Entonces las funciones

h(X)=J F.dv, g(y)=f FYdu,
Y X

son medibles y

J hd,uzj Fd (‘u®v)=f gdw. (10.4)
X XxY Y
En otros simbolos,

(e [ e

JJF(x,y)V(dy).u(dX) =J F(x,y)pu®v(dx,dy)
XJY XxY

o bien

= f J F(x,y)u(dx)v(dy).
YJX

Demostracion. Caso u y v medidas finitas. Consideremos la coleccién
Y ={Ec€ gd®%B :F =1 cumple la afirmacién del teorema}.
Veamos que % es un d-sistema. Claramente X x Y € ¥. Si E € ¥, entonces

h(x) = v({(EY),)=»()—v(E,),
g(y) = w(EY)=pX)—uE),

son medibles y

J(V(Y)—V(Ex))u(dX) = V(Y)M(X)—J 1g (x, y) (uev) (dx,dy)
X XxY

-
= (1-1p)(x, y) (u®v)(dx,dy)
Jxxy
[
= 1ge (%, ¥) (u®v)(dx,dy)
JXxY
[
= (LX) —u(E")) v(dy).
Jy
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Por lo tanto E€ € . Ahora, sea (E,) una sucesion ajena en .¢. Debido a que

h(X) = v((GEn) ) = V(G (En)x) = nll)IgoZn: v((Ei)x):
x n=1 i=1

n=1

(e%e] Y [e3e) n
g = u((U E) ) = M(U (EH)Y) = lim > p((E)"),
n=1 i=1

n=1

entonces h y g son medibles y del teorema de la convergencia monétona, resulta

L (2 ”((En)x)) wu(dx)

- f 15, () (u@y) (dx, dy)
n=1JXxY

J h(x)p(dx)
X

f y((B),) 1 ()
X

= f 1ye g, (%, y) (u@v)(dx,dy)
XXY

— ZJ u((En)y)V(dJ’)ZJ g(y)v(dy).
n=1JY Y

Asi, U;?i1En € ¥, por lo tanto £ es un d-sistema.
Ademas, siAx B € ), entonces

h(x)=1,(x)v(B), g(y)=15(y)u(A),
son medibles y
f h(x)u(dx) = wu(A)v(B)
X
= fleB (x,y) (u®v)(dx,dy) =f g(y)v(dy).

Y

Del teorema 2.4 concluimos que 4®%B =0 (%p) =Z.

Caso u, v medidas o-finitas. Sean (X,,), (Y,,) sucesiones en .« y 9 tal que
Xp TX, Y, TY yu(X,) <+o00,v(Y,) <+00,paracadan € N. Asi, X; xY; T X xY.
Definamos las medidas finitas Wj, vj, como

pi(A) = p(AnX;), Ac.o,
v;(B) = v(BnY;), Be %.
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SiF =1 con E € .&/® %8, entonces
h(x) = v(E)= lim Vj (Ex),
j—oo
g(y) = w(EY)= lim u;(EY).
]—0Q
De lo cual se sigue la medibilidad de h y g pues v; y u; son medidas finitas. Puesto

que
h(x) =h(x)1x(x) = lim v;(E,) 1y, (x),
jo oo J

1deu =du;yd (,uj®vj) = lxjxyjd (u®v) obtenemos, usando el teorema de la
convergencia mondétona, que

.
Jh(X)u(dX) = jlirgo Vi (Ex) 1y, (x) p(dx)
0
= Jl_lglo vj (Ex) uj(dx)
0
= lim 1z (x, ¥) (u;®v;) (dx,dy)
I7° Jxxy
-
= Jlim Ly,xy, (6, ¥) 1g (x, y) (u®v) (dx,dy)
XxY

= J 1 (x,y) (uev)(dx,dy).
XxY

De manera similar se demuestra que

f g(y)V(dy)=f 15 (¢, y) (uev)(dx,dy).
Y XxY

Por la linealidad de la integral se sigue el resultado para funciones simples
medibles (usando su representacién estandar). Si F : X x Y — R, es medible,
entonces existe una sucesion (®,,) de funciones simples medibles tal que 0 < &, T
F, véase lema 5.10. Las funciones

Pn (x)= J (q)n)x dv, Izbn (_)/) = f (q)n)y du,
Y X

son medibles. Ya que (®,,), T F,, (,)” T F”, entonces del teorema de la conver-
gencia monotona resulta

SOn(X)TJdeV=h(X), wn(y)TJFydu=g(y)-
Y X
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De nuevo, por el teorema de la convergencia mondtona,
f hdp = lim f ndu = nlirgof ®,d (u®v)
X X XxY

= f Fd(u®v)= lim J "‘/Jnd”:J gdv.
XxY n=ee Jy Y

Como se queria demostrar. ]

El siguiente ejemplo muestra que el teorema de Tonelli puede fallar si alguna
de las dos medidas u y v no es o-finita.

Ejemplo 10.3 Sea u la medida de Lebesgue en (R, 28 (R)) y v la medida de contar
en (R, 8B (R)). Definamos la funcién ¢ : R x R — R, por

%O(XJJ’)=X_}’~

Por ser ¢ continua, del teorema 10.1 se sigue que ¢ es B (R)® %A (R) medible. En
consecuenciaD = {(x,y) ERx R : x = y} = ¢~ ({0}) es un elemento de % (R) ® & (R).
Sea F = 1p, entonces

h(x)=v(D)=v{x})=1 g()=u@’)=u({y})=0.

fhduzOO#Ozfgdu

Note que la medida y ® v no necesariamente existe.

Teorema 10.5 (Fubini) Sean (X,.o/,u)y (Y, B, v) espacios de medida o-finitos.
Si F:X xY — R es integrable con respecto a u®v, entonces F,, € £ (Y, $, v) para
casi toda x € X, F¥ € ¥ (X, .4/, u) para casi toda y €Y, las funciones

h(X)=J F.dv, g(y)=J FYdy,
Y X

estdn definidas casi donde quiera, pertenecen a ¥ (X, o/,u)y a £ (Y, B, v), respec-
tivamente, y (10.4) se cumple.

Demostracion. Puesto que F € £ (X x Y, /®%,u®v), entonces F F~ €
L (X XY, dQ%AB,u®v). Sean

ht (x)=J (F*). dv, h‘(x)zJ (F), d.
Y

Y
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El teorema de Tonelli implica que

Jh+du = f Ftd (u®v) < +o0,
X XxY

Jh“d,u = J F7d(u®v) < +o0.
X XXY

Asi, h" < +00 u-cdqy h™ < 400 u-cdg. En consecuencia,

h(x) = fodvzj(F+)xdv—f(F_)xdv

= h"(x)—h (x),

estd definida u-cdq. Lo que implica que, F, € £ (Y, %, v) para casi toda x € X y
he ¥4 (X,.«,u). Ademas,

(.
J hdu = h+du—f h~du
X Jx X

.
= F+d(u®v)—f F~d(u®v)
Jxxy XxY

.
= Fd(u®v).
Jxxy

De igual forma se demuestra que la funcién FY estd en ¥ (X, .o/, u) y la segunda
parte de (10.4). ]

El espacio de medida (X x Y, .«/® 93, u® v) casi nunca es un espacio de medida
completo, no obstante que (X, ./, u) y (Y, 9, v) lo sean. En efecto, supongamos
que existe A€ .o/ ,A# B conu(A)=0yunB CY tal que B ¢ %, entonces AxB C
AXY y(u®v)(AxY)=u(A)v(Y)=0peroAxB¢ ./Q%B (SiAXBE JdQAB,y
Y € B, entonces (AxB), =A€ .4.)

Veremos a continuacién como se expresa el teorema de Fubini en el espacio
de medida completo (X XY, dQAB, ,LT@T})

Lema 10.4 Sean (X,.</,u)y (Y, B, v) dos espacios de medida completos o-finitos
yh:X xY — R, . ®%B-medible tal que h = 0 u®v-cdq. Entonces para casi toda
x €X, h(x,y) =0 para casi toda y € Y. En particular;, h, es B-medible para casi
toda x € X. Se cumple el andlogo para h”.

Demostracion. Sea

B={(x,y)€X xY :h(x,y) #0} = ("' ({0}))".
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EntoncesB € . /@By u®v(B) =0. Existe C € /®%B talqueB C Cy(u®v)(C) =
0. Del teorema de Tonelli obtenemos que

f v(C,)du(x) =0, (10.5)
X

en consecuencia y({x: v(C,)>0})=0. SeaN = {x:v(C,) >0} (u(N)=0).
Puesto que B, € C, v (Y, 9B, v) es completo, entonces B, ={y €Y : h, (y) #0} €
9B si x € N°. De esta forma, para cada x € N¢, h,, = 0 v-cdq, es decir para casi
toda x € X, h(x,y) = 0 para casi toda y € Y. Por otra parte, debido a que la
funcién 0 es %B-medible, se sigue del lema 5.11 que h, también lo es. ]

Teorema 10.6 Sean (X,.«/,u) y (Y, B, v) espacios completos o-finitos. Sea F :
X xY — R una funcién en & (X xY, d® %,ﬁé—{/) Entonces se cumplen las afir-
maciones del teorema 10.5 con la diferencia de que F, es 9B-medible para casi toda
x. Andlogamente para las y-secciones.

Demostracidon. Del teorema 5.1 se sigue que existe una funcién G, .&/® %-
medible, tal que F = G u®v-cdq. Del lema 10.4 obtenemos (G también es .o/ ® 8-
medible) que F, = G, v-cdq para casi toda x € X y F¥ = G” u-cdq para casi toda
y €Y. De esta manera el resultado se obtiene aplicando el teorema 10.5 a G. Par
ellobastaverque Ge L (X XY, 4%, u®v),

f IGId(u®V)=f IGId(@)=f IFld(ue),
XXY XxY XxY

donde hemos usado que F = G u®v-cdq. ]

Problemas

Problema 248 ¢Estd la funcién f : R? — R, definida por

Xy
x2+y?’

fl,y)=

en £2([-1,11%, B([—1,1]%),2%)>.

Problema 249 Sea X =Y =N, o = B =2 (N) y u = v = medida de contar.
Definase
1, m=n,
f(mn)=1 =1, m=n+l,
0, m#n,n+ 1.

Demostrar que f Ifld(u®v) =+o00 y f ffdud v, f ffd vdu existen y son difer-
entes.
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Problema 250 Para cada una de las funciones f : [0,1]* = R calcular fol folf (x,y)dxdy,
1,1 1,1 1,1

[ L f Goyydyds, [) [ 1F Goldxdy y [3 [o1f Gey)ldyds :
. -2

@D f () =(x*=y?) (P +y*) .

1\~3 1
(@) f o yy={ (72 0<y<fr—s
0, en otro caso.
—3/2

)

(i) f (¢, y) = (x—y) (x2 + y?)
(iv) f(x,y)=(1Q—=xy)?, p>0.

Problema 251 Sean u una medida o-finita en (X,.</), f : X — [0,4+00] una
funcion medible y 1 < p < +00. Demostrar que

prdMZJ ptP 7 u({x : f (x) > t})dt.
0

Problema 252 Sean f y g integrables en (X, ./, u) y (Y, %, v), respectivamente.
Demostrar que f (x) g (y) es integrable en (X XY, /@B, u®v) y

ffgd(u®ﬂ))=ffdufgd%

Problema 253 Demostrar que
. 0 1
0 [, Eede=4,
(if) fooo (55) dx=3.
Problema 254 Para f € L' (R, B(R),A) y t € R, sea f,(s) = f (t +s), s € R.
Demostrar que:

@D [Ifelly = 11£ 111

(i1) La funcion t — f, es continua.

Problema 255 Sea (X, .o/, ) o-finitoy f € £ (X, .o/, u) no negativa. Demostrar
que

f fO)du(x)=ued)({(x,y):0<y < f(x)}).
X
(Lo cual podemos interpretar como que la integral es el drea bajo la curva.)

Problema 256 Sean f € L'(R) y g € LP(R), 1 < p < +00. Demostrar las
siguientes afirmaciones:

(i) Las funciones y — f (x=y)g(¥)y y = g (x =) f (y) estdn en L' (R) para
A-casi todo x. Para tales x, sean

(f *g)(X)=ff(x—y)g(y)dy, (g*f)(X)=Jg(X—y)f(y)dy-

(i)) fxg=gx*f A-cdq.
(iit) fxg € LP(R) y [If = gll, < If I gl

159



10.3. Teorema de Tonelli-Fubini

Problema 257 Sean py v medidas o-finitas en (Rz, B (Rz)). Se define la medida
convolucién de uy v por

(,u*v)(A)zf puA—x)v(dx), Ac B(R?).

R2

(i) Demostrar que la funcién x — u(A—x) es Borel-medible. (Por lo tanto, la
definicion tiene sentido)

(ii) Si A? es la medida de Lebesgue en 9B (Rz), demuestre que u < A2, implica
ux v < A? y encuentre la derivada de Radon-Nikodym d (u * v) /dA2.

(iii) ¢Si u*x v < A2, entonces u < A2?.

(iv) Si f € L (Rz, B (Rz) , Uk v), entonces

f fd(M*V)=f fx+y)u(dx)v(dy).
R2 R2 JR2

Problema 258 Sean u una medida en (X, o)y f,g € M. (X, &) tal que u({x :
f(x) < a< g(x)})=0paratoda a € R. Demostrar que u({x : f(x) < g(x)})=0.

160



Notas y Referencias

Capitulo 1: Una excelente referencia para casi todo el material considerado en
este capitulo es [13]. Una demostracion directa del lema 1.2 se obtiene notando

que para cadaN € N, 22]21(2;1021 amn) = Z;O:1(Z]r\l[:1 amn) < Z:lozl 221 Amn-

Capitulo 2: En general, los libros de teoria de probabilidad tratan a buen
nivel los conceptos introducidos en este capitulo; véase por ejemplo, [6] o [9].

Capitulo 3: La demostracién de los teoremas 3.1, 3.2 y 3.5 esta basada en
[9], [25] y [10], respectivamente. Se sugiere [12] para un estudio mas profundo
de las medidas en espacios métricos.

Capitulo 4: Las secciones 4.1 y 4.2 siguen las lineas de [6]. Se pueden mostrar
teoremas de extension en otras colecciones de conjuntos, por ejemplo, en los anil-
los véase [16]. La demostracién del teorema 4.1 usa el lema 1.1, en muy pocos
textos se aprecia este hecho. La demostracidon de la regularidad de la medida
de Lebesgue es sugerida por [4] en los ejercicios 9.G, 9.H y 9.1. El resultado del
ejercicio 90 se debe a Steinhaus; ver teorema 8.2 de [8].

Capitulo 5: La demostracién del lema 5.10 y del teorema 5.3 es similar a la
dada en el lema 2.11 de [22] y en el teorema 1.5 de [18], respectivamente.

Capitulo 6: El enfoque de la definicion de la integral de Lebesgue es tomado
de [30]. La demostracion del los lemas 6.1 y 128 y de los teoremas 6.3 y 6.6 estd
basadaen [21], [5], [3] y [15], respectivamente. La proposicion 6.2 es el ejemplo
3.4 de [31]. En [2] se encuentra una excelente coleccién de integrales impropias
calculadas usando los resultados de la secciéon 6.5.3. Otras generalizaciones del
teorema de cambio de variable pueden encontrarse en la secciéon 12.12 de [1].
El ejecicio 114 es una generalizacion del corolario 6.4 (ii). En [11] aparece una
generalizacion del Teorema de la Convergencia Dominada.

Capitulo 7: La demostracion de los teoremas 7.1y 7.7 estd apoyada en [14] y
[15], respectivamente. Se puede demostrar primero la descomposicién de Jordan
de una medida signada y después usar este hecho para demostrar el teorema de
descomposicion de Hahn, ver [31].
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Capitulo 8: La demostracion de los teoremas 8.1, 8.5, 8.7 y de los lemas ?? y
8.3, esta basada en [25], [10], [15], [7] y [24], respectivamente. La demostracién
del corolario 8.2 es sugerida en [23]. Una representacién para los funcionales
positivos con dominio el espacio de las funciones reales continuas definidas en un
intervalo compacto se da en el teorema 9.9 de [4], por ejemplo. En [28] aparece
una generalizacién del Teorema de Radon-Nikodym.

Capitulo 9: La demostracion de los teoremas 9.1 y ?? esta apoyada en [19]
y [17], respectivamente. En la seccién 5.2 de [20] se obtiene otra métrica para
L°. Debido a que la integrabilidad uniforme junto con la condicién de finitud
(CF) forman una condicién suficiente para obtener convergencia en L? se con-
siderd conveniente incluir estos conceptos. Dicha condicién resulta bastante titil
en espacios de medida finita (en particular en espacios de probabilidad) pues la
condicion (CF) se satisface trivialmente.

Capitulo 10: Para una generalizacién de la medida producto a un producto
arbitrario de espacios de medida ver [27]. El Problema 10 de la Seccién 4.1 de
[14] se da un ejemplo donde la contensién % (X;)® B (X,) C B (X, x X5).
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o*, 39

o, 29

acotado en L', 139
algebra, 15

atomo, 26

bola abierta, 8
borelianos, 12

¢(R), 16
cardinalidad, 4
clase de equivalencia, 111
clase monédtona, 15
generada por una coleccién, 15
coleccién ajena, 2
condicion (CF), 139
conjunto
abierto, 8
contable, 4
de Cantor, 50
denso, 8
Lebesgue medible, 47
medible, 11
negativo, 88
nulo, 88
numerable, 4
positivo, 88
potencia, 1
vacio, 1
continua uniformemente, 139
convergencia
en LP 124
en medida, 127
en probabilidad, 127
u-casi donde quiera, 122
u-casi uniformemente, 129

puntual, 122
uniforme, 122
6p, 145

criterio de integrabilidad de la integral

de Lebesgue, 70
de Riemann, 79

d-sistema, 18
derivada de Radon-Nikodym, 100
descomposicion de

Hahn, 89

Jordan, 90

Lebesgue, 100
Desigualdad de

Cauchy-Schwarz, 107

Chebyshev, 66

Holder, 107

Jensen, 104

Markov, 66

Minkowski, 110

Young, 105
diferencia simétrica, 2
diferenciacion

bajo el signo integral, 82
distancia, 8

esencialmente acotado, 106
espacio de medida, 21
completo, 29
espacio métrico, 8
completo, 9
producto, 147
separable, 8
espacio medible, 11
espacio vectorial normado, 9
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Z(R), 16

F,, 145

funcién
biyectiva, 4
Borel medible, 54
composicién, 3
continua, 9
convexa, 103
identidad, 3
indicadora, 3
inyectiva, 3
Lebesgue medible, 54
medible, 51
signo, 108
simple, 61
sobre, 3

funcional lineal, 118
acotado, 118

funciones
truncadas, 56

imagen directa, 3
imagen inversa, 2
indices conjugados, 107
integrable uniformemente, 139
integral de
Lebesgue, 64
Riemann, 79
integral de una funcién medible
positiva, 64
simple, 62
interseccion, 1
invariante bajo traslaciones, 25

limite inferior de una sucesién

de conjuntos, 26

de ntmeros reales, 5
limite superior de una sucesién

de conjuntos, 26

de nimeros reales, 5
Lema de

Borel-Cantelli, 27

Dynkin, 19

para funciones, 59

Fatou, 69

las clases mondtonas de Halmos, 17

Scheffé, 75
leyes de De Morgan, 2

métrica, 8
media aritmética, 105
media geométrica, 105
mediana, 73
medida, 21
continua en el vacio, 27
de Borel, 22
de Borel-Stieltjes, 22, 49
de contar, 22
de Lebesgue, 47
de Lebesgue-Stieltjes, 49
de probabilidad, 26
en una algebra, 27
exterior, 39
finita, 26
finitamente aditiva, 27

inducida por una aplicacién, 77

no atémica, 26
producto, 152
regular, 32
exteriormente, 32
interiormente, 32
o -finita, 25
signada, 86
finita, 90
o -finita, 90
unidad, 22
medidas
absolutamente continuas, 96
singulares, 91
u-cdq, 29

nimeros
enteros, 1
naturales, 1
racionales, 1
reales, 1
extendidos, 5
reales no negativos, 1

166



Index

norma, 9
de un funcional lineal, 118
L®°,106
LP, 106

m-sistema, 18

particién, 2, 78

principio de Cavalieri, 152
producto cartesiano, 2

la convergencia mondétona, 67
Lebesgue-Radon-Nikodym, 98
Lieb, 74

Lindelof, 8

Radon-Nikodym, 100
representacion de Riesz, 119
Riesz, 132

Riesz-Fischer, 112

Tonelli, 153
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