


Método de Stein :

Haces approx de leyes de probar

complicadas mediante leyes
"

Menos complicadas
"

c-

f.
Gaussiana

.

•
Poisson
-

Ejemplo de aprox . Poisson
.

n
independientes

Xn = [ 3
"

si ←
Bernoulli 1pA .

E

K : '

En algunas circunstancias :

LIXN ) a Ley Poisson f EIX . )) .

Ejemplos :

1)
.

Xn = conteo en

contextos de

| . De Fondo hay una gráfica :
l

' O ' Conteo de
"

cruces
"

} ao.

' = [ Iphan un cruce

4 1am)
entre la.to)

&# Ici) y Kid)
5

7

A 6 Pregunta central:

realización de una gráfica . ④ z Algo
"

sencillo
"

?



2 :) Ejemplo : una gráfica

grande :

Se estudia la conectividad de una gráfica .

Conteo de H componentes Algo simple?
Cunetas

Motivación :

Problema :

{ 4pts " ,

⇐ variables aleatorias independientes
.

con El 3k ) :O ,
y
definimos

a
'
-

- Éitsit .

n

5. =
'
- [ Ir.
En

µ : '

Pregunta : delsn.NL?n?NnNormallo.il ?



Heurística de Stein :

es
"

razonable
"

pensar que
es equivalente

al sup IIPISNEZ) - IPINEZH Io
2. c- IR

{%,
lttlllusnezist - El HN .az 's ) )

b) Sup HEISNHSNI - FYSNIIIIO
.

f-el
t

familia de

Funciones de prueba

Equivalencia entre al y bl :

considerar la ecuación

"Hat - FIXI : Ht xezis - El HN , .rs/
⑦

llamamos Fz a la solución a ⑦
.

Notar que

LEI Snflsnl - f. IsnlfpZ 7

=p El Issn .is - El Atm.rs//l--plPlsnEzf-lPlNEzt1
.



⇒ tomando sup
ZEIR

⇒

dqelsn.IN/--szupllPlsntzf-lPlNEzlA .

= A Elsnffsnl - fifsnllp

daim :

Fz ← sale de de ltlqzjlul .

pero
tiene mejores propiedades .

Afilan , Hflzllo E 10

Por lo tanto
,

dklsn.lv/esuplElsnflsnl-fIsnsjpfilR-slt-ilfllallf4lotl0
tulfflsnl

,

con LIFIIXI = xflxl - Flock



Pregunta :

Heurística de Stein :

( ← cijto de funciones de prueba

.de/x,Nl:=suplElhlH-hlNi1/helX-v.a.NenNlo.i{ intercambio mediante

heurística de Stein :

{% IEIXFNIH
- ÁIXDTI

resolver :

xflxl - f. lxl = EIHIH - HINII
-

Llftlxl

Nota:

Fu tiene "

mejores
" propiedades que

h
.

Ejemplo :

( = { Mi.az, lxl ; ZER !
.

( Iain : si hcl ⇒ fh es absolutamente

continua : d

Lema 2.3
.

ltfdhlot .
libro Normal approximation

by Stein Method .

⇒
del x.NI E ¡ ¡¡

HEIXFHI - f. IXIH .



con ¿ =p f : IR → IR ; f
"

existe c. s. f
Y NEHA El

Nota :

si h : Md → IR
"

y
consideramos.

ÍVFIII - Aflsil = hlsil - EIHIÑII
LIFIIIID Ñu NIQIDI .

flsil = !! hliiio.tk II. IEIKÑIIIFNIDIII

Si c. fh : Risk
"

:
h es 1-Lipohitzf .

delx, NI ←
solución explícita . y está

en términos
de una ec . de

transporte / libro de C.Villani ) .

Hay situaciones en las que

dtv IX. Otra cosa) es qpprsoximable.

Otra situación :

- Expansiones de Edgeworth .

Mxncn medida de proba de X
.

~

Mx .mn 2 V
Mi ¥

q

{ medida Gaussiana estándard .

V

{ FINMaldita fflxlvldxl a- final
¡ la
medida real. medida compleja .



Hasta el momento
,
hemos visto que

dklsn.NL e qq.lk/xFIxI-fIxlIl
( = f f : IR > IR t.q.xfnlxl-fnlxla.hlxt.IE/hlND.

con
hl"" 4. a. ⇒

"" I
.

¿ cómo manejamos a

El XFIH - FTXII ?

Caso que consideraremos :

+ = Sr = §
. .

{ ¢
,

con 4, son centradas ⇐

e indep . ( NO necesariamente ii.d.)
.

n

donde On! [ Eltit .

[I

Vamos a probar que
Sn % NIO , el

si E. 'EIHÉÍI → o

De hecho, ¥
.

.IE/f7oEnI
"

) es la velocidad de

convergencia .



Idea :

Acotar el funcional

IElsnflsi-f.IN/1sn---?...hi,
con ti = ¥:

Elsnflsil = ÉEHIHI
. .

Htt

= E. "Miliki :{÷:
" " iii. HE

:*?
" )

heurística

I

E. " llhiil "ME
:*?
" )

" LÉ
.

El " 4)Eliisnilf ÷
. "±÷.

-



Moraleja : Elsnflsnllñ El FY si) .

Formalidades :

Elsnfisil = É
.

EIHIIHISÍ
"

this - il Sn
'"
I ) )

SE
'

::[ si
IEJ En

*É

Ahora
,

Msn
""

ti!
" I - flsn

" '

) = E.
" ¡ i. ' ISÁ" tlh." ' ) da :*

--

= fls
,

"'
t qq.my/t=tfYsn'

"Y

I. = o

* = 3!" f.lsí" ) a- 3.
'" ¡ ¡ t " lsn "" + trllrilllrdtdd

le Üniisnr - E. "Mii iisn ""MI
± iii. ÍEIHIIY

F si

\



⇒

IElsnflsil-EEHiif.ls.lt/

± iii. Élillliil + ¥! "Hillis si

1- IEN
"

Hallie
"

I

n

⇐ 2nF
"
"
. [ Ithil ' )

.

Ei D

Conclusión:

Teorema : EI =

En versión de '

s.pk/hlSnl-hlNlllt teorema de
hac ←

c.%:{ " h
"

"
. )

,

Ellliiil
.

Berry - Esseen
.

Caso particular : { q fe » ,

son iid

s.pk/hIsi-hlNNtYs%11h
"

"
. ) "¥%¥. :

hac



Capítulo 2:)

Cómo manejar de manera clásica a

{ IEIXFIXII - IEIFIXII .
→

§
-
Contexto de sumas

de variables aleatorias

-

Contexto de v. a . que no son

sumas
de variables aleatorias , pero pides

| " intercambiabilidad
"

.

:(
Transformadas - de sesgo

- de sesgo
cero .

Sección 2.1
.

Ecuación de Stein
.

Lema : ⑤

Si W - NUM
,

Y fe. → IR absol . cont .

x

( i.e. FIN = fiflrldrl t.q.IE/1f.lzI1/cao ,
0

entonces

El f.tw/f-ElwflwY .

⑦
= O

Recíprocamente, si se vale V F como en ⑤

entonces W - NIO
,
, )

.

prueba : pendiente.



Vamos directo a
la eq .

de Stein :

Tomamos ze IR y
hlxl : HI.az.pl" ) _

Lema : ~
La ecuación -

F ' '" - wflwi : hiw
, - [ 1h ,#

oocottttwszt-PH.HU

tiene una única solución dada por

|

fzlw) : Y
riñe

"
"

" otlwill - ótlzil si wez

{ rñieú" Ioizil , _ etiwil si wsz .

Eflwt -- IPIZEW)

prueba :

FYWI - ↳
Flwl = Glw )

Idea es usar factor integrante :

¡ '" IFYWI - wfiwi) = Ecwl

Paso I : ver a

{ '" ( FYW ) - wflwi) como
la derivada de

Ullwl

C flwl



Propuesta . rklwl = -¥ .

Ahora si :

f. ( é ! .im) =
Érica , - we-F.in ,

- ¿ ¥ lficwi - wflwil
-

= ¿ ¥ ( hlwi - Elhlzsl )
Moraleja :

es equivalente resolver

¥
.

( é ! fiwi) = éúlhiwi - Elhlzsl )

y
esto se resuelve como

- r
'

W -

c- ¥ fui = C 1- f ftp.zq-lplzez/)e
"

dr

-~

- a ⑦ lz)

Notar que c. = 0 .

- I w -I

C
'

fcwl = f ( Miraz ; - OIIZI ) e
"

dr

- ao

ao

= Kit Perez; - OIIZIIH Hotch dr
-

tqwl

( or
-
I
c ) rñtfótlzt - tólzttólwl) . si wzz

¢ lrl = Le =

Kit | si wcz



Prueba de la caracterización de Nlo
,
N :

⑦

El f.tw/f-ElwflwY=oe-sw-Nlo.rl .

⇒ ) si ⑦ se vale : tomamos F como

la solución de

Flint - wflwl : hlw )
- OIIZI .

tomar w =
W y

sacas esperanza

O : El f. IWI - wflwl)
= IPIWEW) - tócw ,

q

hipótesis

⇒ w~Nlo.it
.

Si W - Nlo.nl
,
por el arg .

del libro ⑦ se vale
.

IEIWFIWI ) : { what ¢ lwldw = fflwswcfiwsdw =H④
IR IR

-

I
01nA -

- E e
'

Mii

-
I
L

weNotar
que wollw" ÉI

,

- ±

=
-¿* ¡we

'
= -10in

H①= -{ flwtdgwollwldw = ¿ f.iwsolwsdw = EIFYWII .



Propiedades de regularidad :
Recordar que

Film - wflw ) : hlwl
- Elhlzsl

Y

Flyl - flxl = ff
'

lwldwl

x

= ¿ lhlwl - Elhlzslldw t ¡ wfiwidw .

Tarea :

Demostrar 2.3
y

2.4

Solución de la ecuación general

f- 'lui - wflwl = hlwl
- EIHINI) .

puede resolverse obteniendo la expresión .

Fnlwl : ew? ¡ 1hm - EIHINIHÜÍ de



C

Recordar ecuación de Stein

f- "Iwl - wflwl = hlwl
- EIHINI) .

Recordatorio de tma
. Berry . Essen :

si { tit :c.IN Si ← centradas

Y oí : :[ Elli
'

) .

Entonces

dr.IE??r.Nlo.iNEC!EElHiif
prueba :

Queremos que si hlxl ? Apaga , Y fh

resuelve

xflxl.fi/sc1.-hlx1-lELhlNll .

Queremos estimar

Elxflxi) :

Nota : la regularidad de f depende de la

regularidad de h
.

Recordar que
si

5. = Él ,? con 3! :3
En



Elsnflsnll sí" sí"
←

= E. "Hill .ci?;..iit' "" " EÍ:
" l

= TÉ
,

Elhilflsí
"

. El - flsí
"

, 1)

La vez pasada hicimos

Iflsí
"

. El - flsr
"

's - 4.
" f. lsn

"" Il

± IIF
"

II. 1%1
'

¿ Es esta carta buena ?

Depende : recordar que

" ""1. fin ) = Hizo
. } ,
las - IPIN .az ) ←

Regularía.
-

dudosa

Tfaa no debería funcionar
.

Es una
cota

-
aflxy.fi/sc1.-hlxl-tFlhlNll , ←

buena si

h es Lipchitz .
Lemma de la tarea :

si h es Liphitz , ⇒ HF
"

Ilo .at Me



Caso hl " ' : II.
← z ,

↳ l
,

Llevábamos bien la parte :
± siriisí",

IEIFCNXI

= §
. .

Elhilflsí
"

. El - flsr
""

← aprox de '
°
orden

= [ El ? .si Fis !" ) ) + Rn
,

con

KII

" §.IE/4ilflsn'
"

this - flsí
"

) - { iris.
""

, ) ?

-41M-MIA
,

YHI = flsn
""
+ 7h.

"

)

"n : É.EU:{ Hisn '" .- asi , si - sitio
""Ddt )

⇐ É.EE?ij.lf4sn'" + asi ) - f.Isíildll
/



Idea para el caso irregular :
IN

si • = Sn
y s = 1. /!

,

necesitamos

estimar IÜ
'

late ) - f. lall :

Recordemos que

xftxl-fnlxa-H.az , tal - NINEZ ) .
Si { y

0

¡Átate , - FIAII Hirsuta '
--

=
/ Intel Flat E) - afta ) -

l Hipatia , - * lasz )

E l lata Flats ) - aflail ¥ ltcz
.

la )
.

IEl
,
ZTIEI )

± lat ) htt IIcz.la )IEI
,
ZTIEI )

⇒ Ellis !
"
tal - f. Isn

" 11k¥14

± Elllsí
"
la EEI ) lsíife

orden EMMY

¡

[ordenes iihsiil
* El # - Kite sí eztri.li,

krill



Se puede mostrar que

sui IPI Sí c- la.at 4) ± CE .

AEIR

Eso 9

desigualdades de concentración
.

Una formalización de esto nos da

dielsn , Me
C ¥
.

Ella:p .

Nota :

La regularidad de f importa

si f no es regular, podemos

considerar otras métricas d que

sustituyen a dk :

Ejmp :

. dwla.si) : = srp
1 ffdin - ffdvl .

fpntiphitt

. dm 1µV) : Sup
l ffdin - ffdvl .

Fe CMLRR ); HF
'"
"
, El



Regularidad : el

Problema :

Para Zn c- cualquier v.a .

¿ cómo manejo

IEIZNFIZNII ?

Motivación de la cota :

drlsn.NI.ec??kfloEiI' /
Recordatorio del método de momentos :

.sn Í N ⑦

Tma : si sn satisface ciertas

condiciones muy generales ( condición de

Carlemann) .

Para obtener ⑦ es Suficiente

IEISIY EIN
" ) V me IN .



Teorema :
n

Si Sn = [ 3K
.

con 3k ← indep . centradas

f.='

entonces
,

si En
"
= ¥

.

El hit
,

se

tiene que

dr.IS#.NlsCFEIsi-ENY+I
Corolario:

Si Sn ley
f- entonces

- → I

En

nadieIF, N ) ECTEIFY - 3

Prueba :

dylsn.NL E C É
,

Eltit kril ' )

n

± C [ Ella.ir/%EfI3iil
"

KII



⇐ CIÉ.eu#IIYiEEHiiil
"

on
'

= el É:#krill
"

Notar que

Ell
"

I. EIIÉ
.

it
^

=

?:* .

" '¥1 #

Si kitkj para itj ,
la esperanza es cero

Por la condición de centraniento
,

por lo

que se rompe alguna de las siguientes condiciones

- Kirk, y Kaiku

- Kr -- kg y
Kr -- Ku

- kíku
y
kits



De aquí se sigue que

* = :{
"⇒

"Heil ' Il

' ÉIEIHÉII .
"

" " HEH

⇒ É.it#ail.sE...*EiIIHEH-sEiEllEiI

" E. HEIL .si?iHloEIlI-sEieIl#iI

= É.it#oiIl.s-sE.EllEIj
De esta manera

,
vemos que

i? ¥14 . # sit - st 3.ÉEII
? II



Si los lr. son ii.d, El 4itn-klh.it
,

de manera
que

Éi.IE/ff?Enjj--'-n ,
lo cual implica que

%
del Me CIEISNY -3 ' ? )
como se requiere .

-

Paréntesis de esperanza condicional:

(r
,
F
,
IP ) ← espacio de probabilidad .

GCIF una sub a- álgebra .

C- = conjunto de eventos

Idea : ¿ cómo formalizo el fenómeno de

que exista aleatoriedad, pero ya

conozco toda la
" información

"

disponible

en G ?



Interpretación de G como info :

Xi
,
. . .

,
Xn ← v. a .

G-- 0-14
,
. . .

,
Xnl

.

Ejemplo :

Y =
Resultado del TOEFL .

D= 2

X. = # Horas que
estudié

X. = tiempo en que terminé el exámen

-

qr que conocemos X. y Xz .- xa
-

Cuál sería el valor esperado de Y

= EIY IX.Mal .

Interpretación en probar :

En probar 1 :

( Y
,
Xi
,
Ya ) tienen densidad fln.x.az ?

{ ix.×,
" " "" "a) = {%? ":

"
. ) ←

ver

- COMO

F IX.XD Función
Xytz

de 4.

Entonces
,

EIYIX. -- x.Kasa. ) = GF 41,441 dy .
YIX:X,

IR



Hoy no conozco Xytr

Pero mañana me dicen .

Definimos

① : IR
"

→ IR
.

la.ir/-s0Hlrc.,xrl=lE/YlXp=x.,Xa-- %)

① ← interpretación de Julián de

esperanza
cond .

Pero esto va a ser mañana que

conozca a X, y 1/2
.

Hoy
,

es razonable
, pensar en

⑨ IX.tal ← v.a
.

llamamos

IEIFYIXN , ÷ 0414,47
.

Si G :-. a-LX, .tl,
definimos

EIYIGT ① IX. Xd
.

Resultado enorme :

Se puede definir IEIYIGI en

términos de sus propiedades
.



i ) Prelims ( al menos ke LYRII
.

üt EIEIYIGI / = EIKI
.

Y
información

Üil
IEIFYIGI = FEIIYIGJ

Ae G o F- ← v. a . F es G- medible
.

Y acotada
Teorema :

J ! v. a . EIYIGI t.q.it, áilyül

Caso Fácil :

'te LYRI
.

Construcción para ELYIG)
.

V =p F :S -7112 v. a
.

l F es G medible
,

Ve espacio de Hilbert ( con II. % . ) .

IEIYIG) = Proyección de Y en G.



Pares intercambiables

Setting :
.

(W
,
W ' ) satisfacen

(w.W.IM/w;w )
.

← par intercambiable.

I

V A. BEBLIR ) .

IPIIW
,
WYEAXBI = IPIIW .in/eAxBl .

Motivación : en el contexto de

sí" Íhr
Única

W = Sn

Método visto antes :

considera las variables Sn
"

,

de la

siguiente manera :

F- tsnflsnll

= ¥
.

3. flsí
"

that

= ¥.ae/isIII-flsIiil .

Me w;



Ahora [ ← interpretamos como medida

de prob .

n

[ sí
"

← acción de remover una

K :'

componente unif
.

sobre los Índices,

Formalización del arg .

de sumas de v. a
.

Sitting: El 4to yq.IE/3.il=1 .

no tiene a 3
.

.

llamamos

w= ¥
.

? y
Wii's W ! ?

Objetivo

IEIWFLWII = Algo que
"abstrae

" las ideas

- anteriores
.

[
Ela :( fiwiiitsi ,

- FIN "411 .

Si
n

= [ El Gif Élw
" ' ttldtf

¡= ,
O

=



Notar que

4. ¡ Élw " ' ttldt
=) (¥ oeteq.gl:

Élw " ' t t ) dt si tizo

IR

| - / Hicisteis Si fdlwlilttldt si ⇐ o

IR

⇒

Elwflwlt

= §, §.

El 1¥ " "- sii - Hirieron ) ? frlw
"'tttfdt .

= ! !.IE/lHoetesis-kiiiei.eosl3itElfIw'i'ttl/dt-kiltl
? O

= ! kiltlklf.TW"* ildt

Notar que

{ kiltldt EI { El lttioetesii - Hirai.eu/3it--⑦



⇒

⑦ = Et ) ( Hostess - Áilieteo %)
IR

= El Kiri :O } 3: - Millie.am/--Ekil-lliIIfliao4
⇒

IEIWFIWII

± ! Eltit ( kitlfilfalw
" .tt/dt

- Eltit
70
-

^ 70

Li
setinterpretan como med .

de prob .

n

Pues [ El ?;) = '.
i.

Sea 13 :* %. ← colección de na. indep.de??f
.

+ ti 3 :* tienen densidad .

Kitt respecto al.

Eltit

II ← v. a . indep .
de todo lo demás

,

t
-q .



IPIIN.it = Ei ? El 7.4 .

Lo que obtuvimos antes se lee

IEIWFIWII

± "hit ! Elihu" .it/dt

= EH.it#lfIwliiln- 3:11 .

= EIFYW
" '
t 3¥11 .

En particular,

Elwflwl - FTWI )

= El FYW
" '

t SÍI - FYWII .

-

W
'

Tasa de crecimiento debe tener que

ver con W - W
'

.


