


Cadenas de Markov a tiempo continuo

Objetivo : generation la nocion de Cadenas de Markov discrete s

en espacio de estados discrete
, y definidas sobre un para

-

metro

continuo
.

Es decir
,

to minima que busca mas es estudiar procesos

X=fXf ; f > of con
Valores en un Conjunto discrete E

,
que satistagan

la pro piedad
de Markov :

① Eto Et , E . . .

c.tn Lsd too x Xo
,
" .

.

In
,
x. YEE,

* - -

PL
'

X , - y l Xs - x , Xt.
- ku

,
-

- ni Xt
.

-

- xn ) = BIX, =ylXs=x ) .

④

F. jemplo fundamental :

X -- N - IN , it >of es un proceso Poisson .

E = No = IN -Ufo 's .

La propiedad * se Sati's face por su cursor do semesfres

pasadds .



Construction de un proceso Poisson de paroimel.ro 7 > o .

trayectoria de N :

-

- expat : : ley exp .

de para
-

metro 7
.f- =.

I -

-0 -

n r

-

o#
← e

.

E
.

%
( u

Construcciones de un proceso de Saltos X -- TX, it > of .

con Valores E :

Sea Xo
,
Xi ,7G

.
. .
. .

E E To ⇐ T.LT
.
- n .

.

C- Rt

it Empieea en Xo ( Xo - xo )

ii) Esperamos un Tiempo To
,
y luego X

" salta " a otro estado
.

( Voy a permit.ir que To .

-

oo
,

en cuyo caso
,

X permanece en xo siempre .

Si Todas
,

voy
al paso iii)

iii ) Salto al estado xp en et tiempo To

iii) Esperamos un Tiempo 7- To
,
y luego X

" salta " a otro estado
.

( Voy a permitir que T, =

,

en cuyo caso
,

X permanece en x
, siempre .

Si T.ca
,

voy
al paso siguiente .

I

l

N

"

procedemos inductivamente
.



Formalmente
,

eskimos definieudo :

Xt : )

I :c : ÷ : :
"

:c:
X g

'

( i
,

si 7. etc,

Ejemplo : Ade Dotes de una pelota :

Supongamos que
et tiempo entre et bote n y mi de un baton es

de 2-
n

.

Sea X, = # totes al tiempo t
. f- = No

(aqui Xo -- o
,
X

. .

-

I
,
X
,

-

- 2
,
. -

, xj=j ) .

En = ¥! 2-
k

= 2 - In ← 2

X solo esta' definido en 10,2 )
;

En este caso decima que el

modelo de saltos explota .
Para a justin la def

.

de X
,

consideramos

el nuevo espacio de estados E Utah
,

y definamog

Xt ' l

l :c : ÷ : :
"

:c:
X , si 7. Etat

,

\ a si limen ft



Introduciendo estocasticidad .

Separamos E en estados que
llamaremos " absorbents

"

y

"

no
absorbentesh

.

( Penson en proceso Poisson como ejemplo) -

a cada KEE le a socio una
distributors F

,
HI

,

de una

v. a . positive . y
consideramos

" probabilidades de transition
"

Tim yeEl1xf , ( Tx
,u
> O y 2- May = I

,
IT
, ",

-_ 0
. )

Ye Flfxh,

La cadena Salta a y con prob. IT
, .y

( Demar pouf. . ) y que lPlXq=yI=ITqy .

Supondremos que Xz es Independiente del tiempo Te . En particular

PI To et
, Xp

. .gl/lo--=xJ=il?lToEt,Xeo--aI=EcoltlIT..y .

Si Xu es absorbent
,

harems Xt -

- Xo tf t > To .

Solo si Xo no es absorbent @ hacemos la transition en To .

seguimos
la constructor inductivamente .

Suposicion : con prubabilidad A
,

lim En = • ( caso no explosives) .
n -7N

A un proceso con e- Stas propiedades le llamaremos proceso de saltos puro .



Nutacion :

Pa,uHl:=lBcIX+=a ) .- BLA. - al Xo
-

- x ) , t > o
,

Huff

Paulo ) - Sam ft
si x'- of

o sixty
.

Vamos a poorer una ley inicial Voted
,
KEE al valor

de Xo . independiente de To
.

T
,

- To ,T- q,
.
. . .

,

q de las transitions .

Resumiendo :

a
Xo

,
To
.
? - To ,T- 4

.
. - r

,
Xeno

, Xe.
.
. .

son variates independiente .

F-Stamos interesados en proceso s que
satisfacen

① Eto Et , E . . .

t.tn Lsc too x Xo
,
" .

.

In
,
x. YEE,

* -

-

PL
'

X , - y l X
,

-_ x
,
Xt
.

- ku
,

-
- y Xt

.

-

- xn ) = BIX, -_ylXs=x ) .

- Pal Xt
- s
-

- y ) -- Bank - s )



Lemma :

Si f Xt i fao 's es un proceso de Markov de saltos puro

( es deir
,

de saltos poros con pro piedad de Markov
,

y si KEE es no absorbent
,

enforces

pal To > tts IT. > tf = BIT
.
> s ) ht s ,t > o .

a-

⇒ To tiene distributor exponencial . ( Ver prove ha

de Esto en libre de Norris )
.

prveba:( idea )
x#-osTTTi¥,

Balto > ttslco > t )

= IP! Xu -_ x tf utltitts) l Xu .

-

x V-UEIO.tl ]
•-

ftp.lxv-xttvelo.si/=lPxlTo > s )
,

pro piedad ( Paso delicado)
de Markov



Lemma :

Si f Xt i fao 's es un proceso de Markov de saltos puro

( es deir
,

de saltos poros con propieoad de Markov
,

y si KEE es no absorbent
,

enforces

pal To > tts IT. > t ) = BIT
.
> s ) t s ,t > o .

⇒ To tiene distribvcion exponencial . ( Ver prove ha

de Esto en libro de Norris )
.

T

Clase posada .
Nota : Los tiempos entre saltos para X

Siempre son exponenciales si se tiene propiedad de Markov .

Nota:

Si Xo .

- x
,

entrances To nexponencial . La intensidad

depend e de x
, y se denotarci por qui

i.e
. To n explq.cl ( iniciando la Cadena en x ) .

conversion : q, =
1- .

E. Ito )



[a propiedad de Markov nos termite escribir

Chapman - Kolmogorov .

IPL Xfn -- xn, - - r . Xt, -_ x. . Xf. :X. )

= Rlly
,

:X . )P×
. .
..
It
.
- ti ) - 113cm

,

.cn/tn-tn-.l .

La familia de matrices 41pct)
,
t>of sati's face la prop.

de semigrupo ( pens ar Pla -

- ftp.c.yltl; x.nee )

1PM . Pest - Bitts )

justificacion :

Rx,ylttsl= Put Xtts
⇐ 7) ⇐ [ IPxlxf.az/lPz/Xs=y1=llPlsllPltllqy

ZEE



Lemma 2.2
.

P.net ) = Same
. 't''t

t ! g. e- "" I [ IT
.az Remit -olds

2- c- Etta 's

prueba :

ppx.ultl-IP.lxt-ylxo-xl-P.cl/t'-YiTo7tItlPx/Xt=y , Toke )
t

- 9×5
= S
.,ylPlTo > t) t ftp./X+--n1To=sI9.xeds

O

- 9.at
-_ Same t [

,ftp.t/t--y.Xy.--zlTo=s)q.e-9ksds-ZEEl4x-9..t--
Same t [

,ftp.t/**e.--y.Xy.=zlTo=s)q.e-9'sds-ZEElfx#lPlt-s1c-lPxlX
#⇒t%=7 14%+0=-2, To 's )

Ziy

IT
,,z.
← IP

> 144=2-1 To -- s )

Nota: Xu + yo por construe cion, es un proceso de Mamoru

de Saltos puro que empieza en Xp
.

-_ Z

- g.t
t

= Same t [
-Gies

2. c. Ey. ,
I Ttxiz "7. YH - s) g. e d s

Dn
O



Consecuencia :

hacienda un cambio de variable,

U -- t - s

s - t - U

- g.t
t

1Pa,ylH= Same t [ -9×1*-4

2- c. Eu.gl "x. z "7. ylutqxe du

O

t
- 9.set

-gut
-

Gau
= Same t e

z
? .my, , ) Tx,z Pz.ie/u19.xe du

O

t
Natur que

Gav es
tu f IT

,c,z pz.ylu19.ae du continuo
.

O

⇒ 1Pa ,nIt ) continuo

⇒
-

¥E,µ, § Taiz Bay lb ) face
't" "

du es derivable en t
.

⇒ Say e- t
't
t e'"

t

?,,µ , IT
", Banks g. e'

"

du -

- Bah

es derivable en t .



Calcio de la derived a

1Pa
,
; Itt

-

- Sa
,
1-g. Ie

- Ext

t
-Gat

.

-

+ I - fate f
z
?µ ,. , Tx,z

Pz.ie/ut9xe-9" " du
o ④

Get+ e-
G't -2 IT

.,z
Pz,ylH9xe

2- C- Ella 's
⇒

= SE
, ay

--

1Pa
, 'm lol = - Smug, t 9.x T Haz Bz

. .
lol

2- C-Elise 's
⇒

Rx
,:(ol ' -Say Get 9.× IT

,
,y

V "MEE

Nota cion :

Definiremos :

Qu
, y

B
.
.
! lol = g

- Ga si my

9.x Tta,y si x -ty

La familia Q =/ Q,,y ; a.yet ) se conoce Como

Q -matriz .

La ecua cion ⑦ se escribe enforces

COMO

1Pa
.
! It ) = [ Qqzlpz.ae/tl=lQlPlt1lgy

ZEE Nota :
Conocer Q

,
Junto

⇒ IP
"

Cfl .- G It ,
la ley initial determine Ca ley

de la matriz
.



Por otro lado
,

derivando la expression
, y luego

evaluando en

1Pa
, ,
lttsl = [ Pagett ) Beals)

,
s -- o

,

ZEE obtenemus

1Pa
.
!

ltl-zz.ph?,zIttQz.u--llPGlz.yecuacio-n
forward .

La ecuacion backward la pueden obtener us ando

1Pa
,
ylttsl = [ Pagett ) Beals)

,

ZEE

Pero derivando con respecter a t .



F-jemplo :

Proceso de Yule :

i) Tenemos A particular

lil La particular se biparte en un

tiempo exponencial de para
-metro also

.

-

q ← I

ft:" '÷:* .iq/o..yg.e.ii '
all 91 I

← 3

v q q
t

iii ) Cada individuo nuevo se biparte con dist. exponencidl.cl ) .

Los indiriduog action de manera Independiente .

Xt = # de individuos al tiempo tso .

Nota : Se puedo Ver que 1×+4,, es un proceso de

Markov de saltos puros .

Podemos calculate Q : ( Xt siempre salta una unidad)
.



I

sobre la pregunta en item pool .

/
.

I v exp 17 ) ⇒ To
g

O

f t""" f - ex"" "

Ii's
me

"

.no

et minima de

① 2,3
= 9-211-2,3 = Gz

la expenencial
de la particular
azul y la

verde .

i. T
,
- To a exp 171-7) -



I

Propiedades fundamentals:

Def :

X -- txt 's ,>o cadena de Markov de saltos paros

con Valores E (numerable )
.

Tomar x.YEE .

Deimos que
"

x → y
"

o que
"

s, accede a Y, si

IPL Xi. -- y para algin Ho] SO .

Def .

El proceso Y - YYnfnc.IN con valores en E
,
definido Como

Yn : : Xen se conoco como
la cadena de Saltos asociada X

.

Teorema :

ht x.yet ,
con scene

,

las siguientes apirmaciones gon

equivalents :

a ) x accede a n respecter a la Cadena X - TX.cf.ie/R+

b) x accede a n respect o a la Cadena Y = 4Ynfneµ .

c) ① a.x. Qx , ,x, - - - Qun
. .
. ,cnQ×n,y so para algunos " l

, .
-- ix. EF

.

para algvnos estados x.
,
. . ,xneE no absorbent es

d) Bamm - B. txt - a) so tf t > o

e) lpx.net ) > o para algin tso .



7
Dem:

Primero probumos a ⇒ b
.

a) x accede a n respecter a la Cadena X -

- TX.cf.ie/R+
respecter a la cadena Y = TYNG

b) x accede a n n e- IN .

X → y ⇒ I t > o f. g . Xf - y (comenzando en x )
.

⇒ si 7mL 't Ecm . , para algin MEIN
,

enforces

Ym -
- Xen - y ⇒ x → y de acverdo a Y

.

ahora probemos b) ⇒ d :

Si x → y de acuerdo a Y
.
⇒ f x

" . .
,
an EE f.G.

Trix , Tx .pe, - - - Then
. . ,x. Tangy ? O

( Record ar que la matriz de transition de Y es IT - fit
,, ;x,qeEf



Notar que para
x.
.
. -pin no absorbent-es .

Trix , Tx , .sc, - - - Then
. . ,x. Tangy 70

⇒ ( 9-* IT.... ) ( 9.sc, ITx.ms) - - - ( Gunton
,y ) > 0 .

④

⇒ Qxix . - - - - Qun,y > O .

Probemos c) ⇒ d) :

si c) se Compte, por ④,
IT
'M, Tui

, >ez
- - . Then

. . ,x. Tangy 7 O
Ahora, not emos que t f > o

- 9.sit -

9xn.tk?ci.ai+.lH3alPailKoLt.Xno--Kit .
.
T
.
> t ) =/ ' - e ) Heian

,

e

Iver
> O

sci-FI.
Dito - •

#

To t e
.

✓--

Enforces
, por Chapman - Kolmogorov ,

lpx.yltlzlpx.x.lt/lPa..x./taIn-.lPxn,nfta ) > O , Como requerido

if - a

74 -
•

•

"if .

x#;
t at me .

.
-

-
-

-

n n
n

1-area para
mi : Como se ve IT en estados

absorbent es .



Tiempos de entrada's ( Nota cion : info :o)

ACE
.

La v.a
.

DA = inf ft >o ; Xy C- At se conoco como

tiempo de entrada a A
.

Adicionalmente, si

Y'
- TYn4n>o es

la cadena de saltos subyacente,

HA = ink n> r ; Yn C- Af .

Cuando A es cerrado , enforces
,

Pil Dada) se conoco como probabilidad de absorcion .

A

Natur que Pil D " co ) : IP; IH" ca ) = : hi

Teorema : A

F1 vector de prob . do llegada hi .- fhttiiier 's es la

solucion minima del sistema

f
hit '- t para IEA

-

↳f. Qi, ; hit
'

- o par i# A .

tfprueba

Fer
.

hi
"
- hi ⇒ ÷¥

,

i.im?---Qiihi

El tiempo promedio que le tomo a X Hogar a A
,

empezando en i
,
to denotaremos por

Kitt = EID 't ) .
{ Como calcclar Kitt ?



{ Como calcclar Kitt ?

Teorema :

Supongamos que Gi > o tf ie A . Enforces el

vector de tiempos essperados de Megaera

K " - f Kai ; ie F. f es
la solve ion minima no negating

al Sistema :

§ kit = o H ie A
④

( - ⇐ f.Qi,jKjA=I para ie A .

prveba :

primero most ramos que k " sati's face ④:

Si Xo -- IEA : Entrances D ! > To .

Por la propiedad

de Markov,

Fil DA- Tol X%=j ) - E; FDA) .

Esto implied que

Kia -- Fil DM = Fico ) t ¥
,

Bille
.

-

-j ) Eit DA - Tol Xy
.

.

-j}

= IT * ¥, ,lTi ,; Kitt . Multiplicands por g ; :
- Qi

, ; ~
j

para obtener If- Kitt - JI, Gilli,jKjA
= I



Prueba de que es la solvcion minima :

suponer que n .

- ly : ; ie E 's Sati's face
r

f Yi '- O H ie A

( - ⇐ f.Qi, ; Yj = I para ie A .

De aqui se sigue que : ( como antes )

Yi -- fi * ¥
,

Ti
,; Mi

= fi * ¥
,

Ti.iq; t -2 Ti.r7r )
KFI

j¢A it A KIA

Fi * ¥
,
Ting; t E Z Ti.r7r.

j ti Kt 's
JIA JIA

KIA

= Ei Ito) t # it IT. - Tol Hymas
, ,g ) t 2- -2 Tj,r7r.

j ti Kt 's

!
ith

r. #A

n 72

= Ei Ito) t # it IT. - Tol Hy pya > , g) t - - - t Fil kn - Tn
. . ) Hyatt > ng)

+ [ Iii . - - - Tin
. . .in Min

j . -4A, .- isnt A

7 Eil To) t # it IT. - Tol Hy pya > , g) t - - - t Fil kn - Tn
. . ) Hy ma> ng)

"

Killen -cnn.lllynas.mg/=EilE!Yn-em..Y-5H#O ,



donde HA

¥④= Eit -214 - T.m.it/--tIilDA/=KiA
m- o

-

= DA

conclusion :

Ui 7 kit
,

como se orequeria .
DM


