


Cadenas de Markov a tiempo continuo

Objetivo : generation la nocion de Cadenas de Markov discrete s

en espacio de estados discrete
, y definidas sobre un para

-

metro

continuo
.

Es decir
,

to minima que busca mas es estudiar procesos

X=fXf ; f > of con
Valores en un Conjunto discrete E

,
que satistagan

la pro piedad
de Markov :

① Eto Et , E . . .

c.tn Lsd too x Xo
,
" .

.

In
,
x. YEE,

* - -

PL
'

X , - y l Xs - x , Xt.
- ku

,
-

- ni Xt
.

-

- xn ) = BIX, =ylXs=x ) .

④

F. jemplo fundamental :

X -- N - IN , it >of es un proceso Poisson .

E = No = IN -Ufo 's .

La propiedad * se Sati's face por su cursor do semesfres

pasadds .



Construction de un proceso Poisson de paroimel.ro 7 > o .

trayectoria de N :

-

- expat : : ley exp .

de para
-

metro 7
.f- =.

I -

-0 -

n r

-

o#
← e

.

E
.

%
( u

Construcciones de un proceso de Saltos X -- TX, it > of .

con Valores E :

Sea Xo
,
Xi ,7G

.
. .
. .

E E To ⇐ T.LT
.
- n .

.

C- Rt

it Empieea en Xo ( Xo - xo )

ii) Esperamos un Tiempo To
,
y luego X

" salta " a otro estado
.

( Voy a permit.ir que To .

-

oo
,

en cuyo caso
,

X permanece en xo siempre .

Si Todas
,

voy
al paso iii)

iii ) Salto al estado xp en et tiempo To

iii) Esperamos un Tiempo 7- To
,
y luego X

" salta " a otro estado
.

( Voy a permitir que T, =

,

en cuyo caso
,

X permanece en x
, siempre .

Si T.ca
,

voy
al paso siguiente .

I

l

N

"

procedemos inductivamente
.



Formalmente
,

eskimos definieudo :

Xt : )

I :c : ÷ : :
"

:c:
X g

'

( i
,

si 7. etc,

Ejemplo : Ade Dotes de una pelota :

Supongamos que
et tiempo entre et bote n y mi de un baton es

de 2-
n

.

Sea X, = # totes al tiempo t
. f- = No

(aqui Xo -- o
,
X

. .

-

I
,
X
,

-

- 2
,
. -

, xj=j ) .

En = ¥! 2-
k

= 2 - In ← 2

X solo esta' definido en 10,2 )
;

En este caso decima que el

modelo de saltos explota .
Para a justin la def

.

de X
,

consideramos

el nuevo espacio de estados E Utah
,

y definamog

Xt ' l

l :c : ÷ : :
"

:c:
X , si 7. Etat

,

\ a si limen ft



Introduciendo estocasticidad .

Separamos E en estados que
llamaremos " absorbents

"

y

"

no
absorbentesh

.

( Penson en proceso Poisson como ejemplo) -

a cada KEE le a socio una
distributors F

,
HI

,

de una

v. a . positive . y
consideramos

" probabilidades de transition
"

Tim yeEl1xf , ( Tx
,u
> O y 2- May = I

,
IT
, ",

-_ 0
. )

Ye Flfxh,

La cadena Salta a y con prob. IT
, .y

( Demar pouf. . ) y que lPlXq=yI=ITqy .

Supondremos que Xz es Independiente del tiempo Te . En particular

PI To et
, Xp

. .gl/lo--=xJ=il?lToEt,Xeo--aI=EcoltlIT..y .

Si Xu es absorbent
,

harems Xt -

- Xo tf t > To .

Solo si Xo no es absorbent @ hacemos la transition en To .

seguimos
la constructor inductivamente .

Suposicion : con prubabilidad A
,

lim En = • ( caso no explosives) .
n -7N

A un proceso con e- Stas propiedades le llamaremos proceso de saltos puro .



Nutacion :

Pa,uHl:=lBcIX+=a ) .- BLA. - al Xo
-

- x ) , t > o
,

Huff

Paulo ) - Sam ft
si x'- of

o sixty
.

Vamos a poorer una ley inicial Voted
,
KEE al valor

de Xo . independiente de To
.

T
,

- To ,T- q,
.
. . .

,

q de las transitions .

Resumiendo :

a
Xo

,
To
.
? - To ,T- 4

.
. - r

,
Xeno

, Xe.
.
. .

son variates independiente .

F-Stamos interesados en proceso s que
satisfacen

① Eto Et , E . . .

t.tn Lsc too x Xo
,
" .

.

In
,
x. YEE,

* -

-

PL
'

X , - y l X
,

-_ x
,
Xt
.

- ku
,

-
- y Xt

.

-

- xn ) = BIX, -_ylXs=x ) .

- Pal Xt
- s
-

- y ) -- Bank - s )



Lemma :

Si f Xt i fao 's es un proceso de Markov de saltos puro

( es deir
,

de saltos poros con pro piedad de Markov
,

y si KEE es no absorbent
,

enforces

pal To > tts IT. > tf = BIT
.
> s ) ht s ,t > o .

a-

⇒ To tiene distributor exponencial . ( Ver prove ha

de Esto en libre de Norris )
.

prveba:( idea )
x#-osTTTi¥,

Balto > ttslco > t )

= IP! Xu -_ x tf utltitts) l Xu .

-

x V-UEIO.tl ]
•-

ftp.lxv-xttvelo.si/=lPxlTo > s )
,

pro piedad ( Paso delicado)
de Markov



Lemma :

Si f Xt i fao 's es un proceso de Markov de saltos puro

( es deir
,

de saltos poros con propieoad de Markov
,

y si KEE es no absorbent
,

enforces

pal To > tts IT. > t ) = BIT
.
> s ) t s ,t > o .

⇒ To tiene distribvcion exponencial . ( Ver prove ha

de Esto en libro de Norris )
.

T

Clase posada .
Nota : Los tiempos entre saltos para X

Siempre son exponenciales si se tiene propiedad de Markov .

Nota:

Si Xo .

- x
,

entrances To nexponencial . La intensidad

depend e de x
, y se denotarci por qui

i.e
. To n explq.cl ( iniciando la Cadena en x ) .

conversion : q, =
1- .

E. Ito )



[a propiedad de Markov nos termite escribir

Chapman - Kolmogorov .

IPL Xfn -- xn, - - r . Xt, -_ x. . Xf. :X. )

= Rlly
,

:X . )P×
. .
..
It
.
- ti ) - 113cm

,

.cn/tn-tn-.l .

La familia de matrices 41pct)
,
t>of sati's face la prop.

de semigrupo ( pens ar Pla -

- ftp.c.yltl; x.nee )

1PM . Pest - Bitts )

justificacion :

Rx,ylttsl= Put Xtts
⇐ 7) ⇐ [ IPxlxf.az/lPz/Xs=y1=llPlsllPltllqy

ZEE



Lemma 2.2
.

P.net ) = Same
. 't''t

t ! g. e- "" I [ IT
.az Remit -olds

2- c- Etta 's

prueba :

ppx.ultl-IP.lxt-ylxo-xl-P.cl/t'-YiTo7tItlPx/Xt=y , Toke )
t

- 9×5
= S
.,ylPlTo > t) t ftp./X+--n1To=sI9.xeds

O

- 9.at
-_ Same t [

,ftp.t/t--y.Xy.--zlTo=s)q.e-9ksds-ZEEl4x-9..t--
Same t [

,ftp.t/**e.--y.Xy.=zlTo=s)q.e-9'sds-ZEElfx#lPlt-s1c-lPxlX
#⇒t%=7 14%+0=-2, To 's )

Ziy

IT
,,z.
← IP

> 144=2-1 To -- s )

Nota: Xu + yo por construe cion, es un proceso de Mamoru

de Saltos puro que empieza en Xp
.

-_ Z

- g.t
t

= Same t [
-Gies

2. c. Ey. ,
I Ttxiz "7. YH - s) g. e d s

Dn
O



Consecuencia :

hacienda un cambio de variable,

U -- t - s

s - t - U

- g.t
t

1Pa,ylH= Same t [ -9×1*-4

2- c. Eu.gl "x. z "7. ylutqxe du

O

t
- 9.set

-gut
-

Gau
= Same t e

z
? .my, , ) Tx,z Pz.ie/u19.xe du

O

t
Natur que

Gav es
tu f IT

,c,z pz.ylu19.ae du continuo
.

O

⇒ 1Pa ,nIt ) continuo

⇒
-

¥E,µ, § Taiz Bay lb ) face
't" "

du es derivable en t
.

⇒ Say e- t
't
t e'"

t

?,,µ , IT
", Banks g. e'

"

du -

- Bah

es derivable en t .



Calcio de la derived a

1Pa
,
; Itt

-

- Sa
,
1-g. Ie

- Ext

t
-Gat

.

-

+ I - fate f
z
?µ ,. , Tx,z

Pz.ie/ut9xe-9" " du
o ④

Get+ e-
G't -2 IT

.,z
Pz,ylH9xe

2- C- Ella 's
⇒

= SE
, ay

--

1Pa
, 'm lol = - Smug, t 9.x T Haz Bz

. .
lol

2- C-Elise 's
⇒

Rx
,:(ol ' -Say Get 9.× IT

,
,y

V "MEE

Nota cion :

Definiremos :

Qu
, y

B
.
.
! lol = g

- Ga si my

9.x Tta,y si x -ty

La familia Q =/ Q,,y ; a.yet ) se conoce Como

Q -matriz .

La ecua cion ⑦ se escribe enforces

COMO

1Pa
.
! It ) = [ Qqzlpz.ae/tl=lQlPlt1lgy

ZEE Nota :
Conocer Q

,
Junto

⇒ IP
"

Cfl .- G It ,
la ley initial determine Ca ley

de la matriz
.



Por otro lado
,

derivando la expression
, y luego

evaluando en

1Pa
, ,
lttsl = [ Pagett ) Beals)

,
s -- o

,

ZEE obtenemus

1Pa
.
!

ltl-zz.ph?,zIttQz.u--llPGlz.yecuacio-n
forward .

La ecuacion backward la pueden obtener us ando

1Pa
,
ylttsl = [ Pagett ) Beals)

,

ZEE

Pero derivando con respecter a t .



F-jemplo :

Proceso de Yule :

i) Tenemos A particular

lil La particular se biparte en un

tiempo exponencial de para
-metro also

.

-

q ← I

ft:" '÷:* .iq/o..yg.e.ii '
all 91 I

← 3

v q q
t

iii ) Cada individuo nuevo se biparte con dist. exponencidl.cl ) .

Los indiriduog action de manera Independiente .

Xt = # de individuos al tiempo tso .

Nota : Se puedo Ver que 1×+4,, es un proceso de

Markov de saltos puros .

Podemos calculate Q : ( Xt siempre salta una unidad)
.



I

sobre la pregunta en item pool .

/
.

I v exp 17 ) ⇒ To
g

O

f t""" f - ex"" "

Ii's
me

"

.no

et minima de

① 2,3
= 9-211-2,3 = Gz

la expenencial
de la particular
azul y la

verde .

i. T
,
- To a exp 171-7) -



I

Propiedades fundamentals:

Def :

X -- txt 's ,>o cadena de Markov de Saltos paros

con Valores E (numerable )
.

Tomar x.YEE .

Deimos que
"

x → y
"

o que
"

s, accede a Y, si

IPL Xi. -- y para algin Ho] SO .

x

Def .

El proceso Y - YYnfnc.IN con valores en E
,
definido Como

Yn : : Xen se conoco como
la cadena de Saltos asociada X

.

Teorema :

ht x.yet ,
con scene

,

las siguientes apirmaciones gon

equivalents :

a ) x accede a n respecter a la Cadena X - TX.cf.ie/R+

b) x accede a n respect o a la Cadena Y = 4Ynfneµ .

c) ① a.x. Qx , ,x, - - - Qun
. .
. ,cnQ×n,y so para algunos " l

, .
-- ix. EF

.

para algvnos estados x.
,
. . ,xneE no absorbent es

d) Bamm - B. txt - a) so tf t > o

e) lpx.net ) > o para algin tso .



7
Dem:

Primero probumos a ⇒ b
.

a) x accede a n respecter a la Cadena X -

- TX.cf.ie/R+
respecter a la cadena Y = TYNG

b) x accede a n n e- IN .

X → y ⇒ I t > o f. g . Xf - y (comenzando en x )
.

⇒ si 7mL 't Ecm . , para algin MEIN
,

enforces

Ym -
- Xen - y ⇒ x → y de acverdo a Y

.

ahora probemos b) ⇒ d :

Si x → y de acuerdo a Y
.
⇒ f x

" . .
,
an EE f.G.

Trix , Tx .pe, - - - Then
. . ,x. Tangy ? O

( Record ar que la matriz de transition de Y es IT - fit
,, ;x,qeEf



Notar que para
x.
.
. -pin no absorbent-es .

Trix , Tx , .sc, - - - Then
. . ,x. Tangy 70

⇒ ( 9-* IT.... ) ( 9.sc, ITx.ms) - - - ( Gunton
,y ) > 0 .

④

⇒ Qxix . - - - - Qun,y > O .

Probemos c) ⇒ d) :

si c) se Compte, por ④,
IT
'M, Tui

, >ez
- - . Then

. . ,x. Tangy 7 O
Ahora, not emos que t f > o

- 9.sit -

9xn.tk?ci.ai+.lH3alPailKoLt.Xno--Kit .
.
T
.
> t ) =/ ' - e ) Heian

,

e

Iver
> O

sci-FI.
Dito - •

#

To t e
.

✓--

Enforces
, por Chapman - Kolmogorov ,

lpx.yltlzlpx.x.lt/lPa..x./taIn-.lPxn,nfta ) > O , Como requerido

if - a

74 -
•

•

"if .

x#;
t at me .

.
-

-
-

-

n n
n

1-area para
mi : Como se ve IT en estados

absorbent es .



Tiempos de entrada's ( Nota cion : info :o)

ACE
.

La v.a
.

DA = inf ft >o ; Xy C- At se conoco como

tiempo de entrada a A
.

Adicionalmente, si

Y'
- TYn4n>o es

la cadena de saltos subyacente,

HA = ink n> r ; Yn C- Af .

Cuando A es cerrado , enforces
,

Pil Dada) se conoco como probabilidad de absorcion .

A

Natur que Pil D " co ) : IP; IH" ca ) = : hi

Teorema : A

F1 vector de prob . do llegada hi .- fhttiiier 's es la

solucion minima del sistema

f
hit '- t para IEA

-

↳f. Qi, ; hit
'

- o par i# A .

tfprueba

Fer
.

hi
"
- hi ⇒ ÷¥

,

i.im?---Qiihi

El tiempo promedio que le tomo a X Hogar a A
,

empezando en i
,
to denotaremos por

Kitt = EID 't ) .
{ Como calcclar Kitt ?



{ Como calcclar Kitt ?

Teorema :

Supongamos que Gi > o tf ie A . Enforces el

vector de tiempos essperados de Megaera

K " - f Kai ; ie F. f es
la solve ion minima no negating

al Sistema :

§ kit = o H ie A
④

( - ⇐ f.Qi,jKjA=I para ie A .

prveba :

primero most ramos que k " sati's face ④:

Si Xo -- IEA : Entrances D ! > To .

Por la propiedad

de Markov,

Fil DA- Tol X%=j ) - E; FDA) .

Esto implied que

Kia -- Fil DM = Fico ) t ¥
,

Bille
.

-

-j ) Eit DA - Tol Xy
.

.

-j}

= IT * ¥, ,lTi ,; Kitt . Multiplicands por g ; :
- Qi

, ; ~
j

para obtener If- Kitt - JI, Gilli,jKjA
= I



Prueba de que es la solvcion minima :

suponer que n .

- ly : ; ie E 's Sati's face
r

f Yi '- O H ie A

( - ⇐ f.Qi, ; Yj = I para ie A .

De aqui se sigue que : ( como antes )

Yi -- fi * ¥
,

Ti
,; Mi

= fi * ¥
,

Ti.iq; t -2 Ti.r7r )
KFI

j¢A it A KIA

Fi * ¥
,
Ting; t E Z Ti.r7r.

j ti Kt 's
JIA JIA

KIA

= Ei Ito) t # it IT. - Tol Hymas
, ,g ) t 2- -2 Tj,r7r.

j ti Kt 's

!
ith

r. #A

n 72

= Ei Ito) t # it IT. - Tol Hy pya > , g) t - - - t Fil kn - Tn
. . ) Hyatt > ng)

+ [ Iii . - - - Tin
. . .in Min

j . -4A, .- isnt A

7 Eil To) t # it IT. - Tol Hy pya > , g) t - - - t Fil kn - Tn
. . ) Hy ma> ng)

"

Killen -cnn.lllynas.mg/=EilE!Yn-em..Y-5H#O ,



donde HA

¥④= Eit -214 - T.m.it/--tIilDAl--KiA
m- o

-

= DA

conclusion :

Ui 7 kit
,

como se oequeria .
DM

A- clara cion de la clase posada

Scrivner x ,qeE, con x absorbent .

Por def
,

et tiempo de salto es infinite
,
una

Vez que Rego a x
.

( ga -

- o) .

IT,c,y:= Say

①x. y -- f
- Ga si scan

( Galta, sixty

Recurrencia y transit orie dad :

Def :

ie E es recurrent si

Bil ft :X , > if es no acotado] -- t

i es transitorio si

Pitt tix , > if es acotado ] It



Teorema :

i ) Si i c- F es recurrente para la cadena de

Saltos Y'=fYnfn>o ( Yn : -- Xen )
,

enforces

i es recurrent e para
la cadena X -- ix. It>o .

ii) Si ie E es transitorio para Y
,
tambien lo es

para X
.

Dem :

i) si ies es recurrent e para Y
,

Vere nos que X no

explota .

Por et Corso de cadenas pasa
do
,

Ym regresa

a

"

i
"

en tiempos 4Nm4m> ,
line . Yum -

- i ) .
A

Recorder que T -- hi;a7n= [ ( Tm - Tm. . ) ,

an Tio
MIO

Nuestra cadena X
,
connemara

'

en i
.

'Defiramos Tm= Gym
.

!Tm - Tm ..) . Not ar que Tm 's son

exponenciales de para
-

metro h
.

Gy Cuando Y = i
Nm- I

E- ntonces, Nm - I

oo
s f
-

9. IT = 9:[ ( Tm - Tmi ) I 2 Ail Tnm - Tnm . . )
MIO q m

-

-
i

ignorar los
m's f.g . Ymti

A

= [ Tnm por ejercicio I de la tarea
,

M: '
q la Cadena es

exponeaciales
index. de puroimetro A no - explosive .

(paves 2=0 )



( Nota adicional :

En la tarea prueban que si Tse fi, , es una

suasion de v. a
.
exponenciales,

Sirrexpllel . Enforces, si

E. ÷" - o , enforces z!s*=a con probabilidad A.)

En et caso en que sie -_ TN
,

or exploit , enforces
A D
- d

2 = - ⇒ [ Tnr
.

-
- o

ka -N
K: .

=D

sobre la recurreucia de X :

Xen = Yn = i para un niimero infinite de

n 's . Combinando esto con et hecho de que

En → a cuando n→ A

⇒ recurencia para X
.

Transitoriedad :

Si i es transitorio para Y;
enforces

sup Gm ; Ym -

- if E Me IN .

⇒ XEm+e ti t e > it .
⇒ Xs ti t s > Emme

⇒ sup f s ; X , - if I E ⇒
transitoriedad para X ,

Mtl



Continua cion del teorema previo :

iii) Cada estado x c- E es recurrente

o transitorio ( para Xl
.

iv) Recurrencia y transitoriedad son

propiedades de Clase .

Prucha :

iii) supunerx es recurrente para X .

c' x es recurrente para Y ? Isi !

Lvego, por et Corso del se mestre posada,

see E es dy
recurrent e para Y ⇒ recurrent e para *

transitorio para Y ⇒ transit orio para X .

iv) x → y de acuerdo a X
.

⇐④x → y de acuerdo a Y ( resultado de closes pasada)

por otro
lado
,

Isi
x es recurrent respecter a X ⇒ x es recurrente respect o a y

six es transitorio respecter at ⇒
, es transitorio respecter a Y
por ④

⇒ ly
si se es recurrent respecter a X ⇒ y es recurrent resp. all

por

si si es transitorio respecter a X ⇒ y es transit-Orio rep . a Y
.



Teorema : La sigviente diatomic se satisface :

Sea IEE .

i) Si g. i
-

- O o IP; IT ; so] -- I enforces

a

i es recurrent y f Bi,ilHdt= a
0

ii) si g : >o y IP ; I Tico) < it , enforces i es transitorio

N

Y ftp.iltldt <a.
O

Donde Ti = infft > To ; X, -- if .

Demostracion :

si gi -o , enforces
i es absorbents . ⇒

i es recurrent

y [ lpiiltldt =D .

÷

si g.iso y Pilica)
-

- I
.

Sea N ; = tiempo
de regreso a i para la Cadena

de Saltos
.

Observacidn :

Pil Nica) = Pitti Loo) .

⇒ lpilN.cn/-- I ⇒ i es recurrent respecter ay .

⇒ i es recurrent respecter a X .

Para et caicedo de la integral; probaremos que

[Riiltldt -- fin. !tT"
'

Ii
, ; ,

donde IT
"' denofa la n- e-sima potencia de IT

.



Probar [ pi, ; it , dt-g.FI?ottT
"'

Iii :

[Bi, i ltldt = [Pil Xi '- ildt = [Et Hix, .iq/dt7. : :O

= E://llexi.ie, dt ) E Ei / ⇐ km - Tm
. .
) Heyn If =
-0

i⇒#o
-

- - - - o#o
- - •#s

-
- - - -

-

-0¥i
- o

⇒ ④ = Eileen- In. . ) Heyn
.
;D -

- II.of; Bil Ym : if
= GI ⇐(IT "' ) i , ; Como se regueria .



Problema de la purificadora .

•
Repair? ciones de A a 2 Veces at moses

•
8 vehicular

• Repa

• Tarde la reparaciin :

z dios para la bomba

i. to 2 dias suspension

. I Semana para repara a' ones may ores

-

Resumen :

Ingredients
* May n vehicular

* los vehicular se descomponen

* log descompuestos se reparan .

'

cave
. preguntas naturales hay

?

o En 3 meses , en un dia normal , Cvantos

camiones repartidoros voy a tener ?

( coal es la distribucio.nl

• Coal es et prom @dio de tiempo en et

que tengo a cache en
''

repara cion
" ?



Posibles soluciones :

Ht = # autos disponibles
al Tiempo t

.

E -

- Ho
,
. . .,nf c- possibles autos disponibles .

Supuestos :
- . exponenciales
• tiempos de reparaciin

e independiente .

•Tiempos en que se des cornponen
los

autos deben Ser exponencidles .

I
' propues.la :

• Considerar una cadena de Markov para

cada auto : Y - IX
,

"

. . .

,
X
"'

)
.

Ik) (
Aamir TX I indep . X

"'

representa
Kil. . . ,n

et estado del K - e- simo auto .

Info adicioral :

- Info sobre las reparaciones .

- Info
= los ofiempos en que se doscomponen .

Proyecto 's a futuro :

. Costas→ Plan-acion .

Punchline :

-

coal es
la distributor asintotica de es IPA) si ta -

et nom ero de autos .

t

• En promedio ,

'

ccucinto gusto ? ⇒ f- fflxslds si too
0



r

Distribuciones invariants
.

Queremos saber IPI Xt .

- it
,
cuando taa

y ie E . ←> Veremos que
ello esta

relacionado con
" dis tribucionos invariant.es

"

o
" vectors invariants

"
.

Def :
Deimos que la es un

"vector invariant e
"

para X con Q - matriz Q si

IQ - O
.

Teorema: ④

Supongamos que X tiene matriz de saltos IT
.

F- s equivalent

i ) x sea on vector invariant para
X .

i;) I sea un vector ta' que mi -_ Tig ;

Sati's face guIT=µ

prveba :

Qi
,

= Gift ; ; - Si ,;) t i. jet . Entrances

( alt - ID ; = ¥,Milt ; ;
- Si

, ;) = ¥Qii=o
-~

Mi
- Gilli;

- Si
,;)

Gi
Dm



Perspective:

Queremos tracer un

"

link
"

entre(
vectors invariants y

IP;lXt=j) , sit
!

Teorema :

Supan- r que X as
irreducible u recurrente .

Enforces Q tiene un vector invariant

que es onico Salvo multi plica cion por escolar .

prueba :

estrategia: Usar resvtados de cadenas

de Markov a tiempo discrete
.

Como X es irreducible, X no puede

tener estados absorbents ( salvo que solo

tonga un estado F- '- lift
.

La cadena de Saltos Batis face :

i) Es irreducible

Iii) F.s recurrent .

↳
⇒ exists ur vector invariant. n para IT

.

⇒ MIT -_ 14 .

Ahora
,

construyo ,
Xi = Mi y por

et
- l

Gi

resutado ④
,
1--1 .li ; ie El es un

vector invariant para X .



Objetivo de las sigvientes closes :

Teorema

Sea Q una matriz
" irreducible "

,
no

no explosive Hq . exist e una distribution

invariants ( I es un vector invariante , con

entreedas positives que Suman Al
.

Enforces
,
I i. j EE ,

Ri
, ;
Ifl→ Xj cuando t -soo

.

Nota : probaremos que si el espacio
de estados

es finite , la existence de X se pvedegarantizar .

A-nuncio : lopcionall .

- Jueveg : sesiones de dudas 3:00pm .

•
Sabado : resolve ion de la 1-area 11:00 am .



Continua cion de distributaries invariantes

X es un vector invariant e si

IQ -

- O ④

Vimes que ⑧ pasa si
'

MIT - M donde Mi
- Xi fi

En et caso en que
I tiene entrada , no - negatives

y E ) ; =
A

.

deimos que la es una
"

distribucion

invariant
"
.

Definition :

Recorder : i es recurrent e si gi - o o Pil Tico] =L
.

Diremos que i es recurrent positive

si Killilea .

Si i es recurrent e pero Killilea , decimus

que
i es recurrent e nulo .

Li a con existence's de distr . inv .



Teo rema:

Sea Q una Q -matriz de una cadena irreducible
.

es equivalent e
i) Cada estado es recurrent positive

ii ) algin estado es recurrent e positive

iii) O. es no explosive y exist e una distribocijn

invariant e X

tf ie E .A- demos
,

Mi '- Fil Tila ) = Fig.
prveba :

F.strategic : ligar los concepts con la cadena de Saltos
.

Suponer que HE 72 . ( ⇒ 9. i > o H IEE ) .

Paso f :

para ie E
,

definir Mi - falsifier
Fist

AI :-. Fil f lIf×s= ; yds ) ,

donde

O

Ii = tiempo de retorno a i

T= lim In
.

Nisa

Intercambiando la Suma con la integral .
Fist

- -

⇐⇐

Mi =

2.ge#il!lIixs-.iIdsl ,
Tim

# it ftp.Itxs-ifdsl ,
O



⇒
Tint

÷±M; = # it ! ÷eIixs=iidsl ,
Tim

= Fail f Ids ) = Fitting .

O

Paso II :

Sea Ni = primer tiempo de llegada de la cadena de

Saltos al estado i
.

Finn

Ali Eit f Ipx
, yds ) -- *

O

Fjemplo :
→

j I f - Toews Two

-
Goo⇐
÷" °

-

can .cn
. .iIiYn=i

,
yuji = Eit E n

.
. >nil

,
n - o

donde N ; = tiempo de retormno a i (para Y ) .

= Fa
.

E://tn-cn.it#tYn=i.N...sn4/
,



⇒

a :-. E. Eileen - en . . ) Hn -- it tE://IIY-i.N.sn 47,
= Eni

.

.fi#iltIfYnn.i.Nisn4)--qtitEilEn...HfYn=i.Nisn4 )

i r
= ri

n
;

=

f;
#it Heyn -

- it )
gi

--
= :r!

De vuelta a la prveba :

Del Corso de cadenas de Markov del semestre

pasado ( la conexion la precisare
-

mais fardel
,

Y era on vector invariant e para Y
.

Enforces Mi
,
= es on vector

9-j

invariant para X ⇒

> j. := Mii
-

=
Mii

= Mii
- -

-

[ Mg! Kiki ] Mi

JEE

es una distributor invariant e



Ahora supongamosqreliii) se Sati's face :

- No explosive
' dad

- Existencia de distribution invariant , d
.

Fijemos i C- E y definamos

Vj = Tig ;
Enforces

,
Vj Sati's face :

-

.

tig :

•
Vi = A t ie E

§
. VIT = v (← Recorder XQ -_ of↳ Por resdtado del semestre pasado

,

V
; > ti t
Iver Norris ? ? ? ) .

De **G , se sigue que

Mi - Fil Ti ) = ¥, Mji
= ÷
,

9- i

⇐ E
.

= ?. '÷¥=÷¥¥."
=
1- s D

Xi Gi

⇒ recurrencia positive ( Ei Iii ) Lao)
.



Teorema

supongamos que Q es
irreducible

y recurrent e . Enforces , Paras>o, eg equivalent
i ) XQ -

- O

ii) IMSI -_ X .

Prueba :

I " Caso # F- Loo :
IQ :O

dat Msl = 1¥ Msl
= XQ Pls ) to

⇒ 111%1 es
constante

⇒ 711761=1 Iplo) = X tf $ > o
.



Convergence
'

a al equilibria
La Clase posada :

.
Condition - s para

existence'a de I

dist . invariant.e ④

•
XO. - o ⇒ 7117151=4 , para s >o .

bajociertog
Superstars

Teorema :

Si Q es una Q matriz no explosives e irreducible

con dist .
invariant X

,
enforces si X es una cadena

de Markov ( 4. Ql . Enforces fxstff.no tambiin lo es

( para Todo sad ! .

Demi

Para ie E .

IPI Xii ) -- Hills ) ; - Ii

Por la propiedad de Markov
,

conditioned en Xs - i
,

{ Xsttftso es Markov ( Si,Q ) .



Convergencia al equilibria :

Objetivo :

Analizar Bi
, ;
Ifl con tea :

h > O

•# -0.

→fairh #

Lema:

Sea Q una Q matriz que genera el semigrupo Ritt .

Enforces tf tf ,h30 .

( Piglet - Ri, ltthll e ( I - e
- fih
)

Prueba :

11Pm ; ltthl - lpisjltll =/ [ IP;¥lhllPµ ; Itt - Pi, ; HII
KEE

= I [ Ri.HN/Pe,jlH-Pi,jltl/r-lPi.ilh1)/KEElfi4X #
El

¥ Max f [ Bi.ie/h1gli-lPi.ilh1lfEr-lPi.ilhlkEElfi4



Teorema de corn. at

equilibria A :

Sea ⑨ una matriz irreducible no explosives

con semigrupo
It)

. Y con ten initial

Si
,
ice

y
dist . invariant d

. Entrances

f -so
Hi
, ;
Itt - I ;

V JEE .

prueba

sea h>o , y
consideremos et proceso En - fXnh4 new .

Se vio con Jesu's que En es una Cadena de Markov.

Notar que :

• an es irreducible

Ig
⇒ atptenrionoi.e.se

• Bi,jlh) so V-i.ie E .

irreducible .

I
Pitt .is) > O

Por ④, En tiene distributor invariant- e la
,

⇒

Bi
, ;
( nhl = Bit .2n=j )

Tj .

Para final itar
,



Fijamos un estado i . Enforces ,

tf Eso z h >o f. g .

2/1 - e- Gi
'

) E E para
OES Eh

2

Adema's
, por la conv .

al equilibria de Z
,
puedo

tomar NEIN t.q.tn > N ,

HPi.si/nhl-XjlEEzFinalmente
,
si nhe.ie/nti1h./verdibujo)

←h

Nh T
'

nh Intl ) h

llpi.jltl-ljl.tn/lPi.jltl-lPi.jlhhlltllPi.jlnhl-ljl
⇐ { + Ez -

- E

i
.

lim Ri
, ; HI = Xj

pg+→a



Teorema: ( convergence
'd at equilibria general ) .

Sea Q irreducible Y Sea V una distr:b .

inicial . Supongamos que X es Markov Ir
,
Q1 .

Si X es no explosive, enforces

n-30 r

PIX, g)→ - Mi
-

- Ej Lij )
Gj Mj

Dem:

se hara
'

en otra occasion .

Teorema ergodic :

Motivacidn :

X
,
= He camions repartidores funcionando

. ( ejemplo del )
Hierocles

Puedo considerate, por ejemplo una function de pasado

Costco f : E → Rt
x

-
- fi

,
. . . ,8f

tfoflxslds ← costa acumulado del proceso .



Teo rema : no explosives

Sea Q una Q - matric irreducible dy r cualgvier

distribution inicial . Si txt 's,µ, e, Markov ( V
,
Q )

.

Enforces

RIIS! # ixs=igds ÷. ) -- A

Adema's, en
et caso recurrent , positive

si f : F- → IR t.gr [ Ifill ; co -

-

ite
dist . invariant e

enforces

PII ! flxslds ¥
,

fit ; F) =L

prueba :

si Q es transitorio,
enforces et tiempo que

pasa X en un estado ice es finite .

f- →a

⇒ I fttxsiigdst ftp.Iyxs.iqds → o - I

9.imi

÷
Supongamos que Q es recurrent e y tcmamos ier

.

Enforces X wa a Negara i con probabilidad

it
. y

t
t

!Atxs=igds= Illy, yds .
en ttictf

Ti



t
t

! Mix , - if ds = I Mix, yds . en ttictf
Ti

por la propiedad de Markov Fuerte
,

basta considerate el caso V -
- fi

Denotenos por

Mint 's tamara de la n- e-sirna visita ai .

Tint' , tiempo del n - e-simo re Torno a i

L!
"
= Tamara de la n - e'Sima excursion a

i

O

IM;D o_0

0--0 &
T Mi
i

#_#*-Iii
T;D

La idea de la prueba :

÷ ! Hix, .ie, ds
""

I Mit...-tMi
htt

L ? t . . . . TL ;



Formal izacion :

Notar que ft ! f*>o Y Y Mi
"

he
>o

son csucesiones

de v. a. i. i. d . Por lo tanto

ley de los grandes nimeros ( ley fuerte)

I

Lit"-nt t→ IEIL ? ) -- Mi -- Eiltiempoderetornoa
i ] . ④

c.s

A- dicionalmente ,

MiM! I *④
n Gi

es decir ④ y * se Cumpton con probdbilidad A
.

Ahora
,

notar que si Tin e. + stint
'

it

71 7

ni÷Ee÷Ii,"" .se/IimiTin
"

L ! t . . . t Lin o
Tin Li't . . .. i Lin

•-0

•-0
o_Oi-o-•¥Iit: t it : ti

Notar que Mit . . . + Min =

'

a
.

M !
→ L

-
- Mi Gi

Li't . - at Lin n j

In [ Li
j 't

similarmento
,

r

Mi't . . - t Mint ' → - -

-

Li
'
t . . .. y L ? Mig ;



Adicionalmente
,

Tin
T

> Mi

Ii = t.E.li/ =
t

ti
"

ftp.t.at?iini T c.so recurrent

positive, esto

se vale .

Caso recurrent nvlo :

'

z f! A ;×s=igds e
Mit ' - ' t Min .

E Mi
't . - + Min → o
- -
t -

Tin⇐ i
Por comparacion ,

it tttxsigds →

'

fin,
✓

Justification de la segunda parte :

Por convergence
'a al equilibria : hay una distribution

invariant e dada por ti
-

- gini .



If! flxslds - ⇐ fit ;
i

'

-

'II [ filthy, .is - ti ) o's

ie E

F fee
.

If :{ ( "Ha.is - lilos
justified cion

con on arg.

deteoriadegt-I-er.li;. If .to/Htxs=if-tilds-- %la medida
-



Ejemplos :
Proceso, de nacimiento y muerte

un proceso
de nacimiento es una

cadena de Markov de saltos paros

no decreciente it
.

IP ) X.t-ntilxo.sn/--1nhtolhl.Tambien podemos

incluir muertes en el modelo : Supongamos que Xt

es et II de individuals
"

uivos
" al tiempo t

y que evolvcicna de la siguiente manera :

(d) Xt es proceso de Markov de Saltos poros

con F - to,c, . . . 4 .

r

(b)
IPL Xfth -

-
ntm IX , > n ) . lytnhtolh)

si m
-

- i

Mah t 01h) si mi - i

\ och) si Iml 72 .

c) Ias tasas de nacimiento y muerte salisfacen

Xi 70, Mi > 0
,

Y Mo -- O

Dicko proceso se conoco como proceso
de nacimiento

Y Muerte .



La Q - matriz asociada es

o '
e 3- . -

① =
• I

- ko ko O O .

if M .
-Hit'M) I . o

!

c- ( o a . - hand 1
. .
. )} O O Mz - 11431-73 ) - -

s

- O O O . . -

(

Nota : en mucho casus ten modelacionl
,

to -0 y

ello correspond e a Tener en estado absorbent@ y

la cadena no es irreducible .

Considerdremos el caso no irreducible :

Obs it :

En general Catalan lpi.s.lt/explicitamenteesmuydificil .

pero
Ver que pasa con Ipi

, ;
It ) Cuando t=D es

abordablei → calculate vector invariant e .



( Imo calcclarlo :

TTQ TO IT = (To.tn
,
. .
- l

.

- to Ito t M . IT . - O

In. . Itn
. .
- ( Intan) Tnt Mnt , IT, . = O

④

Supongamos que Ito esta dado

IT . -

- Ho to
Mi

ahora
, por ⑦

,

Toko - IX. 1- Mi) Tt ' t Meltz .

- o

q
- To 10

.

-

-

< Me
^

ITz=loX To
Me 142

Por induccion :

IT . = Ho - - - In- i To ← vector invariant e k Tho so
-

14$ - - a Mn

{ Que' necesitamos para obtenervaa dist . invariant ?

Tomar

In = In
t . . tf lo necesitamog finite

-

E M .
- - -Mn IT

• - v

E.o'" IE
.

'÷÷: I u . . .
14 , - . - -14k

KIODistribucion invariant e si y solo si -7



Nota adicional :

{ Como constrain una cadena de nacimiento

y Muerte ? lpensar en Simula cion en compute )

Recordar que

o '
c 3- . -

Q =
• I

- to to O O .

if M .
-Hit'M) I . o

!

c- ( o n - hand 1
. .
. /} O O Mg - 11431-73 ) - -

s

- O O O . . -

(

④ it Empezar en et estado Kt '

f :) similar una exponencial To -explt.at/4pl .

2 : ) al terminate To
,

saltamos a

1 t.tl con probate, ad Xx

y

- lid

MI

k - i con probabilidad Mke
Jet Mk

3.7 continuances por induce ion .



Ejemplo : Muerte simple con immigracion

Vamos a etnpezar en Xo=k
,
lie

. tenemos

una poblacion inicial de k individual
.

Los individuals no se reproducer .
-

,
pero

• Nuevos individual pueden inmigrar a la poblacion de

acuerdo a un Proceso Poisson de para
-metro 7. so

.

•
Cada individual muere en et intervale ( t

,
fth) con

probabilidad Mh t 01h ) . Las probabilities de

transicion de X satisfacen

Nota : todos los elements ( innnigracion y muerte,

son independiente s) .



IP;jlh1=PlXµh=jlX, -_ i]

=

fylplj
- i llegadas, no muerte ) t o Ch ) si j > i .

lpli - j muertos, no llegadas) t 01h) si jai .

Similar al proceso Poisson, las probabiliidades de que dos o

mas cambio 's ocurran en (t
,
fth) es 01h )

.
Enforces

lpi.in/hl-- th t 01h )

lpi.in/h1--lPlhaya una muerte)

= lplalgvno de lo, i individuals muera ) = if yuh + och ) .

Ri
, ; 1h ) = 01h) . si Ij - it > it .

X es enforces una Cadena de nacimiento y Muerte

con In = X
, Mn = not .

Es una cadena irreducible .
(Nota : se puedo Ver que

es no explosive) .

Aseveracion : X tiene una distribucion limit,

que es
Poisson de para

'

metro e = In .

Justification :

"" T:÷ito=÷÷÷; " .
-

- Haiti " '

Norma lizardo In obtenemos et result odd .



Cadenas de nacimiento y Muerte

simples :

Supongamos que cada individvo que esta vivo

al tiempo t muere en It
,
fth) con probabilidad

Mh t 01h) o se vbiparte

con probabilidad th t 01h) . Diferentes individuos

se comport an de Manera independiente .

Las probabilidades de transition son

Ri,i* , Ch)
- Iiib toth )

Pi
,
i - i 1h ) = Nih t 01h)

.

X = # de individuos es una
cadena de nacimiento y

Muerte con In and y Mn -

- nM .

Suponer que Xo = k >o .
El estado o es absorbent e .



iii Se puede calculate la fun cion genera dora !! !

Formula :

K

Gis.tt#IsxtI--lf!fi?sY+i ) si m
-

- t ④

Kti:::i:::::÷:÷i . . ..
Justification

Si i.JEE -- INO : : Muto 's
,
escribimos las ecua cion forward

lpdltl -- Pitt Q
t

d

Pi
, ;
Its = all j - al Bi

, ; . .
Itt - II. * a) j Ris; 1H tallith i,j+ ,

Itt si j>,

IP : Itt -- Mpi
.
.

It)



Definiendo lpjltl = IPI Xt -- i ) , se tiene que

IP ! Its = 11J - at Bj . . Itt - II. * a) j IP ; 1H tallith lPj+ ,
Itt

ftp.ltl-MIP.lt )
Multiplicand o por si y Suman do sobre j obtenemog

÷.si Rich -- Is'
.

( j - a) si
-

ZIP ;. .lt ) - I .lt/uls?oisi-rlP;ltl .
do

1- a [ ljtrlsilpjt.lt )
j - o

Interpret ando los terminus de las sumas como derivadas . . .

¥ = Is 2¥ - Html Syd,
t M Fads = Hs -alls - n dads



Tenens

¥ = Hs -alls - a) K
Js

y tenemos la condition de Frontera

Gls
,
ol -- Sk

.

Se puedo Ver que ④ es la Unica sducion

Para encontrar media y varian za

media :

Is.tl -- Igel's
"- I -_ EIX.es't

- '

I
Calculando 2¥ Is,f , y

evaluando en SH obtenemos

F. txt ) --

ly
k si m

-

- t

th -M)
ke si M¥7

Varllxt ) -- f
2Mt si tem

xh e'""" le """- f si * a .X-H



Not ar que si e - Yu ,

(

El Xt ) -- f
o si ee ,

• si est .

La probabilidad de extincion gift. BIX, :o) . Satisfaie

UH = f
( t.tt; )

"
si tan

"

l l y a
- me

- "t -mi µ

IIm ) si M¥1
evaluar Els

" ) en s :O

GCQH -- IEIHyq.org/tPlXt-- ol .

Matar que

t -so I f si TEM""→

1¥ "

(
si a>a


