


Proceso de renovacion :

El objetivo de la teoria de renovacion

es estudio ciertos fend memos aleatoric s

que se
"
re piter

"
en tiempos grandes .

Sea 93if :> , una suasion de v. a. ii.d , no negatives.

Vamos a definer al n - e- simo tiempo de renovacion como

n

Tn : = [ La
,

1- lol -_ o
.

I -_ I

F- jemplo fundamental : Sea X una cadena de Markov

a tiempo continuo con espacio de estados E.

Vamos a suponer Xo -- do c- E
, y consider emos

tiny = n - e- Simo tiempo de regr@ so a Xo :



De Manera formal :

M!!
'

n
.

in ft t > Tin ) ; X
#
Iko 's - Tin ) . Tco ) :O

1- Inti -- in ft t > Tint Man! ; Xt -- Ko 's .

independiente del pasado
o_O
-

""µ •#

o_O

-

De la propiedad de Markov
,
se tiene que Tcn)

es un tiempo de ren ovarian .

Definition :

Un proceso
de renovacion f NIH ; t>of = : N es

un proceso
tal que

Nlt) -- maxf NEIN,
TIME tf

.

{ Qui nos va a interesar ?

Definition:

Definimos la fun cion de renouacidn como :

ult ) = Iet EINIH ) .

Nota cion: Denotaremos por F a la Funcion de distribucion

de 5
, ,

i.e
.

Fits .- IPL ?
,
Et ) .

D@finimosFr.lti-convdocidnt-7oencespxCdF5tk.dela idistribuc



Lema :

. IPI Nlt) = K ) = Fritt - Fei . It ) .

A •

• Ult )
-
- [ Fnl # ⇒ At FINCH) = At 2- E. It '

n - O
NII

donde F
.

It
.

Pr eba:

IPI NIH -

- K ) = IPI TIKI Et L TIK till

⇒ Ipl Nlt ) : K) = PITCH Et l
- IP ) Tl Kt 't Et ) .

= Felt ) - Fa. .
It)

Por otro lado
,

D

F. IN It )) = ÷L
,

k PINCH -
- k) = [ KIF, it , - Fei. . Hi )

K -- I

= ¥
,

k Fr. Hi - ¥
,

k Fet . Hi

d-

, k Fritt - , 1kt ' ' freq 't ' t II
,

F
,
It '

• D
N G

= A F. Itt t [ K felt) - [ efeltl * [ felt I = I felt )
K -- 2 e : z 1=2 D= I



F- jemplo :

Suponer que
F tiene distributor exponencidl

de parcimetro g >o
.

i.e
.

Fldxl = 9. e-
9- " doc

.

Se puedo
Ver que Fn v Tin .gl . i. e .

t

Felt I = f gkock
-i

- 9-x

→ e doc

° ( K - it ! I

just i. icacion :
atg
F- n

telexes - a hill -

- II. Eli
" "
] ' - ( ¥;)

Por otro lado
,

la transf. de Laplace de la Th. -91 es

! e- '
'' i' " d. = go.cn

- ' i'Find.
✓ = (g.this

• n
'

:
can.is.÷"ii=i÷n .



Coilculo de HINCH : K) :

PINCH -

- KI : IPTTIK ) ft L TIKI t 7. + . )

= Fl HT Tlklttctcklt 3×+4 } Er . . - explore ?

D

= f g. e-
9 "

El Heiner
.
tctiritxtdx }

O

= El [g. e-
9 "

HI time + ctiritxtdsc }
A

f - TIKI L X

N

= KI Ho
, time. + g f 9. e-

"'dal
t - TIKI

= El Hai ," " , e-
9- ' t - "" "

d. I

= e- '
t

El Mit,"".ge
'T "" )

t

= e- '
t

f e
't "

e-
9- "

g
''

K -'

da
-

X
o

-

( K - it !

- at
= e . ftp.Yc-distribocio-n Poisson It .gl .



⇒ Ult ) -_ It FINCH] = I * gt .

F.n Este Caso
,

el modelo esta completamente

determinado

Vamos ahora a
haler lo misono

,
pero con

transformadas de Laplace :

Tpeecordar que
←

convolve :ones
N

Ult ) = [ Felt )
K - o j

Natur que si
"

t " denote transformada de Laplace
1

,

es deir, para 4:10, I → 112g
A
- Xx

IH ) = ) e ya , doc ← siempre cuando

converjc.
O

Necho : resoltado de andlisis :

la tranformada de Laplace caracteriza a Y
.

~
A D

-
-

-
n

( Fri .int L Fei ."

,

trial
"
-

-

×
? (ftp.g )

"

^
f- = '

K - i l
l

la transformeda de Laplace de una

convolution es et product o de las transformedas



Por lo tanto
,

' k

"* ÷:c:⇒=h÷⇒
.

i÷
.
'

=h÷ii÷÷÷=÷÷.=¥
Record ar que

÷:::*:i÷÷::÷:÷:÷÷÷÷÷:*:D
Por lo tanto

IETNTOIIH ) = Cq1111 ⇐ FINCH) : 9. t



Motivation para lo que Sigue :
En et problema z de la tared 4

,

tenianos una expression del Tipo

El Yt ) = ftse's" * (Algol.ci/dsctTe-rminoadiciunalH )
T

tamario de

la poblacion

Esto motive to siguiente :

F- cuacidn de renovacion :

La funcion de renovacion U satisface la ec. de

renovacion
t

c-
record .to rio

ult, = it SUIT - 5) dfls ) flat = Pl 3. Ex)
.

O

prueba :
D

N

UCH - [ Felt I = Foftlt [ felt) .
f. '- O KI'

Nota que felt) = f- * Fe
. .
Itt

N N

UCH - Foth t [ Felt) = Foftlt IF # fr
. .

.

It)

K ' ' Ulf ) k='

f- t

= Fo tht Ft [ Felt ) = At { UH - sldflsl
1=0 0



Proposition : I continua por derecho

Sea M una funcion positive y acotada
! Consideremos

la ecuacion : renovacion
t t

lil
FACH = Nlt ) * fact - SI das) S

T ^ o

q q
t

Usvalmente , lo

'i.eu:7?nos..s/sa9euamainteXtien.,ueuer.usuamerte"
renovar " el con

"

conditioner con

aplicaciones
proceso respecter a 3

,

algo que sale

en las
' 'cuentos " de

nuestro modelo .

Enforces, existe una Erica solvcidn
a Irs dada por

t

Nlt ) -- f Htt - sloths )
on

° T
'onocida

I
''mais o memos

"

conocida



Demostracion :

usaremos transformada de Laplace
N

- qxLltlql = f e dalai

° f

Enforces , la ecuacidn : Alt ' = Nlt ) * fact - si das)
se reduce a

O

Lal .gl - LM 19.1 t (Lala.lt/Lfigil .
⇒

Luigi = LM = Lmg ) ( t tdfq.lt/LFiqil
"

t - LF 19.1 t (Lily , )3 t - - - - I

=L Mlg ) ( It LFI.gl t LF.iq , t LFglq.lt
- - - )

Lucy) =L Mlg ) Luigi = LIM #Ulcgl
t

⇒ NIH = Mtv Ifl -- f Mlt - sloths )
o

DM

Objetivo:
estudio r dichas expressiones cuando ta :

Observacicin : en et teorema anterior
,
teniamas

t

Mitt -- I Hltgyssdvls ) ; johllxldlulti - ult -xi )n -
O

teorema
techno estimar

de cambio de UCH - ult - x) cuando

variable. ¥ es grande ?



Teorema de Blackwell :

Def : Deimos que
et proceso de renovacion lo la

distribution F) es aritmetica si

Pl 3. ERIN) -- t para algin re IN .

Al maximo r que compte esta propiedad se le ronoce

Como et
"

Paso de 3
"

.

Un ejemplo de Proceso aritmetico surge de una

cuminata aleatoric simetrira
.

Aqui, Flat
,
Tiz)

,
. . .

c- los tiempos de ritorno a o

dan una estructura de proceso de

renovacio-naritm-eti.co
con paso r=2

.

Teorema de Blackwell :

Supongamos que Eth . ) -- mad .

i) si F es no - aritmetica ,
enforces t h > o

,

lim lulxthl - Ulm) =L
x -soo m

ii ) Si F es aritmetica con paso
r> 0 ; enforces

lim (Ullntilr ) - Ulnri ) = I

n →N
M



(oratorio ( Teorema de renouacion clave)

Supongamos que
F no es aritmetica

,
y

m -- IFL 3.) car .
Sea g : Io, a) → to,o) una

f.union continua con soporte compactor .

Enforces
,

III. §glx - sldulsl = tmfoglxldx
prvebalbosguejd

y
-

- x - sNot emos

9.ve/,c&glx-sldvls1--fg1nld/ulxl-Ulx - ni)
O

Del tcorema de blackwell,

Ulxl - UH -51 → E Cuando XIN
m

de manera que , Cuando 917A,

D
"

logia - sldulsl ↳ guide = In giddy 2 In ! gcnldy .

La siguiente clase :

Teo remade renovacion elemental : Si El 3.) =m< •
f-→N

it f-Ult )→ Imo ← ( pensar en et proceso
Poisson)

ii) Nt t-70 I % con probabilidad it
.

- →
m

t



Lemma (Wald ) .

Supongamos que mi.IE/3.Jeoo .

Entrances
,

Nltlt '

F. I -23 ; ) = EI3.IE/:Nltlta) .
i -- i
→

pens ar que esta

Suma
" local iea

"

:

Telvalor de t z t
NHI {

Nitty ,

prueba :
Definir

Attis # I
"

s
; )

(ondicionando sobre Sr
,

obtenemos

AHH El ( 2. t . - time , " ) ( 'ftp.etqtkt3.stf/---EIl3.t3zt---t3nin+.lHf3.ktf/tEI3.ttth
.
> til

Imaginar que 3. east .

o_O
o_O

#
A
#Nlt)

3
,
:X

f - X

⇒
t

A- IH -- ftp.ctIE/3.tr-t-3n,+..,+./Fldo4tEI3.Afh . > til
O



t

A- IH = ftp.ct#L3.tr-t-3n,+..,+./Fldo4tEI3.Afh . > til
o -- AT

A- It - x ) ) x Fldx )
⇒

t

t

A- HI - El 3.) t f Alt -H Fidel * ecuacion Como

O

t

←
INCH .

- IER. }
ACH = Nlt ) * fact - Sl dfls) ) Mitt : Alt )

O

⇒ Por resultados anteriores,

AHI -- f # 13 . ) Vidal -- Ek,1/uH - ya) =
# thill 't IEINIHI)

.

-N X

lost) =o
Nlt) Mlt - x )

A

Vtol : :O . c- Ult ) -- Fo IH t [ Fnltl
~

frncion n -- o

de distributor

degenerada on cero
.

Continua cion de la prueba del teorema elemental de renovation:



Primero estudiaremos

c' NI →
'

a
?

n

in

idea : asintoticamente,
estudiaremos Sn -- E } ;

i =,

t

ri
3. I.the HtZt3z

-
- .

-~ t.tl,Matsu
+
TINA't

y,
TFNHI til

Intuitivamente, §µ* , esta cered de tf.

Mace sentido enforce considerar la aproximacion
✓ Imanol :

It a snit , IPLfnitis.is#PHicciet 's }
-

- EB t
Nkt) Nlt ) ) ⇒ Nits a

para formalized esto notemos que
V meejnotonicidad c.s

.

Nlt) → Dj

Ii Nlt ) = lim t NHI - lim t.IE/3.)=ooconprobaA,
m

-
-

Ha t -sa f q
1- →a

ley Fuerte
de grandes
nom eros.ec/rdargveNHl=maxfnelNjTlnlEt4

.

Tini -- n - e-Simo tiempo de renovacion

Definimos :

A- a fuel ; Nltllws → a, 1- → ooh
,

Az -- f w : Snake , → IEI3.fm cuando t -704

Not ar que PIA . ] - RIA , ] - I



F.n we A. Atta
,

smt hi?. Snp -

-

m ④
.

Nltllwl

Finalmente
, ya que

NHI → no
,

enforces
,

para tea
,

t ten|Sn -

- I t 3N → 0
.

NIH NIH NIH

por ④

i
.

t
t -w lim SNH '

'

I m
- →

-

-

NIH 1- →a Nlt )

Ahora probamos la parte i ) :

i) f- Oltl → Em Cuando f -sae .

Observemos lo siguiente :

1- ( Nlt ) ) E t L TINCH tr ) .
④

Por lo tanto
,

TINIH )
s t s

FINCH til
.

Nltlt '
- -

-

Nlt) Nlt ) N Htt . Nlt)

lo que ob tengo de aqui es que con prob a f ,

TINIH )
e t s

FINCH til
.

Nltlt '
⇒ finna Ntfl -- m- -
-

Nlt) Nlt ) N Htt . Nlt)

t t t
m m I



r

por ④
,

1- ( NIH ) E t

t >, #ITINIH )) = IEITINctltil-3nu.im/=mUlt)-tEL3ni+,+ , ]

-
--→

TINCH) TINCH ta )

⇒ limsupm =limsuplmu.IE?nm1EliymsupfI=ft-to f t-72

⇒ limsvp Ulf '
+ ⇒a 7€

m
.

para la desigualdad inuersa
,

definimos

3g? -

- f 3
;

si Sica

( c si 3 ; 7C

Para c > O . Ahora
,
considered s al proceso N

'

asociado a ios tiempos 544 .

Notemos que si

m' : F. 13
;
' }
,

razonando como antes
,
ten emos

t > m
' # INCH til - tEl3nitit . ) > n' F)N' ltlti) - C .

"
- l

Como 2g
' El ; t got ⇒ N' CH > Nlt ) t too

(2)

⇒ F. IN ' Ctl) to > t.IN/t7Jt-- ult )

Por ④ y (21 , t > m
'
UCH - C

.



t 7 m
'
UCH - C

.

De aqui se sigue que

off a. in * me;
Sacando limsup ob tengo

c-→N
'

limsup as I ← t c > o

1- →a t m
'

⇒
'

in:L' YI e 's
④

O

para tracer el limit inferior :
m og ,

Nlflti a#

t c F. ITINIHTN ) = F. I 2- 3 ; ) : t.TL?7tFINlhtn3
i. .

⇒ :< off ⇒

it;infu x 's *t
Por *t y t④,

Iim 0¥ -

-

M
.

pgt -70



Definition :

Sed f : Lo
,
I -310

,
o ) una

funcion arbitraria .

Definimos
A

Ig [ Sinfffcxl ;xelsk.se/ktillk--
o

D

Is = [ Ssupf Ica ) ; xc-ISK.se/Fti) ) .
K -- o f

##¥FtT
Tif : -

Deimos que
f es direct cement . Riemann

integrable si dingo Is '

- ligma.IS



Reforzamiento del teorema de

renovacidn clave :

Svpongamos que
f es una Funcion de distribucion ?

de una v.a . positive con media d . Suponeo que

a: 112+-7412 es directamente Riemann integrable .

Sea a la solucion a la ecuacion do renovacion

t

Act ) -- a CH t f Alf
- x ) Fedex ) .

fun cion de renovation
.

O

(recorder que
la sol . es ACH = #alt - xlutldx) )

i) Si
'

F es no aritmetica
,

enforces

t.i.m.AM =

'a§a1Mdx si Meo

( o
si ya -

o
.

ii ) Si f es aritmitira
,

con tamako de paso 7
,

enforces V c > o,

hi?. Acct NH = f ta alctntl simca

si ga
-

- A
.

O



Aplicaciones de la teoria de renovacijn :

Ejemplo I :)

Proceso , de renovacion con
dos component es en

cada intervale de renovacion .

real . (no infinite ) .

1- tiempo aleator.io/Porejemplo, un tiempo
( 7. Yi ) c- oli ( de servicio )

•
Yi ← una Porcius de si .

3
.

32 33 34

--
N-X --

,

- . .

'

"

superior que los vectors 13 , Yi ) son indep .

entre si

sea pit ) la prob . de que f caiga en una
"pardon

Y de algin intervale de renovacion .

= # l # ft esta eubierto por algin
interval azul 41 .

Condicionamos sobre 43 ,=x 's y distingwimos centre

lag dos posibilidados scat y sext
.

D

CCH -- flplt este
' cubierto 13

.

-

- x ) Fide )

°

= Plt este cubiertollo
-

- a) Fox )

O
N

+ ppl t este
cubierto Ilo -

- a) Fox )

t



l.lt/=gtopItesfe-cubiertollo--x/fcdx )
O
N

+ fpltesfe-cubiertollo.sc/fcdxg-tfeste-cubierto
por Y,

Yz Yz t
←

Caso x ft

t-~ -
Y , 4=71 3

, 73
⇒ t

lift - felt -xlftdxl d- Nlt
este cubierto por Y. )

→-0
a H

Y
,

V

←
caso

t 3
, T-- xst

2 13

La solve ion a la ecuacion do renovacion

Mitt = { Mlt - s) Feds ) es

10, t )

Mitt f Mlt - s ) Uldsl ,
donde Mitt - e'll )

Mitt : Plt este
( att

ti:p.ie?ii;s.:i.#i.::ie::ol



Ahora ,

Mlt esta cubierto por Y . )

= El Hyo,y. , CH )

Obs : th Mlt esta cubierto por Y . ) es

decreciente, y

§ Nlt esta cubierto por Y . ) df

= I # tho,yyHYdt=E/[Hyo, 'Hdt )

= EIY . ) = :p .

←
definamos r asi .

So pre de Ver tacit de aqui que

th Mlt esta cubierto por Y . ) es director men le

Riemann integrable, y por
et teorema

de renovacion clave lparte d
,

life , Pitt
= ftp.T/lPltesta-cubiertaporY.Idt

=
IEIY . )

test



Para la siguiente clase :

NIH

Xt = E t Ct - 2- y ;
- NCH ← proceso

T T Poisson

capital prima i -_ a

inicial . Yi ← tamario del

rectamo .

Pregvnta de inheres :

RI# = Pl Xt > o V t > o )
.

Idea: determiner una ecuacion de renovacion para D
.

←
llevar a cabo

la renovacion .

Ot.tt•
-
--3

.



F. jemplo de lo vista anteriorMerite :

Modelo 's de colas :

si las Hegadas de una cola siguen
on proceso

Poisson, enforces
los tiempos

sucesivos 3k

del K - e-Simo tiempo en que
et servidor se

encuentro ocupado forma un proceso de renovacion

-

se encuentro

solicitude
.

Podemos svponev que
cada Ze se

cornpone de una portion ocupadg Er.

y una porcion libre Ye

Enforces ectl
,
la probabilidad de que

et servi'd-r

este libre al tiempo t converge a

×
EL =
-

-

IEL3.IE/3r )

NIH
d V
- Z ti
t
j
-

- i

-NIH

Cain!:D.ae?sde--IEYrk--itH/pytestecobieA&yp



Parente sis sobre como probar

que una funcion es directamente Riemann

integrable

f : 1121. → Rt

- X

flat -- x e

Probemos que es directamente Riemann integrable .

Sea S > o
-

←
flat = e-

"

x

AHAHF.
a M

- s -

I = 28 supffcxlixelks.lttils.lt .

K -- O

-I
= ¥!S Supt E

"

# : xelks.lk til 814

00

Is -_ [ Sinff fix) : xelks.lktilb.lt
K -- o

= finite
"

, ; xelks.lktilb.lt

d- - KS - lktils

OEI
'
- Is ELSIE lktns - e Ks )

K - o



of Is - Is E ¥454
#Sixths . e-

""" s

kg )

- KS
= ¥2.5 ( e' "' HHS - e es )

- KS
- SI e-

"" "'
les - e Ks )

'

- Y ,

se
'"
. is ," , e.T.ie/remadetraiormeoio

a- si!.si
"
* E.sane

. "

) o

--

Ver que
esta acuta do

sobre S
.



Mais aplicaciones:

Proceso de acumulacion

Suponer que tenens variables Yi que

representan un Costco o valor
,
etc

.

Ahora vamos a
considerate una Clase de problems

que depended de Parejas 13 :
,
't : ) c- i. i. d

.

donde 3 ; genera un proceso
de renovacion

Defining el proceso
de acumulacion asociado como

Nlfltl
-

y
Witt = I 1k

KII

Interpretation : costa acumulado al tiempo t
.

pregunta natural : alt ) :-. ELWAY z ? cuando t -so .

Nota :

et nismo result ado vale cuando

NIH
r

n
-

v Tm b
WIH -

- Elk -

Y T
K -_ I

justification : yea Nu .

NHI

NHI NITH '

WTH :( IT; 2- Yr. ) .
NII
t

Te Ii

l ley de grandesw
njmeros

IEIY . ) - I
m



Idea para calcolar

Mitt = ELWAY es

condicionar en et primer Tiempo de renovacion :

EIWIH ) = EIWIH His
, > tf ) t IEIWHI Iff 3. c.tt/

= # I
"

Yr
. In

.
> It feel

"

yr.
13

.

-

- xlr-id.cl
.

Lo
, t)

Elwin ) = EIY. ) tf ETI wit - x ) ) Fida )

to.tl
T

Hlf )
el proceso

comienza de

Nuevo en a

⇒ l
V t

MH - FLY, ] t f alt - xlfldx)
O

Htt-al
t f

⇒ Mitt -- { ELY.lu/dx1=E/Y.IUlt ) .

⇒ ii. '¥
-

- fi:#hint u¥=
HIM . 's

m
-

- fxfldxl = ILY ) .



A- Iguanas ideas nuevas :

9TH : El eilwttly

Podria ser ( lo voy a che car )
.

Idea : formulae
←
algona funcion de distribution

a' it) : hilts t faith - al Gldx )

Htt

Modelers de reemplazo :

Sopongamos que
Y ; represent a et costa

del i - e-simo reemplazo . Supongamos que bajo

una estrategic de ereemplazo por e dad
,

on reempluzo plan -ado al tiempo T cuesta C .

y un reemplazo por Falta al tiempo t< T

Cuesta Cz . Si Yer es et costa del K - e-simo

Cielo de reemplazo, enforces

Yk =

C
. con probabilidad a - FCM

.

C
, con prdbabilidad FIT )

.

Fn este caso Elkie ) : C. ( l - FCTI ) t c
, FCTI .



{ Que proceso de renovacion estare considerando ?

los tiempos que genevan a mi proceso

de reaovacion van a Seri.

F. C- tiempos de las fallas :

Si G es
la functor de distribution de los 3k

.

Los tiempos que genevan a
mi proceso de

renovacion serin :

{ * 1199 c- nuevamente son i. i. d .

D
D

Ellen' ) = f #Knit ll.mx/Gldxi=ftFIxttllr.=xlGldxl
O

O

T

= fxbldxlt.IT Goal -

- §×Gcdx, * Tta - Girl )
O

Motor tambien que :

IEIYK ) = c. PINOreemplazodtc.lt/reemplazo1--
C. ( r - Gcm ) A C

, GITI .

Sea Mlt ) = proceso de renovacion asociado a los

tiempos T Zettle c- IN .

Mltltl

Costco acomulado = E V
-

' K
al tiempo f . Ki '



Si

Malti

Mitt.IE/cosaito+iempoacomg.ladof=tELEYk )k I '

enforces
,

Mlt ) = IEIY . )
=

C. l l - Gcn) t C. Gli)Iim
- -

-

1- →a t
-n All .at/ §×Gcdx, * th - Giri)

Interpretation

de costa espevado prom @ did
.

Otra interpretation :

Teoria de riesgo :

Ye ← tamano de reclamos de los aseguroedos

3k ← tiempos de los redamos
.

Nlt ) ←
conteo de los redamos al tiempo t.

NIHH

WIFI = [ Yr
.

c- costa acumvlado :

Fei

lim FINCH ] =
FLY. )

+ →a
-

-

t FK
. )



Plan para examen :

Viernes 19,20 y 22 ← sesiones de ejercicios

E. xamen para Revoir :

del 24 al 29 de Marzo

( pensando que
la duracion esta planeada del

24 al 26 )

continua cion de aplicaciones de proceso de

renovacion :

Proceso s de renovacion terminal :

IEINIH) c- ya
lo estudiamos :

NHL c- cantidad de rendvaciones

( on tiempos inter arrives 4,4 , . . - .

Siempre suponemos 3 ; E IR
,
⇐ ten particular, Sita ) .

lpensar en proceso
de riesgo :

Nlt )

2- HI = - [ Ye * Ct t -2 . )
KII

Es relevant e considerate el caso 3 ; puede

tomar d valor infinite



Supongamos que 3 ; son una v. a. i. i. d .
con valores

en -112+011-04
.

El proceso
de renovacion asociado

Nlt) = He renovaciones antes del

tiempo t .

Se conoce como proceso
de renovacion terminal

.

"
Pensar que

"

No hay mais renovaciones
"

→
"algin 3; Tomo

'

et

valor infinite "
.

At igua
'
que antes :

f NIH > ref -_ ftp.ftf
K

Tr
.

-

- Eli
is .

y se puede estudiar
, EINHB :

Denotemos por

NIO) : nimero total de renovaciones = lim Nlt)

t -3N

(Natur que si 3. = a , enforces
NINI -- o )

.

{ Coal es la distribution de Nim ?

•
N lool pvede tomar los Valores 0,0, 1,2, . . .

d) NINI > KI = 13,32, . . ,3r.
son finitosll .

= II. Lohn . . - nf3r.cat

⇒ MININ) > K) - lpll.ca )
"
= LK

donde L : B12.la) .



L : IPI 3.La)
7

Notemos que, como antes

A N

E[WHY = [ Felt ' L E L
"
= I si Lst

l - L
Kil k = ,

Fr
.
= F* . . . *F
-

K Vec es

El argument o de renovacioa sigue funcionando
,

IEINIH ) - IET Nltlttps
. > + g) t EIN

" #
tasty )

⇒ t

E. INCH) = Flt't f IEINH .si/fldsl-ec.uacio-nderenovacio-n
0

Problema: F no es una fun cion de

distribucion en Rt
,

sino en Rt -uh -04
.

La idea para resolver
esto es

"modifier

F
"

.



Consider emos la funcion

•
sac

gist = f e Flood

O

D

y supongamos gue Jes
"

Adnan tf s > o .

O

asvmir
Notargue

t.glol-limfcscl-lpl3.ca) = Ikat f ⇒ Por teorema

seen del valor

.
lion gist = A intermedia,
S -7A

•
Por argumentos de teoria de ) t so = :X >o

la medida , se puedo ver que
t.gg/tl=k.

gls ) es continua

( e

" Fidh )
conclusion : I !

"" " !
(

Nota :

*
µ , , )Ect , := toe

" "
Fida batista ' '

f.¢ , # e

HI, FIH = [ e"" Fidel - gill -- A
⇒ F es una

fvncion de distributor.

Ahora
, supongamos que tenemos una ee

. de

rerovacion "abstracter " de la forma

+

A- HI = alt ) t GAH - xlfldxl

O

Fijemos A- HI
.

- e'
"
ACH

,
dine. ettaltl .

Nota que

ACH - dint A' It - self ldxl



A-plica cion de esta idea:

Tomar

ACH -

- E) NINI - NHI) = 1- - FINCH )
4

I - L

ley geometrical

( i.e . ACH es et himera prom-dio de indices n

t.g.tl In La .

Queremoy tracer un arg . de renoir. para

Alt) ⇒ condicionar sobre 3
.
:

*

Ilmari . NCH 13.1=1 It
I = '
-

si 3
,
> t

I - L l - L

\ Alt - l . ) Si 0<3
,
et

⇒

AHI = I,lPl3 . > t.3.ca/tf!AIt-xlFldx1
⇒ +

Alf , = 4- ( L - Mtl ) t f Alt - x) Fldxl .
I - L
N o
-

dltl
.

Definir

I Itt = ett ( L - Fitr) y
A' lH= e'

' "
ACH

-

'

I - L
⇒

i t

Alt ) = Itt ) t g A' It -x ) Eldon
O

{ Puedo aplicar et teorema de denova cion clave?



Probemos que ICH es directamarte Riemann

integrable : creciente
← ,

decreciente :

←

otra approach :

[nandi. -- I, !°e
't
th - fit"dt ( Yett Gut ,

= t.IS?ettf?fidsidt
°

'
- dGltI= ( L -Fltildt

.

I t

=

÷
, ! Joe

> tdt Adsl GHI : ' f IL - Flsilds
c

> t
ai es

is como ft> e
= I f ( e -

r ) Feds)
I - L
- creciente

,
basta

o X

Ver que
=

,
!÷=

'

I
- a

gie "Gutian , )
Procediendo como en et ejemplo

donde alt) : te
't

se puedo Ver que

ICH es directamente Riemann integrable
,

⇒

=
t

fig,
e'TRINIAN - FINCH)) : fig,Anltl=§aHldt §

. 1-

- Ice"" Fox)
[a Fox) T⇒ Fldx ,

lime
"

1¥, - FINCH ) ) =It
→A

X§xe
""
Fida )



problemas concretes referents a process de

acumolacion :

Ejemplo de
" Fila de banco

"

.

Ingredients
•
Clients que Kegan a un banco de acuerdo

a un proceso Poisson (J ) .

•
Solo hay on servidor

•
Los client.es

"

entrain " al banco si et servidor

esta libre
.

• Tiempos
de Servicio son v. a. i. i.d . con distribucioin

Gca 's
,
Independiente, de las Vega das de clients

.

•
Cada que Nega un client

,
deposit a cierta

cantidod de dinero
, con

distribuciin Men
.



I Tasa asintotica de los depositors ?

limIIftotaldedeposigtosaltienpot-J-I.t.sn
Ideas : Introducir ur proceso de renovation

.

et proceso se renveva'ii.

I :O:::÷::ii::S
el proceso se renuevg

to

←
ix.-

no-

neg a
et primer Servicio delT

. . . .

client e primer client e g
,

-3
,

Mitt = # de renovaciones al tiempo t .

Definirfyific.in una suasion de v.a. i. i.duty

Y ; represent a et dinero deposited a por et

i - e- simo client .
my ,

Dinero acumulado y

en et banco

= ' i

i -- i



Iim total de depositors al tiempo t EIY
. ] =*
I

=
-

+→a
F. 13 .-I

Necesitamos que
la ley de 3

.
Sea no - aritmet.la

Ello se ample piles 3
,
es Nra . continua

( debida a gue es la Soma de una v.a
.

Y: con

una v.a . Independiente ~ exp 111 ) .

* = fxtlldxl
= § ,xMldxlRt
-

#-

F. 13.1
. It feudal

1kt

Ell , ) -- f- * fxblsdxl
Rt

tiempoldel p
HEI Primer tiempo

de

client atencion )
Result ado que

usamos : (aplicaciones del teorema de

renovacion clave c- tnfpafalda )



Ejemplo 2 : )

Modelo de comp ra
de autos :

Ingredients :

•
Una persona re nueva su auto

• Compra un auto nuevo sii

§
su auto actual se descornpone

Pasa una cantidad de

l tiempo T so

• Un auto nuevo cuesta una cantidad determinist, c
.

Pero si su auto se descompuso, adema's de

invert ir ca en el auto nuevo
,
debes pagar Cz por

la reparacion del auto Viejo .

•
Los Tiempos de vida de los autos son . V.a. ii.d

con ley comin dado por una fun
. de distribucio.mn

,

d cud es la esperanza
del to acumvlado prdmedio ?



d cud es la esperanza
del to acumvlado prdmedio ?

• Tiempos de renovaciion tendrain ley iguala ← tiempos

7,32 , in .
( tiempo de vida de los autos) AT

#
qq

tiempo T
de vida del EX , f cases
primer auto

-
tiempo peg

Yl. = de vida del

primer auto

Xp
" '- ( tiempo de vida de los autos) AT

•
Mlt ) ← proceso de renovacion cun tiempos 3 ;

Mlt)

•
Costa acumvlado ( costco i - e-sima renovators )

al tiempo f
= [ de la

is . --

V
Ii

Yi = Hf Tfc . t Hix;±f, Kitch

Lo Trico que requerimos es que los vectors

413 i.Yi ) fic.in sean indep .

Supongamos que
la ley de X

,
es una

v. a
.
continua ⇒ tint =3 ; tienen leynoaritme-t.iq



Por la aplicacion previamente vista sobre

process de acumulacion
, y

f!:#If Yi ) -- "÷f¥÷=EtaHx,stftktalHµ±F. 13.7
.

El 3.1 : El 3. Hex. >tilt Eth # x.at )
= IIIT Hex . >TH t EIX.lt#.eig/ x. n

Fumio-nd.

distribucio-nM-qlPIX.TT/tf!xNldxl--Tll-HltDtftscHldx)

conclusion:

t.im#.fE?'Yi1---'nilT
1- ( I - Mtl) t fax Hldx )

O

=C,tGH
Th - Mltllt §xNldx )



F-jerciciog adicionales

Proceso de tiempo de edad At = tiempo desde la uttime

•currencies

At=t¥mt
i
-
~

-4
,

32 3
,

Pregunta natural :

coal es et promedio de At

ii. 'II not
J

T

Ver como proceso
de acvmulacion



F- jercicio :

Ingredients :

•
Compania de seguros

cobra cierta prima .

•
Se pueden cobrar prima s ro y

r
,

••
Antes de Cada reclamo

,

me cobraron :

fro
si et reclamo duro

'

mais que
"

s
"

r
, si et re damo duro memos que

"

s
"

.

S S
- -

t.#t
-
un--
- 2 33

3. nexpf ),
I

• Tiempos inter arrives - expat . ⇒ El 3.) =
'

z

- Elproporcion de tiempo que ) -

-
III. 13 .

- 3.As ) )
} . estuvo abierto

= ÷ - III. ist

en.
= 's .! . '- g:

U : X v --
Fox )

du -- da du -- he
't" doc = I - ( I - e-

's

)
x -

a
Costco promedio
-.ro/ElPropeqcig;detieIbietd/tr.fElPrno:orgigjn;.e

tiempo)
-

IER. )



Costco premed . o

-.ro/ElProifqcig;detieIbieto3/tr.fElPrnoyorgigjn;.e
tiempo)
-

IER. )

=

"l÷÷ It "l÷" I

= roe
's
* r.li - E

"

)
-

Costa = ro.ltiempocubiertoporuninterualoaz.cl)
al

tiempo ( antes del tiempo f

+ ra ( tiempo cubierto porvninterualo azul)

ante! del tiempo f
)

⇒

I.tn/costopromedioJ=al Tiempo f
-

t - ltiempocubiertoporuninterualoaz.cl)
rolin ( antes del tiempo f

t -soo

ra lim ( tiempo cubierto poruninterualo azul)

"'N ante! del tiempo f
)

-

- rot"÷Y÷ltrrl#Y÷÷÷ )



1- = min # ns.a ; Rn > SY .

Tin 's -- Imax 412 , .. . . Rn . . -e.slgfnf Rn > s4

Tnngeomlp) , a = MR . > s ) .

M - I

IFI !€ Re ) = III. Rr. Itn -

-
m ) .

h - as a

--

Ef
,

Re l R
.
. .
.
Rn
..es/tRlRmlRmssl

= Im - 2) § x e-
"'
da * I

⇒I÷Ref. a- aims . e- "' d , th. - s !! e-
"'
da )

A

\arreglar este pedaled
.

=
÷
-~-

Megada del otro gpedazo

primer Poisson1H



'Ejercicio :

Ingredients :
• Bisqueda de elementals defectuosos en un tote

•
Paso A

Reviso TODOS los primero s
elements

,

hasta que haya al memos K aceptables consecutive,

ejemplo : K -- S
reviser hasta et color morado

✓ r u x
V V V V V V ? V x v ✓ ×

- - - -
- -
- - Esg

*
- Ed to - - -

✓ v u v v
- - - - oooo

ok
-

Igel - - - Ing ones

✓ x V x v
u x

u ✓ r u v

- - - -
- -
- -
-
- - tatted - - -

• Paso 2
.

- l

Ya que encotre
'

k elements aceptables

consecutive
,
empiezo a reviser de

acuerdo a Bernoulli 's Independiente , n Blas, *eco. .,

En et primer Momento que
encuentro un elements

defectuoso
,

empiezo a revisal TODOS los elements
,

Como en el paso I
.

{ coal es la proportion asintotica
de elements

inspeccionados ?



tlipotesis :

Supondremos que los elements defectuosos

aparecen
de acuerdo a Bernoulli's indep ,

de para-metrogeco.tl .

Solocidn :

Proceso de acumulacion:

• Numero de elements )
proporcion de et -Mentos

-

- ( inspeccionados al
- t

tiempo t

inspeccionados al
-
-

Numero de elements
tiempo t '

- ( producidos al tiempo t )t

1- →a El Numero de elements
,

→
inspeccionados en una .

renovacijn

)
-

EI Nine.ro
de elements

prodocidos en una

renovacion
/



formulation de proceso de acumulaciin : necesito

f. 13×4
← tiempos de un proceso de renovacion

. ftp.4-sumandos del proceso
de acumulacion

.

NHI Para nosotros :
↳
Wt = [ Yj

.
}
.
= tiempo hasta que :

J ' '
.

Encontramos K elements

aceptables consecutive s

Y 'uego
• encontramos A defectuoso

.

W , = # element cos inspeccionados

Y
; =

# elements inspeccionados en
la j - e-Simo,

renovacion
.

1- → a
EIYNI

Wet→ -
t EI3 . )

E' Yi iii. it:
" :÷::::::÷:÷:

"

j -- I

YI ENT )
-

ELY. )ER . ) - IEIY. )
ETH - -↳

Wwf
.

- tutti-
-

HEI
- A. IYT )
I ~

fwt
-

FLI



IEIY. )
.Catalan
- .

Akil

4. = # elts inspeccionados en I renovacion :

Ya -- X. 1- Z .

X. = # element cos inspeccionados hasta obkener

K acceptable>
consecutive

.

2. = # element as inspeccionados

( sucesivos a X. ) hasta obtener

un demento defectuoso

Anatisis de Er :

Z , = primera revision en que

•
la component e sea

defectors a ( probabilidadgl .

✓ r v x

- - -g-
= -

- - -
-
- - -

Z
.
- geom li

- 9.1 ⇒ FIZ . ) = Iga
✓

Ancilisis de X
.
:

X
,
= It components revisadas hasta obtener

una racha de tamari Ki ( EIX . ] ) .



⇒ ELY . ) : #IX. Itf .

Para ver EITI :
~

if renovacion :
Y

.
=
# eltb producidog en

r n

Ya -- X. 1- Z .

X. = # element cos inspeccionados hasta obkener

K acceptable>
consecutive

.

~
,

2. = # element as producidos

( sucesivos a X. ) hasta obtener

• on
demento reviadodefectuoso

Anatisis de E :

I. = primera component e que sa tis face :

•
la component- e sea

defectors a ( probabilidadgl .

.la component fue revisada (probabilidad a )
.

✓ r v x

- - e-#
e -

- - -
-
- - -

n
- ✓

-2
.
- geom li

-aft ⇒ FIZ . ) = Iga×
⇒

EIIt-EIX.lt#IEI=tElxiItIg .



Conclusion :

propor cion
de elements £5 IEIY . )

=
FIX,]t I = ④

inspectora dog al -

Eli ,
-

tiempo t EIX.lt If

Revis ar que

F-Hiking , + ii. in . . - ÷,÷=l÷EI
§

④ =
( III )

"

- I

e- despises de simplifier
#

( Eg )
"
-
it I



Ejercicio :
Ingredients :

- Hegan clients a una esta cion de tren

de acuerdo a un Proceso de renovacion Mitt
,

con media de tiempos interarrives ( TE.fm
. .
)

.

I.FI?1-- M .

- El client que llega aspera hasta que
et tren sale

.

- Cuando se jvntan m clients
,

et tren sale
.

- La estacio'm incurre er on costco de c. k pesos

por minuta si hay k clients

{ Civil es et costco promedio asintotico de la

estacion debido a la estadio de los clients
.



Idea :

considerar un proceso de renovacion

2- Cts con tiempos interarrivos dados por

Y,e= duracion
de la k - e-sima occasion en

que recogieron a los pasajeros .

-

Nota :
-
- tiempos Tosa de pago

tf , = 3. t - - - t3m -
⇒ 10,3 . ) 0

AIR .) -- mm -14,7.tk/ &

-¥
-13,1' "t3m

. . .

3. t . . - t3m ) ) (m - 11C

Conclusion: en et

tiempo lo , p . ) incurrimos en on costco :

K
p
= 0.3

,
t C. let 2C }

t.it/m-i1EEnDefinimosloscostosde la k - e- Sima renovacion

ancilogamente .

Marcos iazules ← Hegada de los clients .

M - H

•#
---"
-

-7142 173



ZHI

Costco al tiempo t = [ Kj
÷

Nota : ( kj.tl ; ) son vectors indep .

Kazon Kj lo
escribimos en terminus

de los 9$. 's ← son indep .

Por lo tanto
,

con probabilidad A
,

Costa al tiempo t Elk . )
-

→
-

t Elp . )

EIK . ) = III O - 3
,
t C. 5

,
t 2C 3, t.it/m-i1EEn )

= C . f.at 22C -M t - - . t (m - a)CM

MI

Elk . ) - CME 's =ctllmgilmj= ,

ELR . ] -- mm .

conclusion : costoalftiempot¥, 4727,712 .

- ccmz


