


Proceso de renovacion :

El objetivo de la teoria de renovacion

es estudio ciertos fend memos aleatoric s

que se
"
re piter

"
en tiempos grandes .

Sea 93if :> , una suasion de v. a. ii.d , no negatives.

Vamos a definer al n - e- simo tiempo de renovacion como

n

Tn : = [ La
,

1- lol -_ o
.

I -_ I

F- jemplo fundamental : Sea X una cadena de Markov

a tiempo continuo con espacio de estados E.

Vamos a suponer Xo -- do c- E
, y consider emos

tiny = n - e- Simo tiempo de regr@ so a Xo :



De Manera formal :

M!!
'

n
.

in ft t > Tin ) ; X
#
Iko 's - Tin ) . Tco ) :O

1- Inti -- in ft t > Tint Man! ; Xt -- Ko 's .

independiente del pasado
o_O
-

""µ •#

o_O

-

De la propiedad de Markov
,
se tiene que Tcn)

es un tiempo de ren ovarian .

Definition :

Un proceso
de renovacion f NIH ; t>of = : N es

un proceso
tal que

Nlt) -- maxf NEIN,
TIME tf

.

{ Qui nos va a interesar ?

Definition:

Definimos la fun cion de renouacidn como :

ult ) = Iet EINIH ) .

Nota cion: Denotaremos por F a la Funcion de distribucion

de 5
, ,

i.e
.

Fits .- IPL ?
,
Et ) .

D@finimosFr.lti-convdocidnt-7oencespxCdF5tk.dela idistribuc



Lema :

. IPI Nlt) = K ) = Fritt - Fei . It ) .

A •

• Ult )
-
- [ Fnl # ⇒ At FINCH) = At 2- E. It '

n - O
NII

donde F
.

It
.

Pr eba:

IPI NIH -

- K ) = IPI TIKI Et L TIK till

⇒ Ipl Nlt ) : K) = PITCH Et l
- IP ) Tl Kt 't Et ) .

= Felt ) - Fa. .
It)

Por otro lado
,

D

F. IN It )) = ÷L
,

k PINCH -
- k) = [ KIF, it , - Fei. . Hi )

K -- I

= ¥
,

k Fr. Hi - ¥
,

k Fet . Hi

d-

, k Fritt - , 1kt ' ' freq 't ' t II
,

F
,
It '

• D
N G

= A F. Itt t [ K felt) - [ efeltl * [ felt I = I felt )
K -- 2 e : z 1=2 D= I



F- jemplo :

Suponer que
F tiene distributor exponencidl

de parcimetro g >o
.

i.e
.

Fldxl = 9. e-
9- " doc

.

Se puedo
Ver que Fn v Tin .gl . i. e .

t

Felt I = f gkock
-i

- 9-x

→ e doc

° ( K - it ! I

just i. icacion :
atg
F- n

telexes - a hill -

- II. Eli
" "
] ' - ( ¥;)

Por otro lado
,

la transf. de Laplace de la Th. -91 es

! e- '
'' i' " d. = go.cn

- ' i'Find.
✓ = (g.this

• n
'

:
can.is.÷"ii=i÷n .



Coilculo de HINCH : K) :

PINCH -

- KI : IPTTIK ) ft L TIKI t 7. + . )

= Fl HT Tlklttctcklt 3×+4 } Er . . - explore ?

D

= f g. e-
9 "

El Heiner
.
tctiritxtdx }

O

= El [g. e-
9 "

HI time + ctiritxtdsc }
A

f - TIKI L X

N

= KI Ho
, time. + g f 9. e-

"'dal
t - TIKI

= El Hai ," " , e-
9- ' t - "" "

d. I

= e- '
t

El Mit,"".ge
'T "" )

t

= e- '
t

f e
't "

e-
9- "

g
''

K -'

da
-

X
o

-

( K - it !

- at
= e . ftp.Yc-distribocio-n Poisson It .gl .



⇒ Ult ) -_ It FINCH] = I * gt .

F.n Este Caso
,

el modelo esta completamente

determinado

Vamos ahora a
haler lo misono

,
pero con

transformadas de Laplace :

Tpeecordar que
←

convolve :ones
N

Ult ) = [ Felt )
K - o j

Natur que si
"

t " denote transformada de Laplace
1

,

es deir, para 4:10, I → 112g
A
- Xx

IH ) = ) e ya , doc ← siempre cuando

converjc.
O

Necho : resoltado de andlisis :

la tranformada de Laplace caracteriza a Y
.

~
A D

-
-

-
n

( Fri .int L Fei ."

,

trial
"
-

-

×
? (ftp.g )

"

^
f- = '

K - i l
l

la transformeda de Laplace de una

convolution es et product o de las transformedas



Por lo tanto
,

' k

"* ÷:c:⇒=h÷⇒
.

i÷
.
'

=h÷ii÷÷÷=÷÷.=¥
Record ar que

÷:::*:i÷÷::÷:÷:÷÷÷÷÷:*:D
Por lo tanto

IETNTOIIH ) = Cq1111 ⇐ FINCH) : 9. t



Motivation para lo que Sigue :
En et problema z de la tared 4

,

tenianos una expression del Tipo

El Yt ) = ftse's" * (Algol.ci/dsctTe-rminoadiciunalH )
T

tamario de

la poblacion

Esto motive to siguiente :

F- cuacidn de renovacion :

La funcion de renovacion U satisface la ec. de

renovacion
t

c-
record .to rio

ult, = it SUIT - 5) dfls ) flat = Pl 3. Ex)
.

O

prueba :
D

N

UCH - [ Felt I = Foftlt [ felt) .
f. '- O KI'

Nota que felt) = f- * Fe
. .
Itt

N N

UCH - Foth t [ Felt) = Foftlt IF # fr
. .

.

It)

K ' ' Ulf ) k='

f- t

= Fo tht Ft [ Felt ) = At { UH - sldflsl
1=0 0



Proposition : I continua por derecho

Sea M una funcion positive y acotada
! Consideremos

la ecuacion : renovacion
t t

lil
FACH = Nlt ) * fact - SI das) S

T ^ o

q q
t

Usvalmente , lo

'i.eu:7?nos..s/sa9euamainteXtien.,ueuer.usuamerte"
renovar " el con

"

conditioner con

aplicaciones
proceso respecter a 3

,

algo que sale

en las
' 'cuentos " de

nuestro modelo .

Enforces, existe una Erica solvcidn
a Irs dada por

t

Nlt ) -- f Htt - sloths )
on

° T
'onocida

I
''mais o memos

"

conocida



Demostracion :

usaremos transformada de Laplace
N

- qxLltlql = f e dalai

° f

Enforces , la ecuacidn : Alt ' = Nlt ) * fact - si das)
se reduce a

O

Lal .gl - LM 19.1 t (Lala.lt/Lfigil .
⇒

Luigi = LM = Lmg ) ( t tdfq.lt/LFiqil
"

t - LF 19.1 t (Lily , )3 t - - - - I

=L Mlg ) ( It LFI.gl t LF.iq , t LFglq.lt
- - - )

Lucy) =L Mlg ) Luigi = LIM #Ulcgl
t

⇒ NIH = Mtv Ifl -- f Mlt - sloths )
o

DM

Objetivo:
estudio r dichas expressiones cuando ta :

Observacicin : en et teorema anterior
,
teniamas

t

Mitt -- I Hltgyssdvls ) ; johllxldlulti - ult -xi )n -
O

teorema
techno estimar

de cambio de UCH - ult - x) cuando

variable. ¥ es grande ?



Teorema de Blackwell :

Def : Deimos que
et proceso de renovacion lo la

distribution F) es aritmetica si

Pl 3. ERIN) -- t para algin re IN .

Al maximo r que compte esta propiedad se le ronoce

Como et
"

Paso de 3
"

.

Un ejemplo de Proceso aritmetico surge de una

cuminata aleatoric simetrira
.

Aqui, Flat
,
Tiz)

,
. . .

c- los tiempos de ritorno a o

dan una estructura de proceso de

renovacio-naritm-eti.co
con paso r=2

.

Teorema de Blackwell :

Supongamos que Eth . ) -- mad .

i) si F es no - aritmetica ,
enforces t h > o

,

lim lulxthl - Ulm) =L
x -soo m

ii ) Si F es aritmetica con paso
r> 0 ; enforces

lim (Ullntilr ) - Ulnri ) = I

n →N
M



(oratorio ( Teorema de renouacion clave)

Supongamos que
F no es aritmetica

,
y

m -- IFL 3.) car .
Sea g : Io, a) → to,o) una

f.union continua con soporte compactor .

Enforces
,

III. §glx - sldulsl = tmfoglxldx
prvebalbosguejd

y
-

- x - sNot emos

9.ve/,c&glx-sldvls1--fg1nld/ulxl-Ulx - ni)
O

Del tcorema de blackwell,

Ulxl - UH -51 → E Cuando XIN
m

de manera que , Cuando 917A,

D
"

logia - sldulsl ↳ guide = In giddy 2 In ! gcnldy .

La siguiente clase :

Teo remade renovacion elemental : Si El 3.) =m< •
f-→N

it f-Ult )→ Imo ← ( pensar en et proceso
Poisson)

ii) Nt t-70 I % con probabilidad it
.

- →
m

t



Lemma (Wald ) .

Supongamos que mi.IE/3.Jeoo .

Entrances
,

Nltlt '

F. I -23 ; ) = EI3.IE/:Nltlta) .
i -- i
→

pens ar que esta

Suma
" local iea

"

:

Telvalor de t z t
NHI {

Nitty ,

prueba :
Definir

Attis # I
"

s
; )

(ondicionando sobre Sr
,

obtenemos

AHH El ( 2. t . - time , " ) ( 'ftp.etqtkt3.stf/---EIl3.t3zt---t3nin+.lHf3.ktf/tEI3.ttth
.
> til

Imaginar que 3. east .

o_O
o_O

#
A
#Nlt)

3
,
:X

f - X

⇒
t

A- IH -- ftp.ctIE/3.tr-t-3n,+..,+./Fldo4tEI3.Afh . > til
O



t

A- IH = ftp.ct#L3.tr-t-3n,+..,+./Fldo4tEI3.Afh . > til
o -- AT

A- It - x ) ) x Fldx )
⇒

t

t

A- HI - El 3.) t f Alt -H Fidel * ecuacion Como

O

t

←
INCH .

- IER. }
ACH = Nlt ) * fact - Sl dfls) ) Mitt : Alt )

O

⇒ Por resultados anteriores,

AHI -- f # 13 . ) Vidal -- Ek,1/uH - ya) =
# thill 't IEINIHI)

.

-N X

lost) =o
Nlt) Mlt - x )

A

Vtol : :O . c- Ult ) -- Fo IH t [ Fnltl
~

frncion n -- o

de distributor

degenerada on cero
.

Continua cion de la prueba del teorema elemental de renovation:



Primero estudiaremos

c' NI →
'

a
?

n

in

idea : asintoticamente,
estudiaremos Sn -- E } ;

i =,

t

ri
3. I.the HtZt3z

-
- .

-~ t.tl,Matsu
+
TINA't

y,
TFNHI til

Intuitivamente, §µ* , esta cered de tf.

Mace sentido enforce considerar la aproximacion
✓ Imanol :

It a snit , IPLfnitis.is#PHicciet 's }
-

- EB t
Nkt) Nlt ) ) ⇒ Nits a

para formalized esto notemos que
V meejnotonicidad c.s

.

Nlt) → Dj

Ii Nlt ) = lim t NHI - lim t.IE/3.)=ooconprobaA,
m

-
-

Ha t -sa f q
1- →a

ley Fuerte
de grandes
nom eros.ec/rdargveNHl=maxfnelNjTlnlEt4

.

Tini -- n - e-Simo tiempo de renovacion

Definimos :

A- a fuel ; Nltllws → a, 1- → ooh
,

Az -- f w : Snake , → IEI3.fm cuando t -704

Not ar que PIA . ] - RIA , ] - I



F.n we A. Atta
,

smt hi?. Snp -

-

m ④
.

Nltllwl

Finalmente
, ya que

NHI → no
,

enforces
,

para tea
,

t ten|Sn -

- I t 3N → 0
.

NIH NIH NIH

por ④

i
.

t
t -w lim SNH '

'

I m
- →

-

-

NIH 1- →a Nlt )

Ahora probamos la parte i ) :

i) f- Oltl → Em Cuando f -sae .

Observemos lo siguiente :

1- ( Nlt ) ) E t L TINCH tr ) .
④

Por lo tanto
,

TINIH )
s t s

FINCH til
.

Nltlt '
- -

-

Nlt) Nlt ) N Htt . Nlt)

lo que ob tengo de aqui es que con prob a f ,

TINIH )
e t s

FINCH til
.

Nltlt '
⇒ finna Ntfl -- m- -
-

Nlt) Nlt ) N Htt . Nlt)

t t t
m m I



r

por ④
,

1- ( NIH ) E t

t >, #ITINIH )) = IEITINctltil-3nu.im/=mUlt)-tEL3ni+,+ , ]

-
--→

TINCH) TINCH ta )

⇒ limsupm =limsuplmu.IE?nm1EliymsupfI=ft-to f t-72

⇒ limsvp Ulf '
+ ⇒a 7€

m
.

para la desigualdad inuersa
,

definimos

3g? -

- f 3
;

si Sica

( c si 3 ; 7C

Para c > O . Ahora
,
considered s al proceso N

'

asociado a ios tiempos 544 .

Notemos que si

m' : F. 13
;
' }
,

razonando como antes
,
ten emos

t > m
' # INCH til - tEl3nitit . ) > n' F)N' ltlti) - C .

"
- l

Como 2g
' El ; t got ⇒ N' CH > Nlt ) t too

(2)

⇒ F. IN ' Ctl) to > t.IN/t7Jt-- ult )

Por ④ y (21 , t > m
'
UCH - C

.



t 7 m
'
UCH - C

.

De aqui se sigue que

off a. in * me;
Sacando limsup ob tengo

c-→N
'

limsup as I ← t c > o

1- →a t m
'

⇒
'

in:L' YI e 's
④

O

para tracer el limit inferior :
m og ,

Nlflti a#

t c F. ITINIHTN ) = F. I 2- 3 ; ) : t.TL?7tFINlhtn3
i. .

⇒ :< off ⇒

it;infu x 's *t
Por *t y t④,

Iim 0¥ -

-

M
.

pgt -70



Definition :

Sed f : Lo
,
I -310

,
o ) una

funcion arbitraria .

Definimos
A

Ig [ Sinfffcxl ;xelsk.se/ktillk--
o

D

Is = [ Ssupf Ica ) ; xc-ISK.se/Fti) ) .
K -- o f

##¥FtT
Tif : -

Deimos que
f es direct cement . Riemann

integrable si dingo Is '

- ligma.IS



Reforzamiento del teorema de

renovacidn clave :

Svpongamos que
f es una Funcion de distribucion ?

de una v.a . positive con media d . Suponeo que

a: 112+-7412 es directamente Riemann integrable .

Sea a la solucion a la ecuacion do renovacion

t

Act ) -- a CH t f Alf
- x ) Fedex ) .

fun cion de renovation
.

O

(recorder que
la sol . es ACH = #alt - xlutldx) )

i) Si
'

F es no aritmetica
,

enforces

t.i.m.AM =

'a§a1Mdx si Meo

( o
si ya -

o
.

ii ) Si f es aritmitira
,

con tamako de paso 7
,

enforces V c > o,

hi?. Acct NH = f ta alctntl simca

si ga
-

- A
.

O



Aplicaciones de la teoria de renovacijn :

Ejemplo I :)

Proceso , de renovacion con
dos component es en

cada intervale de renovacion .

real . (no infinite ) .

1- tiempo aleator.io/Porejemplo, un tiempo
( 7. Yi ) c- oli ( de servicio )

•
Y ; ← una Porcius de si .

3
.

32 33 34

--
~-X --

,

- . .

'

"

superior que los vectors 13 , Yi ) son indep .

entre si

sea pit ) la prob . de que f caiga en una
"pardon

Y de algin intervale de renovacion .

Condicionamos sobre 43 ,=x 's y distingwimos centre

lag dos posibilidados scat y sext
.

D

CCH -- FRIT este
' cubierto 13

.

-

- x ) Fide )

°

= Plt este cubiertollo
-

- a) Fox )

O
N

tglplt este
cubiertollo -

- a) Fox )

t



l.lt/=gtopItesfe-cubiertollo--x/fcdx )
O
N

+ fpltesfe-cubiertollo.sc/fcdxg-tfeste-cubierto
por Y,

Yz Yz t
←

Caso x ft

t-~ -
Y , 4=71 3

, 73
⇒ t

lift - felt -xlftdxl d- Nlt
este cubierto por Y. )

→-0
a H

Y
,

V

←
caso

t 3
, T-- xst

2 13

La solve ion a la ecuacion do renovacion

Mitt = { Mlt - s) Feds ) es

10, t )

Mitt f Mlt - s ) Uldsl ,
donde Mitt - e'll )

Mitt : Plt este
( att

ti:p.ie?ii;s.:i.#i.::ie::ol



Ahora ,

Mlt esta cubierto por Y . )

= El Hyo,y. , CH )

Obs : th Mlt esta cubierto por Y . ) es

decreciente, y

§ Nlt esta cubierto por Y . ) df

= I # tho,yyHYdt=E/[Hyo, 'Hdt )

= EIY . ) = :p .

←
definamos r asi .

So pre de Ver tacit de aqui que

th Mlt esta cubierto por Y . ) es director men le

Riemann integrable, y por
et teorema

de renovacion clave lparte d
,

life , Pitt
= ftp.T/lPltesta-cubiertaporY.Idt

=
IEIY . )

test



Para la siguiente clase :

NIH

Xt = E t Ct - 2- y ;
- NCH ← proceso

T T Poisson

capital prima i -_ a

inicial . Yi ← tamario del

rectamo .

Pregvnta de inheres :

RI# = Pl Xt > o V t > o )
.

Idea: determiner una ecuacion de renovacion para D
.

←
llevar a cabo

la renovacion .

Ot.tt•
-
--3

.



F. jemplo de lo vista anteriorMerite :

Modelo 's de colas :

si las Hegadas de una cola siguen
on proceso

Poisson, enforces
ios tiempos

sucesivos 3¥

del K - e-Simo tiempo en que
et servidor se

encuentro ocupado forma un proceso de renovacion

--

se encuentro

solicitude
.

Podemos svponev que
cada Ze se

cornpone de una portion ocupada Er.

y una Porcia libre Ye

Enforces ectl
,
la probabilidad de que

et servi'd-r

este libre al tiempo t converge a

×
IEL =
-

-

EL 3.1
EH , }


