


Movimiento Brownian
.

Perspective personal :

•
Cuando analizamos v.a. i. i. d ←

Objeto ( v.a
. )

fundamental es NIO, . )
A

distribucion Gaussian a

Si f3e4k > , son v.a. i. i. d . con FIE ) -- o

Y El 3×4=1
,
Ethel

') so, enforces
.

⇐ I. 3k¥ No.nl
.

.
Cuando analizamos processes, et dbjeto

Fundamental es et mov. Brownian
.

{ Qui es et mov. Brownian o ?

Perspective personal :

Sea fxnfn.c.in una carinata aleatoric :



Camino ta aleatoric it :

recordar que M depend e de una Binomial

Y Ias binomial es reese ala das se aproximan
. non normale5§.nu#tft**Y.....~v-M~5 t

(aminata aleatoric 2 :÷*..÷÷.÷.¥÷÷÷....±....
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En et limiter Cuando hacemos

up plot de una caminata aleatoric
,

obtenemos una trayectoria que se re

con la siguiente forma :

mmmm¥.

Relevancia :
A-plicaciones en model acion:

•
Precio de acciones lmatemciticas financieras ) .

•
Gene

-

tica ( proceso de ramified cion) .

•
Cada vet que tengamos process del Tipo

et
'
- 23k The 't Como ne IN . 1- c- Rt
Tr

k=$
antes

• Estudio de v. a
. que dependen ( Ccilculo de

de variables Gaussianas Malliavin )
• Ecuacionesdiferenciaiea pariahs ( go.igrrioarr.es/-Fs:ar:ia9eneYestoca-sticas.parcialeS



Aspect- os tecnico de proceso 's estocasticos :

Supongamos que X -- txt ; t> of es un proceso

estocastico . Coleccidn de v.a de Finidas en UN

NISMO ESPACIO DE PROBABILIDAD

( r
,
F. IP ) .

Problemas tecnico :

{ Quien es f ?
'

c Como tomamos F ?



Definition :

Deimos que un Proceso estocastico TB
, ft>o

( index ado por un para
-metro continuo te Rt )

es un Movimiento Browniano que empieza en x c- IR
,

Si Bo :X Y

i ) Increments independiente :

tf t > s > o
, Bt - Bs es independiente

de Bu
,
Oto .es/eguivalentemente

,

B+ - Bs es indep . de la
"

Informa cion generada
"

por Bu
,

of UES
.

ii ) Increments estacionarios normal es :

tf t > 530 B+ - Bs - NCO , t- s ) .

Es decir
,

Bt - Bs es Gaussian centra do
,

con

EHBT -Bst ) -- Vail Bt - Bsl -- f - s

iii ) (Nota historical
F- I mov . Brownian o se

"

observer " por primera Vez

por R
. Brown al momento de describer particulars

de polen en 1828

i÷Bz§
Esto motive et pedir que con probabilidad I ,
ft Bt

,
otfkt

,
TERT Sea continua



Problem a
" dificil " :

{ Como sabemos que exist
on espacio de

probabilidad (D. F. IP ) y un proceso

BIBI. ; t > of definido en ( d. TIP ) tal que

B es un movimiento Brownian o ?

En lo sucesivo
,

supondremos que SI exist e

un ( d. F. IP) y un B que satisface Ias

propiedades antes mencionadas
.



( omentario sobre la existencia :

( Ver et libro de Durrett "

Probability theory
and examples

"
o et libro de Le Gall )

.

1.7 Construecion in corrector :

Teo rema de consistence'a de Kolmogorov .

•
r= 112kt = If :lR+→ 1129

.

• Si wer
,

entrances w=fwlH ; te Rtl .

Xt : -- wltl .

•
Si 1- enemas una Familia de

"

Kyes de probaklidad "

potenciales para restores ( Xt
. .
. . . ,Xtn)

( que satisfacen la propiedad de
"consistencies " )

.

Enforces exists una medide en G. F )

tilt . IPI ( Xt
. .
. . .,XfnleA ) esta dicta da por las

"

Kyes de prob.tn/idadtpotenciales para restores

( Xt
. .
. . . ,Xtn) prop vestas .

Problem a : Ya tenemoslr.FR) . . . -

F c- los possibles events

Thm : el evento 4th> X , es
- continua 's # F

,



Defames sobre la prveba :

1.7 Construe ion corrector :

Teo rema de consistence'a de Kolmogorov .

✓

• D= tis
"

; jean , new 's " yjµz*µ*
"

.

I -_ If :D → 1124
• Si wer

,
entrances w= twits; te Df T

Xt : -- wltl .

•
Si 1- enemas una Familia de

"

Kyes de probaklidad "

'Ii:
"

:!:S.ro?:::i:Y:::ieo:f'"iii. "inconsistencies.in/sepueoetracer
.

Enforces exists una medide en G. F )

tilt . IPI ( Xt
. .
. . .,XfnleA ) esta dictada por las 1

"

Kyes de prob.tn/idadtpotenciales para restores

( Xt
. .
. . . ,Xtn) prop vestas . )
-

2-0 paso :

riff : 1kt → 1124 F -- o - algebra generada por

Y : I →I
.

f. q .

Watch ) con TEST
,
enforces

with = THI tt te D .

~

←
w

w -

- 4101
.

¥÷i÷÷÷÷÷f÷÷÷!÷ . .



2 " construe cion :

considerate Theft
. > o

i. Kd . Er. - Negi )

Xin := lot
,

t 2¥ ,sin! 3; .
es un Mov . Brownian

ligerasmodificaciones : .ftp.fm.seagavssianaycentradaF. 13×3 ; ) -- RIK, ;) e- funcioade
(ovarian -2A

( no trivial
.

= elk - j )

donde e : I → IR f. of . [een ' Coo .

2
.

- I 3 ; son intercambiabes -

Mi approach : se puedo tracer con

considerate
( metodo de Stein

Ver libro de Chen -
( Xt

. . .
- r

,
Xtnl . f Goldstein)

1-rata de over Iu convergence
'

a dc

( Xf
.
.
. . .

, X.cn/hacia ur vector - Gaussian o



Propiedades del movimiento brownian o

F- ventos naturales :

Bo -- O .

• RIB, to IPI NCO, 21 fo ) = Ita
-

- Ba - B! - N 10,21 por la propiedad ii )

•
IPTB.to

,
B. to )

= RIB , to, 1B, - B. It B. E ol

= IPIN , EO
,
N.TN

,
to ) = ④

¥3 .
,
Ba - Bal -- IB , - Bo, B . - Bil

'⇒ ( No
,
N

I
N

,
~ Nl Qr ) N

, y Nz indep .
Nan NIO, at

N , -_ x

IP B. to
,
B. a. o ) ! I 0cal IPIN.to , Nit Nito IN .

-

- x ) doc

in

= 0cal IPI x to , x t Nito IN .

-

- x ) doe ye -x

= .IO/lxllPlxtNrtolNi-Hdk#hhqgggg!e*
= ↳ 01×1 IPI Nat - x) doc = !! Ocuiocscldydx =



Generali zacion:

Probabilidades de transition :

La function cumulative de transition como

Plata
,
s ) :=lPlB++gEnlBs -

- x)
=

lPHBtts-BsltBseylBs.sc/incrementos=lPlBtts-BsEy-xlBs--x)
indep . t=lp1Bt+s- Bst 't - x)

Gaussian : dad f
= Ipl Btay - a) = PI Beta 1130=24de los increments

Y-K

= ftp.eztidu
- D

La densidad lviendo a Pln
,
t.x.si como f.union

cumulative sobre yl esta dada por :

y

Pln
, t.ms/--fplu.t.x,sldu , donde

-D

izz
e

- Ith - x)
'

Plo , tix,s ) =
I ← no depend de s

.

plytix.SI =p, ix. u )
" Tnotacion

transit o de se a u

(
en tiempo f )



(alco lo de
"

leges Fini to dimensionales
"
:

consideremos Oct
,
< fast, c - - ctn

Y Xi
, . -

-

,
kn EIR .

Bl Bt
,
Eko

,
Bt
,
Exa
,
. . -
Btn exnlBo=K)

- N - 74
'

= ftp..CZ#lPlBtzExr,....BtnExnlBt.=u,Bo--x1du
X.

= f 17.1240 ) Rl Bt , Exa , . . . ,BtnExnlRB* . :O, Bo -- x ) du
- a

igual que antes :
( Btc

,
. .. ,

Btn )

=(lBt, - Bt.lt Bt . . (Bts - Balt Bt . . . . ;kBtn -Bt . ) 1- Bt
.
)

Entcnceg
,
conditional 9 Bt

.

- u

( Btc
,
. .. ,

Btn )

=(lBt, - Bt.lt U ,
(Bts - Balto , . .

.,kBtn -Balto )
k

independiente de Bt . I B . y tiene ley
key
= ( Btc- te tu , Btz.t.tv , - , B.cn - t

,

tu ) !"lBt←t
. .
. . ..B.int/Bo--ou)

T

(hear

hint : Expresar a ( Btc - Bti
,
. . -

,
Btn - Bt. ) en terminus

de ( Bt. - Bio
. Bt .- Bt . . - . . . Btn - Btn . . ) .



De aqui se sigue que

Pl Bt
,
Eko

,
Bt
,
Exa
,
. . -
Btn ' xn lBo=K!

X.

= I 17.1240 ) Rl Bt . Exe , . . . . BtntxnlBBtt.to, Bo I du
- U - u

- a

=

apt .la,u1lPlBt. -t.tk , . . - , Bt .-t.E.vn/Bo-- of
du

X Xz

± f.Pt . 17441 / Pt. -t.ly , Va ) IPI By, - y. Ex, , . .. , Bin-heal Bo -- Oddo. do .
q

-A
-a

induce ion !

= I! - - - Pt
. ix. v. 1Pa . ,.lu ..vn - - - pen .tn . . lunniunldun

- - do
.

Morale ja :

tengo una formula para la ley de

( Bt
. .
. . .

,
Btn ) K t

.
c . - - it,



Perspective 2 :

Ver a TBT i fro 's como un proceso Gaussian0

con una covariant a dada
.

Definition :

Un proceso estocdsl.io/l=fXtjtzo4
,

es

un proceso Gaussian o si

Xt = It * Mt
,

donde Mi es determinists

•

"
(XI

, .
. . ,Itn ) es un vector CONJUNTAMENTE

i.e
.
vector Gaussiangaussian 0 (
multivdriado )

( on media Cero
.

Nota : un vector 13.
.
.. .,3nl es Gaussian

Centro do si :



Definition :

Deimos que
X'- txt its,of es un proceso Gaussian

centra do si :

i) Elxtl -- o tf fro

ii ) t off , cha - - - Cfn
.

( Xt
. . .
. .
. Xfn ) es un vector

conjvntamente Gaussian o
,

Progvnta : { Qui es un vector Gaussian o ?

V - IV . .
. . . ,Vm ) es un vector Gaussian o si

Caracterizacion d :

i ) Cualqviercombinacion lineal

X. V
, t .

. . Xm Vm es una v.a
. gaussian a

Caracterizacion 2 :

ii) f 2- e IR
"'m

no negative definida

y ii. IN . . . . ;Mm1elRm

t.q.fr/x.,....xml--l2iTmdetC-sj%eepf-ilx-mI*EsEai,4-:.-
I



Pregunta : si A~NIO.at y Bunker ) .

F- ntonces
.

d (A. B ) es on vector Gaussian o?

ino necesariamente :

Contra ejemplo : A~NIO.nl y 13=3 - A
,
donde

Pl 3 -- a) = I - B12 .- -H -

- E .

Del-alle :

ley de ( A ,B ) no se puede
"

Siempre
"

reconstruir

a partie de la ley de A y la ley de 1B .

Necho / lemma :

Suponer que 2=12 .
.
. . .

-2M ) es un vector con

entrada independiente y Gaussianas .

Enforcers para Toda CE 112mm ← matriz mxm
.

EZ es un vector Gaussian o
.



Teorema : suponer que Te IRM
''m

es una

Matriz positive definida no degen @ rada (Kerl -21=104 )

.V - ( Vi
,
. . . ,Vm ) es un vector Gaussian o con covariant a E

,

si algona de las siguientes caracterizaciones se compte

Caracterizacion d :

i ) Cualqviercombinacion lineal

X. Vit . . - Xm Vm es una v.a
. gaussian a ( Xin . ,tmtlR )

.

Caracterizacion 2 :

ii) f 2- e IR
"'m

no negative definida

y ii. IN . . . . ;Mm1elRm t.gr .

M - I

ifvlxi , . . . .am/--42iTldetC-sj
'

"
expf-ilx.at#-hEaigl, *

#
:-. x

Bosque jo de prueba :

caract 2 ⇒ Caract
. I :

si v satisface carat 2 : ⇒ w 1¥
.

!.jo/vtambie-nsatisPacecaract
.
2

( consecuecio del trna de cambio de variable
.

N'Im * lrmtm firm
't

✓ E 112Maia ain
, 1h . . . . Aliw

-

- "
" - it ' Ii!:/,

es tambier una v. a . con dersidad * ⇒ Gaussian .
-dad .



caracterieacion A ⇒ caracterizacion 2 :

V -

- IV . . .
.

.
Vml

.

satisface WIT ,V, t . . . tlmvm ~ Nlgu , o )

El et

.tn/--expfEEvarlwIfexpft.m4Var/wJ=Var/X.v.t.-tImVmI---tE/
II. v. t . . - t ImVmi ) - VIII.v. t. - - tlmvm )

'

= #µ .my t.it#lHmVmHt2.?jIlti"" "
him. . . . . >mum)

'

(

Deno tando por Z a la ovarian za

Fifi
, ; iv. iii. mf

,
Ei
, ;
= Corl vi. Vj ) ,

enforces
,

→

si I It . . . - . . Im ) y M : : ( Elul
,
. - i

, Elvin))
,

var INI -- H - in # 2- II - ai
'

)

Por lo tanto
,

t.IE/ewI--expfElI-oi#-lI-a7fexpft.mfMfunaio-n
genera dora de Momento de la densidad

ifvlx . .
.
. . ,xml= lliiilmdettsj

"
expf him IE .ir,



Corolario del comedo anterior

Las Kyes finite - dimensional es de un proceso

Gaussian centra do X
,

es decir
,

las

Kyes de los vectors del tipo
"

( Xt . . . . . , Xfm ) estan determine dos por la

f- union de covariances :

R : 112,1112+-7112
Is ,Hi→IEIXsxtl-cuvlxs.lt/Caracterizaci-on2 del mov

. Brownian o :

13=7131. ; t >of es un Movimiento Brownian

empezado en Cero si

i) B es un proceso Gaussian o centrado

ii) su funcion de covariances esta dada por

Rls.tl = sit

iii ) B tiene trayectorias continua s

d Que debo porer en O ?

Rls.tl = Elba Bt )

= TEI Bsl -Bst 1B, - Ball -AIB ,' ) : s si set

\ 'EIB, Bal -- IEIIB ,.tlBs - B+ , )B , ) -- t si tes



Para proxima tared :

Como dedvz.co pro pied ades de increments y estacionarios

Gaussianos a par tir de la formulacion del m.B.

' Omo on proceso gaussian o Centro do con covarianta

Rls.tl -

.IE/BsBfI-.satAplicacio-ndirector :

2- =

"

{
'Bu du e- devil es la leg ?

"

{ Budo -

- him
,
III. Btr. donde tr

.

-

- E
n

n

Ahora
,
I 2- Btr, es una v.a . Gaussiana centrada

.

KI'

⇒ Solo necesito la covariance :

rill 'RE.int/=E..E....B:.Bel
n →D

→ III ! ! Bu Bvdudv)che car

→

= § ! IEIB.BY dudu = I. unvdudv = . . . = 's
checar



bnecho :

si fly
. fr
. "

es una suasion de v. a Gaussianas
,

ion III.3kt -- Mk y Var 13×3=9! ; enforces

3k¥ } - NIM , -04 , donde

m -- lip Mr y E
'
= 'i'em

2

,

Siempre y cuando fin Mk y
limo?

existen
.

prucha :

Para ver que he 3 basta ver que

# tetley IIe
"

) para i. elk

Enforces
.

Ele
>4) = e
"""

# lethe -Mk ) )

= e
>Me et" -4.

'

etat It
'

= Ele
" }



Pro piedad fundamental lavtosimilitud ) :

Si B=fBt ; ii.of es un m.B . lmov
. Brownian o )

,

enforces
,

et proceso B -

- FBI ; fro 's con

the :-. '
- Bat para a> 0 .
ra

es tambien on mov. Brownian .

prueba :

' B tiene frayed . continues
.

- B es un proceso Gaussian o centroid di

( tht
, ,
. .

,
Btm ) -- to 1 Bat

. .
. . ,Batm ) ← vector Gaussian

.

.IE/BnsBI1--tatEIBasBa+I--lasldlatl-- sit
-

a



Varia cion cuadra
-

tica :

Comercial :

Si g : IR → IR y
f : 112-3112

.

{ Cuando § fdg tiene sentido ?

Una manera de dade sent , do a e- sto es tomar

r

④
fdg a [ fifi. . )lglfil-glti.cl/oct.oc...ctnK.-

.

Una Manera de asegurarnos que ⑤ tengo
un limit es :

i) Dedir condicioaes
"

sencillas
" sobre f

it II. lgltil-glti.it converge cuando et tamari

de la parti cion Oates . . . ctn converge a Cero .

let knife se conoce como varia cion de g
)

Necho important e: las trayectorias de B no

tienen variacion finite
.



Ecuaciones parcial.

A- f -

- O ⑦ A c- operator diferencidl

Ejmp .
A : Ff - c ÷,

Si pongo ciertus condiciones de frontera :

i) A voces podemos resolver explicitamente ④

il) solo se tienen represent aciones de ④

hay varices representaciones probabilisticas
.

.

. Representa cion de Feynman - Kac

. Representaciones del tipo IE Ig (Xx ) l Xo -

- x)
T c- un Tiempo de paro

X E un m- B .

I ( vales son Ids propiedados de la sdluciinf?

Como ver svavi dad de order alto para f ?



Vqriacion Cuadra- tica .

Para un interval o lo.tl , 1- so
,

consideramos una

partie ion o -folks. . - - Lt
.
- t

.

Ii

tu t, - - - - - tri - i t -- th

Definimos
n

LB >
e
: : LB

, BY. : : lim [ IBT; - Bt ; .at
'

i = ,

Cuando la parti cion se trace
"

Muy fina "

⇒ miax Hit .
- til → o

( Siempre y
cuando dicho limit e existed .

Comentario important e :

F.Stamos considerando
"

propiedades de la frayectoria
"

lice
.
del mapeo the Btl



Nota : la truyectoria de B es
"

especial
"
.

Consideremos et mapeo
'

t 1- f- = : 6111

t 1-7 *
'
= : YIH

'

ko
"

tradicional " en coilcolo I es

O

t.it#a---f
, Irate . - - nI=fn

. .

to :c
n n

Variacion cuadra- fica de e :

poor definition :

I 2 2
"

pedazos del Coad
"

varia cion cuadra
-

tica = lim 214141 - lelti- ill --
n-30 is, telescopic o Peguerode la funcion le n

--
-2

= hi:* Iti - ti - al -- hiya Iti - tint .tn.

=
lion In Itn - to ) = o

h-soo

variacioncuadra-tica-lni.gs?IlHtil-Ylti..Il
'

de la functor U

-

- tin ;sj¥
.

It ? - ti! l
"

on punto entre Iti 't:)

'

- ti:" ' ti - tininess .
-~

I -1%3
" telescopic .
a Pequeno

n

E 9 linsup -2 Iti - ti . . ,
'

E 91in'm sup Iti - t
. . . ) -In

1-= ,



Teorema : S . o -- tactic . . . < tr -- t es una partie , on

de lo,t ) wya norma on

;ax It ; .fi . . I →
0
,

enforces
,

si las particiones se
"

re Finan "
,
enforces

t##H

( Bst = lim I. IBT ; - Bti .!
'
'

- t
.

con probabilidadd
.

prueba :

solo veremos que Ell ?LlBt ; - Bti .! - ti ) → o

• Observacion A : increment as normales
--

III .TL/Bti-Bti..i/--..EIEIlBti-Bti..l
'

)
- I ±

= E Iti - ti . . I = tn - to = t
.

•
Observacion 2 :

i

por orbs it
,

Ell .TL/Bti-Bti..i-tiY--Vcr/IlBti-Bti..i/
t

'

tn

= EVarlIB+ : . i. Y) t.EE/lBti-Bti..l
" )

p i
-~

por inc . indef , n Nfo
,
ti - ti

. . ) = ?3 Iti - ti . . )
'

t ?3Iti - fi .cl/miaxlti-ti-Y--3ltn;tI.fm;axlti - ti - ily -soDM



sotileza : No es tan foie il probar

que
la Suma

? ( Ba. - Bti . . )
'

converge

con probabilidad k
.

Mas pro piedad es sobre las frayectorias de B :

Teorema :

Las trayectorios tl→ BE satisfacea
que

con probabilidad Uno
,

it for ltruyectorias continues

ii) No son monotones en ningun intervale :

¥
a b

iii ) No son diferenciables en ningin punto
.

iv ) Tienen rariaciin: infinite
.

lim [ 1B, - Bai - a

v) Tienen varia cion cuadra
-

tien igval a f .
T
+heuristicamente

1Bti - Bt;-aft ti - tin ⇒ IBti-B.li
.
,l=fF



( omentario sobre la propiedao
iii ) No son diferenciables en ningin punto

.

prueba heuristic :

Teorema :

Para cada tso
,

exists rt E F , con 1p/m. ) :L
,

t.q.tt weedy
,

Bt .tn/wl-Bi.lw1 no converge.

T
cuando h tienda a cero

.

Justification : suponer h >o :

Bt # n - Bi. '

El NIO
,
ht

'

rn NIO.nl = NIO
,
rt

- -
-
-

n h h ht

⇒

lP/lBtB > K ) = RIINA.nl > hk )

h
→ It also) = I

⇒ lBt+h - Btl h -so
-

→ a

h

i
. B no es diferenciable en f

.

Nota : se require mais del- alle para verifier

que f re f t - G .
H tso

,
t wed

,

lion BlBt no existe
.

tho r



Martingales asociadas al movimiento Brownian ?

Definition :

Un proceso estocastico txt ftp.o es una martingales
si la familia de o - ailgebras

Fi. = inform aciongenerada por Xs , con set

= ( Xs ; set ) .
satisface :

EIXsn.IE/--X+c.s .

f

una variable aleatoric

I : el valor esperado de Xstf
,
conditional

a Toda la Informa cion dispersible en Ft
=

= = -
-

generada por Xs
,
set

.



En otros parabras : si X, = resultadd de

una
' '

apuesta
" al Tiempo t .

F. Ixtihlftl = Xx
→ t gla apuesta

Mi saldo esperado va a Sal do al tiempo f .
al tiempo fth

,

ser justa

conditional a que ( Piensen en

Concho los result adds de te IN
, y

las apuestas hasta et tinpot ft -- laminator
aleatoric

do simple

Comercial :

Teorema '.

• Hefty es una martingale respected a F. = ( Bs ; set )

I 2 (
• 143 , - th." es

una martingale respected a F. = ( B, ; set )

•
V. deep

,
let""

- # t It
>o

es una martingale :

respected a Fi. = ( Bs ; set )



Nota :

Es dis tinto deir

V 1-70 Xt comme la propiedad
"

p
"

c. s
.

*
( asiseguramenfe, t tao, Xt compte la propiedad "P

"

.

F- jemplo :
Tn exploit .

Definir

Xt : ' fo si HT
,

y
't si t -- T

Trayectorias de ftp.fn.o :

-

I - •

Xt-lt
t X es continua end

.

Claim : I

•
V. too

,
Xf '- O C

- S
. y thing

,

Xtth = Xt O

• c.s . Ias tray ectorias de X son discontinues
.



Definition general de martingale aplicada
at Movimiento Brownian

Sea Ff = -01 Bs ; s .at/2-B--TBsfs
,

← es un

mov Brownian

Decimus que un proceso X - fats
>o es una

martingale si :

it t s>o Ellxsl ) <A

lil El Xsth Its ) = Xs

" T
" "Salado esperada Soldo en s

.

de una apuesta
en Sth

Observacion:
Contras r

-
En principia hay mejores maneras de

determiner si un juego de apuestas es justo .

Pros

- La definition es muy flexible
.

Teorema :

Sea Ff : o ( Bs set )
.

Enforces
,

too siguientes
proceso 's son martingales respecter a F:

i ) Xs - Bs

ii ) Xs = Bi - s → Parametrizedos por s>o .

iii ) exp# 113$ - sgI4
prueba : Tared .



prueba de ii)

Ver que Xs = Bi - s es martingale.

Primero : vemos que tf s >o Xs '- B? - s es

integrable Isi
, de necho , EIB: ) -- s co) .

Para Ver la propiedad de martingale :

F- I Xsth Ifs ) E El Bsth
'

- Isth ) Its )

- El ( Bst - Bst Bst - Isth ) Ifs )
=

Ell Bah - Bst 'd Fs ) & 2E/lBs+h - Bst Bst Fs )
+ El Bs

'
Ifs ) - Isth )

Recordemos que B tiene increments indep .

⇒ Bath - B, es indep. do F
,
= f u ; Uss }

* E
s Sth

#
° 9

dove pasaria en

et tiempo s ?

Si cronocemos toda la info de Fs
,

enforces

conocemos a Bs , por lo que Vemos a Bs

como una constante
,
conditionand o por Fs,



Se sigue que

El Xsth Ifs )
→

←

F. l l Bah - Bst 'd Fs ) & 2 El lBs+h - Bst Bst Fs )
+ El Bs

'
Ifs ) - Isth )

0

I F- l l Bah - Bsl
' ) * a E/¥iBs ) ) Bst Bs

'
- Isth )

= ht Bi -4th) = B? - s = Xs ←
propiedad de

martingale
Procedimiento similar para las otros 2 martingales .



Tiempos de pard :

Definition :

Como antes
, Ff Ef Bs ; sett . Decimus que un

tiempo aleatoric
.

IT> O es un tiempo de

paro ( respecter a Ft ) . si

l
"

Decidio si Tet se puedo determiner

con la inforrinacion dispersible hasta t
"

±
" Decidir Si Tet se puedo determiner

sin miroir al Futuro "
.

I formalmente

if TET 4 C- If

F- jemplos :
.
Si T es determinista: ← T es tiempo de para.

•
Si T = inf f Bs -

- t 's
.

←ET es tiempo de paro ?
57,0

determiner si FTE tf = Tla llegada a de oeuvre

µ
antes de t 4

{ Se puedo determinate con ilafo

7

disponible hasta f
. .
✓si

Formalmente :
fifty = fB, =p p.a. sett E Fs -



• Si T= iltimo cero de B en lo
,
a] :

{ Podemos determiner fief I con le. info dispersible

er lo.tl ?

*¥÷.

uttimo cero

jttimo cero

¥t
Noto : Para determiner ftetf necesito

informa cion de Bs
,

con sect
.

A?
.

⇒ ATE tf ¢ Ft .



Teorema : ( Propiedad Fuerte de Markov)
.

Misono notacion que antes :
. Ft -- Elks ; set 's

" T ← tiempo de para .

Enforces
,

si definimos

-
t aFg = los event as A en F que

satisfaeen A- nites 's c- Fs
T
interpretar Como

"

condicionar sobre

TES
"

"hey.is/-iamenke
"

la informa cion genera da por Ft
,

Cuando pensamos que t --T

Enforces
,

Pl Batey Iff ) = Rl Bits Ey I Bos ) ← propiedad

g Fuerte de
"

et pasado
"

⇒ info en 19T) Markov
.



Corolario:

Si Taro es un Tiempo de para finite casi

seguramente, enforces el proceso

Bs := Bigots - Br ee es un movimiento Brownian

•
TB's Is
,

es Independiente deff.

Moraleja :

Fp = informa cion dispersible ( Ff wand 1- =P) an#es

del tiempo T

t



Temario re sumida de calculoestocasticc :

•
Prob ar lo que no probe' en model Os sobre MB

.

t

• Construecion de f Xs dB ,
O

p

en principia es complicedo .

• Teoremas de caracteritacion de martingales .

( teorema de Levy , Tina de Dobias -Scwartzl
.

• Generali ta cion estocastica de ecuaci ones diferencial
,

Itt -- flat



① :i÷¥.
f en SU dada

la solicitor ④ se puede expresar en

terminus de

# LI (Bill X . > so ) Te tiempo de

Hegadaa
la Frontera Ju



En la ayudantia :

My = Max Bs y Mitt -- min Bs
.

OES Et

oa.SE/SupondremosgueBcomienz-
a en cero

,

Teorema :

IPIMIH > x ) : 21101131ft tax ) .

prueba :

vista en la ayudantia

Nota : tracer una comparacion con camino has

aleatoric simples .

A-plicaciones :

IPIBIHEO V-tc-lo.at/--lP/maxBtEo)
Ott El

/
resultado con Jesu's

v = a - HIM .
> ol

'

Ir - 2119113 . > o)

p.#
= I- 2 IPINlo.it > o )

O d
= I - 2 . I = O•moMMhwhMWypWmum

Por lo tanto
,

IPI Bs to t of sea ) -- O

Justificacion heuristica de Imanol:

B no puedo Ser monitor a en ningin interval .



IPI Bs to t of sea ) -- O ④

Recorder la autosimilitud de B :

Si Bt ÷ Bee ,
para e >o enforces

{ B' tftxo es un movimiento Browniano

Por ④
,

esto implied .

IPI Bs to t of sea ) -- O

⇒ IP ) Bet .co Va OESEI ) = 0

IP ) Bet to K OES

.ci/=0E7lPIBgEoV-oE5EeJ=oc-Comentario de

Rodolfo
.

Analogamente , se prude probar que

IPI Bs >o V-ots.ae) -- O

Consecuencia :

F- I Brownian Siempre toma valores tanto

positives Como negatives er cualquier intervale

lo
,
E)
,

V Eso
.



Tared : probar que B past infinities recces

por Cero en lo
,
E )

(omentario de Rodolfo : (severe mais adelante )

Pol Bss.o en la,bH= ?
^

I relacionado : Tara para Arturo : Veer como

v se relacionan

RIBS #o V-sela.tl/--IarcsinfE )
De Vuelta a nuestra discussion :

Jared : probar que B past infinities recces

por Cero en lo
,
E )

¥¥¥*-
Con Jests : Si ta -

-
inf tho ; Bt -- x 's

,

enforces IPII.co ) : A
.



Teorema :
Tx es una v.a . con densidad

.

dada por

ft.cl#=- i÷*
. :c

. :#
para tso

FI
,
Itt -- o para t.co

prueba : ( hint : usar propiedades del moiximo) .

suponer que x >o :

x
e - -

-
- o -
- -

then
Mt
--

IPLT.IT/--lPlsupBszx)
sett

• o
'

result ado = 2119113+3×1=21
ratio

.,

¥Ee
'

do
de la ayudantia x

✓
2

=f¥I§e. du v -- Eri
du - I do

•

-
e
' A

BIT. Et ) -- Fife - du # fl 're )
I
ret ftp.l-fzf?e-Y- du

Tomo derivada
,

fantasts -- rite:L
.

Hal

= te
. #
Hathi"l=¥÷ii÷.



F-alto probar et Caso x Lo
, pero es analogy

solo cambien los roles de B y - B

Nota :

Etta ) -- [ t.fi. Hide = ! e- It . t.IE di

= ! '÷÷i÷fdt
( omportamento de

e- It . cuando t es grande :

e

'

ft I . if ← no es integrable en lo.at .

N

⇒ Eo ) Tal = ft fi. ltldt -- no .

0

Conclusion :

• Bolts, soo) -- I

* Eo Ital -- a


