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Capitulo 1

Introduccion a la Teoria de
Probabilidad

1.1. Introducciéon

El objetivo de la Teoria de Probabilidades es desarrollar modelos para experimentos que estan gober-
nados por el azar y estudiar sus propiedades y aplicaciones. El modelo fundamental para un experimento
de este tipo, como el lanzamiento de un dado, es el Espacio de Probabilidad, que describimos a conti-
nuacion.

En primer lugar tenemos un conjunto 2, conocido como el espacio muestral, que contiene todos los
resultados posibles del experimento. Por ejemplo, si el experimento consiste en lanzar un dado, el espacio
muestral es Q = {1,2,3,4,5,6}. Si seleccionamos un punto al azar en el intervalo [0, 1], el espacio muestral
es 1 = [0, 1]. Si consideramos una sucesién infinita de experimentos con dos resultados posibles: 0 6 1, el
espacio muestral es el conjunto de todas las sucesiones de ceros y unos: Q = {(an)n>1, an =06 1}.

Los elementos del espacio muestral se denotan por w y se conocen como los sucesos o eventos elemen-
tales.

La segunda componente de nuestro modelo es la clase de los eventos o sucesos F. Esta clase estd
compuesta por subconjuntos del espacio muestral y debe satisfacer las siguientes propiedades

Al. Qe F.
A2. Si A € F entonces A° € F.
A3. Si A, € F paran > 1 entonces Un21 A, € F.

Una coleccion de subconjuntos de §2 que satisface estas tres condiciones se conoce como una o-dlgebra.
Es sencillo demostrar que si A es cualquier conjunto, el conjunto de partes de A, P(A) es una o-algebra.

En el caso de experimentos sencillos, por ejemplo experimentos con un conjunto finito de resultados,
normalmente tomamos como o-algebra de eventos el conjunto de partes de €. En experimentos mas
complicados, con una cantidad no-numerable de resultados posibles, no siempre es posible tomar esta
opcion, y es necesario considerar o-algebras mas pequenas.

La tercera y tultima componente del modelo es una probabilidad P definida sobre la clase de conjuntos
F que toma valores sobre el intervalo [0, 1], y que satisface las siguientes propiedades:

P1. Para cualquier evento A € F,

0= P(2) < P(4) < P(Q) = 1.
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P2. Si Ay, n > 1 es una coleccién de conjuntos disjuntos 2 a 2, es decir, A;NA; = @ si i # j, entonces

oo

P An) =Y P(An).

La terna (Q, F, P) se llama un espacio de probabilidad. La funcién P es una (medida de) probabilidad
y como esta definida sobre F, sélo podemos determinar la probabilidad de los conjuntos que estan en
esta clase; por eso decimos que estos son los conjuntos medibles. Las propiedades de F garantizan que si
hacemos las operaciones usuales (unién, interseccién, complementos, diferencias, diferencias simétricas)
con conjuntos medibles, obtenemos conjuntos medibles. Por ejemplo, si A C B son conjuntos medibles
entonces B\ A también es medible. Como consecuencia de esto y la aditividad de las medidas de pro-
babilidad tenemos que estas son monétonas: si A C B son conjuntos medibles, P(A) < P(B), ya que
B =AU (B\ A), los eventos en esta unién son disjuntos y por la aditividad

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

Ejemplo 1.1

En el caso del lanzamiento de un dado, el espacio muestral es Q = {1,2,3,4,5,6} y los conjuntos medibles
F son todos los subconjuntos de €. Para definir la probabilidad P basta decir que todos los eventos
elementales tienen la misma probabilidad (que por lo tanto es 1/6):

P({i}) =1/6, parai=1,...,6.
Con esta definicién, si A es cualquier subconjunto de ) entonces

_ Card(A)  Card(A)

P(A =
(4) 6 Card(Q)’
donde card(A) denota el cardinal del conjunto A.
A
Ejemplo 1.2
Si tenemos un experimento que tiene una cantidad numerable de resultados posibles, Q = {wy,ws, ...},
podemos tomar F como la coleccién de todos los subconjuntos de €. Si py,p2,... son nuimeros no-
negativos que satisfacen ), p, =1, podemos definir la probabilidad P por
P(A) = Z Di, para A € F.
w; €A
A

Ejemplo 1.3

Si el experimento consiste en escoger al azar un ndmero en el intervalo [0, 1], entonces la probabilidad
de escoger un nimero en el intervalo [c,d] C [0, 1] debe ser proporcional a la longitud del intervalo, pero
como la probabilidad de que el nimero escogido caiga en el intervalo [0,1] es 1, vemos que no sélo es
proporcional sino que es igual a la longitud del intervalo:

P(le,d)) =d —c, para todo [c,d] C [0, 1]. (1.1)

Lamentablemente, no es posible definir una medida de probabilidad sobre todos los subconjuntos de [0, 1]
que satisfaga la propiedad (1.1). La demostracién de este hecho estd fuera de los objetivos de este curso,
pero esto implica que hay conjuntos que no son 'medibles’; es decir, a los cuales no podemos asignarles
una probabilidad.
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Por lo tanto, es necesario restringirse a una clase mas pequena J de subconjuntos de [0, 1], que sea
una o-algebra, es decir, que satisfaga las condiciones A1, A2 y A3. Una posibilidad es usar la clase de los
conjuntos de Borel o o-dlgebra de Borel o borelianos en [0, 1], que es la menor o-dlgebra generada por
los subintervalos de [0, 1]. Sin embargo, es importante observar que en este caso hay otras o-dlgebras que
pueden considerarse. A

Dada cualquier coleccién C de subconjuntos de €, es posible demostrar que existe una o-algebra, que
denotaremos por o(C), que contiene a C y que es la menor de todas las o-dlgebras que contienen a C en
el siguiente sentido: Si D es otra o-dlgebra que contiene a C, entonces se cumple que o(C) C D. ¢(C) se
conoce como la g-algebra generada por C y es posible demostrar que siempre existe y es tnica.

En el ejemplo 1.3 mencionamos a la o-dlgebra de Borel B en [0, 1], que tiene gran importancia en el
desarrollo de la teoria de la medida, y que introdujimos como la o-algebra generada por los subintervalos
de [0,1]. De manera equivalente se puede definir como la o-dlgebra generada por la coleccién de los
intervalos abiertos (a,b), 0 < a < b < 1, o los intervalos cerrados [a,b] o los de la forma (a,b], o de la
forma [a,b). Es posible demostrar que todas estas definiciones son equivalentes.

También es posible definir la o-algebra de Borel como la o-algebra generada por los subconjuntos
abiertos de [0, 1], y se puede demostrar que esta definicién es equivalente a cualquiera de las anteriores.
Esta definicién tiene la ventaja de que podemos usarla en cualquier espacio que tenga una topologia, por
ejemplo, en cualquier espacio métrico.

1.2. Probabilidad Condicional

Definicién 1.1 La probabilidad condicional P(A|B) del evento A dado el evento B se define por

P(AN B)

PAIB) = =55

si P(B) >0, (1.2)

y no esta definida, o se le asigna un valor arbitrario, cuando P(B) = 0.

A partir de esta definicién tenemos la relacién
P(ANB) = P(A|B)P(B). (1.3)

Supongamos que saber que el evento B ocurrié no cambia la probabilidad de que A ocurra, es decir
P(A|B) = P(A). Entonces la relacién (1.3) se convierte en

P(ANnB)=P(A)P(B). (1.4)
Definicién 1.2 Si (1.4) se satisface decimos que los eventos A y B son independientes.

Ley de la Probabilidad Total y el Teorema de Bayes

Sea {B;, i > 1} una particién de €, es decir, una coleccién de subconjuntos de 2 que satisface

o0
B; N B; = @ siempre que ¢ # j y Q:UBi.
1

Entonces, para cualquier evento A, teniendo en cuenta que los subconjuntos (AN B;),: > 1 son disjuntos
dos a dos,

P(A)=P(ANQ) = P(AN(US°B;)) = i P(ANB)
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y ahora, usando la relacién (1.3) en cada sumando obtenemos
P(A) =) P(A|B))P(B;) (1.5)
1

que se conoce como la ley de la probabilidad total.
Una consecuencia importante del resultado anterior es el Teorema de Bayes.

Teorema 1.1 (Bayes) Si los eventos {B;, i > 1} forman una particion de ), para cualquier evento A
con P(A) > 0 y cualquier indice j,
P(A|B;)P(B;)

PO = s PPy (10

Demostracion. A partir de la definicién de probabilidad condicional obtenemos

P(AN By)
P(Bj|A) = — 1 Z2)
Ahora usando (1.3) en el numerador y (1.5) en el denominador obtenemos el resultado. |

Ejemplo 1.4

Una prueba médica para detectar cierta enfermedad tiene una efectividad de 98 % (si una persona padece

la enfermedad la prueba es positiva con probabilidad 0.98) y da falsos positivos en 10 % de los casos. Por

investigaciones epidemioldgicas se sabe que un 2% de la poblacién padece la enfermedad. Si un paciente

seleccionado al azar resulta positivo en la prueba, jcudl es la probabilidad de que tenga la enfermedad?
Usemos las notaciones FE y S para un paciente enfermo o sano, respectivamente, y + para una prueba

positiva. E y S son eventos complementarios. Nuestra informacién inicial es:

P(+|E) = 0.98; P(+|S) =0.1; P(E) =0.02.
Queremos calcular P(E|+) y usando el teorema de Bayes tenemos

P(+|E)P(E)
(+|E)P(E) + P(+[S)P(S)
_ 0.98 x 0.02
©0.98 x 0.02+0.1 x 0.98

P(E|+) = 2

=0.16

A

Otro resultado importante sobre probabilidades condicionales que resulta 1til para diversos calculos
es el siguiente. La demostracion queda como ejercicio.

Proposicion 1.1 Sea Aq,..., A, eventos cualesquiera. Entonces

P(AN---NAy) = P(A)P(As| A1) P(A3|As N A1) -+ P(An] A1 N Ay_y)

1.3. Variables Aleatorias

En este contexto, una variable aleatoria X es una funcion real definida sobre ) que satisface ciertas
condiciones de medibilidad que describimos a continuacién. Esta claro que si X toma valores reales, nos
va a interesar calcular probabilidades del tipo P(X < a), donde a € R. Por ejemplo, si X representa el
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ingreso de una familia, o el nimero de piezas defectuosas en un lote, o el nivel méaximo de un rio durante
cierto ano, las probabilidades anteriores son obviamente de interés.

Ahora bien, para que estas probabilidades existan, es necesario que los conjuntos cuyas probabilidades
deseamos calcular sean 'medibles’, es decir, estén en la o-algebra F. Estos conjuntos son de la forma
{w: X(w) < a}, para a € R. Por lo tanto, la condicién que tenemos que pedirle a X para garantizar que
podemos asignar una probabilidad a todos estos conjuntos es la siguiente:

M1. Para todo ntmero real a,
{w: X(w) <a} eF.

Una funcién que satisface esta propiedad se dice que es medible. Por lo tanto, definimos una variable
aleatoria como una funcién X : @ — R que es medible. Usaremos las letras v.a. para abreviar variable
aleatoria.

La medibilidad de una funcién X : (2, F) — R depende de la o-dlgebra F. Una funcién puede ser
medible respecto a una o-dlgebra F; y no respecto a otra F. Sin embargo, estd claro a partir de la
definicion, que si X es medible respecto a F; y F; C Fo, entonces X también es medible respecto a F.
La menor o-algebra respecto a la cual una variable aleatoria X es medible se conoce como la o-algebra
generada por X,y se denota por o(X). Esta o-dlgebra no es otra cosa que la interseccién de todas las
o-algebras respecto a las cuales X es medible.

Por ejemplo, si X sélo tiene una cantidad numerable de valores posibles x1, xs, ..., los conjuntos

A ={w: X(w) = 2;}, i=1,2,...

forman una particién numerable de €2, es decir,
o0
O=JA, v AnA =g sii#j
i=1

En este caso F estd compuesta por los conjuntos &, 2 y por todos los conjuntos que sean unién de algunos
de los A;.

Ejemplo 1.5
Veamos un ejemplo sencillo. Consideremos el lanzamiento de un dado con el espacio de probabilidad
descrito en el ejemplo 1.1 y consideremos la funcién X : © — {0, 1} definida de la siguiente manera:

X(w) = {1 si w es par,

0 siw esimpar.

La o-édlgebra generada por X estd formada por los conjuntos @ y 2 y por las preimagenes de los valores
de la funcién, que son, respectivamente, los nimeros pares y los impares en €:

X740)=1{1,3,5}, X '(1)={2,4,6}.

Por lo tanto
o(X)={2;{1,3,5};{2,4,6};Q}.

Ejemplo 1.6
Consideremos el mismo espacio €2 del ejemplo anterior y sean

A =P(Q), y F ={0;{1,3,5};{2,4,6};Q}

dos o-algebras de subconjuntos de 2. Sea X : Q — {0,1} la funcién definida por X = 14,531 donde 14
es la funcién indicadora del conjunto A (1a(w) = 1siw € Ay 14(w) = 0si w ¢ A). Entonces X es
medible respecto a A pero no respecto a F. A
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No es dificil demostrar que si la condicién M1 se satisface entonces para cualquier intervalo real I se
tiene que
{w: X(w)el}erF, (1.7)

y reciprocamente, si (1.7) vale entonces la condicién M1 es cierta. Es un poco mas dificil demostrar,
pero también es cierto, que la condicién M1 es equivalente a (1.7) si reemplazamos el intervalo I por un
boreliano B. Resumiendo tenemos las siguientes equivalencias:

{w:X(w) <a} €F, paratodoa € R < {w: X(w) € I} € F, para todo intervalo I C R
< {w: X(w) € B} € F, para todo B € B.

1.4. Distribucion de una Variable Aleatoria

Consideremos un espacio de probabilidad (2, F, P) sobre el cual hemos definido una variable aleatoria
X con valores reales. Si A es un intervalo de R y queremos calcular la probabilidad de que la variable X
tome valores en A, tenemos que considerar el conjunto {w : X (w) € A} = X~1(A), que es la pre-imagen
de A por la funcién X. Como la funcién X es medible, este conjunto esté en la coleccién F de los conjuntos
medibles y en consecuencia podemos calcular su probabilidad. Por lo tanto, si A es un intervalo

P(X € A) = P({w € Q: X(w) € A}) = P(X~1(A4)). (1.8)

Es posible demostrar que esta definicién también funciona para conjuntos mas complicados. Si llamamos
B a la o-dlgebra generada por los intervalos de R (como mencionamos anteriormente, B se conoce como
la o-dlgebra de Borel y sus conjuntos son los borelianos de R) entonces la relacién (1.8) vale para todo
A€ B.

Esta relacién nos permite definir una (medida de) probabilidad Px sobre (R,B) inducida por la
variable X, de la siguiente manera: Para todo A € B,

Px(A)=P(X € A)=P{w e Q: X(w) € A}). (1.9)

Esta (medida de) probabilidad se conoce como la distribucién o la ley de X y en ocasiones se usa la
notacién L£(X). Esta probabilidad contiene toda la informacién probabilistica sobre la variable X.

1.5. Funciones de Distribucion

Si en la relacién (1.9) consideramos subconjuntos A de R de la forma (—oo, z] obtenemos la siguiente
funcién F' : R — R, que se conoce como la funcién de distribucion de X:

F(z) = Px((=00,a]) = P(X < a).

Si tenemos varias variables aleatorias en el mismo contexto, puede resultar util distinguir sus funciones
de distribucién usando la notacion F'x para la funcion de distribucién de X. Usaremos las letras f.d. para
abreviar funcion de distribucién.

Esté claro que si conocemos la distribucién de una variable aleatoria, entonces podemos determinar
la funcién de distribucién correspondiente. El reciproco también es cierto, pero la demostracion de este
hecho requiere herramientas de teoria de la medida que no estdn a nuestra disposicién en este curso.

Una funcién de distribucién F' tiene las siguientes tres propiedades,

FD1. F es continua por la derecha y tiene limites por la izquierda.

FD2. F es creciente (en sentido amplio).
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FD3. Si F' es una funcién de distribucién,

lim F(z) =0, lim F(z) =1.

r—r—00 Tr—r 00
Estas tres propiedades caracterizan a las funciones de distribucién: Si una funcién F satisface estas tres

propiedades entonces existe una variable aleatoria X definida sobre un espacio de probabilidad (92, F, P)
tal que F es la funcién de distribucién de X. Mas atin, es posible tomar 2 = R.

1.5.1. Variables Discretas

Una variable aleatoria X es discreta si toma valores en un conjunto finito {x1, zo, ..., 2,} o numerable
{x1,z2,...}. En el primer caso existen niimeros positivos p1,...,p, con p; + -+ + p, = 1, tales que

Llamaremos a esta funcién px (z;) = p;, 1 <1 <mn, la funcién de probabilidad o densidad de X.
. . » . . [o'e)
De manera similar, en el segundo caso tenemos ndmeros positivos p;, i > 1 con > ..~ p; = 1 que
satisfacen (1.10) para i > 1.
En ambos casos las funciones de distribucién son funciones de saltos, es decir, funciones que sélo
crecen por saltos y que son constantes entre saltos consecutivos. Los saltos estan dados por

p(zi) = F(z;) — F(z;)

es decir, que los saltos ocurren en los valores de la funcién en los puntos x; y su altura es igual a la
probabilidad de este valor. Ademads

Fa)= Y plw;)

z; <x

Ejemplo 1.7
Una variable con distribucién uniforme en el conjunto {1, 2, 3,4} tiene funcién de probabilidad

1
p(j)=P(X =j) = 1 para j = 1,2,3,4.

En este caso la funcién de distribucion F es una funcién escalera

0, para —oo < x < 1,

1/4, paral <z <2,
F(x)=<¢1/2, para2 <z <3,

3/4, para3 <z <4,

1, para z > 4.

1.5.2. Variables Continuas

Una variable X es continua si su funcién de distribucién F' es continua. Una definicién equivalente es
que una v.a. X es continua si para cualquier valor x de la variable se tiene que P(X = z) = 0. Para la
mayoria de estas variables existe una funcién f : R — R con f(x) > 0 para todo z y [; f(x)dz =1 que
satisface

F(z) = [ F(t) dt, (1.11)
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para todo x € R. La funcién f se conoce como la densidad de la variable X o de su f.d. Fx.

Hay algunas variables continuas que no tienen esta propiedad, es decir, que su funcién de distribucién
no puede obtenerse como la integral de otra funcién, pero su interés es mas bien tedrico y no las conside-
raremos en este curso. Se conocen como variables (o funciones de distribucién) continuas singulares. De
ahora en adelante todas las f.d. continuas que consideraremos satisfacen (1.11).

Si F' es diferenciable en = entonces la densidad de probabilidad estd dada por

f(m):%F(x):F’(m), —00 < x < 00.

Ejemplo 1.8
Consideremos una variable X con funcién de distribucién

0 parazx <0,
F(z)=q2? para0<uz<I,
1 paraz>1.

Esta funcién tiene derivada (salvo en el punto 1) que estd dada por

2z en0<x <1,
f(z) =
0 en otro caso.

que es la densidad en este caso.

A
Hay variables aleatorias 'mixtas’, cuyas f.d. son la combinacién de funciones continuas y saltos.
Ejemplo 1.9
La funcién de distribucion
0 parax <0,
Flz)=<z para0<z<1/2,
1 paraz>1/2.
es de este tipo.
A

Dada cualquier funcién de distribuciéon F' es posible demostrar que existen dos funciones de dis-
tribucién Fy y F., la primera discreta y la segunda continua, y un nimero 0 < « < 1 tales que
F =aF;+ (1 — a)F,.. Esta descomposicién es tnica.

1.6. Valores Esperados y Momentos

Si X es una v.a. discreta, el momento de orden n de X estd dado por

E[X"] = nyp(x =) (1.12)

siempre y cuando la serie en (1.12) converja absolutamente. Si esta serie diverge decimos que el momento
no existe.
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Si X es una v.a. continua con densidad f(z), el momento de orden n de X estd dado por

oo
E[X"] = / 2" f(x) de, (1.13)
— 00

siempre que esta integral converja absolutamente.

El primer momento, que corresponde a n = 1, se conoce como la media, el valor esperado o esperanza
de X, y lo denotaremos por uyx. El momento central o centrado de orden n es el momento de orden n
de la variable X — px, siempre que px exista. El primer momento central es cero. El segundo momento
central se conoce como la varianza de X, denotado por Var(X). Su raiz cuadrada es la desviacién tipica.

Tenemos
VarX] = E[(X — ux)?] = BIX?) — .

La mediana de una v.a. X es cualquier valor v con la propiedad de que
1 1
PX2v25 v P(X<w)zs

Si X es una variable aleatoria y g es una funcién (medible) entonces g(X) también es una variable
aleatoria. Si X es discreta y toma valores x;,j > 1 entonces el valor esperado de g(X) estd dado por

o0

E[g(X)] =Y g(z;)P(X = ;) (1.14)

Jj=1

siempre que la suma converja absolutamente. Si X es continua y tiene densidad f, el valor esperado de
g(X) es

Blg(X)] = / o) fx () de. (1.15)

Una férmula general que abarca ambos casos (y también los casos mixtos) es la siguiente

Elg(X)] = /g(x) dFx (), (1.16)

donde Fx es la f.d. de la variable X. La integral que aparece en la férmula (1.16) es una integral de
Lebesgue-Stieltjes, cuya definicién estd mas alla del nivel de este curso. Para nuestros efectos, interpre-
tamos esta integral como la suma que aparece en la férmula (1.14) si la variable es discreta y como la
integral de la ecuacién (1.15) si es continua.

A continuacién presentamos dos desigualdades sencillas pero fundamentales.

Teorema 1.2 (Desigualdad de Markov) Si X es una variable aleatoria que satisface X > 0, enton-
ces, para cualquier a > 0,
E[X]

P(X >a)<
(X2a) <=7

Demostracion. Haremos la demostracion en el caso continuo. Si X tiene densidad f,
o0 a (o)
E[X]:/ xf(x)dx:/ xf(x)dx—i—/ xf(z)dx
0 0 a
2/ :cf(x)dmz/ af(z)dx

a

:a/wf(z)dx:aP(Xza).
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Corolario 1.1 (Desigualdad de Chebyshev) Si X es una variable aleatoria con media p y varianza
o2, para cualquier valor de x > 0,

[ V)

P(X —plz2) <%

x2

Demostracién. Como (X — p)? es una v.a. nonegativa, podemos aplicar la desigualdad de Markov con
a = 22 y obtenemos

E[(X — p)?]

x2

P((X = p)* > 2%) <
Pero como (X — pu)? > 22 sf y s6lo sf | X — p| > x, la desigualdad anterior equivale a

p(|X_M|2x)§M:Uj.

|

Para concluir esta seccién enunciamos dos resultados fundamentales que son validos para la integral

de Lebesgue-Stieltjes. De nuevo, las demostraciones correspondientes estdn maés alla del nivel de este
curso.

Teorema 1.3 (Convergencia Mondétona) Si X1, Xs,... es una sucesion de variables aleatorias aco-
tadas inferiormente que satisface X1 < Xo < X3--- y X,, T X, entonces

E[X,] 1 E[X].

Teorema 1.4 (Convergencia Dominada) Sea X;, i > 1 una sucesion de variables aleatorias que
satisfacen | X;| <Y, donde Y es una v.a. con E[Y] < co. Si

lim X, (w) = X(w)

n—o0

para casi todo w (es decir, para todo w € Q fuera de un subconjunto de probabilidad 0), entonces

lfim B[X,] = B[X].

n—oo

1.7. Distribuciones Conjuntas e Independencia

Si tenemos un par de variables aleatorias (X,Y") definidas sobre un espacio de probabilidad (2, F, P),
su funcién de distribucién conjunta Fxy estd definida por

Fxy(z,y)=F(z,y) = P(X <z,Y <y).

Si ambas variables son discretas y toman valores x;, ¢ > 1 e y;,j > 1 respectivamente, la funcién de
probabilidad conjunta de X e Y es

pxy (@i, y;) = P(X =2;,Y =y;), i>1, j>1

Una funcién de distribuciéon conjunta tiene densidad (conjunta) si existe una funcién fxy de dos
variables que satisface

Ty
Fxy(z,y) = / / fxy(s,t)dtds, para todo z,y.
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La funcién Fx (z) = limy_,o F(z,y) es una f.d. que se conoce como la funcién de distribucién marginal
de X. Si las variables aleatorias son ambas discretas, las funciones de probabilidad marginales estdn dadas
por

oo o0
px(@) =Y pxv(@iy) vy pv(y) =D pxv(wi,y)).
j=1 i=1

Si la f.d. F tiene una densidad conjunta f, las densidades marginales de X e Y estdn dadas, respectiva-
mente, por

oo oo
fx(x) = / fley)dy y  fr(y)= / flz,y) da.
— 00 — 00
Si X e Y tienen distribucién conjunta entonces
E[X +Y] =E[X] + E[Y]

siempre y cuando todos estos momentos existan.

Independencia

Si para todos los valores de z e y se tiene que F(x,y) = Fx(z) X Fy (y) decimos que las variables X e

Y son independientes. Si las variables son discretas y tienen funcién de probabilidad conjunta pxy, son
independientes si y solo si

pxy (2,y) = px (@)py (y). (1.17)

De manera similar, si las variables son continuas y tienen densidad conjunta fxy (x,y), son independientes
siy sélo si

fxy(x,y) = fx(@)fy (y). (1.18)

Si X e Y son variables con distribucién conjunta, medias px, py, y varianzas finitas 0%, o2, la
covarianza de X e Y, que escribimos oxy o Cov(X,Y), estd definida por

oxy = E[(X — pux)(Y — py)] = E[XY] — pxpy,

y decimos que X e Y no estdn correlacionadas si su covarianza es cero, es decir, oxy = 0.

Las variables independientes con varianza finita no estéan correlacionadas, pero el reciproco no es
cierto. Hay variables que no estan correlacionadas pero no son independientes.

Dividiendo la covarianza oxy por las desviaciones tipicas ox y oy obtenemos el coeficiente de co-
rrelacién px y:

P e%
PX)Y =
OX0y
que satisface —1 < p < 1.
Para una coleccién X1, ..., X, de variables aleatorias la distribucién conjunta se define como

F(zy,...,xn) = Fx,. x,(@1,...,2,) = P(X1 < 21,..., X, <ap).

Si
Fx,. . x,(x1,...,0p) = Fx,(x1) - Fx, (2,)
para todos los valores posibles de x1,...,z, decimos que las variables X1, ..., X,, son independientes.
Una funcién de distribucién conjunta F'(z1,...,x,) tiene densidad de probabilidad f(t1,...,t,) si

F(xl,...:cn):/ / Fltrs .o tn)dty - dbn,
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para todos los valores de 1, ..., Z,.
Para variables X1,..., X, y funciones arbitrarias hi,..., h,, de n variables,
E[Z hj(le cee 7Xn)] - ZE[h]<X1a cee aXn)]a
j=1 =1

siempre que todos estos momentos existan.

Proposicion 1.2 Si XY son v.a.i. con primer momento finito, entonces el producto XY también tiene
primer momento finito y

E(XY)=EX)E(®Y)
Este resultado se extiende a cualquier coleccion finita de variables independientes.

Demostracién. Vamos a hacer la demostracién en el caso discreto. Sean {x;,¢ > 1} y {y;,7 > 1} los
conjuntos de valores de X y Y, respectivamente, y sea pxy (x,y) la funcién de probabilidad conjunta con
marginales px () y py (y). por independencia tenemos que pxy (x,y) = px (2)py (y).

El valor esperado del producto XY es

B(XY)=> zypxy(z,y)

= Z zypx (z)py (y)

Podemos separar la suma sobre x de la suma sobre y y obtenemos
=> apx(x) Y ypy(y) = B(X)E(Y)
z y
[

Corolario 1.2 Si X eY son independientes y tienen varianzas respectivas 0% y o3 entonces la varianza
de la suma Z = X +Y es la suma de las varianzas:

2 2 2

Esta propiedad se extiende al caso de n variables independientes.
Demostracién.
Var(X +Y) = E [((X LY)-E(X + Y))Q} —E [(X ~B(X)+Y - E(Y)ﬂ
= B[(X — E(X)?] + E[(Y = E(V))?] + 2B [(X - B(X))(Y — E(Y))]
— Var(X) + Var(¥) + 2 Cov(X, Y).

Este resultado es general, pues no hemos usado hasta ahora la independencia de las variables. Si las
variables no estan correlacionadas, y en particular si son independientes, la covarianza vale 0 y se tiene
el resultado del teorema. |
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Sumas y Convoluciones

Si X e Y son variables aleatorias independientes con f.d. Fix y Fy, respectivamente, entonces la f.d.
de la suma Z = X 4+ Y es la convoluciéon de Fx y Fy:

Faz) = /OO Fy (s — )dFy (1) = /Oo Fy (= — t)dFx (2).

—00 —00

Si X e Y toman valores en los enteros no-negativos con funciones de probabilidad respectivas px y
py entonces

pz(n)=P(Z=n)=> P(X=i)P(Y =n—i) =Y px(i)py(n—i)=> px(n—i)py(i).
] =0 1=0

Si consideramos la situacién en la cual X tienen Y densidades fx y fy, respectivamente, la densidad
fz de la suma es la convoluciéon de las densidades fx y fy:

fz(z) = [w fx(Z —t)fy(t) dt = /_Oo fy(Z — t)fx(t) dt.

1.8. Algunas Distribuciones Importantes

1.8.1. Distribuciones Discretas
Distribucion de Bernoulli

Una variable aleatoria de Bernoulli toma valores 1 y 0 con probabilidades respectivas py g =1 — p,
donde 0 < p < 1. Si el resultado del experimento es 1 decimos que ha ocurrido un éxito y p es entonces
la probabilidad de éxito. La media y varianza son, respectivamente,

E[X] = p, Var[X] = p(1 — p).
Si A es un evento y 14 es la funcién indicadora de A, entonces 14 es una variable de Bernoulli con
pardmetro p = E[14] = P(A).
Distribuciéon Binomial

Consideremos una coleccion Xy, Xs, ..., X, de variables independientes de Bernoulli con probabilidad
de éxito p. Sea S el total de éxitos en los n experimentos de Bernoulli, es decir, S = Y} X;. La distribucién
de S es binomial con parametros n y p, es decir, la funciéon de probabilidad es

ps(k) =P(S=k)= <Z>pk(1 —p)" % parak=0,1,...,n. (1.19)
Usaremos la notacién X ~ Bin(n,p) para indicar que la variable X tiene distribucién binomial de

parametros n y p.
Podemos determinar el valor esperado usando la definicién

E[S] =E[)_ X,] = > E[X] =np,

y usando independencia podemos calcular la varianza,

n

Var[S] = Var[} ~ X;] = > Var[X,] = np(1 — p).
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Distribuciéon Geométrica

En el mismo esquema anterior, sea Z el nimero de ensayos antes del primer éxito, es decir, Z = k si
y s6lo si los primeros k — 1 ensayos resultan en fracaso, cada uno con probabilidad (1 — p) y el k-ésimo
es un éxito. En este caso Z tiene distribucién geométrica con funciéon de probabilidad

pz(k)=p(1 —p)* !, parak=12,... (1.20)
y los primeros dos momentos son

1 1—p
E[Z] = -, Var[Z] =
2] ’ 1] e

En ciertas ocasiones se define la distribucién geométrica asociada al nimero de fracasos hasta el primer
éxito, es decir, Z' = Z — 1. Con esta definicién la funcién de probabilidad es

pz(k) =p(1—p)k, parak=1,2 ... (1.21)

En este caso E[Z']| = E[Z] — 1= (1 —p)/(p) y Var[Z'] = Var[Z] = (1 — p)/p*.

Distribucién Binomial Negativa

Sea ahora Wy, el niimero de ensayos antes del k-ésimo éxito, para un entero fijo £k > 1. La distribucién
de esta variable se conoce como la binomial negativa de parametros k y p. Para que W} tome el valor r
es necesario que haya exactamente k — 1 éxitos en los primeros  — 1 ensayos y luego un éxito en el ensayo
r. La probabilidad de la primera condicién es binomial mientras que la probabilidad de la segunda es p,
lo cual nos da la funcién de probabilidad de Wy:

r—1

P(Wk:r):<k_1

)pk(l—p)“k7 r=kk+1,k+2,...

Otra manera de escribir Wy, es como la suma de k variables independientes con distribucién geométrica
(1.20): Wy, = Z1 + - - - + Z. Usando esta relacién es inmediato que

k(1—p)

k
E[W] = p Var[Wy] = e

Distribucién de Poisson

La distribucién de Poisson de parametro A > 0 tiene funcién de probabilidad
para k =0,1,... (1.22)

Usaremos la notacién X ~ Pois(\) para esta distribucién. El desarrollo en serie de potencias de la funcién

exponencial es

N AN
y vemos que Zgo p(k) = 1. Usando de nuevo este desarrollo podemos calcular el valor esperado para una
variable X con esta distribucién

_ e} _
)\ke A )\k 1

BX] =) kp(k)=> k = Ae‘AZm =\
k=0 k=1 k=1
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La misma idea nos permite calcular

0 > A=A
_ _ _\2 -
BX(X —1)] =Y k(k—1)pk) = k(k— )= =\ > (
k=0 k=2 k=2
A partir de esta relacién obtenemos E[X (X — 1)] = E[X?] — E[X] = A%, de donde E[X?] = M2 + A\ y
Var[X] = E[X?] — (E[X])? = \.

Entre otras razones, la distribuciéon de Poisson es importante porque aparece como limite de la dis-
tribucién binomial cuando n — oo y p — 0 de modo que np — A > 0. Este resultado se conoce como la
ley de ’eventos raros’.

Distribucién Multinomial

Las variables X7, ..., X}, con valores en el conjunto {0,1,...n}, tienen una distribucién multinomial
si su funcién de probabilidad conjunta es

n! 1 Tk : —
7p p Slr1+"'+'f‘k—n
P(X1=7“17~~~,Xk=7’k)= ryleor 1 k> . )
0 si no.

donde p; >0 parai=1,...kypi+ - +pr =1
Para esta distribucién E[X;] = np;, Var[X;] = np;(1 — p;) y Cov(X;X;) = —np;p;.

1.8.2. Distribuciones Continuas
Distribucién Normal o Gaussiana
Una variable X tiene distribucién normal de pardmetros i y o2 si su densidad es

]. 2 2
e @) 207 o <1< .

o(x; p,0%) =
2ro

Usaremos la notacién X ~ N(u,0?). Los pardmetros p y o representan el valor esperado y la varianza
de la variable X. La densidad ¢(x; u, 0?) es simétrica respecto a .

El caso 1 = 0, 0 = 1 se conoce como la densidad normal tipica o esténdar. Si X ~ N(u,0?) entonces
Z = (X — p)/o tiene una distribucién normal tipica. De esta manera los célculos de probabilidad siempre
pueden reducirse al caso estdandar. La densidad tipica es

1,
pla) = e 2,

y la funcién de distribucién correspondiente es

—00 < & < 00,

O(x) = /x o(t) dt, —00 < x < 00.

— 00

Distribucién Lognormal

Si log V' tiene una distribucién normal, decimos que V' tiene distribucién lognormal. Reciprocamente,
si X ~ N(u,0?) entonces V = eX es una variable con distribucién lognormal. Haciendo un cambio de
variable para la densidad obtenemos

1 1(logv—,u)2}

v = e =3 (550

v > 0.
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La media y varianza son, respectivamente,

E[V] = exp{p + %02}

VarlV] = exp{2(u + 3o?)}e”" ~ 1)

Distribucién Exponencial

Una variable T no-negativa tiene una distribucién exponencial con parametro A > 0 si su densidad es

Ae™  parat >0,
fr(t) =
0 para t < 0.

La funcién de distribucién correspondiente es

1—e M parat>0,
0 para t < 0.

Usaremos la notacién X ~ Exp(A). La media y varianza estan dadas por

E[T] = &, Var[T] = %

Una de las propiedades fundamentales de distribuciéon exponencial es la falta de memoria, que ex-
plicamos a continuacién. Supongamos que T es el tiempo de vida de cierto componente y, dado que el
componente ha durado hasta el instante ¢t queremos obtener la distribucién condicional del tiempo de

vida remanente T' — t. Equivalentemente, para x > 0 queremos determinar la distribucién condicional
P(T >t + z|T > t). Aplicando la definicién de probabilidad condicional obtenemos

P(T>t+xz,T>t)
P(T >1t)

_P(T>t+x)

- P(T>t)

e—k(t-&-x)

= — =€
Y

P(T>t+z|T >t)=

-z

Por lo tanto,

P(T>t+z|T >t)=e =P(T >x)
y un componente que ha durado hasta el instante ¢ tiene una vida remanente que es estadisticamente
igual a la de un componente nuevo.

La funcion de riesgo ("hazard’) o de falla r(s) de una variable no-negativa S con densidad continua
g(s) v £.d. G(s) < 1 se define como

r(s) = 1_9(2)(5)7 para s > 0.
Calculemos ahora

<
P(s<S<s+As|S>s) = LESSSs+As)

P(S > s)
_g(s)As
- 1—7G(8) + O(As)

=r(s)As + o(As).
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Por lo tanto un componente que ha durado hasta el tiempo s fallard en el intervalo (s,s + As] con
probabilidad condicional r(s)As + o(As), lo que motiva el nombre de funcién de riesgo o fallas.
Podemos invertir la relacién de la definicién integrando

—r(s) = — (5) - d[1 —G(s)]/ds _ d(log(1 — G(s)))
1-G(s) 1-G(s) s

para obtener

_/O r(s)ds = log[l - G(t)],

G(t)zl—exp{—/o r(s)ds}, t>0,

que nos da la f.d. explicitamente en términos de la tasa de fallas.

La distribucién exponencial puede ser caracterizada como la tnica distribucién continua que tiene tasa
de fallas constante r(t) = \. La tasa de fallas no cambia en el tiempo, otra consecuencia de la propiedad
de falta de memoria.

Distribucién Uniforme

Una variable aleatoria U tiene distribucién uniforme en el intervalo [a, b, con a < b, si tiene la densidad
de probabilidad

(S

1
— paraa <u<hb,
fu(u) =49°7¢
0  en otro caso.

La funciéon de distribucién es
0 para z < a,

Fy(z) =< =2 paraa <z <b,
1 para x> b.

Usaremos la notacién U ~ U[a, b]. La media y varianza son

(b—ay

E[U]:%((H—b) y o Vary) = U2

Distribucion Gamma

La distribucién Gamma con pardmetros o > 0 y A > 0 tiene densidad de probabilidad
A
f(@) = =—z)* e, para x > 0,

donde -
INa) = / z*le " dx, para a > 0.
0

Usaremos la notacién X ~ I'(«, A) para esta distribucidn.
Si a es entero y sumamos « variables exponenciales independientes con parametro A, esta suma X,
tiene distribucion Gamma con parametros o y A. Los parametros de esta distribucién son

(0%

«
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Distribucion Beta

La densidad beta con parametros o >0y 8 > 0 es

Mo a— _
fla) = F(&)Jrr(ﬁg))x 1 -2)#~1 para0<z <1,
0 en otro caso.

Los parametros de esta distribucién son

B[X] = aj‘_ﬁ Var[X] =

af
(a+B)2(a+8+1)

Distribucién Normal Bivariada

Sean ox > 0, oy > 0, pux, py y p con —1 < p < 1 nimeros reales. Para = e y reales definimos la
forma cuadrética

Q(z,y) = 1_1p2{(x;fx)2_zp(OC;:x)(y(—TjY) + (y;;“/)Q}

Definimos la distribucién normal o gaussiana conjunta para las variables X e Y por la funcién de densidad

1 1
¢X,Y(x,y) - QWUngﬂexp{ - iQ(xay)}a

para —oo < z,y < 0o. Los momentos de la distribucién son

E[X] = ux, E[Y]=upy, Var[X]=o0%, Var[Y]=o0%,

Cov[X,Y] = E[(X — pux)(Y — py)] = poxoy.

Si definimos la matriz de varianzas y covarianzas del vector (X,Y’) por

< Ug( pPOXOy >
Z = 2
pPOXOYy Oy
entonces podemos escribir la densidad anterior como
1 1 { 1 R
= ———expy —=(x—pu)X (x— }
o7 Vaors OP 5 (X = p) BT (x — p)

donde X = (X,Y), x = (x,y), det X es el determinante de ¥, ¥~! la matriz inversa y x’ es el vector
traspuesto de x. Esta expresion para la densidad se puede generalizar al caso de vectores gaussianos de
dimensién n.

Px (%)

1.9. Probabilidad y Esperanza Condicional
1.9.1. EIl Caso Discreto

Definicién 1.3 Sean X, Y variables aleatorias discretas. La funcién o densidad de probabilidad condi-
cional px|y (z|y) de X dado Y = y se define por

pxy (zly) = P(szyz’zz)_ y) siP(Y =y) >0,

y no estd definida, o se le asigna un valor arbitrario, si P(Y =y) = 0.
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En términos de la densidad conjunta px y (z,y) y de la densidad marginal de Y, py (y) = >_, px,v (z,y) }

la definicion es
px.y(z,y)

py (y)
Observamos que py|y (z|y) es una densidad de probabilidad en x para cada y fijo:

px|y (zly) = ,  sipy(y) >0.

pxiy(zly) =0, D pxy(zly) =1, para todo y.

Por lo tanto, podemos definir la funcién de distribucién condicional de X dado que Y = y como la f.d.
asociada a la funcién de probabilidad px|y (z|y) (siempre que py (y) > 0):

Fxy(aly) = pxpy(zly) = ZPXY (z,9).
z<x Z<L
La ley de la probabilidad total es

=2) =Y P(X =2y =9)P(Y =y) =Y pxy(zly)py (v).

Y

Ejemplo 1.10
Supongamos que X tiene distribucién binomial de parametros p y NV, donde N a su vez tiene distribucién
de Poisson con media A. ;Cudl es la distribucién de X?

Tenemos que

n _
px|n(kn) = (k>p’“(1—p)” M. parak=0,1,....n

AnefA
n!

pn(n) = paran=0,1,...

)

Usando la ley de la probabilidad total

oo

P(X:k):ZPX\N kln)pn(n Zk' P —p)"”

n=0

)\’“ ’)‘p i nk _ (Ap)k |€7 A1-p)
k!

_ Qe
k!

para k=0,1,..., es decir, X ~ Pois(Ap). A

Sea g una funcién tal que E[g(X)] < co. Definimos la esperanza condicional de g(X) dado Y = y por
la féormula

E[g(X)|Y =y] = Zg z)pxy (zly)  sipy(y) >0,

y la esperanza condicional no estd definida para valores y tales que py (y) = 0. La ley de la probabilidad
total para esperanzas condicionales es

Z Elg(X)[Y = ylpy (9).
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La esperanza condicional E[g(X)|Y = y] es una funcién de la variable real y, que denotaremos ¢(y).
Si evaluamos esta funcién ¢ en la variable aleatoria Y obtenemos una nueva variable aleatoria ¢(Y'), que
denotamos E[g(X)|Y]:

Elg(X)|Y](w) = E[g(X)[Y =Y (w)].
Podemos ahora escribir la ley de la probabilidad total como

E[g(X)] = E[E[g(X)[Y]]

Ejemplo 1.11

Consideremos un dado tetrahedral con 4 resultados posibles: 1, 2, 3 y 4 y probabilidades respectivas
p(i) = p; parai =1,...,4. Lanzamos el dado dos veces y definimos X como el producto de los resultados
y Y como su suma. A continuacién presentamos una descripcién de los resultados posibles del experimento
y de los valores de las variables X e Y.

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 12 3 4 2 3 4 5
q. 1) (22 (23) (2,4) x. 24 6 8 y. 3 456
T (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) 3.6 9 12 405 6 7
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) 4 8 12 16 5 6 7 8

Calculemos ahora la probabilidad condicional px|y (z|y) para algunos valores de y. Por ejemplo, si
Y =2, el tnico resultado posible es (1,1) y el valor de X en este caso es 1. Por lo tanto

1 siz=1,

px|y (2]2) = {

0 en otro caso.

Algo similar ocurre cuando y = 3,7 u 8: Para cada uno de estos valores de la variable Y hay un sélo valor
de la variable X, que por lo tanto ocurre condicionalmente con probabilidad 1.

Para los otros valores de y la situacién es distinta, pues hay varios valores posibles de x. Veamos, como
ejemplo, el caso y = 5; tenemos dos valores posibles de X : 4, que corresponde a los eventos elementales
(4,1) y (1,4), y 6, que corresponde a los eventos elementales (3,2) y (2, 3). Por lo tanto,

P(X =4,Y =5) P1P4
415) = =
px|y (4]5) P(Y =5) P1pa + p2ps’
P(X =6,Y =5) D2p3
6|5) = - '
px|y(6[5) P(Y =5) P1pa + P2p3

De manera similar se calculan los otros valores de la funcién de probabilidad condicional, que son
para Y = 4:

2p1p3 P
pxiy (314) = —2PAPS__ ) = — P2
x|y (3]4) 2p1p3 + D2 x1y (414) 2p1ps + p3
para Y = 6:
2papy P
pxy(86) = o2 pxpy (9]6) = o
x|y (8/6) 2paps + P2 xpr (916) 2p2pa + p3

En consecuencia vemos que para cada valor de la variable Y tenemos una funcién de probabilidad
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sobre los posibles valores de X. Veamos ahora los distintos valores de la esperanza condicional,
EX|Y =2)=1, E[X]Y =3] =2

2 2
E[X|Y _ 4) -3 P1P3 . + 4 D3 5
2p1ps + p3 2p1p3 + p5
E[X|Y _ 5) —4 P1P4 +6 D2p3
D1p4 + p2ps3 D1p4 + p2ps3
2pap4 P3
2popa + P 2paps + 3

EX|Y =7)=12, E[X|Y =8| =16.

E[X|Y =6) =38

Para el caso particular en el cual el dado es simétrico y todos los valores tienen la misma probabilidad
los valores de las tres esperanzas centrales en la expresién anterior son

1 2
E[X|Y:4]:§O; BX|Y = 5] = 5; E[X|Y:6]:§5_

Por lo tanto, E[X|Y] es una funcién de los valores de Y, y como Y es una variable aleatoria, también lo es
E[X|Y]. La siguiente tabla muestra los valores de Y, los valores asociados de E[X Y] y las probabilidades
correspondientes, y representa una descripcién de la variable aleatoria E[X|Y].

y | EXY =y] | P(Y =y)
2 1 1/16
3 2 1/8
4 10/3 3/16
5 5 1/4
6 25/3 3/16
7 12 1/8
8 16 1/16
A
Propiedades.
Como la esperanza condicional de g(X) dado Y = y es la esperanza respecto a la densidad de

probabilidad condicional pxy (x]y), las esperanzas condicionales se comportan en muchos aspectos como
esperanzas ordinarias.

Suponemos que X e Y tienen distribucién conjunta, ¢ € R, g es una funcién tal que E[|g(X)|] < oo,
h es una funcién acotada y v es una funcién en R? tal que E[|v(X,Y)|] < cc.

L. Ele191(X1) + c292(X2)|Y = y] = c1 E[g1 (X1)[Y = y] + c2 E[g2(X2)[Y = y].
2. Si g > 0 entonces E[g(X)|[Y =y] > 0.
3. Ep(X, Y)Y =y] = Eln(X, y)[Y = y].

5. E[g(X)r(Y)Y = y] = h(y) E[g(X)|Y = y].
6. E[g(X)h(Y)] =2, h(y) E[g(X)[Y = ylpy (y) = E[L(Y) E[g(X)[Y]].

Como consecuencia de 1, 5 y 6 obtenemos

( (

4. E[g(X)|Y =y] =E[g(X)] si X e Y son v.a.i.
( (
(
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7. Ele]Y =y] =,

8. E[p(Y)IY =y] = h(y),

9. E[g(X)] = >, Elg(X)[Y = ylpy (y) = E[E[g(X)[Y]].
Ejemplo 1.12

Usando la propiedad 9 podemos obtener la esperanza de X en el ejemplo anterior:

1 1 1
EX|=EEX|Y||=1X —=4+2x -4+---+1 — =6.2
[X] [E[X]|Y]] ><16+ ><8+ 4—6><16 6.25

y hemos hallado la esperanza de X sin haber usado su funcién de distribucién. A

1.9.2. El Caso Continuo

Sean X, Y v.a. con distribucién conjunta continua de densidad fx,y(x,y). Definimos la densidad
condicional fx|y(z|y) para la variable X dado que Y =y por la férmula

fXY(Iay)
Iy ()

y no estd definida si fy (y) = 0. La f.d. condicional para X dado Y = y se define por

Ixy(zly) = si fy(y) >0,

fXY(Sa y)
—o0 fY(y) I

La densidad condicional tiene las propiedades que uno esperaria. En particular

Fxy(zly) = s si fy(y) > 0.

d b
P(a<X<b,c<Y<d)=/ (/ Fxiy (aly) d) fy (y) dy

v haciendo ¢ = —o0, d = 0o obtenemos la ley de probabilidad total
oo b
Pla<x <t)= [ ([ fovtelydo) o) do
Ejemplo 1.13
Sea (X,Y") un vector gaussiano de dimensién 2, de densidad

1 2

Fxy(@y) ! exp (55 - 202 +y2)} (1.23)
,Y) = xpl — —— (= — g )
XAy 2noxoy/1 — p? P 2(1—p?) \o% poxay o

La variable X es gaussiana, centrada, de varianza 0% y densidad

fx(z) (1.24)

1 { x? }
= ———exp{——5}.
V2mrox P 20%

La densidad condicional de Y dado que X = x es, por lo tanto,

1 1 oy 2
fyix(ylz) = mexp{—m(y - pr) }

que es una densidad gaussiana de media proy /ox y varianza o2 (1 — p?). A
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Si g es una funcién para la cual E[|g(X)|] < oo, la esperanza condicional de g(X) dado que ¥ =y se
define como

Elg(X)|Y = y] = / o(@) Fxpy @ly) e si fy(y) > 0.

Estas esperanzas condicionales satisfacen también las propiedades 1-5 que listamos anteriormente. La
propiedad 6 es en este caso,

Elg(X)n(Y)] = E[n(Y) E[g(X) Y]] = /h(y) Elg(X)Y =ylfy(y)dy

vélida para cualquier h acotada y suponiendo E[|g(X)|] < co. Cuando h = 1 obtenemos
Blo(X)] = E[ECOIY] = [ ECOIY =y () do

Ejemplo 1.14
Si (X,Y) es un vector gaussiano bidimensional cuya densidad estd dada por (1.23), entonces

o0

yfyx (ylz) dy

E[Y|X =] = /

es la esperanza condicional de Y dado que X = z. A partir de (1.24) vemos que la densidad condicional
es gaussiana de media pzoy /ox, de donde

(o
E[Y|X] = épX.

Podemos reunir los casos discreto y continuo en una sola expresién:

E[g(X)h(Y)] = E[n(Y) E[g(X)[Y]] = /h(y) E[g(X)[Y = y|dFy (y)

Elo(X)] = EIEG(OIY] = [ ECOY = ildFy ().

1.9.3. El Caso Mixto

Hasta ahora hemos considerado dos casos para el vector (X,Y): ambas variables discretas o ambas
continuas. En esta seccién consideraremos los dos casos mixtos posibles. Comenzamos por el caso continuo-
discreto. En ambos casos supondremos, sin pérdida de generalidad, que la variable discreta toma valores
en los enteros positivos.

Caso 1: Continuo-Discreto

Sean X y N v.a. con distribucién conjunta donde N toma valores 0, 1,2, ... La funcién de distribucion
condicional Fx|y(z[n) de X dado que N =n es
P(X <z,N =n)
P(N =n)

Fxn(zn) = si P(N =n) >0,

y la funcién de distribucién condicional no esté definida para otros valores de n. Es sencillo verificar que
Fx|n(z|n) es una f.d. en x para cada valor fijo de n para el cual esté definida.
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Supongamos que X es continua y Fx|y(z|n) es diferenciable en 2 para todo n con P(N = n) > 0.
Definimos la densidad condicional de X dado N =n por

d
Ixn(z|n) = %FX\N(QU\”)-

De nuevo, fx|n(z|n) es una densidad en x para los n para los cuales estd definida y tiene las propiedades
que uno esperaria, por ejemplo

b
Pla<X<bN=n)= / fx|n(z[n)pn(n)de, paraa <b.
a

Usando la ley de la probabilidad total obtenemos la densidad marginal de X,
fx (@) = Z fx v (@[n)pn (n).

Supongamos que g es una funcién para la cual E[|g(X)|] < oo. La esperanza condicional de g(X) dado
que N = n se define por

Blp(XO)IN =] = [ g(a) i (aln) da.

Esta esperanza condicional satisface las propiedades anteriores y en este caso la ley de la probabilidad
total es

E[g(X)] =) _E[g(X)|N = nlpn(n) = E[E[g(X)|N]].

Caso 2: Discreto-Continuo

Consideremos ahora un vector (N, X). Supongamos que X tiene una distribucién continua de densidad
[x () y, dado el valor 2 de X, N es discreta con funcién de probabilidad py|x (n|z) para n > 0. Podemos
pensar que X es un pardmetro (aleatorio) de la distribucién de N, y una vez conocido el valor de este
parametro la distribucién de N estd completamente determinada.

La funcién de probabilidad condicional de N dado X es

pyix(nlr) = P(N =n|X =x) = w

siempre que fx(x) > 0, donde fx x(n,z) es la densidad de probabilidad conjunta del vector (N, X). La

funcién de distribucién condicional correspondiente es

Fyix(n,z) = f%(f) > P(N=klX=2)= fxl(x) > pwix (k)
k=0 k=0

Ejemplo 1.15
Suponemos que X ~ Bin(p, N) con p ~ U[0,1]. ;Cudl es la distribucién de X?

P(X = k) = / P(X = Klp = ©)1,(€) de

LN
-/ i - 9N e

N R(N-K)! 1
E(N—k)! (N+1)!  N+1’

k=0,...,N.

es decir, X tiene distribucién uniforme en los enteros 0,1,...,N. A
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Ejemplo 1.16
Sea Y ~ Exp(f) y dado Y =y, X tiene distribucién de Poisson de media y. Queremos hallar la ley de X.
Usando la ley de probabilidad total

P(X = k) = /OOO P(X = KY =) fy(y) dy

[e'e] k —y
= / ye- Be=%dy
0

il
9 * k 1+6
= E/ Y e_( + )ydy
= JO
k!(1+0)k+1/0 we au
0
= T e k=01,...

1.9.4. Sumas Aleatorias

Con frecuencia encontramos sumas de la forma T = X; + --- + X, donde el nimero de sumandos

es una variable aleatoria. Consideremos una sucesion X7, Xs,... de v.a.i.i.d. y sea N una v.a. discreta,
independiente de X1, X, ... con densidad py(n) = P(N =n), n=0,1,.... Definimos la suma aleatoria
T como

0 si N =0,
Xi1+--+Xny siN>0.

Ejemplos 1.17
a) Colas: N representa el ndmero de clientes, X; es el tiempo de atencién de cada cliente, T es el
tiempo total de atencién.

b) Seguros: N representa el nimero de reclamos en un periodo de tiempo dado, X; es el monto de
cada reclamo y T es el monto total de los reclamos en el periodo.

c¢) Poblacién: N representa el nimero de plantas, X; es el nimero de semillas de cada planta, T es el
total de semillas.

d) Biometria: N es el tamafio de la poblacién, X; es el peso de cada ejemplar y T representa el peso
total de la muestra.

Momentos de una Suma Aleatoria

Supongamos que X y N tienen momentos finitos

E[X%] = u, Var[X}] = o2,
E[N] = v, Var[N] = 72.

y queremos determinar media y varianza de T'= X; + - - - + X . Veamos que

E[T] = pv, Var([T| = vo? + p?r2.
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Tenemos

ZET\N—npN ZEX1+ -+ Xn|N = n]pn(n)
n=0 n=0

:f:]a[)(lJr -+ Xo|N = nlpn(n ZEX1+ + Xolpn(n)

= Z nppy(n) =

Para determinar la varianza comenzamos por

Var(T = E[(T — w)?) = E[(T ~ N+ Ny - vp)’]
— E[(T — Np)?] + E[2(N — v)?] + 2E[u(T — Nu)(N - )],

Calculemos cada uno de estos sumandos por separado, el primero es

E[(T — Nu)*] = Y E[(T — Np)*|N = nlpy(n)
0

n

E[(Xl + M + Xn - TW)2|N = n]pN(n)

o

3
Il
_

E[(X1+ -+ X, — nu)?]pn(n)

=02 Z npn(n) =
n=1

M

3
Il
—

Para el segundo tenemos
E[u?(N = v)?) = 2 B[(N - v)?] = u*7?

y finalmente el tercero es

E[w(T — Np)(N — p)] uZE —np)(n —v)|N = nlpy(n)

=p Z(n — V) E[(T — np)|N = nlpn(n)
=0.

La suma de estos tres términos demuestra el resultado.

Distribucién de una Suma Aleatoria

Supongamos que los sumandos X7, Xo,... son v.a.i. continuas con densidad de probabilidad f(x).
Para n > 1 fijo, la densidad de la suma X; + - - - 4+ X, es la n-ésima convolucién de la densidad f(z), que
denotaremos por f{™ () y definimos recursivamente por

(@) = f(a),
() = /f("*l)(:v —u)f(u)du paran > 1.
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Como N y X1, Xo, ... son independientes, f(”)(x) es también la densidad condicional de T' = X1+ - -+ Xn
dado que N =n > 1.

Supongamos que P(N = 0) = 0, es decir, que la suma aleatoria siempre tiene al menos un sumando.
Por la ley de la probabilidad total, T' es continua y tiene densidad marginal

= 3" 5 @)pw(n)

Observacién 1.1 Si N puede valer 0 con probabilidad positiva entonces T'= X7 +---+ X es una v.a.
mixta, es decir, tiene componentes discreta y continua. Si suponemos que X1, Xo,... son continuas con
densidad f(z), entonces

P(I'=0) = P(N = 0) = pn(0)

mientras que para 0 < a <bda <b<0,

Pla<T <b)= / Zﬂ”)

Ejemplo 1.18 (Suma Geométrica de Variables Exponenciales)
Supongamos que

Ae~*  para z >0,
flx) =
0 para x < 0.

pn(n) =B =" n=12,...

Comenzamos por hallar la convolucién de las densidades exponenciales

f(2) /f x—u)f(u)du = /1{z,u20}(u))\e_)‘('”_“)l{uzo}(u))\e_“

= )\26_)"”/ du =z %"
0
para > 0. La siguiente convolucion es
f(S) (:L‘) = /f(Z) (x — u)f(u) du = /1{x7u20}(U))\2(.’L’ . u>e—)\(x—u)1{u20}(u))\e—u du
T .’IJ2
= )\36_)‘30/ ( —u)du = —NeA*
0

2

para x > 0. Procediendo inductivamente obtenemos que

)y — T e
@) = o=
La densidad de T'= X; +--- + Xy es
fT( ) Zf(n) Z tn_le_)‘tﬁ(l _B)n_l
n=1
= )\ﬂefkt Z w — /\667/\t6>\(17ﬁ)t

(n—1)!

n=1

= )\56_>\'6t
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para t > 0, y por lo tanto T' ~ Exp(Af). A

1.10. Funciones Generadoras de Probabilidad
Consideremos una v.a. £ con valores enteros positivos y distribucién de probabilidad
P(fzk):pk, k‘ZO,l,...

La funcién generadora de probabilidad (f.g.p.) ¢(s) asociada a la v.a. £ (o equivalentemente a su distri-
bucién (pg)) se define por

#(s) = B[s*] = iskpk, 0<s<l1. (1.25)
k=0

A partir de la definicién es inmediato que si ¢ es una f.g.p. entonces
o0
¢(1)=> pe=1.
k=0

Resultados Fundamentales:

1. La relacién entre funciones de probabilidad y funciones generadoras es 1-1. Es posible obtener las
probabilidades (pg) a partir de ¢ usando la siguiente férmula

1 d*¢(s)

= — . 1.26
PR=T0 Tash |, (1.26)
Por ejemplo,
¢(s) =po+p1s+p2s’ +--+ = po=¢(0)
do(s do(s
¢()=p1-1-2]?28-|-310382+-~-é;Dl: o)
ds ds |,
2. Sié&y,...,&, son v.ad. con funciones generadoras ¢1(s), p2(s), ..., Pn(s) respectivamente, la f. g. p.
de susuma X =& + & + -+ &, es el producto de las funciones generadoras respectivas
Ox(s) = ¢1(s)P2(s) - - dn(s). (1.27)

3. Los momentos de una variable que toma valores en los enteros no-negativos se pueden obtener
derivando la funcién generadora:

d
d)(s) = +2p25+3p352+ s
ds
por lo tanto
do(s
(Zi) =p1 +2p2 + 3ps +--- = E[{]. (1.28)
s=1

Para la segunda derivada tenemos

d*¢(s
d‘ig) =2p2+3-2p3s +4-3pas® + oo
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evaluando en s =1,

d2
¢(28) =2p2+3-2p3+4-3py---
ds* |,
=Y k(k—1)py
k=2
= E[¢(¢ - 1)] = E[¢?] - E[¢] (1.29)
de modo que
d*¢(s) d*¢(s) do(s)
E[¢?] = El¢] =
€)= | B = | T
y en consecuencia
d*(s) do(s) d®(s) ?
=E[¢%] - (E[¢])® = - :
varlg = Bt - (Ble? = S5+ T - (ST )
Ejemplo 1.19
Supongamos que & ~ Pois(A):
)\k —\
pk:P(fzk):§e , k=0,1,...
Su funcién generadora de probabilidad es
o) = Bls6) = 3 520
s) =E[s*] = S
k=0
Y o (sA\)* _ =X )s
=e Z e e
k=0
_ e—)\(l—s)
Entonces,
do(s) (- do(s) _
75 = Ae , ds |~ A (1.30)
o(s) s —A(1-s) d*¢(s) — )2
F Ae , i |, = (1.31)

y obtenemos

1.10.1. Funciones Generadoras de Probabilidad y Sumas de V. A. L.

Sean &, 7 v.a.i. con valores 0,1,2,... y con funciones generadoras de probabilidad
¢e(s) =E[s*],  ¢y(s) =E[s"),  [s[ <1,
entonces la f.g.p. de la suma & + 1 es

Gein(s) = E[55+’7] = E[sgs”] = E[sﬁ] E[s"] = ¢¢(s)dn(s) (1.32)
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El reciproco tambien es cierto, si ¢eqn(s) = ¢e(s)dy(s) entonces las variables £ y 1 son independientes.
Como consecuencia, si &1,&a,...,&y, son v.a.iid. con valores en {0,1,2,...} y f.g.p. ¢(s) = E[s¢]
entonces

E[s1FFem] = ¢™(s) (1.33)

., Qué ocurre si el nimero de sumandos es aleatorio?

Proposicién 1.3 Sea N una v.a. con valores enteros no-negativos e independiente de &1,&s, ... con f.g.p.
gn(s) = E[s"] y consideremos la suma

X=6 4+t
Sea hx(s) = E[s*] la f.g9.p. de X. Entonces
hx(s) = gn(6(s)). (1.34)

Demostracion.

=
. ’i <7,§:OP(X — KN = n)P(N =n))s*
_i(ip(& oot b = HN =) P(N = n))*
- ]i <2P(§1 by = F)P(N =n)) st

- ij (gp(a tot by = k)sk)P(N =n)

- ;EOQS"(S)P(N =n) = gn(d(s))

Ejemplo 1.20

Sea N una variable aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro A. Dado el valor de N, realizamos
N experimentos de Bernoulli con probabilidad de éxito p y llamamos X al nimero de éxitos. En este
caso §; tiene distribucién de Bernoulli y su f.g.p. es

de(s) =E[s*] =sp+gq
mientras que N ~ Pois(\) con f.g.p.
g(s) = BlsV] = e A1)
segun vimos en el ejemplo 1.19. Por la proposicién anterior obtenemos que la f.g.p. de X es
hx(s) = gn(¢e(s)) = gn (g + sp) = exp{ —Al-gq— sp)} = exp{ — Ap(1 - 8)}

que es la f.g.p. de una distribucién de Poisson de pardmetro Ap. A
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1.11. Funciones Generadoras de Momentos.

Dada una variable aleatoria X, o su funcién de distribucién F', vamos a definir otra funcién generadora,

My (t) = E(e'X).

siempre que este valor esperado exista.

Notemos que cuando el recorrido de X son los enteros no-negativos, Mx(t) = ¢x(et). Si X estd
acotada, Mx estd bien definida para todo t real; en cambio, si X no estd acotada, es posible que el
dominio de M no sea el conjunto de todos los reales. En todo caso, p siempre esta definida en cero, y
M(0) =1.

Si la funcién M estd definida en un entorno de ¢t = 0, entonces la serie

o X" o "
Mx(t) =B(™) =E(1+) ——)=1+) —EX")
n=1 : n=1""

es convergente y en consecuencia se puede derivar término a término. Obtenemos
My (0) =E(X); M%(0) =E(X?) y en general M{"(0) = E(X"™).
Es por esta ultima propiedad que esta funcién se conoce como funcién generadora de momentos (f.g.m.).

Ejemplos 1.21
1. Si X ~ Bin(n,p) veamos que M (t) = (pe' +1 —p)™): Un cdlculo directo muestra que

M(t) =" e <?)pj(1 -p)" 7 = (pe' +1-p)",

n
j=0

2. Si X ~ Exp(N), es decir, si P(X < x) =1 — e para x > 0, entonces M(t) = \/(\ — t) para
t< A
El resultado se obtiene a partir del calculo

e(t—)\)z

t—A

(oo}
M (t) :/ e A et dy = \
0

0o At

Observamos que en este caso, M (t) no estd definida si ¢ > A.

3. Si X ~N(0,1), es decir, si P(X <x) = ~7*/2 2, entonces M(t) = et/

1 T
] €
\ 271' [oo

Calculemos

1 > 1 oo
M(t) = \/T?/ et® e_m2/2dx _ \/T?/ 6_%(m_t)2 etz/de _ €t2/2

va que [~ \/%e_%(z_t)zdx = 1 puesto que el integrando es la densidad de una variable aleatoria

s

con distribucién N(¢, 1)

Observacién 1.2 Por la forma en la cual hemos definido la funcién generadora de momentos, cuando
las f.g.m. de dos variables aleatorias X7, X5 coinciden para todos los valores de ¢ en un entorno de t = 0,
entonces las distribuciones de probabilidad de X; y X5 deben ser idénticas. Este resultado lo enunciamos
en el préoximo teorema, sin demostracion
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Teorema 1.5 Si X tiene funcion generadora de momentos M(t) que estd definida en un entorno (—a,a)
de 0, entonces M (t) caracteriza a la distribucion de X, es decir, si otra variable Y tiene la misma funcion
generadora de momentos, las distribuciones de X e Y coinciden.

La funcién generadora de momentos resulta particularmente 1til cuando consideramos sucesiones de
variables aleatorias, como lo muestra el siguiente teorema que enunciamos sin demostracion.

Teorema 1.6 (de Continuidad) Sea F), (), n > 1 una sucesion de f.d. con funciones generadores de
momento respectivas My, (t), n > 1, que estdn definidas para |t| < b. Supongamos que cuando n — oo,
M, (t) = M(t) para |t| < a < b, donde M(t) es la funcién generadora de momentos de la distribucion
F(z). Entonces F,(x) — F(z) cuando n — oo para todo punto x en el cual F es continua.

Veamos una aplicacién del teorema anterior para demostrar el Teorema de de Moivre y Laplace.

Teorema 1.7 (de Moivre-Laplace) Sea S,, ~ Bin(n,p) paran > 1y q=1— p. Definimos

S, —np
T, =22
(npq)1/?

Entonces para todo x € R,
x
ieﬂ”r“/zdx.

P(T, < a) - ®(z) = / -

— 00

Demostracion. Recordemos que S, es la suma de n v.a.i. con distribucién de Bernoulli de pardmetro p:
S, =37 X;. Usamos esto para calcular la funcién generadora de momentos de T5,.

Be'™) = B [exp (t(Sn - np))} —E [exp (t(E?(Xi - p)))]

(npg)'/? (npg)'/?
e[ TLew ()] = 118 e (57
(2[en (D))"
= (p exp (M) + gexp (i))n (1.35)

(npq)'/? (npq)'/?

Ahora hacemos un desarrollo de Taylor para las dos exponenciales que aparecen en esta 1ltima expresion
para obtener

t(1—p) qt q*t? C1g?t3
—= ) =p(l 1.36
pexp ((npq)l/Q) p( + (npq)/? + 2npq 3!(npq)3/2> (1.36)
—pt pt Pt Cop’t?
—F= ) =qll - . 1.37
T ((nPQ)1/2> q( (@) " 2npq 3!(npq)3/2) (137)

La suma de estas dos expresiones nos da 1 + % + O(n=3/2) y sustituyendo en (1.35) obtenemos

t2 n
E(e'T) = (1+ o +0(n~*%))" - e’ /2

que es la f.g.m. de la distribucién normal tipica. |
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1.12. Simulacion de Variables Aleatorias

Los generadores de ntimeros aleatorios simulan valores de la distribucién U0, 1], pero con frecuencia
nos interesa simular valores de otras distribuciones. Vamos a estudiar en esta secciéon dos métodos para
generar valores a partir de una funcién de distribucion F.

1.12.1. Meétodo de la Distribucién Inversa
Este método se basa en el siguiente resultado:
Proposicién 1.4 Sea X una wvariable aleatoria con funcion de distribucion Fx y sea g una funcion

estrictamente creciente. Definimos Y = g(X) y sea Fy la funcién de distribucion de esta variable.
Entonces

Fy(y) = Fx (97 (v)). (1.38)

Demostracién. Como g es estrictamente creciente los eventos {X < g7 1(y)} v {g(X) < y} son iguales.
Por lo tanto,

Fy(y)=P(Y <y)=Pg(X)<y)=P(X <g'(y) = Fx(g~'(v))

Si g es estrictamente decreciente entonces Fy (y) =1 — Fx (g7 (y)).

Corolario 1.3 Sea F una funcion de distribucidn estrictamente creciente para los x tales que 0 < F(x) <
1 y sea U ~ U[0,1]. Entonces la variable Z = F~1(U) tiene distribucion F.

Demostracion. La funcién de distribucién de U es Fy(u) = u para u € [0, 1]. Entonces
Fy(2) = Fu(F(2)) = F(z) (1.39)
de modo que Z tiene funcién de distribucién F. |

Observacion 1.3 El resultado anterior es cierto en general si utilizamos la inversa generalizada F* de
la funcién F' cuando esta no sea estrictamente creciente, que se define por la siguiente expresion:

F=(y) ={nf{z : F(z) > y}

Por lo tanto, para cualquier funcién de distribucién F, la variable aleatoria Z = F< (U) tiene funcién de
distribucién F'. Para ver que esto es cierto observamos que, a partir de la definicién, es facil demostrar
que

Foy)<tey<FEt); F(y>tey>FQ@)

Usando esto obtenemos
Fa(2) = P(Z < 2) = P(F=(U) < 2) = P(U < F(2)) = F(2).
|

El Corolario 1.3 y la Observacién 1.3 nos dan un método para simular una variable aleatoria con
funcién de distribucién F: Generamos el valor u de una variable uniforme en [0, 1] y evaluamos la inversa
generalizada en w: F (u). Sin embargo, dependiendo de la naturaleza de la funcién de distribucién F,
es posible que la inversa generalizada tenga una expresién complicada o incluso no sea posible escribirla
en términos de funciones elementales, como ocurre en el caso de las variables Gaussianas. Por esta razén
hay métodos particulares que resultan mas eficientes en muchos casos.
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Ejemplos 1.22
1. Variables Discretas. Si queremos simular una variable aleatoria finita X con valores z1,...,z,
y probabilidades respectivas p, ..., p,, podemos dividir el intervalo [0, 1] en subintervalos usando
las probabilidades p;:

0.p1);  [pupi+p2)i [ +pepi+p2atps); o [ D pid]
j<n
Ahora generamos una variable U con distribucién uniforme en [0, 1] y si el valor cae en el i-ésimo

intervalo le asignamos a X el valor x;. Como la probabilidad de que U caiga en el intervalo i es
igual a la longitud del intervalo, que es p;, vemos que

P(X = ;) = p;, para 1 <i<n.

Esta es una implementacién del método de la distribucién inversa. Desde el punto de vista compu-
tacional es conveniente ordenar los valores segin el tamano de las p;, colocando estas probabilidades
de mayor a menor, porque para identificar el intervalo en cual cae U tenemos que comparar con
p1, luego con p; + pa, y asi sucesivamente hasta obtener el primer valor mayor que U. Ordenar las
probabilidad hace que se maximice la probabilidad de que U esté en los primeros intervalos, y esto
reduce el nimero de comparaciones que hay que hacer en promedio para obtener el valor de X.

Este método también funciona para variables discretas con una cantidad infinita de valores. La
misma observacién sobre el ordenamiento de los valores de las probabilidades es valida.

2. Distribucion de Bernoulli. Un caso particular sencillo es el de la distribuciéon de Bernoulli con
probabilidad de éxito p. Para generar un valor de la variable X con esta distribucién, generamos U
ysiU<p, X=1ysino, X =0.

3. Distribucién Uniforme Discreta. Sea X una variable aleatoria que toma valores {x1,xa, ..., 2, }
con igual probabilidad. Para simular esta distribucién generamos un niimero aleatorio U € (0, 1],
dividimos el intervalo [0, 1] en n intervalos iguales y le asignamos a la variables el valor xy, si

k—1 k
— <U< -,
n n

es decir, el valor de la variable es xp con k = [Un], donde [a] es la funcién techo y representa el
menor entero que es mayor o igual a a.

4. Variables Continuas. Si X es una variable continua con funcién de distribucién F' invertible, para
simular X basta generar una variable uniforme U y poner X = F~(U). Esto es consecuencia del
corolario 1.3. Por ejemplo, si queremos simular una v.a. X con funcién de distribucién F(z) = a™
para 0 < x < 1, observamos que F es invertible y su inversa es F~!(u) = u'/™. Por lo tanto basta
generar una variables uniforme U y poner X = U™,

5. Distribucién Uniforme Continua. Si queremos simular la distribucién U[a,b] generamos U
uniforme en [0,1] y usamos la transformacién u — a + u(b — a).

6. Distribucién Exponencial. Si X ~ Exp()\) su f.d. estd dada por F(z) = 1 —e~*%. La inversa de
esta funcién es

F~l(u) = —% log(1 — u).

Por lo tanto para generar X podemos generar una uniforme U y ponemos X = —In(1 — U)/A.
Observamos ahora que si U tiene distribucién uniforme en (0,1), 1 — U también. Por lo tanto,
para simular esta distribucién a partir de una variable U ~ U(0, 1) basta hacer la transformacién
—In(U)/A.
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1.12.2. Método de Rechazo
Variables Discretas

Supongamos que tenemos un método eficiente para simular una variable Y que tiene funcién de
probabilidad {g;,j > 1}. Podemos usar este método como base para simular otra variable X con funcién
de probabilidad diferente {p;,j > 1}, siempre que las dos variables tengan el mismo conjunto de valores
posibles o al menos cuando los valores de X sean un subconjunto de los valores de Y. La idea es simular
primero la variable Y y luego aceptar este valor para la variable X con probabilidad proporcional a

Py /qy-
Sea ¢ una constante tal que

] < ¢ para todo j tal que p; > 0, (1.40)
4aj
entonces el algoritmo para el método de rechazo es el siguiente,
Algoritmo.
e Paso 1. Simulamos una variable Y con funcién de probabilidad g;.

e Paso 2. Generamos una variable uniforme U.
e Paso 3. Si U < py/cqy, ponemos X =Y y paramos. Si no, regresamos al paso 1.

Veamos que este método efectivamente produce una variable con distribucién p;. Calculemos primero
la probabilidad de obtener el valor j en una sola iteracién:

P(Y = j y este valor sea aceptado) = P(Y = j)P(Aceptar|Y = j)

D
:(bf«L[<‘4L)
C%

Pj Pj

cq; c

Si sumamos ahora sobre los valores posibles j obtenemos la probabilidad de que el valor de la variable
generada sea aceptado:

i 1
P(Aceptar el valor de Y) = Z bi _ -,
—~ c ¢
j

Es decir, cada interacién resulta en un valor que es aceptado con probabilidad 1/c y esto ocurre de manera
independiente, de modo que la distribucién del nimero de iteraciones necesarias para aceptar un valor
es geométrica con pardmetro 1/c. En consecuencia

P(X =j)= Z P(j es aceptado en la iteracién n)

1 n—lp.
:Z(l_*) = =p;.
— c c

Como el nimero de iteraciones es geométrico con pardmetro 1/c, en promedio es necesario realizar ¢
iteraciones para aceptar un valor. Por lo tanto conviene escoger ¢ lo més pequeno posible, siempre que
satisfaga (1.40).

Ejemplo 1.23

Supongamos que queremos generar una variable aleatoria con la siguiente distribucién: P(X = j) = p;
para j =1,2,3,4y p1 = 0.20,p2 = 0.15, p3 = 0.25, p4 = 0.4 usando el método de rechazo. Vamos a usar
una variable Y con distribucién uniforme sobre los valores 1,2, 3,4 y por lo tanto podemos tomar

4
c:max{&:lgjgél} 0

4 T 025

1.6
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y utilizar el algoritmo descrito anteriormente. En este caso en promedio hacemos 1.6 iteraciones por cada
valor aceptado para la variable que queremos generar.

Variables Continuas

Este método funciona exactamente igual que en el caso discreto. Supongamos que tenemos una ma-
nera eficiente de generar una variable aleatoria con densidad g(z) y queremos generar otra variable que
tiene densidad f(z) con el mismo conjunto de valores posibles. Podemos hacer esto generando Y con
distribucién g y luego aceptando este valor con probabilidad proporcional a f(Y)/g(Y).

Sea ¢ una constante tal que

f)

—=—= < ¢ para todo y,
9(y)

entonces tenemos el siguiente algoritmo para generar una variable con densidad f.

Algoritmo.
e Paso 1. Generamos Y con densidad g.
e Paso 2. Generamos un ntmero aleatorio U.

e Paso 3. SiU < j; ((};)) ponemos X =Y y paramos. Si no, volvemos al paso 1.

Al igual que en caso discreto tenemos el siguiente resultado que justifica el método y que presentamos
sin demostracién.

Teorema
(i) La variable generada con el método del rechazo tiene densidad f.
(ii) El ndmero de iteraciones necesarias en el algoritmo es una variable geométrica con media c.

Ejemplo 1.24
Vamos a usar el método de rechazo para generar una variable aleatoria con densidad

f(z) =20x(1 —z)%, 0<ax<l.

Como esta variable aleatoria estd concentrada en el intervalo (0, 1), usaremos el método de rechazo con
la distribucién uniforme
glx)=1, O<z<l.

Para determinar la menor constante ¢ que satisface f(x)/g(x) < ¢ para todo z € (0,1) calculamos el
méximo de
fo) 20z (1 — z)>.
9(x)
Derivando esta expresion e igualando a cero obtenemos la ecuacion
20[(1 — z)* = 3z(1 —2)*] =0

con soluciones 1 y 1/4. Esta tdltima solucién corresponde al maximo y por lo tanto

f(1/4) 201(3)3: 135

g(1/a) ~ Ta\y) Tea =€
En consecuencia fa) 056
T
="z (1-2)
cg(x) 27 #(l-=)

y el algoritmo es
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Algoritmo.
e Paso 1. Generamos dos numeros aleatorios Uy y Us.
e Paso 2. Si Uy < 256U (1 — Uy)3/27 ponemos X = U y paramos. Si no, volvemos al paso 1.

256

En promedio, el paso 1 se realiza ¢ = 5>

= 2.11 veces por cada nuimero generado.

1.12.3. Métodos Particulares
Distribucién Binomial

Una manera sencilla de simular una variable con distribucién binomial de parametros n y p es generar
n variables de Bernoulli con probabilidad de éxito p y sumarlas. Esto resulta un poco pesado si n es
grande, pero en este caso podemos usar el Teorema Central del Limite, (teorema 1.7).

Otra posibilidad es usar el método de la transformada inversa junto con la siguiente relacién iterativa
para la distribucién binomial:

P(Sn =1+ 1) o n'z'(n — ’L)' pi+1(l —p)”fiil _ n—1 p
P(S,=1i)  (i+D)(n—i-Dn! pi(l-prt  i+11-p
es decir,
. n—1i p )
P(S,=i+1)= L _ps, =1).
(Sn=i41) =777, PS5 =)

En consecuencia, generamos una variable uniforme U y comparamos con P(X = 0) = (1 —p)". Si U
es menor que este valor ponemos X = 0, en caso contrario multiplicamos P(X = 0) por pn/(1 — p)
para obtener P(X = 1) y comparamos. Si U es menor que este valor ponemos X = 1, en caso contrario
repetimos el procedimiento hasta conseguir el valor de X. El algoritmo se puede describir como sigue:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.

Paso 2: Ponemos a =p/(1 —p);b=(1—p)"; c=b;i=0.
Paso 3: Si U < ¢ ponemos X = ¢ y paramos.

Paso4: b=ab(n—19)/(i+1);c=c+bji=i+1.

Paso 5: Vamos al paso 3.

Distribucién de Poisson

Al igual que para la distribucién binomial, tenemos una relacién recursiva para la funcién de probabi-
lidad que permite aplicar el método de la transformada inversa para generar la distribucién de Poisson:

P(X:z‘+1):—ii1P(X=i)7

que es sencilla de demostrar. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.
Paso 2: Ponemos a =e™?; b=a;i=0.

Paso 3: Si U < b ponemos X =i y paramos.
Paso4: a=Xa/(i+1);b=b+a;i=1i+ 1
Paso 5: Vamos al paso 3.
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Distribuciéon Geométrica

Una manera de generar variables con distribucién geométrica es generar una sucesiéon de variables
de Bernoulli hasta obtener el primer éxito, es decir, generamos una sucesién de ntimeros aleatorios en
[0, 1] hasta obtener el primero que sea menor que p. Sin embargo, si p es pequenio esto puede ser lento
(toma en promedio 1/p pasos). Para evitar esto podemos seguir el método alternativo que describimos a
continuacion. Sea X una v.a. con distribucién geométrica de pardametro p, 0 < p < 1 y sea U un numero
aleatorio en [0, 1]. Definimos Y como el menor entero que satisface la desigualdad 1 — ¢¥ > U. Entonces

PY=j)=PQl-¢>U>1-¢")
=¢d ' —¢d=¢d"1-q) =¢""p,

de modo que Y también tiene una distribucién geométrica de parametro p. Por lo tanto, para generar Y
basta resolver la ecuacién que la define, es decir,

Y= Fogl(tjg; U)w

pero como 1 — u y u tienen la misma distribucién, podemos usar
lo
v — { g(U)w .
log q

Observamos que una variable con distribucién binomial negativa de parametros k y p es la suma de
k variables geométricas con pardametro p: una por cada éxito en la sucesién de ensayos. Esta observacién
es 1til para generar variables con esta distribucién: si u;, j = 1,..., k son nimeros aleatorios en [0, 1], la
siguiente expresién produce el valor de una variable con distribuciéon binomial negativa:

Ll

= log q

Distribucién Binomial Negativa

Distribucién Normal

La funcién de distribuciéon normal ® no se puede escribir en términos de funciones simples, y lo mismo
ocurre con su inversa, lo que dificulta la aplicacién del método de la transformada inversa. Sin embargo
existen otros métodos y uno de los mas populares es el de Box-Muller, también conocido como el método
polar.

Aun cuando la justificacion del método no es complicada, requiere algunos conceptos que no hemos
introducido, asi que vamos a describir el método sin demostrar que efectivamente lo que obtenemos es el
valor de una variable normal. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos variables uniformes Uy y Us.

Paso 2: Ponemos V; =2U; — 1; Vo =2Us — 1; S = V2 + V2.
Paso 3: Si S > 1 regresamos al paso 1.

Paso 4: X y Y son variables normales tipicas independientes:

[ —2logs8 [ —2log8
X =4/ 5 1, Y =4/ 5 Va.
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1.12.4. Generacion de Variables Aleatorias en R

El lenguaje R tiene incorporadas una serie de rutinas para generar variables aleatorias. La sintaxis
precisa de la instruccién correspondiente depende de la distribucion, pero todas tienen el formato comun
rdist, donde dist designa la distribucion; por ejemplo, para generar valores a partir de la distribucién
normal usamos rnorm. Segun la distribucién, puede ser necesario especificar uno o varios pardmetros. La
tabla que presentamos a continuacion presenta las distribuciones més comunes, los parametros requeridos
y sus valores por defecto. n representa siempre el tamano de la muestra.

Distribucion Funcién en R

Binomial rbinom(n, size, prob)

Poisson rpois(n, lambda)

Geométrica rgeom(n, prob)

Hipergeométrica rhyper(nn, m, n, k)

Binomial Negativa rnbinom(n, size, prob)
Multinomial rmultinom(n, size, prob)
Uniforme runif (n, min=0, max=1)
Exponencial rexp(n, rate=1)

Gaussiana rnorm(n, mean=0, sd=1)

Gamma, rgamma(n, shape, scale=1)
Weibull rweibull(n, shape, scale=1)
Cauchy rcauchy(n, location=0, scale=1)
Beta rbeta(n, shapel, shape2)

t rt(n, df)

Fisher rf(n, df1, d4df2)

X2 rchisq(n, df)

Logistica rlogis(n, location=0, scale=1)
Lognormal rlnorm(n, meanlog=0, sdlog=1)

Ademsds, R tiene la funcién sample que permite obtener muestras con o sin reposicién de conjuntos
finitos de valores. La sintaxis es

sample(x, size, replace = FALSE, prob = NULL)
donde
= x es el conjunto a partir del cual queremos obtener la muestra, escrito como un vector,
= size es el tamano de la muestra,
» replace permite indicar si se permiten repeticiones (replace = TRUE) o no y finalmente

= prob es un vector de probabilidades si se desea hacer un muestreo pesado y no uniforme.

1.13. Convergencia de Variables Aleatorias

Hay varios modos de convergencia en la Teoria de Probabilidades. Vamos a considerar algunos de ellos
a continuacion. Sea X,,,n > 1 una sucesién de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad
comun (2, F, P) y sea X otra variable definida sobre este mismo espacio.

Definicién 1.4 La sucesion X, converge puntualmente a X si para todo w € €2 se cumple que

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Notacién: X,, — X.
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Definicién 1.5 La sucesion X,, converge casi seqguramente o con probabilidad 1 a X si existe un conjunto
nulo N € F tal que para todo w ¢ N se cumple que

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Notacién: X, — X c.s. o ¢.p.1, o también X,, =5 X

Definicién 1.6 La sucesion X, converge en probabilidad a X si dado cualquier £ > 0 se tiene que

lim P(|X, — X| >e) =0.
n—roo

Notacién: X, P x.

Definicién 1.7 La sucesién X, converge en LP, 1 <p < oo, a X si E[|X,P] <ooy
lfm B[ X, — X|?] = 0.

n—oo
Notacién: X,, =5 X o también X,, — X en LP.

Definicién 1.8 La sucesion X, converge en distribucion a X

lim Fx, (x) = Fx(z), para todo z € C(Fx),

n—oo

donde C(Fx) es el conjunto de puntos de continuidad de F'x.
Notacion: X, 3) X. También usaremos la notacién X, £> Fx

Observacion 1.4

1. Cuando consideramos la convergencia c.s. consideramos para cada w € €2, si la sucesion de niimeros
reales X, (w) converge al nimero real X (w). Si esto ocurre fuera de un conjunto de w de medida 0,
decimos que hay convergencia c.s.

2. La convergencia en L? se conoce usualmente como convergencia en media cuadritica.

3. En la definicién de convergencia en distribucién las variables s6lo aparecen a través de sus funciones
de distribucién. Por lo tanto las variables no tienen que estar definidas en un mismo espacio de
probabilidad.

4. Es posible demostrar que una funcién de distribucién tiene a lo sumo una cantidad numerable de
discontinuidades. Como consecuencia C(Flx ) es la recta real, excepto, posiblemente, por un conjunto
numerable de puntos.

5. Es posible demostrar que en cualquiera de estos modos de convergencia el limite es (esencialmente)
dnico.

Ejemplo 1.25
Sea X,, ~ I'(n,n). Veamos que X, P41 cuando n — oo.

Observamos que E[X,] = 1 mientras que Var[X] = 1/n. Usando la desigualdad de Chebyshev obte-
nemos que para todo € > 0,

1
P(|X, — X[ >¢) <— — 0 cuandon — oc0.
ne
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Ejemplo 1.26

Sean X1, Xa,... v.a.l. con densidad comtn
o™t paraz>1,a>0,
fla) =
0, en otro caso.
y sea Y, = n—1/e maxi<p<n Xk, 7 > 1. Demuestre que Y, converge en distribucién y determine la

distribucién limite.
Para resolver este problema vamos a calcular la f.d. comun:

x
F(z) = / ar* tdy =1—2
1
siempre que = > 1 y vale 0 si no. Por lo tanto, para cualquier = > 0,

Fy, (z) = P(lgllégn Xi < an'/*) = (F(zn'/*))"

1

= (1 — @)n — e " cuando n — .

Ejemplo 1.27 (La Ley de los Grandes Numeros)
Esta es una versién débil de la LGN. Sean X1, Xo,... v.a.ii.d. con media p y varianza finita o2 y
pongamos S, = X7 +---+ X,,, n > 1. La Ley (Débil) de los Grandes Numeros dice que para todo & > 0,

Sn
P(|— — p| >€) - 0 cuando n — oo,
n

es decir

Sn P
— — i cuando n — oco.
n

La prueba de esta proposicién sigue de la desigualdad de Chebyshev:

Sy o2
P(l— —p|>¢) < — — 0 cuando n — oc.
n ne

Ejemplo 1.28 (Aproximacién de Poisson)
Sea X,, ~ Bin(n, %), entonces

X, = Pois(N)

Vemos esto
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Si ahora hacemos n — oo la primera fraccién tiende a 1 porque k y A estén fijos, mientras que

) N
lim (1—5) =e

n—oo

Por lo tanto

lim P(X, =k)=e

n— oo k!

1.13.1. Relacién entre los Distintos Tipos de Convergencia

En esta seccién nos planteamos investigar la relacién entre los distintos tipos de convergencia que
hemos definido, y en particular exploramos la posibilidad de poder ordenar estos conceptos.

I. Convergencia c.s. implica Convergencia en Probabilidad.

Es posible demostrar que X,, < X cuando n — oo si y sélo sf para todo e > 0y 6, 0 < § < 1, existe
ng tal que, para todo n > ng

P(({|Xm —X|<e})>1-36 (1.41)

m>n

o equivalentemente

P(|J{1Xm - X|>e}) <.

m>n

Como, para m > n,

{1 Xm - X|>e}c | {1Xm — X| > e},

m>n

la sucesién también converge en probabilidad. El siguiente ejemplo muestra que el reciproco es falso.

Ejemplo 1.29
Sean X7, Xo,... v.a.i. tales que

Claramente,

P(‘Xn*1‘>€):P(Xn:n):

para todo € > 0, es decir,

P
X, — 1 cuando n — oco.
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Veamos ahora que X, no converge c.s. a 1 cuando n — oo. Para todo € > 0, § € (0,1) y N > n tenemos

PO {1Xm = X <2h) = Plim (] {IXm — X| <<})
m>n m=n+1

N
=limP( [ {|Xn - X|<e})
m=n+1
N

= lim II PUxm—-1<e)

m=n-+1

N N 1
= lim P(X,,=1)=1lim (1 — —)
N ml_n[+1 N ml_n[+1 m

oom—1
:1, 7:1,
w1 = e

m=n+1

:07

=|=

para cualquier n. Esto muestra que no existe ng para el cual (1.41) valga, y por lo tanto X,, no converge
c.s. a 1 cuando n — oo.
A

I1. Convergencia en L?P implica Convergencia en Probabilidad

Usando la desigualdad de Markov, para € > 0 fijo
1
P(|X,—X|>¢) < g—pEHXn—X\p] -0

cuando n — oo, lo que muestra la conclusién.
En este caso el reciproco tampoco es cierto. Para empezar, E[|X,, — X|] no tiene por qué existir, pero
aun si existe puede ocurrir que haya convergencia en probabilidad sin que haya convergencia en LP.

Ejemplo 1.30
Sea a > 0y sea X1, Xs,... v.a. tales que

Como

1
P(|X, -1 >¢)=P(X,=n)=— — 0, cuando n — oo,
na

para todo € > 0, tenemos que
P
X, — 1 cuando n — oo.

Por otro lado

BIX, 1] =0 (1 L) b fn -1 = D
n n n
de donde obtenemos que
0, para p < «,
E[| X, - 1] = <1, para p = a, (1.42)

+o00, parap > «,

P . .
Esto muestra que X,, — 1 cuando n — oo si p < a pero X, no converge en LP si p > «. Por lo tanto,
convergencia en LP es mas fuerte que convergencia en probabilidad. A
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Observacién 1.5 Si a =1 y las variables son independientes, cuando n — co

X, 51,

X, <,

E[X,] — 2,

XnL—p>1 para 0 <p <1,

Xngi para p > 1.

A
Observacion 1.6 Si o = 2 y las variables son independientes, cuando n — oo
X, 51,
X, £5 1,
E[X,]—1, y VarX,]—1
XnL—p>1 para 0 < p < 2,
Xn L para p > 2.
A

ITI. Convergencia en LP y Convergencia c.s. son Independientes

Ninguna de las dos implica la otra, y esto lo podemos ver de las observaciones anteriores. En el primer
caso, para 0 < p < 1 hay convergencia en LP mientras que no hay convergencia c.s. En el segundo hay
convergencia c.s. pero no hay convergencia en LP para p > 2.

IV. Convergencia en Probabilidad implica Convergencia en Distribucion

Sea € > 0, entonces

Fx, (x)=P(X, <z
= P({Xn <z} n{|Xy, — X[ < e}) + P{Xy <z} 0 {|Xn — X| >¢€})
<PU{X <z+eln{X,-X|<e})+P(X,— X|>¢)
<P(X<z+e)+P(X, - X|>e¢)

es decir,
Fx, (x) < Fx(z+e)+ P(|X, — X| > ¢). (1.43)

De manera similar se demuestra que
Fx(x—¢) < Fx,(z)+ P(|X,, — X| > ¢). (1.44)
Como X,, 5 X cuando n — oo obtenemos, haciendo n — oo en (1.43) v (1.44),

Fx(z —¢) <liminf Fx (x) <limsup Fx, (z) < Fx(xz +¢)

n—00 n— oo
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Esta relacién es valida para todo z y todo € > 0. Para demostrar la convergencia en distribucién supo-
nemos que z € C(Fx) y hacemos € — 0. Obtenemos

Fx(z) <liminf Fx, () <limsup Fx, (z) < Fx(x),

n— oo n—oo

por lo tanto
lim Fx, (z) = Fx(x),

n—oo

y como esto vale para cualquier x € C(Fx) obtenemos la convergencia en distribucién. A

Observacion 1.7 Observamos que si Fx tiene un salto en z, s6lo podemos concluir que

Fx(z—) <liminf Fx, (x) <limsup Fx, () < Fx(x),

n—0oo n—00

y Fx(x) — Fx(z—) es el tamafio del salto. Esto explica por qué sélo se toman en cuenta los puntos de
continuidad en la definicién de convergencia en distribucion.

Como mencionamos anteriormente, la convergencia en distribuciéon no requiere que las variables estén
definidas en un mismo espacio de probabilidad, y por lo tanto es méas débil que los otros modos de
convergencia. El siguiente ejemplo muestra que aun cuando las distribuciones conjuntas existan, existen
variables que convergen sélo en distribucién.

Ejemplo 1.31
Sea X una variable con distribucién simétrica, continua y no-degenerada y definimos X7, X5,... por

Xon =Xy Xop1=—X,n=12,... . Como X, 2x para todo n, tenemos, en particular, X, L x
cuando n — oo. Por otro lado, como X tiene distribucién no-degenerada existe a > 0 tal que P(|X| >
a) > 0 (jpor qué?). En consecuencia, para todo € > 0, 0 < € < 2a,

P(|X X|> o) 0, para n par,
n €)= .
P(|X| > 5) >0, paran impar.

Esto muestra que X,, no puede converger en probabilidad a X cuando n — 0o, y en consecuencia tampoco
cs.oen LP. A

Podemos resumir todo lo anterior en el siguiente teorema.
Teorema 1.8 Sean X y X, Xo,... variables aleatorias, entonces, cuando n — oo,
c.s. P D
X,—4X = X, —mX =X, — X

f
X, 2 x

Ninguna de las implicaciones se puede invertir.
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Capitulo 2

Cadenas de Markov

2.1. Introduccion
Sea T C Ry (Q, F,P) un espacio de probabilidad. Un proceso aleatorio es una funcién
X:TxQ—=R

tal que para cada t € T, X(¢,-) es una variable aleatoria.

Si fijamos w €  obtenemos una funcién X (-,w) : T — R que se conoce como una trayectoria del
proceso.

En general interpretamos el parametro ¢ como el tiempo aunque también se pueden considerar procesos
con indices en espacios mas generales. En lo que estudiaremos en este curso 7' serd un subconjunto de R.
Los casos més comunes seran

» T discreto (Procesos a tiempo discreto): T =N, T ={0,1,2,...}, T = Z.
» T continuo (Procesos a tiempo continuo): T' = [0,1], T'=[0,00), T = R.

En cuanto a los valores del proceso llamaremos £ al espacio de estados y consideraremos también dos
casos:

» Valores discretos, por ejemplo € = {0,1,2,...},E=No =7

= Valores continuos, por ejemplo £ = [0,00), £ = R, etc.

2.2. Definiciones

Hablando informalmente, un proceso de Markov es un proceso aleatorio con la propiedad de que dado
el valor actual del proceso Xy, los valores futuros X, para s > ¢ son independientes de los valores pasados
X, para u < t. Es decir, que si tenemos la informacién presente del proceso, saber cémo llegd al estado
actual no afecta las probabilidades de pasar a otro estado en el futuro. En el caso discreto la definicion
precisa es la siguiente.

Definicién 2.1 Una Cadena de Markov a tiempo discreto es una sucesién de variables aleatorias X,
n > 1 que toman valores en un conjunto finito o numerable &, conocido como espacio de estados, y que
satisface la siguiente propiedad

P(XnJrl = ]|XO =g, .. ~aXn71 = inflaXn = Zn) = P(XnJrl = .7|Xn = Zn) (21)
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para todo n y cualesquiera estados ig, 41,...,%,,j en €. La propiedad (2.1) se conoce como la propiedad
de Markov.

En general, es cémodo designar los estados de la cadena usando los enteros no-negativos {0, 1,2,...}
y diremos que X,, estd en el estado i si X, = 1.
La probabilidad de que X,,+1 esté en el estado j dado que X, estd en el estado i es la probabilidad de

transicion en un paso de i a j y la denotaremos P[JL»”H:

En general, las probabilidades de transiciéon dependen no sélo de los estados sino también del instante
en el cual se efectiia la transicién. Cuando estas probabilidades son independientes del tiempo (o sea, de
n) decimos que la cadena tiene probabilidades de transicién estacionarias u homogéneas en el tiempo.
En este caso PZ}”H = P;; no depende de n y F;; es la probabilidad de que la cadena pase del estado
1 al estado j en un paso. A continuacién sélo consideraremos cadenas con probabilidades de transicién
estacionarias.

Podemos colocar las probabilidades de transicién en una matriz

Poo Poi Poz Pos

Pig Piu P2 Pi3

Py Py Poy Pos
P=1 : : :
Py Py Pao Pg

que serd finita o infinita segun el tamano de £. P se conoce como la matriz de transicion o la matriz
de probabilidades de transicion de la cadena. La i-ésima fila de P para ¢ = 0,1,... es la distribucién
condicional de X, dado que X,, = ¢. Si el niimero de estados es finito, digamos k entonces P es una
matriz cuadrada cuya dimension es k x k. Es inmediato que

P,;=P(X,41 =jX,=14) >0, paraij=0,1,2,... (2.3)
> Pj=) P(Xps1=jlX,=i)=1, parai=0,12,... (2.4)
§=0 j=0

de modo que cada fila de la matriz representa una distribucién de probabilidad. Una matriz con esta
propiedad se llama una matriz estocdstica o de Markov.

Ejemplo 2.1 (Linea telefénica)
Consideremos una linea telefénica que puede tener dos estados, libre (0) u ocupada (1), y para simplificar
vamos a considerar su comportamiento en los intervalos de tiempo de la forma [n,n + 1). Para cualquiera
de estos periodos la probabilidad de que llegue una llamada es o € [0,1]. Si una nueva llamada llega
cuando la linea estd ocupada, ésta no se registra, mientras que si la linea esta libre, se toma la llamada y
la linea pasa a estar ocupada. La probabilidad de que la linea se desocupe es 8 € [0, 1]. En cada intervalo
de tiempo puede llegar una llamada o se puede desocupar la linea, pero no ambas cosas.

Esta situacién se puede modelar por una cadena de Markov con espacio de estados £ = {0,1}. Las
probabilidades de transicién estan dadas por

P(Xpi1 = 01X, =0) =1 — o = Pop
P(Xn41 =1|Xn =0) =a = Py
PX,11=1X,=1)=1-=Ppy
PX,41=0|X,=1)=p8= Py
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Por lo tanto la matriz de transicién es

l-«a «
o ( P 5) |

Un caso un poco més complicado es el siguiente. Supongamos ahora que si la linea esta ocupada y
llega una llamada, ésta se guarda y permanece en espera hasta que la linea se desocupa. Pero si hay una
llamada en espera no se registran las siguientes llamadas. En cada periodo entra a lo sumo una llamada
a la cola. Cuando en un periodo se desocupa la linea, se identifica el fin del periodo con el momento
de colgar, de modo tal que después de haber colgado ya no se registran méas llamadas en ese periodo.
Como en el ejemplo anterior « € [0, 1] denota la probabilidad de que llegue una llamada y § € [0,1] la
probabilidad de que la linea se desocupe. Suponemos ademas que en un mismo periodo no puede ocurrir
que el teléfono esté ocupado con llamada en espera, cuelgue, entre la llamada que estaba en espera y
entre otra llamada en espera.

Para este caso consideramos un espacio de estados con tres elementos: 0 denota que la linea est4 libre,
1 cuando la linea esta ocupada y no hay llamada en espera y 2 cuando la linea estd ocupada y hay una
llamada en espera. Para simplificar las expresiones vamos a usar la notacién o/ =1 —a, ' =1— . Las
probabilidad de transicién para n € N son

P(Xpi1=0X,=0)=¢/, PXp1=1X,=0 =0, P(Xpp1=2X,=0)=0,
P(Xpy1=0[X, =1)=8, PXpp=1X,=1)=0d'8, P(Xps =2/X,=1)=af,
P(Xpi1 =0[X,=2)=0, PXpy1=1X,=2)=8,  P(Xps1=2X,=2)=4"

Ejemplo 2.2 (Paseo al Azar o Caminata Aleatoria)

Sean {Y;, ¢ € N} una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, definidas
sobre un espacio de probabilidad (2, F; P) y que toman valores en los enteros £ = Z; denotaremos por
py la distribucién de Y, es decir py (z) = P(Y; = ),z € Z. Consideremos la sucesién

X, :iYi, n €N,
i=0

y veamos que esta sucesién es una cadena de Markov con espacio de estados Z y determinemos sus
probabilidades de transicién.

Es evidente que el espacio de estados del proceso X es Z ya que la suma de dos enteros es un entero.
Para demostrar la propiedad de Markov bastard con probar que para todo n € N y para cualesquiera
20, .., Tn, Tnt1 € Z se tiene que

P(Xp41 =xpi1|Xn =, ..., Xo =20) = P(Xnt1 = Tnp1]| Xn = ). (2.5)
Para ver esto comenzamos por calcular
P(Xy ==xg,..., X1 =21, X0 = 29), To,X1,..,Tx €EZy k €N.
Teniendo en cuenta que X,, = Z?:o Y:, n € N se obtiene que
P(Xp=ap,...,X1 =21, X0=120) = PYo =20, Y1 =21 —20,..., Y = T — Tp—1)
= py (zo)py (21 — o) -+ - Py (Tk — T—1).

Usando este calculo es inmediato que

P(XnJrl = (En+1‘Xn =Tny--y XO = :EO) = pY(anrl - xn)
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Un célculo similar muestra que

P(Yn+1 = Tp41 — xn7Xn = xn)
P(X, =zp)

P(Xnt1 = 21| X = 2,) = = py (Tnt1 — Tn) (2.6)

y por lo tanto (2.5) se satisface. Las probabilidades de transicién estdn dadas por la ecuacién (2.6). A

Una cadena de Markov estd completamente determinada si se especifican su matriz de transicién y la
distribucién de probabilidad del estado inicial Xy. Veamos esto: Sea P(Xy = x;) = w(z;) para i > 1. Es
suficiente mostrar como se calculan las probabilidades

P(X():.’L'()7X1:.’L'17...7Xn:xn) (27)

ya que cualquier probabilidad que involucre a Xj,,..., X}, , j1 < j2 < --- < ji se puede obtener usando
la Ley de la Probabilidad Total y sumando términos como (2.7). Tenemos

P(XO =Zg,..- ,Xn = In) :P(Xn = LEn|X0 =ZQg,y. .. 7Xn—1 = In—l)
X P(XO = X0, - - ~;Xn—1 - mn—1)7

pero

P(Xn = xn|X0 = Z0y--- vanl = xnfl) = P(Xn = mn|Xn71 = xnfl)
=P

Tn—1Tn
y sustituyendo en la ecuaciéon anterior

P(XO = ZQy--- 7Xn = SL‘n) = Pz,L,lw,LP(XO = ZQy---, anl = l’n,l)
= Pxn_lznpzn_zrn_1P(XO =T0,...,Xpn_2= $n72)

= P:c Pacn_gmn_l te ngxlﬂ(ZO)- (28)

n—1%n

Un célculo similar muestra que (2.1) es equivalente a

P(XnJrl =Yi,--- 7Xn+m = ym|X0 =0, -- 7Xn71 = xnfl»Xn = mn)
=PXnt1 =1, Xnam = Ym|Xn = zn).

2.2.1. Consecuencias de la Propiedad de Markov

En esta seccién veremos algunas consecuencias de la propiedad de Markov (2.1).

Proposicién 2.1 La propiedad de Markov es equivalente a la siguiente condicion: Para todo n € N y
x € &, condicionalmente a X,, = x, la distribucion de Xni11 es (Pyy,y € &) y es independiente de
Xoyoo oy, X1

Demostracién. Comenzamos por suponer cierta la propiedad de Markov. Para probar la propiedad del
enunciado basta demostrar que para todon € Ny zg,x1,...,2Tpn,Zn+1 en € se tiene que

P (XO =Tgy---, Xp-1= xn—th-i-l = xn+1|Xn = xn)

2.9
:P(XOZJ}O’...,Xn,:[ :xn71|Xn:$n)Pz,,“ ( )

Tn+1°
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En efecto, el lado izquierdo de la ecuacién (2.9) se puede escribir como

P(Xo=20,...,Xn 1= 2n 1, Xn41 = Tny1, Xpn = p,)
P (X, =x,)
=P (Xn+1 = xn+1|X0 = Z0y--- vanl = xnflan = xn)
% P(XO =T05- s X1 = Tp—1, X = xn)
P (X, =x,)
= Pﬂ?n,In+1P (XO =2y ,Xn,1 = l’nfl‘Xn = {En) s

LI =

la ultima igualdad es consecuencia de la propiedad de Markov y de la homogeneidad de la cadena.
Ahora demostremos que la afirmacién en la proposicién implica la propiedad de Markov. Para ello basta
demostrar que la probabilidad

P (XnJrl = $n+1|XO = Zo,- .- aanl = xnflaXn = xn) ’
no depende de xg,...,r,_1. En efecto, el resultado se deduce de la siguiente serie de igualdades:

P(Xpt1=2p41|Xn =20, Xno1 = 2p—1,..., Xo = x0)
- P(Xn+1 = {L‘n+1,Xn = .Z‘n,Xn,1 = Tn—-1,-- .,X() = .%‘0)
B P(Xo=120,...,Xn-1=2Tn_1,Xn = Tn)
_ P(Xppi =20, X1 =201, ., Xo = 20| X = 20)
P(Xo=2x0,..., Xn-1=2Tpn-1|Xn =)
P(Xo=x0,..., Xn-1 =2n_1|Xpn =p) X Py
- P(Xo =0, X1 =Tn_1|Xpn = )

Ty 41

=P

TnsTn+1 "

El siguiente resultado refuerza la idea de que si conocemos el presente, el pasado no tiene ninguna
influencia en el comportamiento futuro de una cadena de Markov.

Proposicién 2.2 Sean X una cadena de Markov (m, P), con espacio de estados €, x,y,z € £ y0 <m <
n—1,n,m € N. Se tiene que

P(Xpt1 =9y Xn =2, X =2) = P(Xpp1 =y| X, =2) = Ppy,.

Demostracion. Para simplificar la notaciéon haremos la prueba solamente en el caso en que m = 0, la
prueba del caso general es muy similar. Usaremos el hecho que el conjunto €2 se puede escribir como la
union disjunta de los siguientes conjuntos:

Q= U {Xi=21,...,. Xpn1 =2n_1},

1,0y Tn—1€E
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y en particular Q = {X; € £}, para calcular la probabilidad P(X,+1 = y|X, = z, Xo = 2). Se tienen las
siguientes igualdades:

PXp1=y,Xpn=2,X,1€€&,....X, €& Xo=2)
P(X,=2,Xy=2)

B PXpi1=y,Xn=20,Xpn1=2p-1,...,%X1 =21,X0 = 2)

o Z P(X, =2,Xo=2)

P(Xn+1 = y|Xn =z, Xg= Z) =

T1,..,Tp—1€EE

= Z PXpnm=ylXn=2,X1=2y1,...,X1 =21, X0 = 2)
T1,0,Xn—1€E
PXy=2,X, 1=2,1,...,X1 = 21,X0 = 2)
P(X, =z,X9=2)

X
= Z P(Xn+1 = y|Xn =)

" P(X,=2,Xp_1=2p-1,...,X1 =21,X0=2)
P(X,=z,Xo=2)
PX,=z,Xpn1=2pn-1,---, X1 =21,X0 = 2)
Y Z P(X,=2,Xo=2)

P(Xn:l’,Xn,1 eé, ..., Xy ES,XQZZ)

= P:E
v P(X,=z,Xo=2)
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=P

T,y

para justificar estas igualdades utilizamos el hecho de que la probabilidad de la unién numerable de
conjuntos disjuntos es igual a la suma de las probabilidades de dichos conjuntos y la propiedad de
Markov. |

De manera anéloga se puede demostrar que al condicionar con respecto a cualquier evento del pasado
la propiedad de Markov sigue siendo véalida en el sentido siguiente.

Proposicién 2.3 Sean y,x € E,n € N y Ag, A1,..., A1 CE. Se tiene que
P(Xn+1 = y|Xn = .’E,Xn,1 € Anfl, e ,Xo € Ao) = P(Xn+1 = y|Xn = ZL’) (210)

Otra forma de probar este resultado es utilizando la forma equivalente de la propiedad de Markov que

fue enunciada en la Proposicién 2.1. En efecto, basta con darse cuenta que el lado izquierdo de (2.10)

puede escribirse como sigue

P(Xn+1 = y7Xn,1 S A, .. .,XO S A()|Xn = ZL’)
P(Xn_1 S A,...,Xo S A0|Xn = Z‘)

= P(Xp+1 =y|Xn = 2),

P(Xn+1 :y|Xn:£L',Xn,1 €A7...,X0 GA()) =

donde la ultima igualdad es consecuencia de la ecuacién (2.9).

Finalmente, la idea de que una cadena es homogénea en el tiempo serd reforzada por el siguiente
resultado, que dice que la ley de la cadena observada a partir del instante m es la misma que la de aquella
observada al tiempo n = 0.

Proposiciéon 2.4 Sean m,k € N y xg,x1,...,Zpm, ..., Tmar € &, se tiene que

P(Xerl =Tm+41y--- »Xerk = xm+k‘Xm =Tmy-- 7X0 = (E(])
= P(X1 = :Em+1, v ,Xk = xm+k|X0 = xm)

Demostracion. Usando la ecuacién (2.8) se tiene que

P(Xm+1 = Tm+1y-- > Xerk = (Em+k|Xm = Tmy--- 7)(0 = LE())
o P(Xm+1 = Tm+15--- aXm-i-k = xm_H.“Xm = Tmy--- ,Xo = 1‘0)
o P(Xm:l’m,...,XO:I'o)
_ 77(5170)13.'60,361 ce Pacm,hxm P:cm,xm+1 to P$7,L+k,1,x,n+k
7(20) Pug,o1 P10
= meﬂferl T me+k,—113’:7n+k
= P(Xl = Tm+1y--- ,Xk = xm+k|X0 = l‘m)

2.2.2. Ejemplos

Ejemplo 2.3

Sea &;,7 > 1 v.a.ii.d. con valores sobre los enteros positivos: P(§; = j) = p; para j > 0. Construiremos
varios ejemplos con base en esta sucesién.

a) El primer ejemplo es la sucesién (§;) con & fijo. La matriz de transicién es

Po P11 P2 D3
Po P1 P2 P3

P=1py p1 p2 p3
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El hecho de que todas las filas sea idénticas refleja la independencia de las variables.
b) Sea S, =& + -+ &, n=1,2,... y Sog = 0 por definicién. Este proceso es una cadena de Markov:

P(Snsr = K|Sy = i1se s S = in) = P(Sn + Ensr = ISy = i1y, S = i)
Pip 4+ &np1 = k|S1 =d1,...,8, =in)
P(in, 4 &1 = K|Sy = in)
P(

Sn+1 = k?‘Sn = Zn)

Por otro lado tenemos

P(SnJrl :j|Sn = Z)

P(Sn +§n+1 :j‘Sn = Z)
= P(§n+1 =7 7Z|Sn = Z)

_ Dj—i, paraj Z iv
N 0, para j <1,

y la matriz de transicion es
Po P1 P2 P3

0 po p1 po
P=10o 0 po m

¢) Si las variables &; pueden tomar valores positivos y negativos entonces las sumas \S,, toman valores en
Z y la matriz de transicién es

b— Po DP1 P2 P3
-3 P

(d) Méximos Sucesivos.

Sea M,, = max{&,...,&,}, paran =1,2,... con My = 0. El proceso M,, es una cadena de Markov
y la relacion

Mn+l = mé‘X{an £n+1}

nos permite obtener la matriz de transicién

Qo p1 p2 D3

0 Q1 p2 p3
p=|0 0 Q2 p3
0

0 0 @3
donde Qi =po + p1 + -+ - + px para k > 0.

Ejemplo 2.4 (El Paseo al Azar Simple)
Consideremos una sucesién de juegos de azar en los que en cada juego ganamos $1 con probabilidad
p = 0.4 y perdemos $1 con probabilidad 1 —p = 0.6. Supongamos que decidimos dejar de jugar si nuestro
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capital llega a N o si nos arruinamos. El capital inicial es Xy y X, es nuestro capital al cabo de n juegos.
Sea &; el resultado del i-ésimo juego:

€ = +1, con probabilidad p,
‘" ]1-1, con probabilidad g,

entonces
X7L:XO+€1+"'+£TL
y estamos en la situacién del ejemplo anterior,
PXpt1=71Xn=4,Xn-1=tn-1,...,X1 =11)
=PX,+&+1=71Xn=0,Xn1=tpn-1,...,X1 =11)
= P(Xn + &1 = j|Xn = Z) - P(fn—i—l =7]- i|Xn = 'L)
04, sij=i+1,

=Plpt1=7—1) =106, sij=i—1,

0, en otro caso.
La matriz de transicion en este caso es
1 0 0 0 0 0 0
06 0 04 O 0 0 O
0 06 0 04 0 0 O
P = .
0 0 0 0 06 0 04
0 0 0 0 0 0 1

Con mayor generalidad podemos pensar que una particula describe el paseo al azar cuyos estados son
un conjunto de enteros finito o infinito, por ejemplo a,a 4+ 1,...,b — 1,b. Si la particula se encuentra en
el estado 4, en una transiciéon puede quedarse en i o pasar a los estados i + 1 0 i — 1. Supongamos que las
probabilidades de transicién son estacionarias y llamémoslas r, p y ¢, respectivamente, con r +p+q = 1.
Hay dos casos especiales en los extremos de la cadena. Si ponemos a =0y b = N entonces

P(X, =0|X,_1 =0) = ro, P(X, = N|X,_1 =N)=ry,
P(X, =1|X,-1 =0) = po, P(X,=N-1X,_1 =N) =qn,
P(Xn:_l‘anlzo):Oa P(Xn:N—"_l'X’ﬂ*l:N):O?

y la matriz de transicion es

To Po 0 0 0 0 0
q r p O 0 O 0
0 g r p 0 O 0
p=10 0 g r 0 O 0
o 0 00 --- q r p
0 0 o0 --- 0 qN TN

El paseo al azar simétrico corresponde al caso r = 0, p = ¢ = 1/2 y representa una aproximacién
discreta de un Movimiento Browniano. Si pg = 0, ro = 1 decimos que el estado 0 es absorbente o que
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0 es una barrera absorbente. Si en cambio py = 1, rg = 0, al llegar al estado 0 la particula regresa
inmediatamente al estado 1. Decimos en este caso que 0 es un estado reflector o que es una barrera
reflectora. Algo similar ocurre para el estado N. Si 0 < pg, qo < 1 el estado 0 es un reflector parcial o una
barrera parcialmente reflectora. A

Ejemplo 2.5 (El Modelo de Ehrenfest)
Este modelo, propuesto inicialmente por Paul y Tatiana Ehrenfest, representa una descripciéon matematica
simplificada del proceso de difusién de gases o liquidos a través de una membrana. El modelo consiste
de dos cajas A y B que contienen un total de N bolas. Seleccionamos al azar una de las N bolas y la
colocamos en la otra caja. Sea X,, el nimero de bolas en la caja A después de la n-ésima transicién; X,
es una cadena de Markov:
N —i

N )

ya que para aumentar el niimero de bolas en A hay que escoger una de las bolas en B. Similarmente,

P(Xn+1 =i+ 1|Xn = Z-aAX—n—l = Z.n—la---aXO = 7’0) =

P(Xp41 =1 1Xp =1, Xp-1 = ln-1,..., Xo =lo) = .

Resumiendo, las probabilidades de transicién son
N —i
N )

Para el caso N = 5, por ejemplo, la matriz de transicién es

Py =

1
Piit1= N

o 1 0 0 0 0
1/5 0 4/5 0 0 0

p_| 0 25 0 35 0 0
“lo o0 35 0 25 0

0O 0 0 4/5 0 1/5

o 0 0 0 1 0

Ejemplo 2.6 (Modelo de Inventario)

Una tienda de aparatos electrénicos vende un sistema de juegos de video y opera bajo el siguiente esquema:
Si al final del dia el nimero de unidades disponibles es 1 6 0, se ordenan nuevas unidades para llevar el
total a 5. Para simplificar supondremos que la nueva mercancia llega antes de que la tienda abra al dia
siguiente. Sea X, el nimero de unidades disponibles al final del n-ésimo dia y supongamos que el niimero
de clientes que quieren comprar un juego en un dia es 0, 1, 2, 6 3 con probabilidades 0.3;0.4;0.2 y 0.1
respectivamente. Tenemos entonces la siguiente matrix de transicién

0 0 01 02 04 03
0 0 01 02 04 03
03 04 03 O 0 0
01 02 04 03 O 0
0 01 02 04 03 O
0 0 01 02 04 03

P =

Esta cadena es un ejemplo de una politica de control de inventarios (s,S) con s =1y S = 5: cuando el
stock disponible cae a s o por debajo de s, se ordena suficiente mercancia para llevar el stock a S = 5.
Sea D,, la demanda en el n-ésimo dia. Tenemos

x _ (Xn — Dpy1)t si X, > s, (2.11)
it (S—Dyyi1)t s X, <s. '
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La descripcién general de este esquema de inventario es la siguiente: se tiene un inventario de cierto
producto con el fin de satisfacer la demanda. Suponemos que el inventario se repone al final de periodos
que etiquetamos n = 0,1,2,... y suponemos que la demanda total durante un periodo n es una v.a. X,
cuya distribucién es independiente del perfodo (es decir, es estacionaria):

P(Dp=k)=pp, k=0,1,2,...

donde pr, >0, >, pr = 1.

El nivel del inventario se verifica al final de cada perfodo y la politica (s,S) de reposicién (s < S)
estipula que si el nivel de inventario no estda por encima de s, se ordena una cantidad suficiente para
llevar el inventario a S. Si, en cambio, el inventario disponible es mayor que s, no se produce una orden.
Llamemos X, al inventario disponible al final del n-ésimo periodo.

Hay dos situaciones posibles cuando la demanda excede al inventario:

1. La demanda no satisfecha se pierde.

En este caso el nivel del inventario nunca puede ser negativo y vale la relacién (2.11).

2. La demanda no satisfecha en un periodo se satisface inmediatamente después de renovar el inven-
tario.

En este caso el nivel del inventario puede ser negativo y satisface

X _ JXn = Dpy1 st Xy >,
T 6 - Dyiq si X, <s.

La sucesién (X,,)n>1 es una cadena de Markov con probabilidades de transicién

PDpy1=i—j) sis<i<§,

P = P(Xpu1 = j|X, =i) =
! Kntr =l ) {P(DnH:S—j) en otro caso.

Ejemplo 2.7 (Rachas)

Realizamos una sucesién de juegos en idénticas condiciones con probabilidad de éxito (E) p y de fracaso
(F) ¢ = 1 —p. Decimos que ocurre una racha de longitud k en el juego n si han ocurrido k éxitos sucesivos
en el instante n luego de un fracaso en el instante n — k

n-k n-k+1 n-k+2 n-k+38 n

Para estudiar este proceso como una cadena de Markov definimos los siguientes estados: Si el ensayo
resulta en fracaso, el estado es 0. Si resulta en éxito, el estado es el nimero de éxitos que han ocurrido en
sucesién. Por lo tanto, desde cualquier estado ¢ puede haber una transicién al estado 0 (si hay un fracaso
en el préximo juego) con probabilidad 1 — p, mientras que si hay un éxito la racha continua y la transicién
es de i a 7+ 1. La matriz de transicion es

s

I
SRR R R
coo
cox o
o oo
S oo o
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Ejemplo 2.8

Sean X, una variable aleatoria que toma valores en &, {Y,, : Q@ — S,n € N} una sucesién de variables
aleatorias independientes entre si y de Xy, con valores en un conjunto S y F': £ x S — £. En general,
cualquier fenémeno descrito por una relacién en recurrencia aleatoria de la forma

Xn+1 = F(XnaY;H-l)v ne N7
es una cadena de Markov. Verifiquemos la propiedad de Markov

P(Xn+1 = y|X0 =Ty, X1 =Tp_1,Xp = $) = P(Xn+1 = len = QIJ)

paran € Ny zg,...,z,—1,z,y € £. Para ello observemos que existe una sucesion de funciones determi-
nistas g, : £ x 8™ — &, tal que X,, = g,(Xo,Y1,...,Ys). En efecto, estas pueden ser definidas por la
recurrencia go(z) =z, z € £, yparar €y 21,...,2, €S

gn(@, 21, 2n) = F(gn—1(x, 21, ..., 2n—1),2n), n>1.

Usando esto se tiene que

P(Xp+1=y|lXo=z0,.., Xn-1=2pn_1, X, =)
_ P(Xo=20,..., Xn 1 =2p1,Xn =2, X041 =Y)
PXo=z0,---, Xpn-1=Tp_1,Xn =2)
P(Xo = 70,91(70, Y1) = 1, -, gn(T0,T1, .. -, Tp1, o) = @, F(2,Y11) = y)
P(Xo =x0,91(x0,Y1) =21, .., gn(T0, T1, ..., Tp_1,Yn) =)
P(Xo = z0,91(x0, Y1) =1, ..., gn (20, T1, - - -, Ty—1, Yn) = ) P(F (2, Ynt1) = y)
P(Xo =z0,91(z0, Y1) =21, .., gn(T0,T1, ..., Tpn—1,Yn) =)
= P(F(z,Yns1) =),

donde Z; representa los valores tales que F(x;_1,%;) = x;11. Por otro lado, usando la independencia se
tiene que

P(F(X71,aYn+1) = y7Xn = I)
P(X, =)
P(F (2, Yasr) = 9, Xo = 2)
P(X, =)
P(F(z,Yni1) = y) P(Xy = 1)
P(X, =)
= P(F(z,Ynt1) = ).

P(Xn+1 = y|Xn = 17) =

2.3. Matrices de Transicion

Una herramienta fundamental en el estudio de las cadenas de Markov lo constituyen las matrices de
transicién en n pasos: P(" = (Pi(jn)), donde Pi(jn) denota la probabilidad de que el proceso pase del estado
i al estado j en n pasos:

Pgl) = P(Xner = j|Xm = Z)

Recordamos que estamos trabajando con procesos cuyas matrices de transicién son estacionarias.
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Teorema 2.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov) Si P = (P;;) es la matriz de transicion (en
un paso) de una cadena de Markov, entonces

P =3 PP (2.12)
ke&

para cualquier par fijo de enteros no-negativos v y s que satisfagan r + s = n, donde definimos

1, i=j,
P i(‘O) = ’ . ]
! 0, i#j
Demostracion.
Para calcular Pi(j") hacemos una particién segin los valores posibles de la cadena en el instante r:

P = P(X, = j|Xo =)
—ZP n=7X,=kXo=1)

XO_Z)

_Z —], r =k, Xo=1) P(X, =k, Xo =1)
—kXO—Z) P(X():i)

= ZP X, = j|X, =k, Xo =i)P(X, = k| Xo = 1)
k

=" P(Xy = jIX, = k)P(X, = k[ Xo = i)
k

=N"PYPY.
k

|
la relacién (2.12) representa la multiplicacién de las matrices Py PG) . de modo que P™ es

simplemente la n-ésima potencia de P. Por esta razén eliminamos de ahora en adelante los paréntesis en
la notacién del exponente.

Si la probabilidad de que el proceso esté inicialmente en j es 7(j):

P(Xo =j) =7(j)

entonces la probabilidad de que el proceso esté en el estado k en el instante n es

P(X,=k) =P = n(j)P.
J

En general no es sencillo calcular las matrices de transicién a n pasos. En el préximo ejemplo presen-
tamos un caso particular en el cual esto se puede hacer explicitamente.

Ejemplo 2.9 (Cadena con dos estados)
Consideremos una cadena con dos estados, 0 y 1, y matriz de transicién

11—« o
P( 8 1—6)
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Si o =1 — 3 las filas coinciden y se trata de v.a.ii.d. con P(X,, =0) =8, P(X, =1) = a.
Para una cadena de estas dimensiones podemos calcular explicitamente la matriz de transiciéon en n
pasos. Vamos a demostrar que:

n__ 1 (B oy, (d-a=-f)" (a -a
F ‘a+ﬁ<ﬁ(0*‘ ot B (—5 5) (2.13)
Usando la notacién 5
_ « (o -«
a=(5a) 2= (57
tenemos
P" (A+(1—-—a—-p)"B).

T a+p

Comenzamos por calcular los siguientes productos
I5) a) (1 -« « )
AP = =A
([3 o g 1-p

a  —a l1-« a
pr=(% 5)('5" %)
(a—az—aﬁ —a—f—az—i—aﬁ)
S \-BHaB+p> B-af-p
—(1-a-B)B

Demostraremos (2.13) por induccién. Para n = 1 tenemos

(055 )
_ 1 (Bral—a—f) a-al—-a-p)
‘a+ﬁ(ﬁ—m1—a—m a+ﬁﬂ—a—59

1 B+a—ao?—ap o? +af _p
T a+p af +p° at+f—af—p) "

Para completar la prueba por induccién supongamos cierta la férmula para n, entonces

1

n+l _ pnp __ _ _ n

P =P P—OH_B(A-F(l a—pB)"B)P
_ 1 o _ n+1
= A+ —a-gB)

Observamos que |1 —a — 8] < 1 cuando 0 < o, 8 < 1 y, por lo tanto (1 — o — )™ — 0 cuando n — o0 y

B _a

lim P" = [ “ff off

nreo atB  a+B
A

En otros casos podemos utilizar el siguiente resultado de algebra lineal, que enunciamos sin demos-
tracién.
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Teorema 2.2 Sea A una matriz de transicion de n X n con n valores propios distintos A1, Aa, ..., Ap.
Sean v1,va,...,v, vectores columna de R™ tales que v; es un vector propio correspondiente a \; para
i = 1,2,...,n. Sea C la matriz n X n que tiene a v; como i-ésimo vector columna. Entonces C es

invertible y C~*AC = D, con D la matriz cuyas entradas estin dadas por d;; = N\; y di; =0 si i # j,
1,7 €4{1,2,...,n}. Ademds, la k-ésima potencia de A, esta dada por

AW = cp® ot

y las entradas de D) estdn dadas por d;kj) = dﬁj para i,j € {1,2,...,n}.
Para cualquier vector x € R™ se tiene que

APz = Moy 4o XEvy 4+ AR,
donde (r;,i € {1,...,n}) estdn dados por
C™'e = (ri,ra,...,rn)t

Ejemplo 2.10
Sea X = {X,,n > 0} una cadena con matriz de transicién

0 1 0
P={ 0 1/2 1/2
/2 0 1/2

El objetivo de este ejercicio es encontrar la forma general de la entrada (1,1) de la matriz P™, es decir
PPy, para toda n > 0. Usando el teorema 2.2 calculemos la ecuacion caracteristica de P.
0 =det{P — aI}
=—2(1/2—2)? +1/4
= —(v/4—2* +2° —1/4)
= —(z—1)(2? + 1/4)
=—(z—1(z—1i/2)(x+1i/2).

Los valores propios de P son todos distintos A\; = 1, A2 = i/2, A3 = —i/2. Se tiene entonces que:
1 0 0 1 0 0
P=C| 0 i/2 0 ct y P'=C| 0 (i/2)" 0 c,
0 0 —i/2 0 0 (=i/2)™

y por lo tanto que para algunos numeros complejos a, b, ¢

Pl =a+b(i/2)" + c(—i/2)".

Recordemos que +i = eFi™/2 y

<i;>n = @)neﬂm/? = (;)n (cos(nm/2) + isen(nm/2)).

Usando esto podemos escribir a PJ} como

Pli=a+p (;)ncos(mr/Q) + v (;)nsen(mr/Q), n > 0.
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donde o = a,8 = b+ ¢,y = i(b — ¢). Para terminar determinemos a «, 3,7, (los cuales serdn a fortiori
numeros reales dado que Pj} es un numero real). Basta con resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

=P

1
0= Pl(i) =atgy
1
0=P? =q—23,
4
para ver que a = 1/5,8 =4/5,v = —2/5. De donde vemos que

1 4 /1\" 2 (1\"
Pr=-4-(= p) Pl 2 > 0.
T 5—1—5 (2> cos(nm/2) 3 <2> sen(nm/2), n>0

El mismo método puede ser empleado para calcular el resto de las entradas de la matriz P™. A

2.4. Clasificacion de los Estados

Definicién 2.2 Sea & el espacio de estados de una cadena de Markov y A C €. El tiempo de llegada a

A se define como
T4y =min{n >1:X, € A} (2.14)

si X, € A para algin ny Ty = oo si X,, ¢ A para todo n > 0. Es decir, es el primer instante luego del
inicio de la cadena, en el que la cadena visita al conjunto A. Si A = {a} para algin a € & escribimos Tj,.

Una relacién importante asociada a los tiempos de llegada es la siguiente:
ZP T, =m)P;™,  n>L (2.15)

Veamos cémo se demuestra esta relacién. Descomponemos el evento de interés segtin el instante de la
primera visita al estado j:

[
NE

PZ} Pz'(Xn = lej = m)Pi(Tj = m)

3
I

I
NIE

3
Il

P(X, = jlXm :j)PZ’(Tj =m)

I
M3

3
Il

= P(T; =m)P.

Observamos que
P(T; =1) = Pi(X1 = j) = Py
y ademas
P(Tj=2)=) P(X1=kXs=j)=Y PyPy.
k#j k#j
Para valores mayores de n tenemos

P(Tj=n+1)=Y PxPu(T;=n), n>1 (2.16)
k#j
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Definicién 2.3 Definimos
pij = Pi(T} < 00) = P(T}; < 00| Xo = i), (2.17)

la probabilidad de que una cadena que comienza en i visite el estado j. En particular, p;; es la probabilidad
de que una cadena que comienza en j, regrese a j.

Observamos que

pij = Pi(Tj < 00) = > Pi(T; (2.18)
m=1

Definicién 2.4 Decimos que un estado j es recurrente si pj; = 1y transitorio si p;j; < 1.

Si j es recurrente y la cadena comienza en j, entonces regresa a j con probabilidad 1. Si, en cambio,
J es transitorio, hay una probabilidad positiva e igual a 1 — p;; de que si la cadena comienza en j, nunca
regrese a ese estado. Si j es un estado absorbente, P;(T; = 1) = 1 y por lo tanto p;; = 1, de modo que
un estado absorbente es necesariamente recurrente.

Ejemplo 2.11 (Paseo al Azar con N=4)
La matriz de transicién es

1 0 0 0 0
q 0 p 0 0
P=]10 g 0 p O
00 q 0 p
00 0 0 1

Los estados 0 y 4 son absorbentes, y por lo tanto son recurrentes. Veamos que los otros estados, 1, 2 y 3,
son transitorios.
Si estamos en 1 y la cadena pasa a 0, nunca regresard a 1, de modo que la probabilidad de nunca
regresar a 1 es
Pl(Tl:OO):P(T1:OO|X0:1)ZP10:(]>O

De manera similar, comenzando en 2, la cadena puede ir a 1 y luego a 0, de modo que
Py(Ty = 00) = P(Ty = 00| X = 2) > Py Pip = ¢ > 0.

Finalmente, si comenzamos en 3 observamos que la cadena puede ir inmediatamente a 4 y no regresar
nunca con probabilidad 0.4:

P3(T3 = 00) = P(T3 = 0| X9 =3) > Psa =p > 0.

Sea 1;(x) la funcién indicadora del estado j, definida por

1,(2) 1, six =y,
(1) =
! 0, siz#j.

Sea N (j) el nimero de veces que la cadena visita el estado j:

- ilj(xn). (2.19)

Como el evento {N(j) > 1} equivale al evento {7 < oo}, tenemos que

Pi(N(j) 2 1) = P(T; < 00) = pjj. (2.20)
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Proposicion 2.5 La probabilidad de que una cadena que comienza en i visite el estado j por primera
vez en el instante m y que la proxima visita ocurra n unidades de tiempo después es

Pi(Ty = m)Py(Ty = n). (2.21)
Demostracién. Tenemos

P(Xn+m:jaXn+m—1 #ja"'vXM-i-l #j’Xm:ijm—l #j,-.-X1 7£J|X0:Z)
= P(Xptm =, Xntm-1# Js- - s Xn1 £ §|Xin = §, Xin—1 # §, ... X1 # §, Xo = 1)
x P(Xp =, Xin—1# 4,... X1 # 7,1 X0 = 1)
:P(Xn+m:jaXn+m—1 F Jyeos Xmy1 7’£3|Xm :j)P(Xm:jaXm—l # Jy- X1 #]‘XO:Z)
= Pj(T; = n)P(T; = m).

|
Usando (2.21) y (2.18)
P(N()22) = > BTy =m)P(T; =n)
m=1n=1
= (Z Pi(T; :m))(ZP](T] :n)>
m=1 n=1
PijPyj-
De manera similar se demuestra que
Pi(N(j) = m) = pisp; ", m>1. (2.22)
Como
Pi(N(j) =m) = P(N(j) = m) — F(N(j) =2m+1)
obtenemos que
Pi(N(j) =m) = pisp; (1= pj;), m>1, (2.23)
y ademas
Pi(N(j) =0)=1-P(N(j) > 1) =1~ pj;. (2.24)

Recordemos que la notacién E;[X] indica la esperanza de la variable aleatoria X dado que la cadena
de Markov comienza en i. Entonces

Ei[1,(X(n))] = P(X, = j) = P (2.25)

Obtenemos a partir de (2.19) y (2.25) que
BN =Ei)_ 1L;(Xa)] =) EilLi(Xa)] = Y Pl
n=1 n=1 n=1

En la expresién anterior podemos intercambiar la esperanza y la serie usando el Teorema de Tonelli ya
que los sumandos son todos no-negativos. Llamemos

G(i,j) =EiNG) =>_ P, (2.26)

G(i,7) denota el valor esperado del nimero de visitas a j de una cadena de Markov que comienza en i.
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Teorema 2.3 a) Sea j un estado transitorio, entonces P;(N(j) < c0) =1y
Gli,j)=-L1_ jee, (2.27)
L= pjj
que es finita para todo i € £.
b) Sea j un estado recurrente, entonces P;(N(j) =o00) =1y G(j,j) = co. Ademds

Pi(N(j) =00) = P(T; < 00) = p;j, 1€E. (2.28)
Si pij = 0 entonces G(i,j) = 0 mientras que si p;; >0, G(4, j) = oco.
Demostracién. a) Sea j un estado transitorio, como 0 < p;; < 1, sigue de (2.22) que

Pi(N(j) = o0) = P(N(j) =2 m) = lim_pypfi~" =0.

lim
m—r 00

Usando ahora (2.23)

G(i,j) = BiN(j)] = Y mP(N(G) =m) =D mpipfy (1= pyy).

m=1

Por otro lado, tenemos el siguiente resultado para series de potencias

- 1
Z mim—1 — EDE para [t| < 1,
m=1

y usando este resultado obtenemos que
o pi(—pyy) Pij
G(i,j) = =
(I=pj)*  1=pjj
b) Supongamos que j es recurrente, entonces p;; = 1 y de (2.22) sigue que

Pi(N(j) = o0) =

< 00.

Pi(N(j) >m) = lim pi; = pi

lim
m—0o0
y en particular, P;(N(j) = co) = 1. Si una v.a. no negativa tiene probabilidad positiva de ser infinita, su
valor esperado es infinito. Por lo tanto

G(,4) = EjIN(j)] = oo

Si pi; = 0 entonces P;(T; = m) = 0 para todo m € Ny por (2.15) obtenemos que P} =0, n > 1. Por
lo tanto G(7,7) = 0 en este caso. Si p;; > 0 entonces P;(N(j) = 00) = p;; > 0 y en consecuencia

G(i,j) = Ei[N(j)] = oo.

Observacion 2.1
1. Sea j un estado transitorio, como Y -, Pl = G(i,j) < 0o, i € €, vemos que

lim P =0, i€&. (2.29)

n—oo

2. Una cadena de Markov con espacio de estados finito debe tener al menos un estado recurrente: Si
£ es finito y todos los estados son transitorios, por (2.29),

0= ZJLH;O Pl = nleréOZPiT; = lim P(X, € &) =1,
jEE JjEE

lo cual es una contradiccion.
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2.5. Descomposiciéon del Espacio de Estados

Decimos que desde el estado ¢ se llega o se accede al estado j si P} > 0 para algin n > 0. Es facil ver
que esto es cierto para ¢ # j siy sélo si p;; > 0. Por lo tanto desde 4 se accede a j si hay una probabilidad
positiva de que en un numero finito de pasos, se pueda llegar al estado j partiendo del estado i. Notacién:
1.

Sii— jyj— i decimos que los estados se comunican y escribimos i <> j. Si dos estados no se
comunican, o bien Pj; =0, Vn > 0, o bien PJ; =0, Vn > 0, o ambos. La comunicacién es una relacién
de equivalencia:

b)iejejei

c) Sii<>rjyj<> kentonces i < k.
. . : (m)
i<rj=3nt q P >0, j<—>k:>5|mt.q.ij >0,

y usando ahora las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

irt rk i7" jk

Py =N prp > prpit > 0.

Un argumento similar muestra que existe s tal que P,E‘;) > 0.

Esta relacion de equivalencia divide el espacio de estados £ en clases de equivalencia que también
llamaremos clases de comunicacion. Los estados de una clase de equivalencia son aquellos que se comunican
entre si.

Puede ocurrir que partiendo de una clase de equivalencia, la cadena entre en otra. Si esto ocurre,
claramente la cadena no puede regresar a la clase inicial, pues si lo hiciera las dos clases se comunicarian
y formarfan una sola clase.

Definicién 2.5 Decimos que la cadena es irreducible si hay una sola clase de equivalencia, es decir, si
todos los estados se comunican entre si.

Teorema 2.4 (a) Si i — j pero j - i entonces i es transitorio.
(b) Sii es recurrente e i — j entonces j es recurrente y p;; = pj; = 1.

Demostracion. Supongamos que ¢ — j y sea
k= min{k : P > 0} (2.30)

’ . . . . K . .,
el menor nimero de pasos necesarios para ir de ¢ a j. Como Pi(j ) > 0 existe una sucesién de estados
jlana s 7jﬁ71 tal que

Pij, Pjj, -+ Pj. 15 >0

1j2 "
Como k es el minimo, todos los j, # 4, 1 < r < Kk, pues en caso contrario habria una sucesién més corta,

y tenemos
Pi(T; = 00) > P,

iir Pivga P15 (L= pji)-

Si j - i tenemos p;; = 0y por lo tanto P;(T; = oo) > 0, es decir p; = P;(T; < 00) < 1, lo que implica
que i es transitorio. Esto demuestra (a).
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Supongamos ahora que ¢ es recurrente, entonces el lado izquierdo es 0, de modo que si p;; < 1
tendriamos una contradiccién. Por lo tanto p;j; = 1y j — i. Para completar la demostracién de (b) falta
ver que j es recurrente y que p;; = 1.

Como pj; = 1 existe un entero positivo N tal que PN > 0 y tenemos

P = Py(XNtntn = J)

> P(XN =1 XN+n = Z‘,AXvN—i-n—i-l»c :j)

_ PNPnPl-i
27"
Por lo tanto
GUN=D Fjz > P
m=1 m=N+n+k

ZPN-‘rTL-‘rK > PNPJ Z

y vemos que j también es recurrente.
Ahora, como j es recurrente y j — %, por lo que hemos demostrado vemos que p;; = 1. |

Corolario 2.1 Sea C una clase de comunicacion. Entonces todos los elementos de C son recurrentes o
todos son transitorios.

Ejemplo 2.12
Consideremos una cadena con matriz de transicién

03 07 O
P=102 04 04
0.1 0.6 0.3

Veamos que todos los estados son recurrentes. En primer lugar observemos que no importa en cual estado
estemos, siempre hay una probabilidad positiva de ir al estado 1 en el paso siguiente. Esta probabilidad
es de, al menos, 0.1 y en consecuencia la probabilidad de no visitar el estado 1 en el paso siguiente es, a
lo sumo, 0.9. En consecuencia, la probabilidad de no visitar el estado 1 en los préximos n pasos es, a lo
sumo, (0.9)" y obtenemos

Por lo tanto

P(Ty < o0) = PI(UpZ{T1 = n}) =1 - P (U2 {Th = n})°)
=1-P(MZ 1{T1 =n})
=1- hm Py(nkE_ {Ty = n}©)
=1- klingopl(Tl >k)=1.

Un argumento similar funciona para el estado 2, s6lo que ahora la probabilidad de hacer una transicién
desde cualquier estado al 2 es, al menos, 0.4.
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Este argumento no funciona para el estado 3 ya que P;3 = 0. Sin embargo, si efectuamos el producto
de P por si misma, P2, obtenemos las probabilidades de transicién a dos pasos:

0.23 0.49 0.28
P?2=1(0.18 0.54 0.28
0.18 0.49 0.33

y vemos que para cualquier j, la probabilidad de pasar de j a 3 en dos pasos es mayor o igual a 0.28:
Pj(T3 =2) = P(Xp42 =3|X, =j) >0.28.

Si consideramos la cadena en los instantes pares 2,4,...,2k,... obtenemos que la probabilidad de no
visitar el estado 3 antes del instante 2k es

P3(T3 > 2k) < (0.72)" =0 (k — o0)
de modo que el estado 3 también es recurrente. A

Ejemplo 2.13
Consideremos una cadena de Markov con €& = {1,2,3,4,5,6,7} y la siguiente matriz de transicién

03 0 0 0 07 0 O
01 02 03 04 0 0 O
0 0 05 05 0 0 O
0o 0 0 05 0 05 O
06 0 0O O 04 0 O
o o0 0 0 0 02 08
0o 0 0 1 0o 0 O

Las transiciones posibles entre estados diferentes se presentan en la figura 2.1. Una grafica de este tipo
se conoce como la gréafica de transiciones de la cadena.

O—O—OQ—
1AV,
® © O

Figura 2.1

Observamos que 2 — 4 pero 4 - 2 y algo similar ocurre con 3, de modo que 2 y 3 son estados
transitorios. El resto de los estados se separan en dos clases de equivalencia, {1,5} y {4,6,7}. Veremos
luego que ambas son recurrentes. A

Definicién 2.6 Un conjunto no vacio C' C £ es cerrado si no se pude salir de él, es decir, desde ningtn
estado de C' se tiene acceso a estados que estén fuera de C. Esto quiere decir que

pij:O SiiGC,j%O.
Equivalentemente, C' es cerrado si y sélo si

PL=0, i€C, j¢Cyn>1
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Si C' es cerrado y la cadena comienza en C' entonces, con probabilidad 1 se queda en C' todo el tiempo.
Si a es un estado absorbente entonces {a} es cerrado.

Definicién 2.7 Un conjunto cerrado es irreducible si todos sus estados se comunican.

Ejemplo 2.14
En el ejemplo 2.13 los conjuntos {1,5}, {1,4,5,6,7} v {1,3,4,5,6,7} son cerrados, pero sélo el primero
es irreducible.

De los resultados anteriores vemos que si C' es cerrado e irreducible entonces todos los estados de C'
son recurrentes o todos son transitorios. El siguiente resultado es consecuencia del teorema 2.4.

Corolario 2.2 Sea C' un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes. Entonces, para cuales-
quiera i, j € C, p;j =1, Pi(N(j)=00) =1y G(i,j) = 0.

Una cadena de Markov irreducible es una cadena en la cual cada estado se comunica consigo mismo
y con cualquier otro estado. Una cadena de este tipo es necesariamente transitoria o recurrente.

Vimos anteriormente que si £ es finito, tiene al menos un estado recurrente. El mismo argumento
muestra que cualquier conjunto cerrado finito C' tiene al menos un estado recurrente. Por lo tanto, todos
los estados de C' lo son:

Teorema 2.5 Sea C' un conjunto finito, irreducible y cerrado. Entonces todos los estados de C son
recurrentes.

Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados finito. Por el teorema 2.5 si la cadena es
irreducible entonces debe ser recurrente. Si la cadena no es irreducible, podemos usar el teorema 2.4 para
determinar cudles estados son recurrentes y cudles transitorios.

Ejemplo 2.15
Determine cuéales estados son recurrentes y cudles transitorios para la cadena de Markov con la siguiente

matriz de transicion.
1 0 0 0

0
1/4 1/2 1/4 0 0 0
0 1/5 2/5 1/5 0 1/5
0O 0 0 1/6 1/3 1/2
0O 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1/4 0 3/4

0

La siguiente grafica presenta las transiciones posibles (en un paso) entre estados diferentes para esta

ORN
@%@:@<%>@

Figura 2.2
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Vemos que hay tres clases de equivalencia {0}; {1,2} y {3,4,5}. La primera clase es recurrente
porque 0 es un estado absorbente. La clase {1,2} es transitoria porque es posible salir de ella y no
regresar nunca, por ejemplo, pasando de 1 a 0. Finalmente, la tercera clase es recurrente porque es finita,
cerrada e irreducible. A

Llamemos & a la coleccién de los estados transitorios de £ y Eg a la coleccién de estados recurrentes.
En el ejemplo anterior &7 = {1,2} v g = {0,3,4,5}. Esta tltima clase puede descomponerse en dos
conjuntos cerrados irreducibles, C; = {0} y Cs = {3,4,5}.

Teorema 2.6 Supongamos que el conjunto Eg de estados recurrentes no es vacio. Entonces es la union
de una coleccion finita o numerable de conjuntos cerrados, disjuntos e irreducibles C1,Csy, . ...

Demostracion. Escogemos ¢ € £ y sea C el conjunto de todos los estados j € Ex tales que i« — j. Como
i es recurrente, p;; = 1 y por lo tanto ¢ € C. Veamos ahora que C' es un conjunto cerrado e irreducible.

Supongamos que j € C'y j — k. Como j es recurrente, por el teorema 2.4 sabemos que k también es
recurrente. Por transitividad ¢ — k y por lo tanto k € C. Esto muestra que C es cerrado.

Supongamos ahora que j y k estdn en C'. Como ¢ es recurrente y i — j, por el teorema 2.4 vemos que
j — 4. Como j — i — k vemos que j — k, de modo que C es irreducible.

Para completar la demostracién necesitamos ver que si C'y D son dos conjuntos cerrados irreducibles
de &R, o bien son disjuntos o bien son idénticos. Supongamos que no son disjuntos y sea i € C N D.
Escojamos j € C entonces i — j porque i € C'y C es irreducible. Como D es cerrado, i € D, i — j
entonces j € D. Por lo tanto, todo estado de C' también estd en D. El reciproco también es cierto, de
modo que C'y D son idénticos. |

2.6. Estudio de las Transiciones Iniciales

Comenzamos esta seccién con un ejemplo para presentar las ideas bésicas de esta técnica.

Ejemplo 2.16
Consideremos la cadena de Markov con la siguiente matriz de transicion

S Q0
[l e ]
—2 O

cona >0, >0, v>0, a+ p+v=1.Sila cadena comienza en 1, permanece en este estado por un
tiempo aleatorio y luego pasa al estado 0 o al estado 2, donde se queda para siempre. Nos hacemos las
siguientes preguntas:

1. ;En cudl de los dos estados, 0 6 2, se queda la cadena?
2. ;Cuéanto tiempo toma, en promedio, alcanzar uno de estos estados?

Sea A = {0,2} el conjunto de los estados absorbentes y llamemos H 4 el tiempo que transcurre hasta
que la cadena es absorbida por 0 o por 2:

Hy=min{n>0:X, =06 X,, =2}.

La diferencia entre H4 y T4, que definimos anteriormente estd en que H incluye al estado inicial.
Para responder las preguntas anteriores debemos hallar

u = P(XHA = 0|X0 = 1),
v =E[Ha|Xo = 1].



2.6. ESTUDIO DE LAS TRANSICIONES INICIALES 71

Para hacer el andlisis de la primera transiciéon consideramos por separado lo que puede ocurrir en el
primer paso:
X1=0 Xi=1 6 X;=2

con probabilidades respectivas «a, 8 y . Consideremos u,
e Si X; =0 entonces Hy =1y Xz, = 0. Esto ocurre con probabilidad «.
e Si X; =2 entonces Hy =1y Xg, = 2. Esto ocurre con probabilidad ~.
e Si X7 =1, el problema se repite y esto ocurre con probabilidad 5.
Tenemos, por lo tanto,

P(Xy,=0X1=0)=1;, P(Xpg, =0/X;=2)=0; P( Xy, =0/X;=1)=u,
en consecuencia
u:P(XHA :0|X0 = 1)

2
=Y P(Xp, =0|Xo=1,X; = k)P(X; = k|Xo=1)
k=0

2

= P(Xp, =0|X; = k)P(X; = k|Xo = 1)
k=0

=l-at+uf+0-y=a+up

y obtenemos
«a @
U = —— =
1-8 a+~y
que es la probabilidad condicional de ir a 0 dado que el proceso comienza en 1 y termina en A.
Regresemos a la determinacién del tiempo medio hasta absorcién H4 > 1. Si X; =06 X; = 2, no
hacen falta mas pasos. Si, en cambio, X; = 1, el proceso se encuentra en la misma situacion del comienzo
y necesita en promedio, v = E[H 4| Xy = 1] pasos adicionales para ser absorbido. Tenemos entonces

v=14+a-0+8-v+~v-0=14Bv

de donde )
V= ——.

=13

En el ejemplo que estamos estudiando es posible hacer un célculo directo. Observemos que
P(Hp > k|Xo=1)=p" parak=0,1,...

y por lo tanto
1

E[HalXo=1] =Y P(Hx>klXg=1) = 5

k=0

Observacion 2.2 Para calcular el valor esperado hemos usado la relacion

B[X] = ip(x > k)
k=0



72 CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV

que puede demostrarse como sigue,

E[X] = kps

k>0
=p1+2p2+3ps +4ps+ -
=p1+ p2+ p3+ pst---
+ p2o+ p3+ pat+---
+ pst+ patoo
+ patoe

:P(X21)+P(Xz2).+P(Xz3)+~--

= iP(X > k)= iP(X > k)
k=1 k=0

Ejemplo 2.17
Consideremos ahora una cadena con 4 estados y matriz de transicién

1 0 0 0
Py P P2 Pis
Pyy Py Poy Pos

0 0 0 1

P =

Vemos que 0 y 3 son absorbentes mientras que 1 y 2 son transitorios. La probabilidad de que la cadena
sea absorbida en el estado 0, por ejemplo, depende ahora del estado transitorio en el cual comenzé la
cadena.

Modificamos las definiciones del ejemplo anterior de la siguiente manera

Hpi=min{n>0:X,=06X, =3},
UZ'ZP(XHA :OlXOZZ) i:172,
v; :E[HA|X0 :Z], 1= 1,2

Podemos extender las definiciones de u; y v; poniendo ug =1, ug =0, vg = v3 = 0.
Para el andlisis de la primera transicion tenemos que considerar los dos posibles estados iniciales
Xo =1y X9 = 2 separadamente. Si Xy = 1, en el primer paso podemos tener

(751 :P(XHA :0|X0 = 1)

3
= P(Xpg, =0Xo =1,X; = k)P(X; = k| X, = 1)
k=0

3
= P(Xp, =0|X; = k)P(X1 = k| Xo = 1)
k=0
= Pio +ui P11 + uaPia.

De manera similar
Uy = Pog + w1 Po1 + ugPoa
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y hay que resolver este sistema de ecuaciones. Veamos un ejemplo concreto, supongamos que

1 0 0 0
04 03 02 0.1
0.1 03 03 0.3

0 0 0 1

P =

Las ecuaciones son
w1 = 0.4+ 0.3u7 + 0.2us
us = 0.1 4+ 0.3u1 + 0.3us
con soluciones
0010
43’ SR
Asi, si comenzamos en 2 hay probabilidad 19/43 de ser absorbido por 0 y 1-19/43=24/43 de ser absorbido
por 3.
El tiempo promedio hasta la absorciéon también depende del estado de inicio. Las ecuaciones son

Uy =

vy = 1+ Py + Provs
vy =14 Pojvy + Py

En el ejemplo concreto que estudiamos tenemos

vy = 1+ 0.31/1 + 0.21/2
Vg = 1+ 0.37/1 + 0.31/2

con soluciones v; = 90/43 y vo = 100/43. A

En general sea C' un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes y sea
pc(i) = Pi(He < o0)

la probabilidad de que una cadena de Markov que comienza en ¢ llegue en algin momento a C. Decimos
que pc() es la probabilidad de que una cadena que comienza en i sea absorbida por el conjunto C.

Es claro que po(i) =1sii € Cy pe(i) =0 si i es recurrente y no esta en C. Queremos calcular esta
probabilidad cuando 7 es un estado transitorio.

Si sélo hay un numero finito de estados transitorios, y en particular si £ es finito, siempre es posible
calcular pc (i), i € Er, resolviendo un sistema de ecuaciones lineales con tantas ecuaciones como incégni-
tas. Observemos que si ¢ € &, la cadena que comienza en i puede entrar a C' sélo si entra en el instante
1 o si permanece en Ep en 1 y entra a C' en algin instante futuro:

pc(i) = Z P;; + Z Pirpc(k), i€ &r.

jec ke&r

Teorema 2.7 Supongamos que el conjunto de estados transitorios Ep es finito y sea C un conjunto
cerrado e irreducible de estados recurrentes. Entonces el sistema de ecuaciones

f@) =3 "Py+ > Pif(j), i€ér, (2.31)

JjeEC JEET

tiene una unica solucion f(i) = pc(i), @ € Er.
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Demostracion
Si (2.31) vale entonces para el estado j € £ también se tiene que
)= P+ > Puf(k), jeér. (2.32)
keC kEEr

Sustituyendo (2.32) en (2.31) obtenemos

=2 Pyt D D PuPut ) > PyPf(k

jec jeET kel JEET kEET
La suma de los dos primeros términos es P;(Ho < 2) y el tercero es
2 2
> Pifk)=) P
ke&Er JEET

de modo que

fli)=Pi(Hc<2)+ Y P

JEET

Repitiendo este argumento concluimos que para todo n,

f)=Pi(Hc<n)+ > Pif(j), i€ér. (2.33)
JjEET

Como los estados j € Er son transitorios,

lim P} =0, 1e€&, jelr. (2.34)

n—oo W

Por hipétesis, Er es finito y por lo tanto de (2.34) se sigue que la suma de (2.33) tiende a 0 cuando
n — 0o. En consecuencia, para i € Ep

f(@) = lim Pi(Hc <n)=Pi(Hc < 0) = pc(i).

n—oo

2.7. Paseo al Azar

Consideramos de nuevo la situacién del ejemplo 2.4. Tenemos una sucesion &;, ¢ > 1 de v.a.i.i.d. que
toman valor 1 con probabilidad p y valor —1 con probabilidad ¢ = 1 — p y ponemos S,, = Sy + Z;L &.
S, es un paseo al azar simple. Vamos a estudiar en esta seccién algunas propiedades importantes de este
proceso.

Lema 2.1 Un paseo al azar simple tiene las siguientes propiedades

= Propiedad de Markov

P(Sn4m = jlS0,51,...,50) = P(Snsm = j[Sn).-

= Homogeneidad espacial

P(S, =j|So=1)=P(S,=7+k|So=1i+k).
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= Homogeneidad Temporal

P(Sn :j|SO = Z) = P(Sn+m :j|5m = Z)

Demostracion. La propiedad de Markov ya fue demostrada.
= Homogeneidad espacial.

Se tiene que el lado izquierdo es igual a P (3. ;& = j — i) mientras que el lado derecho es igual a

P &i=j+b—(i+0).
= Homogeneidad temporal.

Es una consecuencia facil de la independencia y del hecho que las v. a. & son idénticamente distribuidas
que el lado derecho es igual a:

P(SO“FZ;L:J’YU i:j750+2?;1§i:i) P(ni_:ng . i P ig . .
mo e _ - = i:]_@>: ( i:]_l);
P (So+ 25,6 =1) i=m+1 i=1
un célculo elemental prueba que el lado izquierdo es idéntico a esta cantidad. |

Proposiciéon 2.6 Se tiene que para a,b enteros, n >0 yb—a <n

P(Sy =b|Sy = a) = {(<n+bna>/2)P‘”+”‘“)/ 2qtr2 si(ntb—a)/2€Z
0 en otro caso.
Demostracién. Se tiene que una trayectoria que lleva del punto (0,a) al punto (n,b) tiene r pasos
para arriba (+1) y I pasos hacia abajo (—1). Estos son tales que r +1 = ny r—1 = b — a (pues
Sp =7(+1)+1(—1) = b— a). Estas ecuaciones determinan a ! y 7, lo que implica que r = (n+b—a)/2y
| = (n—b+a)/2. Cada trayectoria que lleva de a a b en n pasos tiene probabilidad p”¢', y hay ((nﬂfia)ﬂ)
trayectorias posibles. El resultado sigue.

Ahora vamos a considerar el problema de la ruina de un jugador que apuesta 1 peso en cada juego y
tiene probabilidad p de ganar y ¢ = 1 — p de perder. Definamos

szmin{nZO:anj}, h(l)zpl(HN<H0)

La diferencia entre H; y T; que definimos anteriormente estd en que H incluye el estado inicial; h(¢) es
la probabilidad de que el jugador con capital inicial ¢ alcance una fortuna N antes de arruinarse.

Proposicién 2.7 Sea h(i) la probabilidad de que un paseo al azar que parte del estado i llegue al nivel
N antes que al nivel 0. Entonces

donde 6 = q/p.
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Demostracién. Por la definicién de H; tenemos h(0) = 0y h(N) = 1. Para calcular h(i) paral <i < N
estudiamos la primera transiciéon y obtenemos

h(i) = ph(i+1) + (1 = p)h(i — 1),
y rearreglando
p(h(i+1) = h(2)) = (1 = p)(h(i) — h(i — 1));
concluimos que | | i—p |
h(i+1) — h(i) = —=(h(i) — h(i — 1)). (2.35)
Si p = 1/2 obtenemos
h(i+1)—h(i) =h()—h(i—1)=C paral <i<N.
Entonces
N
1=h(N) = h(0) = > (h(i) — h(i — 1)) = NC
i=1

de modo que C = 1/N. Usando esto y el hecho de que h(0) = 0, tenemos

h(i) = h(i) = h(0) = Y (h(j) = h(j — 1)) = N’

j=1
es decir, si p = 1/2,
P(Hy < Hy) = % para 0 < i < N.
Como consecuencia la probabilidad de ruina es
i N —i
P(Hy< Hy)=1— == .
(Ho < Hy) N N

Si p # 1/2 los detalles son un poco més dificiles. Poniendo C' = h(1) — h(0), (2.35) implica que para
i>1,

. . (=N i
h(i) — h(i — 1) _C(T) = o,
con § = ¢/p. Sumando de i =1 a N obtenemos

N

N
1=h(N)—=h(0)=>_ (h(i) = h(i—1)) =CY "
i=1

i=1

Recordemos que si 6 # 1,

¥y vemos que

Usando de nuevo que h(0) = 0 y sumando
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Recordando la definicién de h(7) obtenemos que cuando p # 1/2,

0 —1 oN — o
P,(Hy < Hy) =

oN — 1’ (Ho < Hy) = Gy

con@zl_Tp. [ |

P,(Hy < Hy) =

Ejemplo 2.18

En la siguiente tabla presentamos algunos valores de la probabilidad de ruina en diferentes circunstancias.
p es la probabilidad de éxito en cada juego, ¢ es el capital inicial, N el objetivo y Pr la probabilidad
de ruina. Las probabilidades 0.4865 y 0.4737 representan la probabilidad de ganar en ruleta cuando se
apuesta al color o a par-impar. En el primer caso la ruleta sélo tiene un 0 (ruleta europea) mientras
que en el segundo tiene 0 y 00 (ruleta americana). La probabilidad 0.493 corresponde al juego de dados

(craps).

y p=0.474 \ y p = 0.486 \ y p = 0.493 \
L i [ N[ Pe | [ i [N | P ] [ i | N] Prp_|
1 10 0.94 1 10 [ 0.92 1 10 0.91
10 | 100 | 0.99995 10 | 100 | 0.997 10 | 100 0.98
100 | 1000 1 100 | 1000 1 100 | 1000 1
5 10 0.63 5 10 | 0.569 5 10 0.535
50 | 100 | 0.995 50 | 100 | 0.942 50 | 100 0.8
500 | 1000 1 500 | 1000 1 500 | 1000 | 0.9999992
9 10 0.153 9 10 | 0.127 9 10 0.113
90 | 100 | 0.647 90 | 100 | 0.43 90 | 100 0.26
900 | 1000 | 0.99997 900 | 1000 | 0.996 900 | 1000 0.939

Corolario 2.3 Se tiene que para todo i € N

1 siq=p
P(Hy < o0|So =1i) = /,\i ‘
(;) , S1q<Dp.

Demostracion. Para n > 1 sea A, el evento A,, = {Hy < H,}. Observemos que si n > i, 4, C Ap41
puesto que H,, < H, 1, para todo n. Es decir que la sucesién A,, es una sucesién creciente de eventos y

ademas
{HO < OO} = Un21{HO < Hn}a

y por la continuidad por debajo de la probabilidad se tiene que

lim P(An‘So = ’L) = P(HO < OOlSO = Z)

n—oo

|

Sean a,b € Z y n € N. Denotaremos por N, (a,b) al ntimero de trayectorias que van de a a b en n

pasos y por N(a,b) a aquellas que van de a a b en n pasos pasando por 0 por lo menos una vez. Un
resultado fundamental sobre el paseo al azar simple es el principio de reflexién.

Teorema 2.8 (Principio de Reflexién) Para a,b > 0 se tiene que

N2(a,b) = Np,(—a,b).
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Demostracién. En la figura 2.3 vemos que cada trayectoria que lleva de (0, —a) a (n,b) cruza el eje x
por lo menos una vez; denotemos por (k,0) el punto en el cual esto ocurre por la primera vez. Reflejando
el segmento de la trayectoria anterior a (k,0) respecto al eje x se obtiene una trayectoria lleva de (0, a)
a (b,n) y que intercepta al eje = al menos una vez.

Podemos hacer algo similar para las trayectorias que inician en (0, a) y pasan por 0, y obtenemos una
trayectoria de (0, —a) a (n,b). [

y

Sm

[ER

Figura 2.3

Lema 2.2 Para todo a,b € Z se tiene que

Ny (a,b) = (%(n +nb - a)) '

Demostracion. La prueba de este resultado es similar a la prueba de la proposicién 2.6. |
Como consecuencia importante del lema anterior y el principio de reflexién tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.9 (Teorema del Escrutinio (Ballot Theorem)) Si b > 0, entonces el nimero de tra-
yectorias que llevan de (0,0) a (n,b) y que no visitan el eje x después del primer paso es igual a

éNn(O,b).
n

Demostracién Observemos que el primer paso de dichas trayectorias lleva a (1, 1), por lo tanto el niimero
que buscamos calcular estd dado por

Np_1(1,0) = N2 _,(1,b) = Npy_1(1,b) — Npy_1(—1,b)
(n—1)! (n—1)!

) () ()
(=1 n+b n-b

“ e ()
:%Nn(o,b).

|
i Por qué se llama este resultado el teorema del escrutinio? Supongamos que tenemos dos candidatos
Ay B,y que A obtiene «a votos, B obtiene 3 votos, y a > . ;Cudl es la probabilidad de que A lleve la
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ventaja durante todo el escrutinio? Supongamos que X; = 1 si el i-ésimo individuo vota por Ay X; = —1
si vota por B. Supongamos que cualquier combinacién de votos es igualmente probable, es decir que
cada una tiene probabilidad 1/ (azﬁ ) La trayectoria que deben seguir los escrutinios para que A tenga
la mayorfa durante toda la jornada de votaciones va del punto (0,0) al punto (a + 8, — 8) y no regresa
al origen. Por lo tanto la probabilidad buscada estd dada por

a—pf I a-p
A R

Veamos ahora una aplicacién del teorema del escrutinio a las caminatas aleatorias.

Teorema 2.10 Supongamos que Sg = 0, entonces para n > 1

P(S1Ss--- 8 # 0,5, = b) = Lf,,'msn _ ),

y por lo tanto

P(51Sy---S, #0) = E(|Sn|)

Demostracion. Supongamos que Sy = 0 y que b > 0. Queremos calcular la probabilidad de que la
caminata aleatoria parta de (0,0) y no visite el eje = en el intervalo [1,n]. Una trayectoria de este tipo
tiene r pasos hacia arriba y [ hacia abajo, y en consecuencia r = (n+b)/2 y | = (n — b)/2. Cada una
de estas trayectoria tiene probabilidad p("t?)/2¢(=t)/2 v por el teorema del escrutinio hay %Nn(07b)
trayectorias de este tipo. La probabilidad que queremos calcular es igual a

b/ n b
P(S81Sy---8, #0,8, =b) = - (n+b>p(n+b)/2q(n—b)/2 _ EP(Sn =b).
2

Un argumento similar vale para b < 0. |
Otro resultado particularmente interesante concierne el valor maximo que alcanza la caminata alea-

toria. Sea M,, = méx{S;,1 < j < n}, para n > 0 y supongamos que Sy = 0. En particular se tiene que
M, > 0. Tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.11 Supongamos que Sy = 0. Entonces para r > 1,

P(M, > 1,8, =b) = b ‘
(%) P(S,=2r—>b) sib<r.

Demostracién. Supongamos que r > 1 y que b < r. Sea N (0,b) el nimero de trayectorias que van
de (0,0) a (n,b) pasando por r. Cualquiera de estas trayectorias visita el nivel r por lo menos una vez;
denotemos por T, el menor de estos instantes (ver figura 2.4). Reflejando la trayectoria entre T, y n
respecto a la recta y = r se obtiene una trayectoria que va de (0,0) a (n,2r — b). Reciprocamente, a una
trayectoria de esta forma le aplicamos la transformacién inversa y obtenemos una trayectoria que va de
(0,0) a (n,b) pasando por el nivel r, de longitud n. Por lo tanto podemos afirmar que

N;(0,b) = N, (0,2r —b).
Ademsds cada una de estas trayectorias tiene probabilidad

p(n+b)/2q(n—b)/2’
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por lo que podemos concluir que

P(M,, >r,S,=b)=N,
Ny,

0, b)p(H0)/24(n=b)/2

(
(0’ 2,],, _ b)p(n+b)/2q(n—b)/2

r—b
_ (Q) N, (0,25 — b)p(n+2r—b)/2q(n—2r+b)/2
p
q r—b
== P(S, =2r-29).
() Pz
|
S A
2r —b+ — - — = - - - - - - - - — - — - — — — — = o)
”"A iiiiiiiii —_— - — — — — — % — — — — — — —
bL - - L AN el X
T, n m
Figura 2.4

Observacion 2.3 1. Una consecuencia del teorema anterior es la féormula

P(M, >r)=P(S, >r) + z_: (q)T—bP(Sn —2r —b)

b=—o0 p
= P(Su=r)+ Y. P(S.=0(1+(a/p)'")
l=r+1

2. Observemos que en particular si la caminata aleatoria es simétrica
P(M, >r,S, =b) = P(S, =2r —0).

;,Cudl es la probabilidad de que una caminata aleatoria alcance un méaximo en un instante n dado?
Msds precisamente, ;cudl es la probabilidad de que una caminata aleatoria que parte de 0 alcance un
nivel b por la primera vez al tiempo n? Denotemos por f,(n) a esta probabilidad. Tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.12 La probabilidad de que una caminata aleatoria simple alcance el nivel b por la primera
vez al tiempo n habiendo empezado de 0 estd dada por

fb(n):%P(Sn: )7 n>1.
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Demostracion.

fo(n)

P(Mn 1— 1:b7175’n:b)
(Sn—b|Mn L =Sy 1 =b—1)P(My_1 = Sp_1 =b—1)
p(P(Mp—1>b—-1,8,1=b—1)—P(M,,_1 > b,=S,_1=b—1))

= (P(Sws =0 1) = 2P(5, =+ 1))

b
= —P(S, =b).
B )
El mismo razonamiento es valido si b < 0. [ |

Primer Regreso al Origen

Vamos a estudiar ahora la distribucién de probabilidad del instante del primer retorno al estado inicial,
que vamos a suponer que es 0. Queremos hallar

g(n) = Po(Tp = n), n > 1.
Es sencillo ver que
Po(To=1)=0, Py(T,=2)=2pg, Po(To=3)=0, Po(Th=4)=2p"¢
pero no es fécil generalizar este resultado para valores de n > 6. Vamos a resolver el problema hallando

la f.g.p. ¢7, de Tp.

Proposicién 2.8 La funcién g : N — [0,1] definida por g(n) = Py(Ty = n) satisface la ecuacion de

convolucion )
=S gtn—bhk),  n22,
k=0
con condicion inicial g(1) =0, donde

n

h(n) = Po(Sn = 0) = {("/2)p

n/2q"/2  sines par,
0 st nes impar.

Demostraciéon. Escribimos el evento {S,, = 0} como

n—2
{Sn =0} = [ J{Sk =0,Sks1 #0,..., 5,1 #0,5, = 0}

donde k = 0,1,...,n — 2 representa el instate de la tltima visita al 0 antes del instante n. Entonces
n—2
h(?’l) = PO(STL = 0) = ZPO(Ska Sk:-‘rl o S’n—l 7é O7Sn - O)
k=0
n—2

Po(Sk41--+Sn—1# 0,5, =0|Sr = 0)Py(Sr, =0)

T
|
S

I
(]

Py(S1++ - Sn—k—1 #0,Sn—1 = 0|Sg = 0)Py(Sk. = 0)

1T
|
o O

Py(Ty =n — k)Py(Sk = 0) = Zh

=~
Il
<
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|
Para resolver la ecuacién de convolucién para g(n) = Py(Tp = n), n > 1 con g(1) = 0 vamos a usar
la f.g.p.

o1, (5) = B(S™H (1, <o0)

Definimos la funcién H : R — R por

H(s) = f:s’fpo(sk =0)=> s*n(k), se[-1,1]
k=0

Proposicién 2.9 La funcidn H(s) estd dada por

H(s) = (1 —4pgs®)""/?,  [s| < 1/2/pq.

y satisface la ecuacion
o1, (s)H(s) = H(s) — 1, se-1,1].

Demostracién. Usaremos la férmula para h(n) = Py(S, = 0).

2.8. Procesos de Ramificacion

Consideremos una particula (neutrones, bacterias, virus informédtico, etc.) que puede generar nuevas
particulas del mismo tipo. El grupo inicial de individuos pertenece a la generacién 0 y suponemos que
cada individuo produce una cantidad aleatoria £ de descendientes con distribucién de probabilidad

PE=k =p,, k=0,1,2... (2.36)

donde pp > 0, >, pr = 1. Suponemos que todos los individuos actian de manera independiente, que
todos viven el mismo perfodo de tiempo y todos siguen la misma ley (2.36) para generar su descendencia.
El proceso (X,),>1 donde X,, representa el tamano de la n-ésima generacién, es una cadena de Markov
y se conoce como un proceso de ramificacion.

El espacio de estados de esta cadena es {0,1,2,...} donde 0 es un estado absorbente. Por otro lado,
si X, =k, los k miembros de esta generaciéon producen

P+H& 4+ = Xnn (2.37)
descendientes, que forman la siguiente generaciéon de modo que
Prj = P& + & + -+ & = j|Xn = k). (2.38)

Si una particula produce & = 0 descendientes, lo interpretamos como que la particula muere o desapare-
ce. Puede ocurrir que luego de varias generaciones todos los descendientes de la particula inicial hayan
muerto o desaparecido. Decimos entonces que todos los descendientes de la particula inicial se extinguie-
ron. Un problema interesante es calcular la probabilidad de extincién U, de un proceso de ramificacién
que comienza con una sola particula. Una vez que resolvamos este problema, podemos hallar la proba-
bilidad de que una cadena que comienza con k particulas se extinga, pues como las particulas actian

independientemente, esta probabilidad es (Us,)¥.
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Xo=1
0
1
2
® 3
° ° 4
Figura 2.5

Media y Varianza de un Proceso de Ramificacion.

La ecuacién (2.37) caracteriza la evolucién del proceso de ramificacién y se puede escribir como una
suma aleatoria:
Xnp1 =8 +8& +-- +&x,
Supongamos que E[¢] = p, Var[¢] = 02 y sean M(n) y V(n) la media y varianza de la n-ésima generacion
X, bajo la condicién inicial Xo =1, M (n) = E1[X,,], V(n) = Var;[X,,]. Usando las propiedades de sumas
aleatorias tenemos

M(n+1)=uM(n), (2.39)
V(n+1) = a*M(n) + pu*V(n). (2.40)

La condicién inicial Xy = 1 hace que las relaciones recursivas (2.39) y (2.40) comiencen con M(0) =1y
V(0) = 0. A partir de (2.39) obtenemos M (1) =y -1 = p, M(2) = uM(1) = u?, y en general

M(n)=p" paran=0,1,... (2.41)

Por lo tanto, el tamano medio de la poblacién crece geométricamente si u > 1, decrece geométricamente
si u <17y es constante si p = 1.
Sustituyendo M (n) = p™ en (2.40) obtenemos V(n + 1) = a?u™ + 2V (n), y con V(0) = 0 se tiene

V(1) = o?
V(2)=ou+p?V(1) = o’u+ o’
V(3) = o?u® 4+ p2V(2) = o?pu? + o%pd + ot

y en general
V(n) = gQ(Mnfl _|_'un N _|_u2n72)
e O—2un—1(1 + I 4+ -+ Mn_l)

-
=l BETS (2.42)
= Siu # 1.
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Probabilidades de Extincion.

La poblacién se extingue cuando el tamafio de la poblacién es 0. El instante (aleatorio) de extincién
N es el primer indice n para el cual X,, = 0 y luego, obviamente, X; = 0 para todo & > N. 0 es un
estado absorbente y podemos calcular la probabilidad de extincién haciendo un anélisis de la primera

transicién. Llamemos
U,=Pi (N <n)=P (X, =0) (2.43)

la probabilidad de extincién antes de n o en n. El inico miembro inicial de la poblacién produce §§0) =k
descendientes. Por su parte, cada uno de estos descendientes generard una poblacién de descendientes y
cada una de estas lineas de descendencias debe desaparecer en n — 1 generaciones o antes.

Las k poblaciones generadas por el miembro inicial son independientes entre si y tienen las mismas pro-
piedades estadisticas que la poblacién inicial. Por lo tanto, la probabilidad de que una cualquiera de ellas
desaparezca en n — 1 generaciones es U,,_1 por definicién, y la probabilidad de que las k subpoblaciones
mueran en n — 1 generaciones es (U,,_1)* por independencia.

Por la ley de la probabilidad total

(o]
Up=> pe(Un1)f,  n=12,.. (2.44)
k=0

con Uy =0y Uy = pg.

Funciones Generadoras de Probabilidad

Consideremos una v.a. £ con valores enteros positivos y distribucién de probabilidad

La funcién generadora de probabilidad (f.g.p.) ¢(s) asociada a la v.a. £ (o equivalentemente a su distri-
bucién (pg)) se define por

¢(s) =E[s] =) s"p, 0<s<1 (2.45)
k=0

Tenemos los siguientes resultados fundamentales, algunos de los cuales estudiamos en el capitulo 1.
Supondremos que pg + p1 < 1, salvo en la propiedad 5, para evitar trivialidades:

1. La relacion entre funciones de probabilidad y funciones generadoras es 1-1. Es posible obtener las
probabilidades (py) a partir de ¢ usando la siguiente férmula

1 dho(s)
= — . 24
PR Tdsh |, (246)
2. Si&y,..., &, son v.a.i. con funciones generadoras ¢1(s), d2(s), ..., dn(s) respectivamente, la f. g. p.
de su suma X =& +& +---+ &, es el producto de las funciones generadoras respectivas
Ox(s) = p1(s)d2(s) - dn(s). (2.47)

3. Los momentos de una variable que toma valores en los enteros mo-negativos se pueden obtener
derivando la funcion generadora y evaluando en 1:

de(s)
ds

=p1 +2p2+3ps +--- = E[¢]. (2.48)

s=1
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Para la segunda derivada tenemos

d2¢(5) B o)
ds® |,_; - ;k(’f — D)px
= E[¢(€ - 1)] = E[¢?] - E[¢] (2.49)
de modo que
21 d2¢(s) B d2¢)(s) do(s)
He= ds* |, +El = ds? |,_, * ds 5—1’
y en consecuencia
d? d d? 2
Varle) = Blg?] - (mlg))? = TA (IR
s=1 s=1 s=1

4. ¢ es estrictamente conveza y creciente en [0, 1]. Esto es una consecuencia inmediata del hecho que
¢ es una serie de potencias con coeficientes positivos.

5. SiE(€) =1, Var(€) =0, entonces ¢(s) = s.

Funciones Generadoras y Probabilidades de Extincién.

Regresamos ahora a la consideracién de los procesos de ramificacion. La funcién generadora de pro-
babilidad para el nimero de descendientes £ de cada individuo es

¢(s) =E[s*] =) pus".
k=0
Podemos ahora escribir la relacién (2.44) en términos de la funcién generadora:
Un =Y pe(Un1)* = ¢(Un_1) (2.50)
k=0

es decir, si conocemos la funcién generadora de probabilidades ¢(s), podemos calcular iterativamente las
probabilidades de extincién U,, comenzando con Uy = 0: Uy = ¢(Uy) = ¢(0), Uz = ¢(Uy), ete.

Ejemplo 2.19
En esta poblacién un individuo no tiene descendientes con probabilidad 1/4 o tiene dos descendientes
con probabilidad 3/4. La relacién recursiva (2.44) es en este caso

 143(Un1)?

U, 1
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B(s)
1
Uy = ¢(Un)
Ui = ¢(0)
Up=0 Uy Us 1 5

Figura 2.6

La funcién generadora es

y vemos que U,, = ¢(Up—1).

Representamos esta funcion en la Figura 2.6. Podemos ver que las probabilidades de extincién con-
vergen de manera creciente a la menor solucién de la ecuacién u = ¢(u).

Esto también ocurre en el caso general: Si Uy, es la menor solucién de la ecuacién u = ¢(u), entonces
U es la probabilidad de que la poblacién se extinga en algin momento finito. La alternativa es que la
poblacion exista indefinidamente, lo que ocurre con probabilidad 1 — U,,.

En este ejemplo la ecuacién u = ¢(u) serfa

con soluciones 1 y 1/3, y la menor solucién es 1/3. A

Puede ocurrir que Uy, = 1, en cuyo caso es seguro que la poblacién desaparece en algin momento.

Ejemplo 2.20
Si las probabilidades son ahora pg = 3/4 y pa = 1/4, la funcién generadora es

La ecuacién u = ¢(u) es ahora

con soluciones 1 y 3. Como la menor solucién es 1, Uy, = 1.
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P(s)
1
Uy = ¢(Uy)
Ur = ¢(0)
Up=0 Uu, U, 1 5

Figura 2.7

A

Para determinar en cudl caso nos encontramos hay que ver si la curva de la funcién generadora ¢(s)
cruza la recta y = x por debajo de 1, y esto se puede determinar por la pendiente de ¢ en 1:

_ dg(s)

(1) ds

=E() =n
s=1
v 5i0 < p <1 entonces ¢(t) > t, para todo t € [0,1). Para probarlo, definimos una funcién ¢(t) =
¢(t) —t, esta funcién satisface que g(0) = ¢(0), g(1) = 0y es estrictamente decreciente puesto que su
derivada ¢'(t) = ¢'(t) — 1 es estrictamente negativa, y esto se debe al hecho que ¢’ es estrictamente
creciente y ¢'(1) = pu < 1. Entonces, g(t) > 0, para 0 < ¢ < 1. En particular, la ecuacién ¢(t) = t,
no tiene raices en (0, 1).

» Sip > 1, entonces la ecuacion ¢(t) = t tiene una unica solucién en [0,1). Esto implica que
limypy ¢'(t) = ¢'(1) = p > 1. Por continuidad existe un ¢y < 1, tal que ¢/(t) > 1 para todo
to <t <1, por el teorema del valor intermedio vemos que

¢(1) — ¢(to) _ 1—o(to)

e 1t o) >1, para algin t’ € (tg,1),

de donde sigue que g(tg) = ¢(tg) — to < 0, y puesto que g es continua y ¢g(0) = P({ = 0) > 0,
podemos afirmar que existe un 0 < 1 < 1 con g(n) = 0. Por la convexidad estricta de ¢ es claro que
g no puede tener ninguna otra raiz en (n,1), ni en (0, 7).

Sea n la raiz més pequena de la ecuacién ¢(t) = ¢, en [0, 1]. Los hechos anteriores implican que esta
solucién existe y ademads: si u < 1, entonces n =1; si u > 1, entonces n < 1.
Tenemos entonces
¢'(1) <1 no hay cruce Uy =1,
#'(1) >1 hay cruce Us < 1.

Pero hemos visto que ¢'(1) = E[¢] y por lo tanto,

El¢l <1 = Us =1,
E¢]>1 = Uyx<L
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El caso limite corresponde a E[¢] = 1, donde E[X,,|X; = 1] = 1 para todo n de modo que el tamaio
promedio de la poblacién es constante pero la poblacion desaparece con seguridad, a menos que la varianza
sea 0, es decir, que con probabilidad 1 todo individuo tenga exactamente un descendiente, en cuyo caso
la poblacién no se extingue nunca.

Ejemplo 2.21
Supongamos que el tamano de las familias se distribuye segiin una ley geométrica con parametro g,

P =k)=q", k>0, para algin p € (0,1).

Es facil de calcular la funcién generadora ¢,

- q
— n,n __ —1
3(s) = > gs"p" = sl <p
n=0 p
La media vale yu = %. Se puede verificar usando un argumento de induccién que la n-ésima composiciéon
de ¢ consigo misma puede ser escrita como

n—(n—1)s .
nTI-ns st p=q=1/2,
¢n(8) = q[pn_qn_ps(pnfl _qnfl)] Sip#q
PP =" —ps(p" — q")

;,Cudl es la probabilidad de extincién en este caso? Usaremos la forma explicita de ¢,, para responder
a esta pregunta. Recordemos que

n .
T si p=q=1/2,
P, =0 = 6,000 = { gl — ")
pn+1 _ qn+1 S1p 7é q,

por lo que al hacer tender n — oo, vemos que

1 sip<
lfm P(ano):{q Br=a
n—oo si p>q.

57
Observemos que si para algin n > 1, Z,, = 0 entonces Z,,;; = 0, para todo k£ > 0. Es decir que la
poblacion se extingue en un tiempo anterior o igual a n. Tenemos que

P(extincién en un tiempo finito) = lim P(extincién antes del instante n)
n—oo

= lim P(Xpix =0,k >0)

n—roo

= lim P(X, =0)

n—oo

_J1 sip<gq
N %, si p>q.

Conclusién: La extincién ocurre con probabilidad 1, solamente en el caso en que p/q = p = E(X;) < 1;
esta condicién es bastante natural, puesto que E(X,,) = E(X;)"” < 1, y es de esperarse que Z,, = 0 tarde
0 temprano.

Veremos que el resultado de los ejercicios anteriores es consecuencia de un resultado mas general.



2.9. CADENAS DE NACIMIENTO Y MUERTE. 89

Teorema 2.13 Si Xy = 1 tenemos que

U = lim Pi(X,, = 0) = P(extincion en un tiempo finito) =1,
n—oo
donde n es la menor solucidn a la ecuacion, ¢(t) = t. Ademds, n = 1, si p < 1, (el caso subcritico) y
n <1, sip>1 (caso super-critico), mientras que en el caso en que p = 1, (el caso critico) n =1 si el
tamano de las familias tiene varianza estrictamente positiva.

Demostracion. Sea U,, = P;(X,, = 0). Sabemos que
U, = ¢(Up_1).

Es claro que {X,, = 0} C {X,,41 = 0}, para todo n > 1, entonces U,, es una sucesién creciente y acotada;
en consecuencia el limite de U,, existe y por la continuidad de ¢ debe de satisfacer

n= lim U, <1, n = o(n).
n—oo
Veamos ahora que si v es otra raiz positiva de la ecuacién, entonces n < v. Dado que ¢ es una funcién
estrictamente creciente, tenemos que

Ur = ¢(0) < ¢(v) = v,

y se sigue que
Uz = ¢(Uh) < ¢(v) = v,

y por induccién se ve que U,, < v, para todo n > 1, y por lo tanto que 7 < v. En consecuencia, 7 es la
menor solucién de la ecuacion t = ¢(t).

Ya vimos que si > 1 entonces la ecuacién ¢(t) = ¢, tiene una tinica solucién 7 en [0, 1), y de hecho la
otra solucién a la ecuacién es t = 1. La menor solucién es p < 1. Por otro lado, en el caso en que p < 1,
vimos que ¢(t) > ¢ para todo t € [0,1), y es claro que ¢(1) = 1, por lo tanto la solucién positiva més
pequena a la ecuacién ¢(t) = ¢ es n = 1. En el caso especial en que p = 1, el caso critico, necesitamos
distinguir entre el caso en que o2 = 0, donde ¢(s) = s y por lo tanto = 0, y el caso o > 0, donde
¢(s) > s, s €[0,1) y por lo tanto n = 1. [

2.9. Cadenas de Nacimiento y Muerte.

Sean £ = {0,1,2,...,N} con N < oo, y {X,,,n > 0} una cadena de Markov con espacio de estados
& y matriz de transicién
qg sij=1—1
py=q S
pi sij=i+1
0 en otro caso,

con 0 <p;,ri,q; <1lyq+7r,+p;=1paratodoi € Ey g =0y py =0si N < co. Diremos que una
cadena de Markov con espacio de estados y matriz de transiciéon de esta forma pertenece a la clase de
Cadenas de Nacimiento y Muerte. Dado que se tiene mucha libertad en los valores que pueden tomar los
parametros p;,r; v g;, varias cadenas de Markov entran en esta familia, como por ejemplo la cadena de
Ehrenfest, la ruina del jugador, la caminata aleatoria con barreras absorbentes o reflejantes, etc.

En esta seccién daremos métodos para calcular las probabilidades de que el primer tiempo de salida
de la cadena fuera de una regién [a, b] ocurra por la barrera superior o inferior.
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Proposicién 2.10 Sea H; el primer tiempo de llegada al estado j
H; =inf{n >0: X, =i}, 1ef.

Supongamos que p; > 0 y g; > 0 para todo j € {1,2,...,N —1} y que po > 0 y gv > 0 si N < co. Se
tiene que la cadena es irreducible y para todo a < k < b, a,b,k € &,

b— k—

1 1
i i
k a

Py(Hy < Hy) = =,  Pu(Hy < Hy) = 75—,

1
> >
j=a Jj=a

conyp =1y

Demostracién. Denotaremos por
h(j) = P;j(Hq < Hy), para todo j € [a, b].

Es claro que h(a) =1y h(b) = 0. Haciendo un estudio de las transiciones iniciales se demuestra que la
funcién h satisface
h(j) = ¢;h(j = 1) +r;h(j) +pih(G+1),  j € (a,b).
En efecto,
h(j) = Pj(Ha < Hy)

= P(H, < Hy|X1 =i, X0 = j)Pj;
€€

=Y P(H, < Hy|X; =i)P;;
€€

=q;h(j — 1)+ r;h(j) + pjh(j + 1).

Dado que 7; =1 — p; — g; se tiene que h satisface el siguiente sistema de ecuaciones
h(j) = qh(j = 1) + rh(§) + pih(G+1) & p; (h(i+1) = h(j)) = q; (h(j) — h(j — 1)),
para todo j € (a,b). Multiplicando y dividiendo por 7;_1 se ve que el sistema anterior es equivalente a
) ) (]%) Vi—1 ) ) _
h(j+1) —h(j) = T (h(4) —h(j—1)), Vjé€(a,b),
-

que es lo mismo que

B+ 1) = hG) = T (hG) = b = 1)), VS € (a,D)

Iterando este razonamiento se tiene que

h(j+1) = h(j) = =1L 29 (ha 41) — h(a)), V) € (a,b),
Yi-1Vj-2 Ya
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esto implica que 4
h(j+1) = h(j) = 2 (h(a+1) — h(a)), ¥j € (a,b).

Ya
Sumando sobre j =a+1,...,b— 1 se obtiene
b—1 1 b—1
h(b) — = > G+ -hG) == Y | (Ba+1) = h(a),
= Ya \ =
j=a+1 j=a+1

usando que h(b) = 0 llegamos a
b—1 b—1
ha+1) (Z“ ”) = h(a) (Z“‘“ ”)
Ya Ya

de donde se obtiene que

b—1

ha+1) = 2220 o) o ha 1) — h(a) = —
b—1 =1

2= T

Recordemos que

h(j+1) = h(j) = 2 (h(a+1) - h(a )):”(Z;_Vf ):Z;_Zj . a<j<b

Ya Ya j=a Vi j=a Vi

Finalmente, se tiene que

b—1 b-1
Py(H, < Hy) = h(j+1)) = %
J:k Zj:a 'Vj
y la probabilidad de que P,(H, < H,) se calcula usando que P,(H, < H,) =1 — P.(H, < Hp). [ |

Corolario 2.4 Bajo la hipétesis de la proposicion anterior y si a < k < b
Pk(Ha < Hb) = Pk(Ta < Tb),
con la notacion usual.

Corolario 2.5 Bajo las hipotesis de la proposicion anterior y si N = oo,

1
E;io Vi

Demostracién. Supongamos que Xy = 1, después de un minuto de meditacion es ficil convencerse de
que P (T, > n—1) =1y por lo tanto P;(lim, - T, = 00) = 1, ya que la medida de probabilidad P; es
continua, es decir que si B,, es una sucesion creciente de eventos y B = U2 By, entonces

Pl(T0<OO):1—

n—oQ

En este caso B, = {w € Q:T,, > n—1}. Ahora, sean C,, = {w € Q: Ty < T}, }, es claro que C,, C Cy41,

y que
Use1Ch ={w e Q: Th < oo},
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y usando de nuevo la continuidad de la probabilidad P; llegamos a

lim P (TO < Tn) =P (TO < OO),

y dado que

217 0 1

]_ _
Z?:o Vi Z?:o Yy mree Z;io Vi’

yva que v = 1. |

Pl(TO < Tn+1) =

2.10. Simulacién de Cadenas de Markov

En el capitulo 1 estudiamos la simulacién de variables discretas usando el método de la transformada
inversa y el método del rechazo. Vimos ademas algunos métodos mas eficientes para ciertas distribucio-
nes particulares como la binomial. Podemos usar estas técnicas que hemos estudiado para simular las
trayectorias de una cadena de Markov con espacio de estados discreto y tiempo discreto. Supongamos
que el espacio de estados es £ = {0,1,2,...,N}.

Para poder simular las trayectorias de una cadena a Markov a tiempo discreto necesitamos conocer
la distribucion del estado inicial 7 y la matriz de transicién P. A partir de la primera podemos generar el
valor inicial usando, por ejemplo, el método de la transformada inversa: Generamos una variable aleatoria
con distribucién uniforme en (0, 1) y observamos en cual de los intervalos

J

j—1
[Zm,zm), j=1,2,...,N
1=0

=0

cae la variable U que simulamos y le asignamos a X el valor j correspondiente.

Una vez que obtenemos el valor de Xy, digamos Xy = k, para generar el siguiente valor X; tenemos
que ver la fila k de la matriz de transicién, que corresponde a las probabilidades de transicién de la cadena
partiendo del estado k: Py ;, j € £. Usando el método descrito anteriormente con estas probabilidades en
lugar de 7; obtenemos el valor correspondiente a X;. De aqui en adelante se usa este mismo procedimiento:
Para generar X;;; sabiendo que X; = 4, usamos la i-ésima fila de la matriz de transicién para generar el
valor de esta variable.

Algoritmo:

1. Generamos el valor inicial Xy usando la distribucién inicial 7.
2. Dado el valor X;_; = k generamos X; usando la i-ésima fila de la matriz de transicion P.

3. Repetimos el paso 2 tantas veces como pasos de la cadena queramos generar.

Ejemplo 2.22
Queremos simular las trayectorias de una cadena de Markov con espacio de estados £ = {1, 2, 3}, distri-
bucién inicial uniforme y matriz de transicién

P =

o= Okl

S NI
(I SN

Para generar el valor inicial tenemos que generar el valor de una variable con distribucién uniforme en
{1,2,3}. Por lo tanto generamos una variable U con distribucién uniforme en (0,1) y si U < 1/3, Xy = 1,
si1l/3<U <2/3, Xg =2y finalmente si U > 2/3, X, = 3.

El siguiente paso depende del estado en el cual se encuentre a cadena:
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= Si estamos en el estado 1, para generar el siguiente estado tenemos que usar la distribucién de
probabilidad dada por la primera fila de la matriz: la probabilidad de que la cadena permanezca
en 1 es 0.5, de que pase a 2 es 0.25 y de que pase a 3 también es 0.25. Por lo tanto generamos una
variable U con distribucién uniforme en (0,1) y si U < 0.5, el siguiente valor de la cadena es 1; si
0.5 < U < 0.75 el siguiente valor es 2 y si U > 0.75 el siguiente valor es 3.

= Si estamos en el estado 2, para generar el siguiente estado tenemos que usar la distribucion de
probabilidad dada por la segunda fila de la matriz: la probabilidad de que la cadena pase a 1 es 0.5,
de que permanezca en 2 es 0 y de que pase a 3 también es 0.5. Por lo tanto generamos una variable
U con distribucién uniforme en (0,1) y si U < 0.5, el siguiente valor de la cadena es 1y si U > 0.5
el siguiente valor es 3.

= Si estamos en el estado 3, para generar el siguiente estado tenemos que usar la distribucion de
probabilidad dada por la tercera fila de la matriz: la probabilidad de que la cadena pase a 1 es 1/3,
de que pase a 2 es 1/6 y de que permanezca en 3 es 0.5. Por lo tanto generamos una variable U con
distribucién uniforme en (0,1) y si U < 1/3, el siguiente valor de la cadena es 1;s1 1/3 < U < 0.5
el siguiente valor es 2 y si U > 0.5 el siguiente valor es 3.
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Capitulo 3

Propiedades Asintéticas

3.1. Distribuciones Estacionarias

Definicién 3.1 Sea X,,,n > 1, una cadena de Markov con espacio de estados £ y matriz de transicién
P. Sea 7(i), ¢ € £, una distribucién de probabilidad, es decir,

7w(1) >0, paratodoi €€, Zw(z) =1.

Si
> w(i)Pi,j) =7(j), jEE, (3.1)
i
decimos que 7 es una distribucion estacionaria o una medida invariante para la cadena X,.

Para una cadena con espacio de estados finito, observamos que si P es la matriz de transicién y «
es el vector que representa la distribucién estacionaria, podemos escribir matricialmente la relacién (3.1)
como 7' P = 7, donde 7 es un vector columna y 7’ es su traspuesto.

Dada una cadena de Markov, no siempre es posible encontrar una distribucién estacionaria, como
veremos mas adelante.

Sea m una distribucién estacionaria, entonces, usando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,

Z ()P(2 Z ZPMP’W
_ZZ Pix) Py

k

Zﬂ'kpk]—ﬂj)

k

De manera similar, por induccién obtenemos que para todo n,

dom ()Pf])—ﬂ(JL JjeE. (3.2)

i
Por lo tanto, si la distribucién del estado inicial X es 7, (3.2) implica que para todo n,

P(Xn =j)=7(), JjeE,
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y en consecuencia la distribucion de X, es independiente de n. Esto quiere decir que la distribucién esta-
cionaria representa una distribucién de equilibrio del proceso: si el proceso se inicia con una distribucién
estacionaria entonces es estrictamente estacionario.

Supongamos ahora que la distribucién de X, es independiente de n, entonces la distribucién inicial
o debe satisfacer

mo(j) = P(Xo = j) = P(X; = j) = Zm(z‘)ﬂ-j

y en consecuencia my satisface la condicién (3.1) de una distribucién estacionaria. Resumiendo, la distri-
bucién de X, es independiente de n si y sélo si la distribucién inicial es una distribucion estacionaria.

Ejemplo 3.1
Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados £ = {0,1,2} y matriz de transicién

1/3 1/3 1/3
P=|1/4 172 1/4
1/6 1/3 1/2

Veamos que esta cadena tiene una unica distribucién estacionaria 7. La relacion que debe satisfacer esta
distribucién es 7P = m, es decir,

1/3 1/3 1/3 o
(70, 1, 72) 1/4 1/2 1/4| =|m
1/6 1/3 1/2 i

y obtenemos las tres ecuaciones siguientes,

§+Z+E 0,
™0 T o
3 Tt o™
™0 1 o
3 Ta gy T™

junto con la condicién adicional de que el vector 7 represente una distribucién de probabilidad, es decir
o+ M + 79 = 1.

Resolviendo este sistema obtenemos

6 2 9
0 = 55> ™ = =, T2 = 55>

25 ) 25

que son positivos y satisfacen las cuatro ecuaciones, de modo que representan la unica distribucién
estacionaria para la cadena. A

Dada una cadena de Markov, supongamos ahora que existe una distribucién v tal que para todo i € &,

lim P =u(j), jeCE. (3.3)

n—oo

Entonces la distribucién de X,, se aproxima a v cuando n — oo, sin importar cual sea la distribucién
inicial de la cadena. En este caso decimos que la cadena tiene una distribucion asintética.
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Supongamos que (3.3) vale y sea mg la distribucién inicial de la cadena, entonces
DR

Suponiendo que podemos intercambiar limites con series, haciendo n — oo y usando (3.3) obtenemos
lim P(X
Jim, =2

y como Y, my(i) = 1, concluimos que

nh_>HOIOP<Xn = ]) = V(])a JeE. (34)
Esta formula indica que, sin importar cual sea la distribucién inicial, para valores grandes de n la
distribucién de X,, es aproximadamente igual a la distribucion asintética v.
Si la cadena tiene una distribucién estacionaria 7 entonces, necesariamente, m = v, porque podemos
iniciar la cadena con la distribucién 7 y entonces

Comparando con (3.4) vemos que ambas distribuciones tienen que coincidir.
Por lo tanto, de acuerdo a este argumento, si una cadena de Markov tiene una distribucién estacionaria
y una distribucién asintética, ambas deben coincidir.

Teorema 3.1 Sea X = {X,,n > 0} una cadena de Markov con espacio de estados finito y matriz de
transicion P. Supongamos que para algun i € £ se cumple que

lim P = n(j), Vj€E, (3.5)

n—oo I

Entonces, el vector (w(j),j € £) es una distribucion de probabilidad invariante.

Demostracion. Es inmediato que 0 < w(j) < 1, para todo j € £ pues esto se vale para las potencias de

la matriz de transiciéon P, 0 < Pi(’?-) <1,paratodon >1yi,j € E. Veamos que en efecto 7 es un vector

de probabilidad, puesto que £ es finito los siguientes intercambios de suma y limite los podemos hacer
sin correr riesgo a equivocacion

2 )= lim A= lim > P =1
jEE jeE jEE

Para finalizar veamos que 7 es un vector de probabilidad invariante. Por las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov tenemos que para todo j € €.

7(j) = lim P("+1) = lim ZPiETkL)Pk,j

n—oo n—oo
ke&
— (n) — ,
= 7}1—{2013» Py ;= Zﬂ'(kj)P;w
ke€ ke€
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Observacion 3.1 1. Observemos que en el teorema anterior se tiene que 7 (k) > 0 para algin k € £
pues 7 es un vector de probabilidad. En el caso en que £ es infinito esto no se puede garantizar.
Por ejemplo tomemos una cadena de Markov con espacio de estados € infinito y tal que todos sus
estados son transitorios, como la caminata aleatoria no simétrica. Puesto que todos los estados son
transitorios se tiene que
lim PV =0=n(j), VjeE.

7
n—o0 >

El vector 7 es sin duda invariante, 0P = 0, pero no es un vector de probabilidad pues la suma de
sus entradas es 0.

2. En el enunciado del teorema no se pide que la relacién (3.5) se cumpla para todos los estados
iniciales i € &, se pide que el limite exista para algtin i € £. Si este limite existe para todo i € £ y
no depende del valor inicial, entonces 7 es a la vez, una distribucién asintética y una distribucién
estacionaria, y por lo tanto es tnica. Sin embargo, hay casos en los cuales la distribucién limite
depende del estado inicial.

3.2. Visitas a un Estado Recurrente

Veamos qué cosas pueden ocurrir para que una cadena no tenga distribucion asintética. Consideremos
una cadena de Ehrenfest con tres bolas. En este caso la matriz de transicién es

0 1 0 0
1/3 0 2/3 0
0 2/3 0 1/3
0o 0 1 0

P =

Si calculamos la matriz de transicién en dos pasos, la disposicién de los ceros en la matriz cambia,

1/3 0 2/3 0
0 7/9 0 2/9

2/9 0 7/9 0
0 2/3 0 1/3

P?=

Para ver que esta situacién se mantiene para valores mayores de n, observamos que si inicialmente tenemos
un nimero impar de bolas en la caja de la izquierda, no importa si anadimos o quitamos una, el resultado
serd un numero par. De manera similar, si hay un nimero par de bolas inicialmente, en el préximo
paso habra un nimero impar. Esta situacion de alternancia entre nimeros pares e impares indica que es
imposible regresar al estado inicial después de un nimero impar de pasos, es decir, si n es impar, P} =0
para todo 1.

Hay una manera de manejar esta situacién en la cual no existe el limite de P/} cuando n — oo. Sea
an, n > 0, una sucesién de nimeros. Si

lim a, =L (3.6)

n—oo

para algin L finito, entonces
1
lim = > ay, = L. (3.7)

Si (3.7) es cierto decimos que (a,) converge a L en el sentido de Cesaro. Este tipo de convergencia es
més general que la convergencia usual: es posible que (3.7) sea cierta sin que lo sea (3.6). Por ejemplo, si
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a, = 0 para n par y a, = 1 para n impar, entonces la sucesién no tiene limite cuando n — oo pero
n
.1 1
lim — E A = —=.
n—,oo N 2
m=1

Veremos a continuacion que para cualquier par de estados i, j de cualquier cadena de Markov, el limite

existe.

Recordemos que N,,(j) = > _, 1;(X,,) representa el nimero de visitas de la cadena al estado j
durante m = 1,...,n. El valor esperado del nimero de visitas para una cadena que comienza en i esta
dado por

Sea j un estado transitorio, entonces hemos visto que lim,,—, o N, (j) = N(j) < oo con probabilidad 1, y
lim;, 00 G (i, 5) = G(i,j) < 0o para todo i € £. En consecuencia

N (i
lim n()

n— 00 n

=0 con probabilidad 1,
y también

lim ——>= =0 paratodoi€ €. (3.8)
n—oQ n
Observamos que N,,(j)/n es la proporcién de las primeras n unidades de tiempo que la cadena estd en el
estado j y que G, (7,7)/n es el valor esperado de esta proporcién para una cadena que comienza en i.

Sea ahora j un estado recurrente y llamemos m; = E;[T}] al tiempo medio de regreso a j para una
cadena que comienza en j, si este tiempo de regreso tiene esperanza finita, y ponemos m; = oo si no.

Para probar el préximo teorema, necesitamos la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros y el Teorema de
Convergencia Acotada:

Teorema 3.2 (Ley Fuerte de los Grandes Niameros) Sea &, i > 1 una sucesidn de v.a.i.i.d. Si
estas variables tienen media finita p, entonces

L1y
52t

con probabilidad 1. Si & > 0 y las variables no tienen esperanza finita, el resultado vale si ponemos
= 400.

Teorema 3.3 (Teorema de Convergencia Acotada) Sea &, i > 1, una sucesion de v.a. Si existe
una constante K tal que |&;| < K para todo i > 1, y si & — & cuando i — oo, entonces E(&;) — E().
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Sea X,, n > 1 una cadena de Markov con probabilidades de transicién estacionarias que comienza
en un estado recurrente j. Con probabilidad 1 la cadena regresa a j infinitas veces. Para r > 1 sea T7 el
instante de la r-ésima visita a j:

T7 = min{n > 1: N,(j) = }.

Ponemos W} = T} = T; y para r > 2 sea W} =T} — T;’_l, el tiempo de espera entre la (r — 1)-ésima
visita a j y la r-ésima visita. Claramente,

— i :
TJ?“_Wj _A'_...+Wj7.

Lema 3.1 Sea X,,, n > 1 una cadena de Markov con probabilidades de transicion estacionarias que
comienza en un estado recurrente j. Las variables W, v > 1, son i.i.d.

Demostracion. Veamos en primer lugar que

Pi(With =z a|W) = 21, , W] = 2,) = P{(W} = z.41). (3.9)

Definimos tg =0, t; = t;_1 + 2; = 22:1 zg paral <i<r+1y sea
A, = {tl,t%...,tr}

el conjunto de los instantes en los cuales el proceso realiza las primeras r visitas al estado j. Por lo tanto,
paral <s<t, Xs=jsis€ A, X, #jsis¢A,.
Usando esta notaciéon vemos que el evento

1 2
Wi =21, Wi =29,..., W/ =2}

se puede escribir como
{Xs=jparas€A,, X#jparas¢ A, 1 <s<t.}.
Por lo tanto el lado izquierdo de (3.9) es ahora
Pi(Xy, ., =j, Xs# jparat, +1<s <t.11|X, =] paras € A,,
Xs#jparas ¢ A, 1 <s<t,),
por la propiedad de Markov esto es
P(X;,,., =J, Xe#jparat, +1< s <t41|X;, =j)
y teniendo en cuenta la definicién de los ¢; y la homogeneidad de la cadena, esto es igual a

Pi(W} = zp41)

de modo que hemos probado (3.9).
Para ver que todas tienen la misma distribucién veamos la distribucién de szz

L2 = 2) = 3" Bi(WE = 2| W} = )P, (W} =)

y el resultado se obtiene por induccién.
Ahora, por induccion, se prueba facilmente que

Pj(Wj1 =21,...,Wj = 2) = Pj(le =z)---Pi(W! = 2,),

y esto muestra que las variables Wf son independientes. |
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Teorema 3.4 Sea j un estado recurrente, entonces

Nu(G) _ Hry<o0}

lim con probabilidad 1, (3.10)
Y
lim GulinJ) _ lim — E Pfj V=LY para todo i € €. (3.11)
n—oo n n—oo n el m]

Demostracion. Consideremos una cadena de Markov que comienza en un estado recurrente j. Con

probabilidad 1 regresa a j infinitas veces. Por el lema 3.1, las variables le, W]-Q, ... son ii.d. y tienen
media comin E;(W}) = E;(T;) = m;. Por la LFGN tenemos
.1
len;O%(le W24+ W) =m; cp L

es decir, que

k
Jim. ?7 =m; c.p. 1l (3.12)

Sea N, (j) = k, entonces, al instante n la cadena ha hecho exactamente k visitas a j. Por lo tanto, la visita
k ocurre en o antes del instante n, mientras que la visita k + 1 ocurre después de n. Esto lo expresamos
en la siguiente desigualdad

T]Nn(]) S n< 7"J_J\[7L(J)+17
y por lo tanto,

Na (i) Na(i)+1
7 n__ 1

~— < < < )
Nu(j) = Nu(j) — Na(d)
siempre que N,(j) > 1. Como N,(j) — oo con probabilidad 1 cuando n — oo, estas desigualdades y
(3.12) implican que

n
lim ——~=m; c. p. 1l
Sea, de nuevo, j un estado recurrente pero supongamos ahora que X tiene distribucién arbitraria,
entonces es posible que la cadena nunca llegue a j. Si llega, el argumento anterior es vélido y (3.10) es

cierta. Por lo tanto

i Vel) _ i<y

c.p.l.

Por definicién 0 < N, (j) < n, y en consecuencia

Nu(4)

0< <1

Usando el Teorema de Convergencia Acotada tenemos

M]:

lim F; I{TJ'<°°}] _ Al <o) _py

n—oo

‘|

m; m; m;

y por lo tanto (3.11) vale. [

El teorema anterior tiene la siguiente interpretaciéon. Supongamos que estamos considerando una ca-
dena de Markov irreducible y finita, de modo que todos los estados son recurrentes y se comunican.
Entonces, con probabilidad 1 todos los estados serdn visitados y p;; = P;(T; < oo) = 1 para cuales-
quiera ¢, j. Por lo tanto, el tiempo promedio que la cadena pasa en el estado j cuando n es grande es,
aproximadamente, 1/m; = 1/ E;(T}), es decir, el inverso del tiempo medio de retorno.
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Ejemplo 3.2 (Cadena con dos estados)
Consideremos una cadena de Markov con dos estados posibles y matriz de transicion

_(l-« @
P= (1500,

Supongamos que 0 < «, 8 < 1, entonces tenemos una férmula explicita para las potencias de la matriz

de transicion ) 8
n « o[ @ —a
Pl (Goa) e (5 )

Si a+ B < 2, haciendo n — oo el factor (1 —a — 3)™ — 0 y por lo tanto

B _a
lim P" = (agﬂ aﬁ) .

e atp  a+p

En este ejemplo tenemos convergencia de las potencias de las probabilidades de transicion P/ cuando
n — 00 y como consecuencia también hay convergencia en el sentido de Cesaro.
En el caso limite a = = 1, la cadena sigue siendo recurrente, pero ahora no hay convergencia de P/}

cuando n — 0o ya que
1 0 0 1
2n __ 2n+1 __
o) ()

D AR |
o > P =5

m=1

Sin embargo, es facil ver que

que es consistente con el resultado anterior (sia = =1, a/(a+ ) =1/2 parai=1,2).
Una interpretacion de este resultado es que, a largo plazo, la cadena estard en el estado 1 una fraccién
de tiempo (/(a+ ) y en el otro estado la fraccién complementaria a/(a + ). A

3.3. Estados Recurrentes

Definicién 3.2 Un estado recurrente j es recurrente nulo si m; = oo.

Por el teorema 3.4 vemos que si j es recurrente nulo,

fim Gn0ed) g L > PIM =0, Viek. (3.13)
m=1

n—00 n n—o00 N,

Es posible mostrar un resultado mas fuerte: Si j es recurrente nulo entonces lim,,_ Pi(j") =0 parai€ €.

Definicién 3.3 Un estado recurrente j es recurrente positivo si m; < oo.
Por el teorema 3.4 vemos que si j es recurrente positivo,

lim 7G"(j’j) = 1 > 0.
n— o0 n m;

Consideremos una cadena que comienza en un estado recurrente j. A partir del teorema 3.4 vemos
que si j es recurrente nulo entonces, con probabilidad 1, la proporcién del tiempo que la cadena esta en
el estado j durante las primeras n unidades de tiempo tiende a cero cuando n — oo, mientras que si j es
recurrente positivo, con probabilidad 1 esta proporcién tiende al limite positivo 1/m; cuando n — occ.
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Teorema 3.5 Sea i un estado recurrente positivo y supongamos que desde i podemos acceder a j. En-
tonces j es recurrente positivo.

Demostracion. Ya vimos que en este caso desde j también se accede a i. Por lo tanto existen enteros
positivos n; y no tales que
(n1) (n2)
PV >0y Py >0

)

tenemos ( ) (n1) p(m) p(n2)
ni+m—+n n m n

ijl ’ ZPjilpii Pij27
sumando sobre m = 1,2,...,n y dividiendo por n concluimos que

E(Gnﬁ-n-l-nz(ja]) - Gn1+n2(]7.7)) > Pj(z' I)Pz(] Z)EGH(Z’Z)'

Haciendo n — oo, el lado izquierdo de la desigualdad converge a 1/m; y el lado derecho converge a

P(”l)P(”2)

Jji ij
mg

Por lo tanto (1) ()
P pie
Lo >0,

m; m;
y en consecuencia m; < 0o. Esto muestra que j es recurrente positivo. |

A partir de este teorema y los resultados que vimos anteriormente, sabemos ahora que si C' C £ es
un conjunto cerrado e irreducible, entonces o bien todos los estados de C' son transitorios o todos son
recurrentes nulos o todos son recurrentes positivos.

Si C' C € es finito y cerrado, entonces tiene al menos un estado recurrente positivo: Como

S piM =1, iec,
jec

sumando sobre m = 1,...,n y dividiendo por n obtenemos que

n ’ '

jeC

Si C es finito y todos los estados de C' fuesen transitorios o recurrentes nulos, entonces (3.8) o (3.14)
valdrian y tendriamos

1= lim M: hmM:Q
n—00 n n—00 n
jec jecC

lo cual es una contradiccion.

Teorema 3.6 Sea C' C & finito, cerrado e irreducible. Entonces todos los estados de C' son recurrentes
positivos.

Demostracion. Como C' es finito y cerrado, hay al menos un estado recurrente positivo. Como es
irreducible, todos los estados se comunican y por el teorema 3.5 deben ser recurrentes positivos.
|

Corolario 3.1 Una cadena de Markov irreducible con un nimero finito de estados es recurrente positiva.
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Corolario 3.2 Una cadena de Markov con un niumero finito de estados no tiene estados recurrentes
nulos.

Demostracién. Si j es un estado recurrente, estd contenido en un conjunto cerrado e irreducible C' de
estados recurrentes. Como C' es finito, por el teorema anterior todos los estados en C, incluyendo a j, son
recurrentes positivos. Por lo tanto no hay estados recurrentes nulos. |

3.4. Existencia y Unicidad de Distribuciones Estacionarias.

Vamos a necesitar la siguiente versién del Teorema de Convergencia Acotada para series.

Teorema 3.7 (Teorema de Convergencia Acotada) Sea a; > 0, i € £, una sucesidn de nimeros
cony a; < ooy sean b, i €& yn>1 tales que |b; | <1lparaic & yn>1,y

n—oo

lim E a;b;, = E a;b;.
n—oo £ Yin : A%
7 2

Sea 7 una distribucién estacionaria y sea m € N. Por la ecuacién (3.2) tenemos

S ak) P = (i), i€k
k

para todo i € E. Entonces

Sumando sobre m = 1,...,n y dividiendo por n concluimos que

Zw(k)M =7(i), i€€. (3.14)

Teorema 3.8 Sea m una distribucion estacionaria. Si i es un estado transitorio o recurrente nulo, en-
tonces (i) = 0.

Demostracién. Si i es un estado transitorio o recurrente nulo,

lim Gnlk, )

n—oo n

=0, ke€& (3.15)
por (3.8) y (3.13). Por las ecuaciones (3.14) y (3.15) y el teorema 3.7,

(i) = lim Z:ﬁ(k:)M =0.

n—oo n

|
Como consecuencia del teorema anterior vemos que una cadena sin estados recurrentes positivos no
tiene una distribucién estacionaria.

Teorema 3.9 Una cadena de Markov irreducible y recurrente positiva tiene una unica distribucion es-
tacionaria dada por

m(i)=—, i€E. (3.16)
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Demostracién. Haremos la demostracion para el caso en el cual el espacio de estados £ es finito. De las
hipétesis del teorema y del teorema 3.4 vemos que

)1
fm Gnh0 L e (3.17)

n—oo n m;

Supongamos que 7 es una distribucién estacionaria. A partir de la ecuaciones (3.14), (3.17) y el teorema
3.7 vemos que
. . Gn(k,1) 1 1
(i) = nlingc;ﬂk)T = ;ﬁ(k) =

Por lo tanto, si el proceso tiene una distribucién estacionaria, debe estar dada por (3.16).

Para completar la demostracién del teorema tenemos que mostrar que la funcién 7 (i), i € £ definida
por (3.16) es una distribucién estacionaria. Es claro que es no-negativa, asi que sélo tenemos que verificar
que

> mi =1 (3.18)

Yy que

1 1
—P,=—, j€E. 3.19
; m; J mj J ( )

Observemos inicialmente que

SR =1

Sumando sobre m = 1,...,n y dividiendo por n, concluimos que
Gn(k,i
> Clkyi) _ 1, kek. (3.20)
- n
Si € es finito, haciendo n — oo en (3.20) y usando (3.17), obtenemos que

. Gn(k,i 1
1= tim SR -5

K2

es decir, que (3.18) vale.
Por otro lado, por la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov

m m—+1
ZPIEi )Pij:PIEj )

Sumando de nuevo sobre m = 1,...n y dividiendo por n, obtenemos que

Gn(k,i Gni1(k,j) Py

E MPMZM_ﬁ- (3.21)
- n n n

Haciendo n — oo en (3.21) concluimos que (3.19) vale. Esto completa la demostracién cuando & es finito.

A partir de los dos ultimos teoremas obtenemos los siguientes corolarios.
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Corolario 3.3 Una cadena de Markov irreducible es recurrente positiva si y solo st tiene una distribucion
estacionaria.

Corolario 3.4 Si una cadena de Markov con espacio de estados finito es irreducible, tiene una unica
distribucidon estacionaria.

Corolario 3.5 Consideremos una cadena de Markov irreducible, recurrente positiva con distribucion
estacionaria w. Entonces con probabilidad 1

lim () _ w(i), i€k. (3.22)

n—oo N

Ejemplo 3.3 (Cadena con dos estados)
Consideremos una cadena de Markov con dos estados posibles y matriz de transicién

_(l-« @
P‘(ﬂ 1—6)

donde 0 < «, B < 1, ¢ = 1,2. Las ecuaciones para hallar la distribucién estacionaria son

(1—a)m + fry = m
am + (1 —ﬂ)?‘rg = Ty

que son la misma ecuacién. Tenemos ademés la condicion para que 7 sea una distribucién de probabilidad:
71 + 7o = 1. La solucién es

15} @
m = , Ty = .
Tat B T o+ B8
que coincide con la distribucién asintética que hallamos en el ejemplo 3.2. A

3.5. Cadenas Reducibles

Definicién 3.4 Sea 7 una distribucién de probabilidad sobre £ y sea C' C £. Decimos que 7 estd
concentrada en C si w(i) = 0 siempre que i ¢ C'.

Los resultados que hemos demostrado anteriormente implican el siguiente teorema.

Teorema 3.10 Sea C' un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes positivos. Entonces la
cadena de Markov tiene una unica distribucion estacionaria m concentrada en C que estd dada por

L . .
m(i) = {" e (3.23)

0, st no.

Supongamos ahora que Cy y C7 son dos conjuntos distintos, cerrados e irreducibles de estados recu-
rrentes positivos. Por el teorema anterior sabemos que la cadena tiene una distribucién estacionaria 7
concentrada en C y otra distribucién estacionaria 7 concentrada en C. Entonces, es posible demostrar
que las distribuciones 7, definidas para 0 < a < 1 por

To(t) = (1 — a)me(i) + am (i), €€,

son distribuciones estacionarias distintas. Por lo tanto tenemos el siguiente resultado,
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Corolario 3.6 Sea Ep el conjunto de los estados recurrentes positivos de una cadena de Markov.
1. 51 Ep es vacio, la cadena no tiene ninguna distribucion estacionaria.
2. Si Ep es un conjunto irreducible no vacio, la cadena tiene una Unica distribucion estacionaria.

3. Si Ep no es vacio pero tampoco es irreducible, la cadena tiene un numero infinito de distribuciones
estacionarias distintas.

Ejemplo 3.4 (Cadena con dos estados)
Consideremos de nuevo la cadena de Markov con dos estados y matriz de transicion

l-«o «
P =
(5" 1%)
y supongamos ahora que o = = 0, de modo que P es la matriz identidad. El espacio de estados tiene
ahora dos conjuntos cerrados irreducibles: {0} y {1} y hay una distribucién estacionaria concentrada en
cada uno de ellos: Para {0} es (1,0) mientras que para {1} es (0, 1). Cualquier combinacién convexa de

ellas es también una distribucion estacionaria de la cadena y por lo tanto hay infinitas distribuciones
estacionarias. A

3.6. Convergencia a la Distribuciéon Estacionaria

Hasta ahora hemos visto que si X,,, n > 0 es una cadena de Markov irreducible y recurrente positiva
con distribucién estacionaria m, entonces

n

1
lim — =7(j), i,je€.
n—oo n n—00 n

m G’ﬂ " j
F’L( ) = lil[] 7(2 j)
1

m=
Estudiaremos en esta seccion cuando vale el resultado maés fuerte

lim P™ =n(j), i,je€

n— oo v

y qué ocurre cuando no vale.

. ) >0 para algin n > 1, es decir, tal que p; =
Pi(T; < 00) > 0. Llamemos C; = {n > 1: Pz(ln) > 0}. Definimos el periodo del estado 4, d; o d(i) por

Definicién 3.5 Sea i un estado de la cadena con P

di=m.cd. {n>1: Pl(zn) >0} =m.cd. C;,
donde m.c.d. denota al maximo comtn divisor del conjunto.
Como consecuencia de la definicién tenemos que
1 <d; < minC;.

y si P;; > 0, entonces d; = 1.

Lema 3.2 Sii y j son dos estados que se comunican, entonces d; = d;.
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Demostraciéon. Para ver esto sean ny y ng enteros positivos tales que

PI >0 y P >0,

Entonces
Pi(in1+n2) 2 -Pl(jnl)P](an) N 0,

y por lo tanto d; divide a ny + ns. Si n € C; tenemos que PJ; > 0 y en consecuencia
(n1+n+nz) (n1) p(n) p(n2)
Pii'ru n-+nsg 2 Pijnl Pj]n Pjinz > O,

de modo que d; es divisor de ni1 + n + ng. Como d; es divisor de n; + ny también debe ser divisor de
n. Por lo tanto d; es divisor de todos los niimeros en el conjunto C;. Como d; es el mayor de todos esos
divisores, concluimos que d; < d;. De manera similar se muestra que d; < d; y en consecuencia dy = d;.

|

Hemos mostrado que los estados en una cadena de Markov irreducible tienen periodo comin d.

Definicién 3.6 Decimos que una cadena irreducible es periddica con periodo d si d > 1 y aperiddica si
d=1.

Una condicién suficiente sencilla para que una cadena irreducible sea aperiédica es que P;; > 0 para
algin i € £.

Ejemplo 3.5
Consideremos una cadena con matriz de transicién

-2 -1 0 1 2 3
-2 0 0 1 0 0 O
-1 1 0 0 0 0 O
0 0 05 0 05 0 0
1 0 0 0 0 1 0
2 0 0 0 0 0 1
3 0 0 1 0 0 O

Veamos el diagrama de transiciones para esta cadena
Figura 3.1
Considerando el estado 0, hay dos maneras de regresar a él: 0 — —1 — —2 — 0, que requiere tres

pasos, y 0 - 1 — 2 — 3 — 0, que requiere 4. Por lo tanto 3 y 4 estan en Cy y el m.c.d. de este conjunto
es 1. En consecuencia esta cadena es aperiddica. A
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Ejemplo 3.6 (Paseo al azar simple con barreras reflectoras)
Consideremos un paseo al azar simple con barreras reflectoras en los extremos 0 y N = 4. La matriz de
transicion es

05 05 0 0 O
05 0 05 0 O
P=]10 05 0 05 O
0 0 05 0 05
0 0 0 05 05

Vemos que todos los estados de esta cadena se comunican y que Py > 0, de modo que 0 tiene periodo 1
y, en consecuencia, todos los otros estados también.
A

Teorema 3.11 Sea X,,, n > 0, una cadena de Markov irreducible y recurrente positiva con distribucion
estacionaria 7. Si la cadena es aperiddica,

lim P =n(j), i,j€CE. (3.24)

Si la cadena es periddica con periodo d, entonces para cada par de estados i,j en £ existe un entero r,
0 <r<d, tal que Pl-jn) =0 a menos que n = md + r para algin m € N y

lim P = dn(j), i,j€€. (3.25)

m—oo W

Demostracién. Ver Hoel, Port & Stone, pags. 75-79.

Ejemplo 3.7
En el problema 7 de la lista de problemas 7 se pedia calcular las potencias 2, 4, 8, 16, 17, 32 y 33 de la
matriz

04 06 O
P=102 05 03
0.1 0.7 0.2

La ultima de estas potencias es

0.22353 0.56471 0.21177
P33 = (022353 0.56471 0.21177
0.22353 0.56471 0.21177

Calculemos ahora la distribucién estacionaria para esta matriz, resolviendo el sistema de ecuaciones
P =m:
—0.6m1 + 02719 + 0.1r3 =0

0.6y — 0.5m9 +0.773 =0
0.37T2 - 0.87T3 =0

y la ecuacién adicional w1 + 79 4+ w3 = 1, obtenemos

19 48 18
= — = 0.22353; = — = 0.56471; = — = 0.21177.
™= 35 0.22353; o 35 0.56471; 3 35 0 7

Vemos que en este ejemplo no sélo hay convergencia a la distribucién estacionaria, sino que esta conver-
gencia ocurre rapidamente. A
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3.7. Invertibilidad

Sea {X,,n > 0} una cadena de Markov homogénea con matriz de transicién P y distribucién esta-
cionaria w tal que
(i) >0, Viekl.

Definimos la matriz @) con indices en £ por
m()Qij = m(j) Pji- (3.26)
Al igual que P, esta matriz también es estocdstica ya que
. 7(j) 1 , 7 (i)
0= 1r - 5> rr - 1 1
jee e ) m(i) 5% (1)

La interpretacién de esta matriz es la siguiente. Supongamos que la distribucion inicial de la cadena
es 7. En este caso el proceso es estacionario y para todon >0y todoi € £

Usando la definicién de la probabilidad condicional tenemos

P(Xn+1 = Z|Xn = j)P(X" :-])
P(Xn+1 = Z)

P(X, = j‘Xn-i-l = Z)
_ TP
B w(i)] = Qi

Por lo tanto @ es la matriz de transicién de la cadena cuando invertimos el sentido del tiempo.

Teorema 3.12 Sea X,,,n > 0 una cadena de Markov con matriz de transicion P y espacio de estados
E y sea ™ una distribcion de probabilidad sobre £. Sea QQ una matriz estocdstica con indices en & tal que
para todo i,j € &

m()Qij = 7(J) P (3.27)
Entonces w es una distribucion estacionaria para la cadena.
Demostracién. Fijamos i € £ y sumamos (3.27) sobre j € &:
> 7w (0)Qi; =Y 7(4)Pyi
JjEE jEE
Pero Zj Qi; = 1 y por lo tanto, para todo i € £
n(i) =Y _w(j)Pji
JjEE
que es la condicién para una distribucién estacionaria. |

Definicién 3.7 Sea {X,,n > 0} una cadena de Markov homogénea con distribucién estacionaria m tal
que m(i) > 0 para todo i € £. Supongamos que 7 es la distribucién inicial de la cadena. Decimos que
{X,,n > 0} es invertible si se satisfacen las ecuaciones de balance detallado:
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En este caso QQ;; = P;; y por lo tanto la cadena original y la cadena invertida en el tiempo tienen la
misma distribucién ya que la distribucién de una cadena de Markov homogénea estd determinada por su
distribucién inicial y su matriz de transicién.

Corolario 3.7 (Prueba de Balance Detallado) Sea P una matriz de transicion sobre £ y sea m una
distribucidn de probabilidad sobre €. Si las ecuaciones de balance detallado (3.28) son vdlidas para todo
i,7 € € entonces  es una distribucion estacionaria para la cadena.

Una cadena invertible tiene la misma distribucion si invertimos la direccién del tiempo, es decir,
(Xo,X1,...,X5-1,X,) tiene la misma distribucién de probabilidad que (X,, X,—1,...,X1,Xo) para
todo n. En particular tenemos el siguiente corolario

Corolario 3.8 Una cadena invertible es estacionaria.

Ejemplo 3.8 (Paseo al azar sobre grafos.)
Un grafo es una estructura compuesta por dos partes: Un conjunto de vértices o nodos V, que supondremos
finito, y una matriz de estructura A = A(i,j) en la cual A(7,j) vale 1 si ¢ y j estdn conectados por un
arco o arista (diremos que ¢ y j son vecinos) y 0 si no. Por convencién ponemos A(¢,i) = 0 para todo
1eV.

El grado de un vértice ¢ es igual al nimero de vecinos que tiene:

d(i) = 3" A(i, j)
JEV

ya que cada vecino contribuye una unidad a la suma. Por lo tanto

A(i, )
P =
Td()
define una probabilidad de transicién. Si X,, = 4, la cadena salta a alguno de los vecinos de ¢ con

distribucién uniforme. La cadena de Markov homogénea con estas probabilidades de transicién se conoce
como un paseo al azar sobre el grafo.

1
@ L 4
4 0 2
3
Figura 3.2

Por ejemplo en el grafo de la figura 3.2

1 . 1 1 1
Poi=-,1=1,2,3,4; P102P12=§; Py =Py =Poz=7; P3p=Pp = Py =1

1 3’ 2’
Es facil hallar la distribucién estacionaria en este caso. Vemos que si C es una constante positiva,
(1) = Cd(i) satisface la condicién de balance detallado:

W(Z)RJ = CA(Z7]) = CA(]» Z) = T‘—(])P]z
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Por lo tanto, si tomamos C' = 1/, d(i), tenemos una distribucién estacionaria. Observamos que para
cualquier grado, Y. d(i) = 2|A|, donde |A| es el nimero de arcos, y por lo tanto C' = 1/2|A|.
A

3.8. Teorema Ergoddico

Una versiéon més general de la ley fuerte de grandes nimeros para cadenas de Markov es el Teorema
Ergoddico, que presentamos a continuacién.

Teorema 3.13 (Teorema Ergédico) Sea {X,,,n > 0} una cadena de Markov irreducible, recurrente
positiva y distribucion estacionaria w. Sea f: € — R, una funcion acotada, entonces,

i S F06G) = SR () = Balf), cop L (3.20)
Jj=1

€€

Demostracién. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que |f| < 1. Tenemos que

Por lo tanto . .
; PRICOEDBEOVGIEEDS (N”—(Z) —7(d) £ (i)
‘n =1 i€€ iee

Para cualquier S C £ tenemos

23 pe) - St = (X + ) (2 r) 1)

= i€S  i¢s

gZ)N"T@—W(i)‘+Z’N"Tm—W(z)) (3.30)
ies i¢S

Ahora bien, el segundo término en (3.30) es

3 R B SE SR SRR S IO BT
¢S

¢S ¢S €S ¢S
IO —N’;(Z) +23 (i)

icS i€S ¢S
<3 |ni) - N”T(Z)] +23 ()

i€S ¢S

y por lo tanto
BN Nl L NL(9) .
=70 = o) <230 v - =22 4237 7(6)
j=1 i€E €S ¢S
Dado & > 0 escogemos S C & finito de modo que Zies (i) < /4 y luego escogemos N (w) tal que, para
todo n > N(w),
. N, (7) €
Z‘ﬂ'(l) B ‘ < T

i€S
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Por lo tanto para n > N(w) tenemos

32210 - e <2

€€

3.9. Ejemplos

Definicién 3.8 Una matriz de transicién P es doblemente estocdstica si sus columnas suman 1, es decir,
si
ZPU =1, paratodoj€c€&.
i

Para una matriz de transicién doblemente estocastica, la distribucién estacionaria es sencilla.

Teorema 3.14 Si la matriz de transicion P de una cadena de Markov con N estados es doblemente
estocdstica, entonces la distribucidn uniforme 7(i) = 1/N para todo i, es una distribucion estacionaria.

Demostracién. Observamos que

1 1
Zﬂ(i)ﬂj = NZPU‘ =N

%

de modo que la distribucién uniforme satisface la condicién 7' P = m que define una distribucién estacio-
naria.

Vemos ademas, que si la distribucién estacionaria es uniforme, necesariamente la matriz P es doble-
mente estocdstica. |

Ejemplo 3.9 (Paseo al azar simple con barreras reflectoras)

Consideremos de nuevo el paseo al azar simple simétrico con barreras reflectoras (ver ejemplo 3.6). Es
inmediato en el caso particular N = 4 considerado antes que la matriz es doblemente estocéstica, y en
consecuencia m(¢) = 1/5 es una distribucién estacionaria. En general, si consideramos un paseo de este
tipo con espacio de estados € = {0,1,..., N}, la distribucién estacionaria serd n(i) = 1/(N + 1). A

Ejemplo 3.10 (Paseo al azar en la circunferencia)
Colocamos N + 1 puntos, que llamamos 0,1,..., N sobre la circunferencia. En cada paso la cadena se
mueve a la derecha o a la izquierda un paso, con probabilidades respectivas p y 1 — p, incluyendo los
extremos 0 y N, es decir, la cadena pasa de N a 0 con probabilidad p y de 0 a IV con probabilidad 1 — p.
Para el caso particular N = 4 la matriz de transicion es

0 P 0 0 1-p
1—p 0 P 0 0
P = 0 1—p 0 p 0
0 0 1—p 0 p
p 0 0 1—p 0

Vemos que todas las columnas suman 1, y lo mismo es cierto en el caso general, de modo que la distribucién
estacionaria es uniforme 7 (i) = 1/(N + 1). A

En el siguiente ejemplo usamos las ecuaciones de balance detallado para encontrar la distribucién
estacionaria.
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Ejemplo 3.11

Tres bolas blancas y tres negras se colocan en dos cajas de modo que cada caja contenga tres bolas. En
cada paso extraemos una bola de cada caja y las intercambiamos. X,, es el nimero de bolas blancas en
la caja de la izquierda al paso n. Halle la matriz de transiciéon y obtenga la distribucién estacionaria.
Demuestre que ésta corresponde a seleccionar 3 bolas al azar para colocarlas en la caja de la izquierda.

X, es una cadena de Markov homogénea con & = {0, 1,2,3}. Si X,, = ¢, hay 3 — i bolas negras en la
caja de la izquierda mientras que la derecha tiene 3 — 7 blancas e ¢ negras. Por lo tanto

Piiy1 =P(Xpp1 =i+ 1|X, =1)

= P(seleccionar blanca en la derecha y negra en la izquierda)

3—1)\2 : .
= ( 3 ) , siempre que i < 3,
iN2
Pi1= (g) , siempre que i > 0,

R (55 ()

0 1 0 0
1/9 4/9 4/9 0
0 4/9 4/9 1/9
0o 0 1 0

Tenemos

P =

Para hallar la distribucién estacionaria usamos las ecuaciones de balance detallado:
w(i)Pi—1 =7t —1)Pi_11
es decir, - ; e
A , —(i—
(3 = n()

de donde obtenemos

Usando esta relacién obtenemos

m(1) =97(0);  w(2) =97(0);  «(3) ==(0)

y
7(0) +7(1) +7(2)+7(3) =1
Finalmente 1
=—(1 1).
s 20 ( b 9? 97 )

Veamos que la distribucién que obtuvimos corresponde al nimero de bolas blancas que se obtienen al
seleccionar tres bolas de un conjunto de seis bolas, de las cuales tres son blancas y tres negras. En este
contexto, la probabilidad de seleccionar i bolas blancas es

a0

que es la distribucién .
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3.9.1. Cadenas de Nacimiento y Muerte

En el capitulo anterior consideramos las cadenas de nacimiento y muerte. A continuaciéon queremos
obtener una condicién que nos permita determinar, en el caso de una cadena irreducible con espacio
de estados infinito, cuando la cadena es transitoria y cudndo es recurrente. Consideraremos cadenas de
nacimiento y muerte irreducibles sobre los enteros no-negativos, por lo tanto

p; >0 parai >0, q;i >0 parat>1.
Hemos visto que
1
PTy<o00)=1— =, (3.31)
Z;'io Vi
con y; = szl(qi /pi). Supongamos ahora que la cadena es recurrente, entonces Pj(Tp < o0) = 1y

necesariamente
o0
> 7 =00 (3.32)
j=0

Para ver que esta condicién también es suficiente, observemos que Fy; = 0 para j > 2 y en consecuencia
Py(Tph < 00) = Pyo + Po1 Pi(Th < 00). (3.33)
Supongamos que (3.32) vale, por (3.31)
P (Ty < ) =1,
y usando esto en (3.33) concluimos que
Py(Th < 00) = Pyo + Po1 =1,

de modo que 0 es un estado recurrente. Como la cadena es irreducible, debe ser una cadena recurrente.
Resumiendo, hemos mostrado que una cadena de nacimiento y muerte irreducible sobre {0,1,2,...}
es recurrente si y sélo si

L g
D=t =
=0 =0 D1 Dj
Ejemplo 3.12

Consideremos la cadena de nacimiento y muerte sobre los enteros no negativos con probabilidades de
transicion

1+ 2 1
i = 5 i =5/ 120
Pizsiyy ¥ Ty !
En este caso )
q 1
pi_i—|-2’

y obtenemos que
._ql...qi_ 1.2.1 _ 2 _2 1 1
T p 34-(+2) (+D@+2)  \i+l i+t2)

Por lo tanto,

o0

i ,_QZ( 11 )_2(1_1+1_1+1_1+ )_1
i:l%_ i+1 i+2) “\97 373 1471 5" )"

i=1

y concluimos que la cadena es transitoria. A
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Finalmente, veamos cual es la distribucién estacionaria para una cadena irreducible con espacio de
estados infinito. Las ecuaciones (3.1) que definen la distribucién estacionaria, son en este caso

m(0)rg + 7(1)q1 = 7(0),
7t — Dpi—1 +7(0)r; + (3 + V)gipr = w(i), 7>1,
y teniendo en cuenta la relacién p; + r; + g¢; = 1, las ecuaciones anteriores son
pom(0) = 17 (1),
Gip1m(i+1) — pim(i) = qim (i) —piam(i—1), i>1.
A partir de estas ecuaciones obtenemos por induccién que
giram(i+1) =p;w(i), >0. (3.34)
Esta ecuacion es un caso particular de la ecuacién de balance detallado
(i) Py = m(j) Pji

para el caso de las cadenas de nacimiento y muerte. La condicién de balance detallado es mas fuerte que
(3.1), como es fécil de verificar, y no siempre es vélida. La ecuacién (3.34) también vale en el caso de un
espacio de estados finito.

Ejemplo 3.13 (Cadena de Ehrenfest con tres estados)
En este caso la matriz de transicién es

1 2 2 1
1-7(0) = 377(1); gﬂ’(l) =-7(2); =m(2)=1-7(3).
Poniendo 7(0) = A y resolviendo obtenemos 7(1) = 7(2) = 3\, m(3) = A. Como la suma debe ser 1,
obtenemos que A = 1/8 y la distribucién estacionaria en este caso es

Veamos ahora como se obtiene la distribucién estacionaria para una cadena general de nacimiento y
muerte. A partir de la ecuacién (3.34) obtenemos

m(i+1)=Lr@), i>0 (3.35)
qi+1
y en consecuencia
a(i) = P r0), iz (3.36)
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Definamos vy =1y

= POPimL s g (3.37)

a1 qi

entonces podemos escribir (3.36) como
(i) = v;w(0), i>0. (3.38)

Supongamos ahora que

o D0 Pic1
;VZ ZT...% < 00, (3.39)

i=1

a partir de (3.38) concluimos que la cadena tiene una unica distribucién estacionaria dada por

7(i) = =t i> 1. (3.40)

Z;iol/j, =

Si en cambio (3.39) no vale, es decir, si la serie diverge, la relacién (3.38) dice que la solucién de (3.1)
es idénticamente igual a 0 (si 7(0) = 0) o tiene suma infinita (si 7(0) > 0) y en consecuencia no existe
distribucién estacionaria.

Vemos que una cadena de nacimiento y muerte tiene distribucién estacionaria si y sélo si (3.39) vale,
y que la distribucién estacionaria, cuando existe, estd dada por (3.37) y (3.40). Observamos que como la
cadena es irreducible, tiene una distribucion estacionaria si y sélo si es recurrente positiva.

Resumiendo, podemos dar condiciones necesarias y suficientes para cada una de las tres posibilidades
en una cadena de nacimiento y muerte sobre los enteros no negativos.

e La cadena es transitoria si y solo si
(o)
E v < 0Q.
Jj=0

e La cadena es recurrente positiva si y sélo si

%) )
E Yj = o9, E v; < 00.
j=0 j=0

o0 o]
E ")/J = 00, E Vj = o0
=0 =0

Ejemplo 3.14
Consideremos una cadena de nacimiento y muerte sobre los enteros no negativos con las siguientes pro-
babilidades de transicion

po=1 pi=p, @a=q=1-p, 21,
con 0 < p < 1. Para determinar en cual de las tres clases se encuentra la cadena tenemos que estudiar el
comportamiento de las series Y v; v > ;. En este caso es facil ver que

para ¢ > 1. En consecuencia vemos que hay tres casos:
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e 0 < p<1/2. > v = oo, por lo tanto la cadena es recurrente. Para ver si es nula o positiva
calculamos > v;, que es convergente en este caso y en consecuencia la cadena es recurrente positiva.

e p =1/2. Un andlisis similar muestra que ambas series divergen y la cadena es recurrente nula.

e 1/2 <p< 1. Eneste caso Y v; < oo y la cadena es transitoria.

Ejemplo 3.15

Consideremos una empresa que tiene tres maquinas que se danan de manera independiente, con proba-
bilidad 0.1 cada dia. Cuando hay al menos una maquina danada, con probabilidad 0.5 el técnico puede
reparar una de ellas para que esté funcionando el préoximo dia. Para simplificar, suponemos que es im-
posible que dos méquinas se danen el mismo dia. El niimero de méquinas en funcionamiento en un dia
dado puede ser modelado como una cadena de nacimiento y muerte con la siguiente matriz de transicion:

05 05 O 0
0.06 05 045 O
0 01 05 04
0 0 03 07

P:

Para ver como se obtiene esta matriz, consideremos la segunda fila, que corresponde a un dia que se inicia
con una miquina en buen estado. Al dia siguiente estaremos en el estado 0 si una maquina se dana y el
técnico no puede arreglar la maquina en la que esta trabajando, lo cual ocurre con probabilidad 0.1 x 0.5.
Por otro lado, pasamos al estado 2 sélo si el técnico logra reparar la maquina en la que estd trabajando y
la que estd en uso no se dafia. Esto ocurre con probabilidad (0.5)(0.9). Un razonamiento similar muestra
Para obtener la distribucién estacionaria usamos la férmula (3.35) y poniendo 7(0) = A entonces

Po 0.5
1) =702 = A — =10\
n(1) =7(0) 7 = A g = 100
2) =7(1)— =10\ —— =45\
n(2) =7(1) 2 S =15,
P2 0.4
3) = m(2)22 = 45\ —— = 60A.
n(3) =7(2) 7 = 45X g

La suma de las 7 es 116, haciendo A = 1/116 obtenemos

60 45 10 1
7(@) = o, w) = o, w(l) =

Ejemplo 3.16 (Rachas)
Sea {X,,n > 0} una cadena de Markov sobre {0,1,2,...} con probabilidades de transicién

P iv1=pi, Po=1-p;

;Bajo que condiciones la matriz de transicién de X admite alguna medida invariante?
Para responder a la pregunta planteada arriba estudiaremos cuando el sistema 7' P = 7, es decir,

mo=Y (I—p)m, m=piami1, Yi>1,
i>0
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tiene solucién no trivial. Usando un argumento de recursién vemos que el sistema anterior equivale a

i—1
T = (Hpj)ﬂm Vi1,

=0

mo = (1 —po)mo + »_(1 —pi)(ﬁpj)ﬂo-

i>1 =0

Esta ultima ecuacion es la que nos permitira estudiar la existencia de vectores invariantes. Para evitar
casos no interesantes supondremos de aqui en adelante que 0 < 7y < co. Entonces, se tiene la siguiente
sucesion de igualdades:

mo = (1= po)mo +mo »_(1 —Pi)<ﬁpj)
=0

i>1

n

i—1
= (1 =po)mo +mo lim_ Z}(l — i) ( Hopj)
1= Jj=

n

i—1 i—1
=it 3°[(In) - (o)
i=1  j=0 j=0
n—1
= (1 = po)mo + mo (po — lim_ 11 pj)
j=0
Deducimos de esto que una condicidon necesaria para que 7y sea 0 < mg < 00 es que

ﬁ’ﬁi =0.
=0

Pero eso no es suficiente para garantizar la existencia del vector de probabilidad 7, ya que necesitamos
saber cuando

o0

Z ™ < 00,

i=0

y esto ocurre si y solamente si
(o] n
E Hpi < o0.
n=11:{=0

Si esto es cierto, para que 7 sea una distribucién de probabilidad es necesario que
o0 n
7T0+7T0§ (sz'):l
n=1 =0

y por lo tanto,

1
1+ > onzo H?:o 2

J—1
o m=70[[p: i1
i=0
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Podemos concluir que la cadena es positiva recurrente si y solamente si

Mientras que en el caso en que

lfm Hpj—pe (0,1],

n—oo
no existe vector invariante diferente del vector O. A

Ejemplo 3.17

Supongamos que en el ejercicio anterior todas las {p;,7 > 0}, son iguales a un valor p €]0, 1[. Calcular las
n-ésimas potencias de la matriz de transiciéon P. Estudiar el comportamiento asintético de estas cuando
n — 0o.

Observemos que la cadena de Markov que nos interesa se puede usar para simular la fortuna de un
jugador muy avaricioso, que apuesta toda su fortuna cada vez que juega en un juego que le permite ganar
un peso con probabilidad p o perder todo el dinero apostado con probabilidad 1 —p; y en compensacién el
casino le da crédito, en el sentido que le da la oportunidad de seguir jugando aunque su fortuna sea cero.
Denotaremos por X, la fortuna del jugador al tiempo n; se tiene que en un paso la cadena se comporta
como

X _ JXn+1 con probabilidad p
"0 con probabilidad 1 —p=g¢q

Mientras que en m-pasos, se tienen dos posibilidades, sea el jugador no pierde ni una sola vez, o bien
pierde alguna vez. Esto se refleja en las probabilidades de transicién como

Pﬁ?zp”, sik=1i+n,
esto ocurre cuando el jugador no pierde, mientras que si el jugador pierde en alguno de los n juegos:
Po =g, 0<k<n-—1

La primera afirmacion es evidente, para ver la segunda veamos primero como calcular esa probabilidad
en el caso en que k = 0, por la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov,

PR =3P Py=¢Y PIV=q vn>2
2>0 220

ahora bien, el evento {X,, = k} dado que Xy = 4, ocurre cuando hay una racha’de k juegos ganados,
antecedidos de una sucesién de n — k juegos que se terminan por un juego perdido, ( 7,...,0 ). Esto se
——

n—k juegos
puede ver con la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, paran > 2y 0 <k <n-—1

n n—k k n—k k
Pz(k) Z P( )P o Pz(O )P(g,k) _ qpk7
z2>0

s

ya que la tinica manera de ir al estado k en exactamente k pasos es: partir de 0 y no perder ningin juego,
lo cual ocurre con probabilidad p* y ademés vimos arriba que de cualquier estado se va a cero en j pasos
con probabilidad q.
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Ahora veamos lo que pasa con dichas probabilidades cuando n tiende a infinito. Gracias al calculo
anterior es facil ver que para cualquier estado ¢ >0y k >0
lim Pi(z) = qp".
n—oo ’
Observemos lo siguiente: 1. Este limite no depende del estado i del cual parte la cadena, y 2. Usando
el resultado del ejercicio anterior podemos asegurar que la cadena es positivo recurrente y que el vector

de probabilidad invariante 7 esta dado por 7, = gp*, k& > 0. Dicho de otro modo las entradas de las
potencias de la matriz de transicién convergen al vector invariante.

Ejemplo 3.18
Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados £ = {0,1,2,3,4,5} y la siguiente matriz de
transicion
1/3 1/3 0 1/3 0 0
0 1/2 0 0 0 1/2
0 0o 1/2 0 1/2 0
/2 0 1/2 0 0 0
0 0o 12 0 1/2 0
0 3/4 0 0 0 1/4

P =

Veamos que esta cadena tiene infinitas distribuciones estacionarias. Ell diagrama de transiciones de la

cadena es
(3)=()
—_—

]
O=0 O=E

Figura 3.3

Vemos que hay tres clases de equivalencia, C' = {0, 3}, que es transitoria, y A = {1,5} y B = {2,4}
que son ambas recurrentes. Por lo tanto, tanto A como B tienen distribuciones estacionarias que estan
concentradas en ellos. Para hallarlas consideramos las matrices de transicién concentradas en cada clase
de equivalencia cerrada e irreducible:

o (12 12 o (12 12

A7 \1/2 1/2 B=\3/4 1/4
Es sencillo ver que la distribucién estacionaria concentrada en A es uniforme: 74 = (1/2,1/2) mientras
que la distribucién concentrada en B es mp = (3/5,2/5). Si 0 < a < 1, cualquier combinacién de estas

distribuciones de la forma
ams+ (1 —a)rp

también es una distribucién estacionaria.
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Capitulo 4

Procesos de Poisson

4.1. Distribucién Exponencial

Definicién 4.1 Una variable aleatoria T tiene distribucién exponencial con pardmetro A\, T ~ Exp(N),
si su funcién de distribuciéon esta dada por
Fr(t)y=P(T <t)=1—-¢*, parat>0.
Equivalentemente, T tiene densidad fr(t) dada por
Xe ' parat >0,
fr(t) =
0 para t < 0.

Esta distribucién tiene el siguiente valor esperado:
E[T] :/ tfr(t)dt = / the Mdt
0

—00
oo oo 1
= e + / e Mdt = =,

0 A

0
De manera similar podemos calcular E[T?] integrando por partes,

E[T?] = /Oo t2 fr(t)dt = /OO t2xe " Md\

—o00 0

> At 2
2te Mdt = —
+ [ ot =

oo
_ _t2e—)\t’
0

y por lo tanto, la varianza de T es

Var(T) = E[T?] — (E[T])? = —.

4.1.1. Falta de Memoria
Una de las propiedades fundamentales de la distribucién exponencial es la siguiente:
P(T>t+s|T>t)=P(T>s).
Para demostrar esta propiedad usamos la definicién de probabilidad condicional

P(T >t+s) e Mt+s)
P(T >t) e

P(T>t+s|T>t)= =e M =P(T>s).
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4.1.2. Minimo de Variables Exponenciales
Sean S ~ Exp(A) y T ~ Exp(p) variables independientes. Tenemos en primer lugar
P(min(S,T) > t) = P(S > t,T > t)
=P(S>t)P(T > t) = e A1,

es decir, min(S, T') tiene distribucién exponencial de pardmetro A+ u. El mismo cdlculo muestra que para
una coleccién de variables independientes T7, ..., T, con T; ~ Exp(N;), 1 <i < n,

P(min(Ty,...,Ty) > t) = P(Ty > t,.... T, > t)

n

n
— HP(T7 > t) — Hef)\it _ 67()\1+m+)\")t (41)
i=1 i=1
En consecuencia, el minimo de varias variables independientes con distribuciones exponenciales tiene
distribucién exponencial con parametro igual a la suma de los parametros.

Veamos ahora con qué probabilidad una variable exponencial es menor que otra. Sean S ~ Exp(A) y
T ~ Exp(p), tenemos

P(T>S)= /OOO P(T > s|S =s)fs(s)ds

o0 )\ o0
= e Me s = ——— A+ p)e” Mg
/0 At o ( )

A
Ap
Para varias variables, el resultado es el siguiente

P(Ti :min(Tl,...,Tn)) :P(Ti <Ty,....,T; <T;_1,T; <Ti+1,...,Ti <Tn)
TN A

Para demostrar esta propiedad llamemos S = T; y sea U el minimo de T}, j # 4. Por (4.1) sabemos que
U es exponencial con pardmetro p = (A1 + -+ + A,) — A;. Usando el resultado para dos variables

P(T; = min(Ty,...,T,)) = P(S <U) = )\‘+M:)\l+"'+)‘ ’

Sea I el indice (aleatorio) de la menor de las variables exponenciales, hemos demostrado que
Ai

PI=0 =

Lema 4.1 [ y V =min(Th,...,T,) son independientes.

Demostracion. Calculamos la siguiente probabilidad conjunta

o0
P(I =,V > t) = P(Tl > t,Tj >T;, Vj# ’L) = / P(Tj > s, Vj# Z)fTL(S)dS
¢
= / Aie N He_’\fsds = )\i/ e X dg
¢ i t
Ai

R Y e t%) = P(I =i)P(V > t).
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Veamos a continuaciéon céomo se distribuye una suma de exponenciales.

Teorema 4.1 Sean T1,T5,... v.a.i.i.d. con distribucion exponencial de pardmetro A. La suma T, =
Ty +---+ T, tiene distribucion T'(n, \), es decir, la densidad estd dada por

(A

fr (1) = Ae (n—1)!

para t >0

y 0 en otro caso.
Demostracion. Haremos la prueba por induccién. Para n = 1, 71 = T tiene distribucién exponencial

de pardmetro A, que concuerda con la densidad de la férmula anterior.
Supongamos ahora que la férmula es cierta para n. Tenemos 7,41 = T, + Tr+1 ¥ por independencia

t
P(rp41 <t)= /0 P(ry, 4+ Thy1 < tltn = 5)fr, (s)ds
- / P(Tns1 <t = 8))fy, (s)ds
0

Usamos ahora la distribucién exponencial para el primer factor y la férmula inductiva para el segundo
obtenemos

t A n—1 A" t P t
/ (1 _ e—)\(t—s))Ae—As ( S) ds = / e—/\ssn—lds o / e—/\tsn—lds

L 1 t n tn
[ +/ A e Hsgs — —e*)‘t}
0 n n

t
As

- (n—1)! 2t

n

0

t n
= /\ef)‘sﬂds.
0 n!
[ |

Como consecuencia del teorema anterior, teniendo en cuenta que la distribucién I'(n, \) se obtiene
como suma de v.a.i.i.d. con distribucién exponencial de parametro A, vemos que

n n
E[r,] = v Var(r,) = 2

También es posible demostrar que la funcién de distribucién de 7, se puede escribir de la siguiente
manera:

n—1 ; o'} ;
(Ar) e (Ar) e
P(Tngx):l—g f eA:E f e
— il !

1=n

Observacién 4.1 Tenemos los siguientes casos especiales de la distribucién Gamma: I'(1, \) es la distri-
bucién exponencial de pardmetro A mientras que I'(k,2) es la distribucién Ji-cuadrado con 2k grados de
libertad, x3,. Ademds, si X ~ I'(n, \) entonces cX ~ I'(n,\/c).



126 CAPITULO 4. PROCESOS DE POISSON

4.2. La Distribucion de Poisson

Definicién 4.2 Una variable aleatoria X tiene distribucién de Poisson de parametro A > 0 si toma
valores en el conjunto {0,1,2,...}, con probabilidad dada por

A partir de esta expresién podemos obtener los momentos de la distribucién:

_d

E[X] = =X =)

[X] ds ls=1 ¢ s=1 ’

E[X(X —1)] = i N2AGDL = )2
ds? ls=1 s=1 ’

E[X? =E[X(X —1)] +E[X] = A* 4+ )\,
Var(X) = E[X?] — (E[X])2 = A2+ A = A2 =\
Si X ~ Pois(A) e Y ~ Pois(u) son independientes entonces la suma tiene f.g.p.
Bx1v(s) = x(5)oy (5) = X DereD) = oD

y vemos que X + Y tiene distribucién de Poisson con parametro A + p.

Lema 4.2 Sea N ~ Pois(\) y condicional a N, M tiene distribucidn binomial con pardmetros N y p.
Entonces la distribucion (incondicional) de M es Poisson con pardmetro Ap.

Demostracion. Podemos considerar M como la suma de una cantidad aleatoria N de variables de
Bernoulli con probabilidad de éxito p:

M=X 4+ +Xy

donde X;, i > 1 tiene distribucién de Bernoulli con probabilidad de éxito p. La f.g.p. de una variable de
Bernoulli es

ox(s) = E[s*] = q+sp

y ya hemos visto que la f.g.p. de N es ¢n(t) = =1 Por lo tanto, la f.g.p. de M es la composicién de
estas dos:

Dar(s) = dn(dx(s)) = eMaTP—1) = Alop=p) — Ar(s—1)

que es la f.g.p. de una v.a. de Poisson con parametro Ap. |
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4.3. El Proceso de Poisson

Definicién 4.3 Sean T7,7T5,... v.a.i.i.d. con distribucién exponencial de parametro A\, 7o = 0y 7, =
T, +---+ T, paran > 1. Definimos el proceso de Poisson de parametro o intensidad A por

N(s) =méx{n:71, <s}, s>0.

Las variables T;, representan los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos (llegadas de clientes a
una cola, de llamadas a una central telefénica, de pacientes a la emergencia de un hospital, etc.) y en
consecuencia 1, = 11 + - - - + 1), es el instante en el que ocurre el n-ésimo evento y N(s) es el ntimero de
eventos que han ocurrido hasta el instante s. Llamaremos tiempos de llegada del proceso a las variables
Tn, N > 1.

T T, Ty T,
>
I I I I I I .
T0=0 T1 T2 T3 Tn-1 Tn| Tn+l
S
Figura 4.1

Para ver por qué N(s), s > 0, recibe este nombre, calculemos su distribucién: N(s) = n si y sélo
si 7 <8 < Tpi1, es decir, el n-ésimo evento ocurre antes del instante s pero el (n + 1)-ésimo ocurre
después de s. Usando la ley de la probabilidad total, condicionando respecto al instante en el cual ocurre
Tpn, obtenemos

P(N(s) = 1) = P(tpi1 > s > ) = /0 P(rair > slrn = ) o (Dt

- /OSP(THH > s —t)f,, (t)dt.

Usando ahora el resultado del teorema 4.1 obtenemos
s (/\t)nfl o
:/ Ne ML oAt gy
AT [ As)" )
_ 'e—/\.s/ tn—ldt: ( S) 6_>\5.
! 0

(n—1 n!

Por lo tanto hemos demostrado el siguiente resultado

Lema 4.3 N(s) tiene distribucidn de Poisson de pardmetro As.

Veamos algunas propiedades del proceso que acabamos de definir.

Lema 4.4 N(t+s)— N(s), t >0 es un proceso de Poisson de pardmetro \ y es independiente de N(r),
0<r<s.
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Demostracién. Supongamos que N(s) = n y que el n-ésimo evento ocurrié en el instante 7,,. Sabemos
que el intervalo de tiempo para el siguiente evento debe satisfacer T,,+1 > s — 7,,, pero por la propiedad
de falta de memoria de la distribucién exponencial

P(Tpi1>5—Tn+t{Thir > 85— 1) = P(Tyy1 > t) = e M.

Esto muestra que la distribucién del tiempo de espera hasta el primer evento después de s es exponencial
de pardmetro A y es independiente de T;, 1 < ¢ < n. Por otro lado T;,41, T, +2,... son independientes
de T;, 1 < i < ny por lo tanto también de 73, 1 < ¢ < n. Esto muestra que los intervalos entre eventos
que ocurren después de s son v.a.i.i.d. con distribucién exponencial de pardmetro A, y por lo tanto
N(t+ s) — N(s) es un proceso de Poisson. [

Como consecuencia de este resultado tenemos

Lema 4.5 N(t) tiene incrementos independientes: Si tg < t1 < ... < t,, entonces
N(t1) — N(to),N(t2) = N(t1),...,N(tn) — N(tn-1)
son independientes.

Demostracién. El lema 4.5 implica que N(t,) — N(t,+1) es independiente de N(r), r < ¢,_1 y en
consecuencia también de N(t,—1) — N(tn—2),...,N(t1) — N(to). El resultado sigue por induccién. B

Combinando los dos lemas anteriores tenemos la mitad del siguiente resultado, que es una caracteri-
zacion fundamental del proceso de Poisson.

Teorema 4.2 Si {N(s),s > 0} es un proceso de Poisson de pardmetro A > 0, entonces
1. N(0) = 0.
2. N(t+ s) — N(s) ~ Pois(\t).
3. N(t) tiene incrementos independientes.
Reciprocamente, si 1, 2 y 3 valen, entonces {N(s),s > 0} es un proceso de Poisson.

Demostracion. Los lemas 4.3 y 4.4 demuestran la primera afirmacién. Para ver el reciproco, sea 7, el
instante en el cual ocurre el n-ésimo evento. El primer evento ocurre después de t si y sélo si no ocurre
ningin evento en [0, ¢]. Usando la férmula para la distribucién de Poisson

P(ry >t) = P(N(t) =0) = e M
lo cual muestra que 7y = T1 ~ Exp(\). Para Th = 70 — 71 observamos que

P(Ty > t|Th = s) = P(no ocurre ningin evento en (s, s + t]|71 = )
(N(t+s)—N(s)=0|N(r)=0parar <s,N(s) =1)
(N(t+5)—N(s) =0)=e M

P
P

por la propiedad de incrementos independientes, de modo que To ~ Exzp(A) v es independiente de 77.
Repitiendo este argumento vemos que 77,75, ... son i.i.d. con distribucién exponencial de parametro A.
|
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Ejemplo 4.1

Un cable submarino tiene defectos de acuerdo a un proceso de Poisson de pardmetro A = 0.1 por km. (a)
;Cudl es la probabilidad de que no haya defectos en los primeros dos kilémetros de cable? (b) Si no hay
defectos en los primeros dos kilémetros, jcual es la probabilidad de que tampoco los haya en el tercer
kilémetro?

(a) N(2) tiene distribucién de Poisson de pardmetro (0.1)(2) = 0.2. Por lo tanto

P(N(2) =0) = e %2 = 0.8187.
(b) N(3) — N(2) y N(2) — N(0) = N(2) son independientes, de modo que

P(N(3) = N(2) =0|N(2) =0) = P(N(3) = N(2) = 0) = e %! =0.9048

Ejemplo 4.2
Los clientes llegan a una tienda de acuerdo con un proceso de Poisson de tasa A = 4 por hora. Si la tienda
abre a las 9 a.m. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente un cliente haya entrado antes de las 9:30
a.m. y que un total de cinco hayan entrado antes de las 11:30 a.m.?

Medimos el tiempo t en horas a partir de las 9 a.m. Queremos hallar P(N(1/2) =1,N(5/2) =5), y
para esto usaremos la independencia de los incrementos:

P(N(1/2) = 1,N(5/2) = 5) = P(N(1/2) = 1, N(5/2) — N(1/2) = 4)

(T (TR

12
= (26*2)(%6*8) = 0.0155.

La importancia de la distribucién de Poisson, y del proceso de Poisson en particular, se debe, al menos
en parte, al siguiente resultado, que se conoce como la ley de los eventos raros.

Consideremos una cantidad grande n de ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad de éxito
p constante. Sea S, el numero de éxitos en los n ensayos. Sabemos que S,, tiene distribucién Binomial
de pardmetros n y p:

n! e
(1 —p)"h

Supongamos ahora que el nimero de ensayos n tiende a infinito y p tiende a 0, de modo que np = .
Veamos que ocurre con la distribucién de S,, en este caso. Reemplacemos p por A/n en la ecuacién anterior

P(S, = k) = n(nfl)..].c!(nfk+1) <%)k(1_%)n_k
_ Akn(n—1)...(n_k+1)(1_ ,\)n(1 )\),k.

Tk nk n

n

(4.2)
Veamos ahora el comportamiento de estos cuatro factores cuando n — oo. El primer factor no depende
de n. En el segundo hay k factores en el numerador y k en el denominador y podemos escribirlo

nn—1 n—k+1
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En virtud de que k esta fijo es facil ver que todos estos factores tienden a 1, y en consecuencia su producto
también. El tercer factor converge a e~*. Finalmente, el tiltimo converge a 1 ya que A/n — 0y la potencia
k de este factor estd fija. Reuniendo estos resultados vemos que la probabilidad (4.2) converge a

que es la distribucién de Poisson de parametro A. El mismo resultado es cierto si en lugar de tener np = A
tenemos que p — 0 cuando n — oo de modo que np — A.

En realidad la ley de eventos raros se cumple con mayor generalidad atn. Es posible suponer que los
ensayos de Bernoulli no tienen una probabilidad de éxito comin, como lo muestra el siguiente teorema.
Primero enunciamos y demostramos un resultado auxiliar.

Lema 4.6 Sean S y T dos variables aleatorias y A un subconjunto medible de R. Entonces
|P(S€ A)—P(T € A)|<PS#T).
Demostracion.
P(SeA)=PSeAS=T)+P(Se€AS#AT)=P(Te€AS=T)+P(ScAS#T)

—P(T€AS=T)+P(T€ASAT)~P(T€AS+T)+P(ScAS+T)
—P(T €A ~P(TeAS+T)+P(SeAS+T)

Por lo tanto
P(SeA)—P(T€A)=PSeAS#T)-P(TeAS#T)<P(Se€AS#+#T)<PS#T),

y de manera similar

P(T €A —P(SeA)<P(S+T),

de modo que
[P(T € A)— P(S € A)| < P(S #T),

Teorema 4.3 (Le Cam) Sean X,,,, 1 < m < n, variables aleatorias independientes con
P(X,, =1) =pm, PX;n=0)=1—pn.

Sean

Entonces, para cualquier conjunto A,

—An
P(S,eA) =) e m
kEA

Zﬁm

Demostracion. Las variables X, son independientes y tienen distribucién de Bernoulli con pardmetro
Pm- Definimos variables independientes Y, ~ Pois(p,,), y como la suma de variables Poisson indepen-
dientes es Poisson, tenemos que Z,, = Y; + - -- + Y, tiene distribucién Pois(\,) y

“An
P(Z,eA) = Ze k"
keA
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Por lo tanto queremos comparar P(S,, € A) y P(Z,, € A) para cualquier conjunto A de enteros positivos.
Por el lema 4.6

|P(S, € A) — P(Z, € A)| < P(Sy, # Zy) = P( S X # Y Ym),
m=1 m=1
pero si S, y Z, difieren, al menos uno de los pares X,, y Y;, deben diferir también. En consecuencia
|P(Sp € A) = P(Zy, € A)| < Y P(Xpn # Vi)

m=1
y para completar la demostracién hay que ver que P(X,, # Y;,) < p2,. Para simplificar la notacién sean
X ~ Ber(p) y Y ~ Pois(p) y veamos que P(X # Y) < p?, o equivalentemente, que
1-pP*<PX=Y)=P(X=Y=0)+PX=Y=1).

Este resultado no depende de la distribucién conjunta entre X y Y pues no hemos supuesto ninguna
propiedad de independencia entre ellas. Lo importante es que las distribuciones marginales de X y Y
sigan siendo las mismas. Escogemos la distribucién conjunta de (X,Y) de la siguiente manera: Sea U una
variable con distribucién uniforme en (0,1] y sean

¥ _ 0 si0<U<1-p
)1 sil-p<U<I.

Y=0si0<U<ePyparak=1,2,...

. _pP _pP
_ pt_ E pt
Y =Fk si E e ] < U< e i
i=0 i=0

Es sencillo verificar que X y Y tienen las distribuciones marginales adecuadas (esto no es més que el
método de la transformada inversa de generacién de variables aleatorias, aplicado las distribuciones de
Bernpulli y de Poisson). Como 1 —p < e™? tenemos que X =Y =0siy sélosi U <1 —p, de modo que

PX=Y=0)=1-p.
De manera similar X =Y =1siysélosie™? <U < (1+p)e Py
PX=Y=1)=pe?.

Sumando estas dos expresiones tenemos
p3
P(X —Y)—l—p+pe_p=1—p2+§+~-~>1—p2.

Corolario 4.1 (Le Cam) Para cada n, sean Xp m, 1 <m <mn, n > 1 variables aleatorias independien-
tes con
P(Xn,m = 1) = Pn,m; P(Xn,m = 0) =1 — Pn,m-
Sean
Sn:Xn7l+"'+Xn,n7 )\n:E[Sn] :pn,l+"'+pn,n7

y Zy ~ Pois(A,). Entonces, para cualquier conjunto A,

|P(S, € A) = P(Zo € A) <> P2,

m=1
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El teorema anterior nos da una cota para la diferencia entre la distribucién de S,, y la distribucién
de Poisson de pardmetro A, = E[S,,], que podemos usar para obtener una versién general del teorema de
aproximacién de Poisson.

Corolario 4.2 Supongamos que en la situacion del corolario anterior A, — A < 00 y maxy ppr — 0,
cuando n — oo, entonces

miix | P(Sy € A) = P(Zy € A)] = 0.

Demostracion. Como p%’m < D (MEX Pr ), sumando sobre m obtenemos

n
2 ,

E pn,m S m]?Xpn,k, § Pn,m-

m=1 m

El primer factor de la derecha va a 0 por hipétesis. El segundo es A, que converge a A < oo y en
consecuencia el producto de los dos converge a 0. |

4.4. Postulados para el Proceso de Poisson

Consideremos una sucesién de eventos que ocurren en [0,00) como por ejemplo las emisiones de
particulas por una sustancia radioactiva, la llegada de llamadas a una central telefénica, los accidentes
que ocurren en cierto cruce carretero, la ubicacion de fallas o defectos a lo largo de una fibra o las llegadas
sucesivas de clientes a un establecimiento comercial. Sea N((a,b]) el nimero de eventos que ocurren en
el intervalo (a,b], es decir, si 77 < 79 < 73--- representan los instantes (o ubicaciones) de los sucesivos
eventos, entonces N((a,b]) es el ntimero de estos instantes 7; que satisfacen a < 7; < b.

Proponemos los siguientes postulados:

1. El nimero de eventos que ocurren en intervalos disjuntos son variables aleatorias independientes:
Para cualquier entero m > 2 y cualesquiera instantes tg = 0 < t; < to < -+- < t,,, las variables
aleatorias

N((to,t1]), N((t1,t2]), -+ s N((tm-1,tm])

son independientes.

2. Para cualquier instante ¢ y cualquier h > 0, la distribucién de probabilidad de N((¢,t+ h]) depende
sélo de la longitud del intervalo A y no del instante inicial ¢.

3. Hay una constante positiva A para la cual la probabilidad de que ocurra al menos un evento en un
intervalo de longitud h es

P((N(t,t+h]) > 1) =Ah+o0(h), cuando h |0
(la notacién o(h) indica una funcién general indeterminada que representa el resto y satisface
o(h)/h — 0 cuando h | 0, es decir, que es de orden menor que h cuando h | 0). El pardmetro A\ se
conoce como la intensidad del proceso.

4. La probabilidad de que haya dos o mds eventos en un intervalo de longitud h es o(h):

P(N((t,t+ h]) > 2) =o(h), cuando h ] 0.
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El niimero de sucesos que ocurren en intervalos disjuntos son independientes por 1, y 2 afirma que
la distribucién de N((s,t]) es la misma que la de N((0,t — s]). Por lo tanto, para describir la ley de
probabilidad del sistema basta determinar la distribucién de probabilidad de N((0,t]) para cualquier
valor de t. Llamemos N((0,t]) = N(t). Mostraremos que los postulados anteriores implican que N (t)
tiene una distribucion de Poisson:

by, k _ —)\t
P(N(t)=k) = %, para k=0,1,... (4.3)
Para demostrar (4.3) dividimos el intervalo (0, ¢] en n subintervalos de igual longitud h = t/n y definimos
las siguientes variables de Bernoulli: &, ; = 1 si hay al menos un evento en el intervalo ((i — 1)t/n,it/n] y
&ni=0sino, paral <i<n. S, =¢&,1+ - +&,n representa el nimero de subintervalos que contienen

al menos un evento y
P(¢ 1) Ay (t)
n,i — n,i — = o\ —
P, ’ n n

segun el postulado 3. Sea
n
t
S E Din = /\t+n0(*)-
n
i=1

Usando el teorema 4.3 vemos que

ko—pn
pe” "

P(S, = k) = =0

<nl5 o (0]

= M + 2/\t0<7) + noQ(E),

t
n n n

Como o(h) = o(t/n) es un término de orden menor que h = t/n para n grande, se tiene que

o(t/n) _  o(h)

t =1 ={—
no(t/n) t/n b
tiende a 0 cuando n crece. Pasando al limite cuando n — oo obtenemos que
ko—p
. - _ pre o
nlgrgo P(S, =k)= o comp= At.

Para completar la demostracién sélo falta ver que

lim P(S, = k) = P(N((0,]) = k)

n—o0

pero S, y N((0,¢]) son diferentes si al menos uno de los subintervalos contiene dos o mds eventos, y el
postulado 4 impide esto porque

[P(N(t) = k) = P(Sn = k)| < P(N(t) # Sn)

— 0 cuando n — 0.

Tomando n suficientemente grande tenemos que

koAt
P(N((0,t]) = k) = %, para k > 0.
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Esto completa la demostracién de (4.3). [

El proceso N((a,b]) se conoce como el Proceso Puntual de Poisson y sus valores, como hemos visto,
se pueden calcular a partir de los del proceso N (¢):

N((s,1]) = N(t) - N(s)

Reciprocamente, N(t) = N((0,t]), de modo que ambos procesos son equivalentes, las diferencias son de
enfoque, pero en algunos casos resulta util considerar al proceso de una u otra manera.

A continuacién presentamos sin demostracion otra caracterizacién de los procesos de Poisson que
resultara tutil méas adelante.

Teorema 4.4 N(t),t > 0 es un proceso de Poisson con intensidad A si y sélo si
a) Para casi todo w, los saltos de N(t,w) son unitarios.
b) Para todo s,t > 0 se tiene que E(N(t 4+ s) — N(t)|N(u),u <t) = As.

4.5. Distribuciones Asociadas a un Proceso de Poisson
Hemos visto que los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, T,,,n > 0 son v.a.i.i.d. con distri-

bucién exponencial de pardmetro A. Los instantes 7, en los cuales ocurren los eventos, son sumas de las
variables anteriores, y en consecuencia tienen distribucién I'(n, ).

Teorema 4.5 Sea N(t), t > 0 un proceso de Poisson de pardmetro A > 0. Para 0 <u <t y0<k <mn,

P(N(u) = k|N(t) = n) = k%n”lk), (%)k@ - %)H, (4.4)

Es decir, condicional a que para el instante t han ocurrido n eventos, la distribucion del numero de
eventos que han ocurrido para el instante u < t es binomial con pardmetros n y (u/t).

Demostracién.
P(N() = KN (6) =) = e N =)
P(N(u) =k, N(t) = N(u) =n — k)

=~
=

(t) =n)
[ Q) e (A — ) /(1 — b)Y
e~ M(At)" /n!
n! uPF(t —u)"Fk
k!(n — k)! tm '

Ejemplo 4.3
Recordemos que la variable 7, tiene distribucién I'(n,\) y por la observacién 1 sabemos que A7, /2 ~
I'(n,2) = X%n‘

Si observamos un proceso de Poisson hasta que se registre un nimero prefijado m de eventos, el tiempo
necesario 7, puede usarse para construir intervalos de confianza para la intensidad A del proceso, usando
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el hecho de que A7, /2 tiene distribucién x? con 2m grados de libertad. Sean z, /2 Y Z1—qay2 valores tales
que si Z ~ x3,,, entonces P(Z < z4/2) = P(Z > 21_4)2) = /2. Tenemos

224 221 _q
1 —a=P(za2 <A /2 < 21_q2) = P( /2 SASJ).
Tm Tm
En consecuencia, (2z4/2/Tm;221—a/2/Tm) s un intervalo de confianza para A a nivel 1 — a. A

Ejemplo 4.4

Sean N y M dos procesos de Poisson independientes con parametros respectivos A y p. Sean n y m
enteros, 7, el tiempo de espera hasta el n-ésimo evento en el proceso N y 7., el tiempo de espera hasta el
m-ésimo evento en el proceso M. Las variables A7, /2 y u7v,,/2 son independientes y tienen distribuciones
x? con 2n y 2m grados de libertad, respectivamente. Por lo tanto, bajo la hipétesis de que A = pu, la
variable mm, /n~,, tiene distribucién F' con 2n y 2m grados de libertad, y podemos desarrollar una prueba
de hipétesis para A = p. A

4.6. Procesos de Poisson Compuestos

Asociamos ahora una variable aleatoria Y; a cada evento de un proceso de Poisson. Suponemos que
las variables Y;, ¢ > 1, son i.i.d y también son independientes del proceso. Por ejemplo, el proceso puede
representar los carros que llegan a un centro comercial y las variables asociadas, el niimero de pasajeros
que hay en cada uno de ellos; o el proceso puede representar los mensajes que llegan a un computador
central para ser transmitidos via internet y las variables Y; pueden representar el tamano de los mensajes.

Es natural considerar la suma de las variables Y; como una variable de interés:

S(t) :Y1+"'+YN(t)

donde ponemos S(t) = 0 si N(¢) = 0. Ya hemos visto que para suma aleatorias, la media es el producto
de las medias de N e Y, mientras que la varianza estd dada por

Var(S(t)) = E[N(t)] Var(Y;) + Var(N () (E[Y;])*.

En nuestro caso, N(t) ~ Pois(At) y por lo tanto, E[N(¢)] = Var(N(¢)) = At, de modo que la férmula
anterior es

Var(S(t)) = X(Var(Y;) + (E[Yi])?) = M E[VZ].

Ejemplo 4.5

El ndmero de clientes de una tienda durante el dia tiene distribuciéon de Poisson de media 30 y cada
cliente gasta un promedio de $150 con desviacién tipica de $50. Por los cédlculos anteriores sabemos que
el ingreso medio por dia es 30 - $150 = $4.500. La varianza del ingreso total es

30 - [($50)% + ($150)?] = 750.000
Sacando la raiz cuadrada obtenemos una desviacién tipica de $ 866,02. A

La funcién de distribucién para el proceso de Poisson compuesto S(t) puede representarse explicita-
mente si condicionamos por los valores de N(t). Recordemos que la distribucién de una suma de variables
independientes es la convolucién de las distribuciones: Si Y tiene f.d. G,

G = P+ 4 Yo <) = [ G- 2dG(e)



136 CAPITULO 4. PROCESOS DE POISSON

con
G(O)(y) _ 1 paray >0,
0 paray <O0.
Ahora
N(t)
P(S(t) < 2)=P(Y_ Vi <2)
k=1
o N@® —At
At)™
=Y P> Y <:z[N(t) :n)( ) f
n=0 k=1 v
= e
=y - G (2). (4.5)
n=0 ’
Ejemplo 4.6

Sea N(t) el ndmero de impactos que recibe un sistema mecdnico hasta el instante ¢ y sea Yy el dano o
desgaste que produce el k-ésimo impacto. Suponemos que los dafios son positivos: P(Yy > 0) =1, y que

se acumulan aditivamente, de modo que S(t) = Zg:(tl) Y}, representa el dano total hasta el instante ¢.
Supongamos que el sistema continua funcionando mientras el dano total sea menor que un valor critico
a y en caso contrario falla. Sea T el tiempo transcurrido hasta que el sistema falla, entonces

{T'>t} siysélosi {S(t)<a}.

Teniendo en cuenta esta relacién y (4.5) tenemos

PTsn=Y %Gw(a).

Para obtener el tiempo promedio hasta que el sistema falle podemos integrar esta probabilidad:

> nef)\t

E[T] = /Ooo P(T>t)dt =Y (/OOO %dt)G(") (a)

n=0
=17 GM(a),
n=0

donde hemos intercambiado series e integrales porque todos los términos son positivos. Esta expresion se
simplifica en el caso particular en el cual los dafos tienen distribuciéon exponencial de pardametro p. En
este caso la suma 7, = Y7 + -+ - + Y, tiene distribucién I'(n, u); sea M (t) el proceso de Poisson asociado
a estas variables i.i.d. exponenciales, entonces

G (2) = P(r, < z) = P(M(z) >n)

()t & (e
=1 kz: ] :Z Kl
=0 k=n
y
L e () e S (pa)te e
S
n= n=0 k=n =0n=0
=> (k+ 1>(M)Z'6_W =1+ ua
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Por lo tanto, cuando Y;, ¢ > 1, tienen distribucién exponencial de pardmetro p,

1+ pa
E[T] = N

4.7. Descomposicion de un Proceso de Poisson

En la seccién anterior asociamos a cada evento de un proceso de Poisson una variable aleatoria Y;,
ahora vamos a usar estas variables para descomponer el proceso. Sea N;(t) el ntmero de eventos del
proceso que han ocurrido antes de ¢t con Y; = j. Si, por ejemplo, Y; representa el niimero de personas en
un carro que llega a un centro comercial, N;(t) representa el nimero de carros que han llegado antes del
instante ¢ con exactamente j personas dentro.

Veamos inicialmente el caso mas sencillo, en el cual las variables Y3 son de Bernoulli:

P(}/}C:l):p7 P(Y}CZO):l—p7
para 0 < p < 1 fijo y k > 1. Definimos ahora dos procesos, segtn el valor de las variables Y} sea 0 6 1:

N(®)
N(t) =Y Yi, vy No(t)=N(t) = Nu(2).
k=1

Los valores de Ny (t) sobre intervalos disjuntos son variables aleatorias independientes, N1(0) = 0 y final-
mente, el lema 4.2 nos dice que Ny (t) tiene distribucién de Poisson con media Apt. Un argumento similar
muestra que Ny(t) es un proceso de Poisson con pardmetro A(1 — p). Lo que resulta méas sorprendente es
que Ny y N; son procesos independientes. Para ver esto calculemos

P(No(t) = j, N1(t) = k) = P(N(t) = j + k, N1(t) = k)
= P(Ni(t) =k[IN(t) =j + k)P(N(t) = j+ k)
_ (] + k)' k(l o )j (/\t)jJrkei)\t
i (4 + k)!
e Pt \pt)Fq e =P\ (1 — p)t)]
) i
= P(N1(t) = k)P(No(t) = j)

para j,k=0,1,2,...

Ejemplo 4.7
Los clientes entran a una tienda de acuerdo a un proceso de Poisson con intensidad de 10 por hora. De
manera independiente, cada cliente compra algo con probabilidad p = 0.3 o sale de la tienda sin comprar
nada con probabilidad ¢ = 1—p = 0.7. ;Cudl es la probabilidad de que durante la primera hora 9 personas
entren a la tienda y que tres de estas personas compren algo y las otras 6 no?

Sea N1 = Ni(1) el nimero de clientes que hacen una compra durante la primera hora y Ny = Ny(1)
el numero de clientes que entran pero no compran nada. Entonces Ny y N; son v.a.i. de Poisson con
pardmetros respectivos (0.7)(10) = 7 y (0.3)(10) = 3. Por lo tanto

76677 33673

P(No=6) = = =0.149,  P(Ny=3)= "5 =0.224,

P(No = 6,N; = 3) = P(Ny = 6)P(N; = 3) = (0.149)(0.224) = 0.0334.
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En el caso general las variables Y toman valores sobre un conjunto numerable, por ejemplo sobre
{0,1,2,...}, y el resultado correspondiente es el siguiente teorema, que no demostraremos.

Teorema 4.6 N;(t) son procesos de Poisson independientes con intensidad \P(Y; = 7).

4.8. Superposicién de Procesos de Poisson

La situacion inversa a la descomposicién de un proceso de Poisson es la superposicién de procesos.
Ya que un proceso de Poisson puede descomponerse en procesos de Poisson independientes, es razonable
esperar que el proceso inverso, la superposicién de procesos de Poisson independientes, produzca un
proceso de Poisson cuya intensidad sea la suma de las intensidades.

Teorema 4.7 Sean Ny(t),...,Nk(t) procesos de Poisson independientes con pardmetros Ai, ..., g, en-
tonces N1(t) + - -+ 4+ Ni(t) es un proceso de Poisson con pardmetro Ay + -+ + Ag.

Demostracion. Haremos la demostracion para el caso k = 2, el caso general se obtiene luego por induc-
cién. Es inmediato que la suma tiene incrementos independientes y que N1 (0) + N3(0) = 0. Para verificar
que los incrementos tienen distribucién de Poisson con parametro igual a la suma de los parametros
observamos que si Y = Ny (t + s) — N1(s) ~ Pois(At) y Z = Na(t + s) — Na(s) ~ Pois(Aat), entonces

N(t+5) = N(s) = [N1(t +5) = Ni(s)] + [Nao(t + 5) = Na(s)]
=Y + Z ~ Pois((A1 + A2)t).

Ejemplo 4.8

Consideremos dos procesos de Poisson, uno con parametro A, que representa las llegadas a la meta del
equipo rojo, y otro, independiente del anterior y con parametro i, que representa las llegadas del equipo
verde. ;Cudl es la probabilidad de que haya 6 llegadas rojas antes que 4 verdes?

Observamos que el evento en cuestion equivale a tener al menos 6 rojos en los primeros 9. Si esto
ocurre, tenemos a lo sumo tres verdes antes de la llegada del sexto rojo. Por otro lado, si hay 5 o menos
rojos en los primeros 9, entonces tendremos al menos 4 verdes.

Podemos ahora ver el problema en el marco de un proceso de Poisson general que incluye rojos y
verdes, y tiene parametro A + u. Para cada llegada escogemos al azar el color lanzando una moneda con
probabilidad p = A\/(\ + ) para rojo. La probabilidad que nos interesa es

kz: <2>p’“(1 -p)’~

En el caso particular en el cual ambos procesos iniciales tienen la misma intensidad A = u, p=1/2 y la
expresion anterior es

9
1 9\ 140
— = —— =0.273.
512 kzzﬁ <k> 512
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4.9. Procesos No Homogéneos

En el corolario 1.3 vimos qué ocurre si la probabilidad de cada evento individual no es homogénea.
Si, en cambio, el pardmetro del proceso, que representa la intensidad por unidad de tiempo con la cual
ocurren los eventos, no es constante a lo largo del tiempo, tenemos un proceso no-homogéneo.

Definicién 4.4 Decimos que (N(t), ¢t > 0) es un proceso de Poisson no homogéneo con tasa A(s), s >0
si

1. N(0) =0,
2. N(t) tiene incrementos independientes,

3. N(s+t)— N(s) tiene distribucién de Poisson con media LSH A(r)dr.

En este caso los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, T,,, n > 1, ya no son independientes
ni tienen distribuciéon exponencial. Esta es la razén por la cual no usamos nuestra definicién inicial
para esta generalizacién. Veamos que esto es efectivamente cierto. Pongamos pu(t) = fot A(s) ds, entonces
N(t) ~ Pois(u(t)) y

P(Ty > t) = P(N(t) = 0) = e *®),

Derivando obtenemos la densidad
d ¢
fr(t) = = P(Ty > 1) = A(t)e™ Jo M) ds — \()e=r®)

para t > 0. La relacion anterior se puede generalizar de la siguiente manera
Fro (s tn) = MEDA(b + ta) - Aty + - b HFFn),
lo cual muestra que, en general, las variables T; no son independientes ni tienen distribucién exponencial.

Ejemplo 4.9
Los clientes llegan a una tienda de acuerdo a un proceso de Poisson no-homogéneo con intensidad

2t para 0 <t <1,
At)=42 para 1 <t < 2,
4—1t para2<t<A4,

donde t se mide en horas a partir de la apertura. ;Cudl es la probabilidad de que dos clientes lleguen
durante las primeras dos horas y dos méds durante las dos horas siguientes?
Como las llegadas durante intervalos disjuntos son independientes, podemos responder las dos pre-
guntas por separado. La media para las primeras dos horas es u = fol 2t dt + ff 2dt = 3 y por lo tanto
673(3)2

P(N(2) =2) = =5~ = 0.2240.

La probabilidad que nos piden es
P(N(2)=2,N(4) — N(2) =2)=P(N(2) =2)P(N(4) — N(2) = 2) = 0.0606
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4.9.1. Postulados para un proceso de Poisson no-homogéneo

Al igual que para el caso del proceso homogéneo, es posible demostrar que los siguientes postulados
implican que el proceso de conteo N (t) es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de intensidad
A(t), t>0:

a) N(0) = 0.

(©)
d)

(
(b) {N(¢),t > 0} tiene incrementos independientes.
P(N({t+h)—N(t)=1)=At)h + o(h).

(d) P(N(t+h)—N(t) >2)=o(h).

Muestrear en el tiempo un proceso de Poisson ordinario a una tasa que depende del tiempo produce
un proceso de Poisson no-homogéneo. Esto es similar a lo que vimos para la descomposiciéon de un proceso
de Poisson sélo que ahora la probabilidad de observar un evento del proceso original no es una constante
p como ocurria antes, sino que depende del tiempo: p(t).

Sea {N(t),t > 0} un proceso de Poisson con intensidad constante A y supongamos que un evento
que ocurre en el instante ¢ se observa con probabilidad p(t), independientemente de lo que haya ocurrido
antes. Llamemos M (¢) al proceso de los eventos que hemos logrado contar hasta el instante ¢, entonces
{M(t), t > 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de intensidad A(t) = Ap(¢). Podemos
verificar esta afirmacién comprobando que se satisfacen los axiomas anteriores.

(a) M(0) = 0.

(b) El ntmero de eventos que contamos en el intervalo (¢, ¢+ h] depende tinicamente de los eventos del
proceso de Poisson N que ocurren en (¢,t + h], que es independiente de lo que haya ocurrido antes
de t. En consecuencia el nimero de eventos observados en (¢,¢ + h] es independiente del proceso de
eventos observados hasta el tiempo ¢, y por lo tanto M tiene incrementos independientes.

(¢) Condicionando sobre N((¢,t+ h]):
P(M((t,t+h])=1)=P(M((t,t + h)) = 1N((t,t + h]) = 1)P(N((t,t + h]) = 1)
+ P(M((t,t + h]) = 1IN ((t,t + h]) = 2)P(N((t, ¢ + h]) > 2)
= P(M((t,t + h]) = 1N((t,t + h]) = DAh + o(h)
= p(t)A\h + o(h)

(d) P(M((t,t+h]) > 2) < P(N((t,t + h]) > 2) = oh).

Hay un reciproco (parcial) para este resultado: todo proceso no-homogéneo de Poisson con intensidad
acotada se puede obtener a partir de un proceso homogéneo muestreado en el tiempo. Para ver esto
necesitamos la siguiente proposicion que enunciamos sin demostracién

Proposicién 4.1 Sean N(t), t > 0 y M(t), t > 0 procesos de Poisson independientes no-homogéneos,
con funciones de intensidad respectivas a(t) y B(t) y sea S(t) = N(t) + M (t). Entonces

(a) {S(t),t > 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcion de intensidad \(t) = a(t) + B(t).

(b) Dado que un evento del proceso S ocurre en el instante t entonces, independientemente de lo que
haya ocurrido antes de t, el evento en t viene del proceso N con probabilidad «(t)/(a(t) + B(1)).
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Demostracién. Ver S.M. Ross, Introduction to Probability Models 10th. Ed. p. 340.

Supongamos ahora que {N(¢), ¢ > 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de in-
tensidad acotada A(t) tal que A(t) < A para todo t. Sea {M(t), t¢ > 0} otro proceso de Poisson
no-homogéneo con intensidad p(t) = A — A(¢) e independiente de N(t). Por la proposicién anterior
tenemos que {N(t), t > 0} se puede considerar como el proceso que se obtiene a partir del proceso ho-
mogéneo {N(t)+ M (t), t > 0}, donde un evento que ocurre en el tiempo ¢ es observado con probabilidad

p(t) = A(t)/A.
La funcién p(t) definida por
p(t) = /o A(s)ds

es continua y no decreciente y representa el valor esperado del niimero de eventos que ocurren en el
intervalo [0,t], E(N(¢)) = u(t). Definimos su inversa generalizada v(t) por

v(t) =f{s: u(s) >t}, t>0.

Usando estas funciones tenemos el siguiente resultado

Teorema 4.8 Sea N un proceso de Poisson no homogéneo y sea M (t) = N(v(t)), t > 0. Entonces M
es un proceso de Poisson homogéneo con intensidad 1.

Demostracion. Fijamos s,t y ponemos t' = v(t), t' +s =v(t+s), s =v(t+ s) — v(t). Entonces

E(M(t+s) = M(t)|M(u),u <t) =EN{ +s") = N(t")|N(u),u < t)
=EWN{ +5) = N(t')) = p(t' +5) — p(t)
=t+s—t=s.
Por el teorema 4.4 obtenemos el resultado. [ |

Denotemos por 7, el instante en el cual ocurre el n-ésimo evento de un proceso no-homogéneo
{N(t), t > 0}. Entonces

Plt<t,<t+h)=P(N(t) =

( n
= P(N(t) =n —1, y un evento ocurre en (t,t + h)) + o(h)
= P(N(t) =n — 1)P(un evento ocurre en (¢,t+ h)) + o(h)
—u(t) :u’(t)n_l

Dividiendo por h y haciendo h — 0 obtenemos que la densidad de esta variable es

— —pu(t (/J‘(t))n_
Fra(t) = At)e )m~
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4.9.2. Procesos de Cox

Un proceso de Cox es un proceso de Poisson no-homogéneo en el cual la intensidad (A(¢), t > 0) es
a su vez un proceso aleatorio. En general, los incrementos sobre intervalos disjuntos para un proceso de
Cox no son independientes.

Sea (N(t), t > 0) un proceso de Poisson con intensidad constante A = 1. El proceso de Cox més
simple requiere seleccionar el valor de una v.a. © y luego observar el proceso M(t) = N(6t). Dado el
valor de ©, M es, condicionalmente, un proceso de Poisson con intensidad constante A = ©. © es aleatoria
y, tipicamente, no es observable. Si © tiene distribucién continua con densidad f(f) entonces, por la ley
de probabilidad total obtenemos la distribucién marginal

e8] Icefet
P(M(t):k):/o %f(@)d&.

4.10. La Distribucion Uniforme

Consideremos un segmento de longitud ¢ y escojamos sobre él n puntos al azar, de manera indepen-
diente y con distribucién uniforme, es decir, consideramos una muestra aleatoria simple de tamafio n de
la distribucién uniforme sobre [0, t]. Llamemos Uy, ..., U, a estas variables. La densidad de probabilidad
de c¢/u de ellas es

1
fu(u) = 7, para 0<u<t.
Consideremos ahora esta misma muestra pero ordenada y llamemos Uy, 1 <@ < n, a sus valores, de

modo que
Uny < Upg) < < Uy

Como veremos a continuacion, la densidad conjunta de U1y, Ugz), ..., Un) €s
n!
fuay U (Ugy ..., up) = m para 0 <wuy < --- < u, <t (4.6)
Dada cualquier coleccién X, ..., X, de v.a.iid. las variables X(y), ..., X(y), que corresponden a los

valores de las variables originales pero ordenadas
Xy <X < < Xy,

se conocen como los estadisticos de orden. El préximo teorema nos muestra cémo se obtiene su distribucién
en el caso general.

Teorema 4.9 Sean X (1) < X(9) < -+ < Xy, los estadisticos de orden para una muestra aleatoria simple
de variables aleatorias continuas con densidad f(z). La densidad conjunta de los estadisticos de orden es

T f@w), za) < < T,

In(T(1), T(2), -, T(n)) = {O (4.7)

en otro caso.

Demostracion. Haremos la prueba para el caso general n y la ilustraremos detalladamente cuando
n = 2. Definimos los conjuntos A = {(x1,...,2,) : 2; € R,2; # x; parai # j} y B = {(za),..., %)) :
—00 < x(1) < -+ < X(py < oo}. La transformacién que define los estadisticos de orden es una funcién
de A a B pero no es 1-1, ya que cualquiera de las n! permutaciones de los valores observados produce
los mismos estadisticos de orden. Por ejemplo, cuando n = 2, (z1,22) = (1.6,3.4) y (z1,22) = (3.4,1.6)
ambos producen (z(1),z(2)) = (1.6,3.4)
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Si dividimos A en n! subconjuntos de modo que c¢/u corresponda a un orden particular de la muestra
observada, vemos que ahora la transformacién que define los estadisticos de orden define una biyeccién
de cada uno de estos conjuntos al conjunto B. Como ilustracion, cuando n = 2, dividimos A en A; =
{(z1,22) : —00 < @1 < 23 < 00}y Ay = {(x1,22) 1 —00 < T3 < 1 < o0}. En el primero de estos
conjuntos la transformacion es x1 = x(1) y 22 = x(2). Por lo tanto el valor absoluto del Jacobiano de la

transformacion es
1 0

J1|=HO 1

|-

mientras que en As la transformacién es 1 = w2y y ¥2 = x(1) y el valor absoluto del Jacobiano de la
transformacién es
0 1
|Jo| = =1.

10

En el caso general se ve similarmente que el Jacobiano de cada una de las biyecciones de una de las
n! regiones en que dividimos a A sobre B, tiene valor absoluto igual a 1. La densidad conjunta de los
estadisticos de orden es, en consecuencia, la suma de las contribuciones de cada conjunto de la particién.
En el caso particular n = 2 tenemos para —oo < (1) < x(2) < 00,

gz 1y, 22)) = fle@) f(@@)l ]+ flre)f(za)l ]
=2f(z)) f(z2)

Para n cualquiera, la densidad conjunta (4.7) se obtiene tomando en cuenta que la contribucién de cada
una de las n! particiones es [T}, f(2(;)). |

En el caso particular de la distribucién uniforme obtenemos la ecuacién (4.6) para la densidad de los
estadisticos de orden.

Teorema 4.10 Sean 7y,7o,... los instantes en los cuales ocurren los sucesivos eventos de un proceso
de Poisson de pardmetro X\. Dado que N(t) = n, las variables 11, 72,... tienen la misma distribucion
conjunta que los estadisticos de orden de n v.a.i. con distribucién uniforme en [0,t].

Demostracién. Consideremos un proceso de Poisson {N(t), ¢ > 0} y supongamos que en el intervalo
[0,¢] han ocurrido n eventos. Sea [t;,t; + h;], 1 < i < n, una sucesién de intervalos disjuntos en [0, ¢].
Dado que han ocurrido n eventos hasta t, la probabilidad de que ocurra exactamente un evento en cada
uno de los intervalos que listamos, y ningin evento fuera de ellos es

P(tl < <ti+hy,... .t <7y Stn'f‘hn‘N(t) :TL)
Ahrpe 2 \h, e Mn = Alt—hi = —hn)
M)

= —hy-h,. (4.8)

Pero, por definicién de la funcién de densidad, el lado izquierdo de (4.8) es, para valores pequefios de
hi, 1 <14 <n, aproximadamente igual a

v N =n(t1, - tn)h1 .. By

Esto es suficiente para demostrar que la densidad condicional de los tiempos 7; dado que han ocurrido n
eventos en el intervalo [0,¢] es igual a n!/t™. |
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Ejemplo 4.10
El teorema anterior nos da una manera de probar si un conjunto de observaciones es de Poisson. Su-
pongamos que hemos observado el proceso por un periodo de tiempo ¢ durante el cual han ocurrido n
eventos. Sea T, ..., T, los instantes en los cuales han ocurrido los eventos y sea W7y, ..., W,, una permu-
tacién de los instantes escogida al azar. Si los eventos ocurrieron de acuerdo a un proceso de Poisson,
las variables W; son independientes y tienen distribucién uniforme sobre el intervalo [0,¢]. Por lo tanto
podemos hacer un test sobre estas variables para ver si cumplen esta hipdtesis, para lo cual podemos
hacer una prueba de Kolmogorov-Smirnov o de Cramér-von Mises. También es posible usar el TCL ya
que para valores moderados o grandes de n, la suma S,, = > U; es aproximadamente normal con media
E(S,) = nE(U;) = nt/2 y varianza Var(S,,) = n Var(U;) = nt?/12.

Por ejemplo, si en ¢t = 10 minutos de observacion, n = 12 eventos ocurren, entonces la suma Sy de
los instantes en los cuales ocurren los eventos es aproximadamente normal con media 60 y desviacién
estandar 10. En consecuencia, si S satisface las desigualdades

60 — (1.96)10 < Sy5 < 60 + (1.96)10,

aceptariamos la hipétesis de que los eventos provienen de un proceso de Poisson con un nivel de signifi-
cacién de 95 %. A

Ejemplo 4.11
Consideremos una masa de material radioactivo que emite particulas alfa de acuerdo a un proceso de
Poisson de intensidad A. Cada particula existe por un periodo aleatorio de tiempo y luego desapare-
ce. Supongamos que los tiempos de vida sucesivos Y1,Ys, ... de las diferentes particulas son v.a.i. con
distribucién comin G(y) = P(Yy < y). Sea M (t) el numero de particulas que existen en el instante t.
Queremos hallar la distribucién de probabilidad de M () bajo la condicién de que M (0) = 0.

Sea N (t) el nimero de particulas creadas hasta el tiempo ¢. Observamos que M (t) < N(t). Dado que
N(t) =n sean 7,...,7, <t los instantes en los cuales se crean las particulas. La particula k existe en el
instante t si y sélo si 73 + Y > t. Por lo tanto

P(M(t) = mIN(t) =n) = P( Y Linsving = mIN@) =n).
k=1
Usando el teorema 4.10 y la simetria entre las particulas tenemos
P(Z l{Tk-i-Yth} = m‘N(t) = ’I”L) = P(Z l{Uk+Yk2t} = m) (49)
k=1 k=1

donde Uy, Uy, ..., U, son v.a.i. con distribucién uniforme en [0, ¢]. El lado derecho de (4.9) es una distri-
bucién binomial con pardmetros n y

1 t
p:P(Uk—l—Yth):;/ P(Ykzt—u)du
0

1 1

=2 /0 [1- Gt —u)ldu= 5 /0 1 - G(2)]dz. (4.10)

Escribiendo explicitamente la distribucién binomial tenemos

P(M(t) =m|N(t) =n) = (;)pm(l —p)" "
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con p dado por la ecuacién (4.10). Finalmente

P(M(t)=m) =Y P(M(t) = m|N(t) = n) P(N(t) = n)

oo n! . 2\t nef)\t
_ ; mpm(l 7p)n %
_ ew@ﬁf’” > (1 p(f_mn%f)"m. (4.11)

La suma es una serie exponencial que se reduce a

n—m)!

— (L—p)" ™)™ (L —p) t1—p
Z( P() (A1) :Z[(j!P)] — Ht(1-p)

7=0
y usando esto (4.11) se reduce a

ef)\pt()\pt)m

PM(t) =m) = 2

para m > 0,

es decir, el nimero de particulas que existen en el instante ¢ tiene distribucién de Poisson de media

Apt = )\/O (1 - G(y))dy. (4.12)

Veamos que ocurre cuando ¢ — 0. Sea u = E[Y;] = fooo(l — G(y))dy la vida media de una particula
alfa. Vemos a partir de (4.12) que cuando ¢t — oo, la distribucién de M (t) converge a una distribucién de
Poisson con pardmetro Au. Por lo tanto, asintéticamente, la distribucion de probabilidad para el niimero
de particulas que existen depende tnicamente de la vida media pu. A

Ejemplo 4.12
Un procedimiento comun en estadistica es observar un nimero fijo n de v.a.ii.d. Xy,..., X, y usar su
media muestral

X144 X

n

X, =

como estimador de la media de la poblacién E[X;]. Consideremos en cambio la siguiente situacién: Una
compania nos pide estimar el tiempo medio de vida en servicio de cierto componente de una maquina.
La méquina ha estado funcionando por dos afios y se observé que el componente original duré 7 meses,
el siguiente durd 5 meses y el tercero 9. No se observaron fallas en los tres meses restantes del periodo de
observacion. La pregunta es si es correcto estimar la vida media en servicio por el promedio observado
(7T+945)/3 =7 meses.

Este ejemplo presenta una situacion en la cual el tamano de la muestra no estd fijo de antemano
sino que se determina a través de una ’cuota’ prefijada t > 0: Observamos una sucesiéon de variables
iid. Xq, Xo,... y continuamos el muestreo mientras la suma de observaciones sea menor que la cuota t.
Llamemos N (t) al tamano de la muestra,

N(t)=méx{n>0:X; + -+ X, <t}
La media muestral es

_ _X1+"'+XN(t)
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Puede suceder que X; > ¢, en este caso N(t) = 0 y no podemos definir la media muestral. Por lo
tanto tenemos que suponer que N (¢) > 1. Una pregunta importante en estadistica matemadtica es si este
estimador es insesgado. Es decir, jcémo se relaciona el valor esperado de este estimador con el valor
esperado de E[X{]?

En general, determinar el valor esperado de la media muestral en esta situacién es muy dificil. Es
posible hacerlo, sin embargo, en el caso en el cual los sumandos tienen distribuciéon exponencial de
pardmetro comun A, de modo que N(t) es un proceso de Poisson. La clave es usar el teorema 4.10 para
evaluar la esperanza condicional

n
Elr N () = n] = Elmax(U1, .., Up)] = ¢( =),
[Tn ()| N (t) = n] = E[max(Uy )] |
donde Uy, ..., U, son independientes y tienen distribucién uniforme sobre el intervalo [0, ¢]. Observamos
ademas que
( /\t)n e—At

PN() = nIN(0) > 0) = 5 .

Entonces,

M8

E [TN(t) ‘N(t) > 0} _

0 E {%‘N(t) - n}Puv(t) = n|N(t) > 0)

n neTAt
t(n + 1) %) (ngf\lt)— e*)‘t))

3
Il
—

M

3
Il
-

/N /N
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>
<
| [
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>l > >

Podemos ver el efecto de este tipo de muestreo si expresamos el resultado anterior en términos del cociente
del sesgo entre el verdadero valor de la esperanza E(X;) = 1/A. Tenemos

E[X:] - E[Xy)] At E[N(t)]

E[X1] A1 BNOI -1

El lado izquierdo representa la fraccion del sesgo y el lado derecho expresa esta fracciéon como funcién del
tamano esperado de la muestra para este tipo de muestreo. La siguiente tabla presenta algunos valores:

E(N(t)) Fraccién
1 0.58
2 0.31
3 0.16
4 0.07
)
6

0.03
0.015
10 0.0005

En el ejemplo inicial, observamos N (¢) = 3 fallas en un perfodo de un ano y en la tabla anterior vemos que
la fraccion del sesgo es del orden de 16 %. Como mencionamos X ;) = 7, una estimaciéon més adecuada
podria ser 7/0.84 = 8.33, que intenta corregir, en promedio, el sesgo debido al método de muestreo. A
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Los resultados anteriores se pueden generalizar al caso de procesos no-homogéneos con intensidad
A(r). Sea p(t) = fg A(r)dr y g(r) = A(r)/u(t) para 0 <7 < 1.

Teorema 4.11 Sean Uy,Us, ..., U, v.a.i. con densidad g. Dado que N(t) = n, los tiempos de llegadas
Ti,...,Tn tiemen la misma distribucion que los estadisticos de orden correspondientes a las variables
Uy,...,U,.

La demostracién es similar a la del caso homogéneo y queda como ejercicio.

4.11. Procesos Espaciales de Poisson

Sea S un conjunto en un espacio n-dimensional y sea A una familia de subconjuntos de S. Un proceso
puntual en S es un proceso estocdstico N(A) indexado por los subconjuntos A en A que tiene como
valores posibles los elementos del conjunto {0, 1,2,...}. La idea es que los puntos se encuentran dispersos
en S de manera aleatoria y N(A) cuenta los puntos en el conjunto A. Como N(A) es una funcién que
cuenta, hay varias condiciones obvias que debe satisfacer. Por ejemplo, si A y B son disjuntos, estdn en
Ay suunién A U B también estd en A entonces necesariamente N(AU B) = N(A) + N(B).

El caso unidimensional, en el cual S es la semirecta positiva y A es la coleccién de los intervalos
de la forma A = (s,t] para 0 < s < t, lo consideramos al estudiar el proceso puntual de Poisson.
La generalizacion al plano o al espacio tridimensional tiene interés cuando consideramos la distribucién
espacial de estrellas o galaxias en Astronomia, de plantas o animales en Ecologia, de bacterias sobre una
placa de laboratorio en Biologia o de defectos sobre una superficie en Ingenieria.

Definicién 4.5 Sea S un subconjunto de R, R? o R3. Sea A una familia de subconjuntos de S y para
cualquier A € A sea |A| el tamaifio (longitud, drea o volumen) de A. Entonces {N(A) : A € A} es un
proceso puntual homogéneo de Poisson de intensidad A > 0 si

1. Para todo A € A, la variable N(A) tiene distribucién de Poisson con pardmetro A|A|.

2. Para toda coleccién finita Ay, ..., A, de conjuntos disjuntos de A, las variables N(A;),...,N(A,)
son independientes.

Ejemplo 4.13

Una zona de Londres se dividié en N = 576 = 24 x 24 4reas de 1/4 de kilémetro cuadrado. Esta drea recibié
535 impactos de bomba durante la IT Guerra Mundial, un promedio de 535/576 = 0.9288 por cuadrado.
La siguiente tabla presenta N, el nimero de cuadrados que recibieron el impacto de exactamente k
bombas y lo compara con el valor esperado si los impactos tuviesen una distribucién de Poisson con esta
media

k 0 1 2 3 4 >5
Ny, 229 211 93 35 7 1
Poisson 226.74 211.39 98.54 30.62 7.14 1.57

El ajuste es muy bueno y puede ser verificado haciendo una prueba x?2. A

Muchas de las propiedades que hemos estudiado para el caso unidimensional tienen una extensién
natural para el caso de dimensiones mayores. Veamos, como ejemplo, la propiedad de uniformidad de
la distribucién de la ubicacién de los puntos en una regién dado que conocemos el niimero de puntos.
Consideremos inicialmente una regién A de tamartio positivo |A| > 0 y supongamos que sabemos que A
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contiene exactamente un punto: N(A) = 1. Entonces, la distribucién de este punto es uniforme en el

siguiente sentido:
| Bl
P(N(B)=1|N(A)=1) = [
para cualquier B C A. Para ver esto escribimos A = BUC donde C = A\ B y en consecuencia N(B) y
N(C) son v.a.i. de Poisson con medias respectivas A\|B| y A|C|. Entonces
P(N(B) =1,N(C) = 0)
P(N(A)=1)
A|B‘67A|B‘67A‘C|
A Ale=MAl
|B|

1Al

P(N(B) = 1IN(4) =1) =

Para generalizar este resultado consideremos una regién A de tamano positivo |A| > 0 que contiene
N(A) =n > 1 puntos. Entonces estos puntos son independientes y estdn distribuidos uniformemente en
A en el sentido de que para cualquier particién disjunta A;,...,A4,, de A, donde A=A, U---UA, vy

para cualesquiera enteros positivos ki, ...,k con ki + --- + k,, = n, tenemos
n! | A\ Fr [ A |\
P(N(A)) =ky,...,N(A,) = kn|N(A) = _—7(7> ( )
(N(4) ! (Am) IN(4) =n) kqle--kp! \ | A] | Al

es decir, dado que N(A) = n, la distribucién de N(A;),... N(A,,) es multinomial.

Ejemplo 4.14
Consideremos un proceso de Poisson compuesto sobre la recta y supongamos que las variables asociadas
Ui,Us, ... tienen distribucién uniforme U(0,1). Esto nos da una sucesién de puntos sobre la banda
{(t,u) : 0 <t < o0, 0 <u < 1}. En este caso, como las U; tienen distribucién continua, el nimero de
puntos sobre una recta fija {(¢,u) : u = 2} es 0 con probabilidad uno.

Si en lugar de rectas consideramos bandas

{(t,u) : 0 <t <00, Aoy <u<an}

ysi0<ag<a <...<a, <1, entonces los puntos en las bandas 1 < m < n son independientes.

Usando esta propiedad y la propiedad de incrementos independientes de los procesos de Poisson
unidimensionales obtenemos el siguiente resultado: Sean R, = {(t,u) : am < t < by, e < u < dp,}
rectdngulos con a,, > 0y 0 < ¢, < dyy <1y sea N(R,,) el nimero de puntos (73, U;) que estén en el
rectangulo R,,. Si los rectangulos R, son disjuntos entonces las variables N(R,,) son independientes y
tienen distribucién de Poisson con media

Am = Abym — @m)(dm — cm) = A Rum].

4.11.1. Procesos no homogéneos en el plano

Decimos que N es un proceso no homogéneo de Poisson con intensidad A(z,y) si cuando R,,, 1 <
m < n son conjuntos disjuntos, las variables N(R,,) son independientes con distribucién de Poisson de
media

(R =/ AN, y) dy dz.
(z,y)ERm

Si la integral vale co, el nimero de puntos es co.
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Ejemplo 4.15

Sean 79,79,... los instantes en los que ocurren eventos de un proceso de Poisson con intensidad .
Supongamos que si un evento ocurre en el instante s, lo registramos con probabilidad p(s). El proceso de
eventos registrados es un proceso de Poisson no-homogéneo de intensidad Ap(s).

Para ver esto, asociamos a cada 7; una v.a.i. con distribucién uniforme sobre (0, 1), y aceptamos el
punto si U; < p(7;). El ntimero de puntos 7; aceptados en un intervalo (a,b) es igual al nimero de puntos
(1:, Ui) que caen en la region

{(t,u) ra <t <b,0<u<p(t)}

En consecuencia, este nimero es Poisson con media igual al producto de A por el drea del conjunto, es
decir A fab p(s)ds. Es claro que el ntimero de eventos en intervalos disjuntos son independientes, de modo
que tenemos un proceso de Poisson no-homogéneo. Este resultado nos da una manera de construir un
proceso de Poisson no-homogéneo de intensidad dada. A
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