


Rough Paths :
n

- Motivación original ←
estudiar ecuaciones

diferenciales " que incluyen

perturbaciones aleatorias .

-
Motivación reciente c- Realizar aprendizaje de

máquina interpretando datos

como trayectorias de

Funciones continuas
.

Motivación clásica :

Yf = Fltl c- Función del tiempo.

0Mt
= VIYTI con Yu : yo

V. R → IR
.

-

dt

{
DY , = Vlieldt con Y

.

-

- yo

A
V f

4- Ys = fvlltrldr
S



Siguiente paso de generalidad :

DYT : VIYTIDX, Xp ← otra función del

tiempo que satisface

§ ciertas condiciones
.

t

Yi. -Ys . fvlirldxr
S

DYT : VIYTIDXT
t p

Output input .

¿ Aplicación ! Xt = precio en pesos del
dolar

.

Y , = Cartera de inversión de

divisas .

Lado negativo :

si vemos el mercado en tiempo real :

Xt
µ

← Podría ser

wppbyplthppltthrlwhn .

un problema
.

1-
.



Análisis detallado del problema:

d4 -- VHRIDX. ⇒ Yn , -4=41%114%-41 .

[
ampliar X en lar) en tiempos

f. =
,
{ a- E .

. . .

,
-4=1--7 .

Si X. = Xp. Yin. Yti

Y = Yi 1- VIY;) A:X AHI At terror

Yit
.

= Yi t VLYIIIÍ itqn Ei ) .

y

modelo

{ 4- f ← v. a. iii. ? -Nto
,
. )
.

Cuando tomamos límite obtenemos

DY
,
= VHH ldt * dBr ) .

Yt -Ys :
"

¡ VIYRIDR 1- ¡ VIYRIDB ,
-

es
"

sutil" de

definir
.



Esto motiva a formular ecuaciones del

tipo

DYT : Vllteld # .

X, ⇐z
Potencialmente

tiene trayectorias

muy erráticas .

¿ cómo depende el output en

Función del innppwtt?

ÍdYt-vlkldxt.PL¿ continuamente ? X
O
O

0

Proposición ( Lyons et.at )
.

.

No existe un espacio de Banach . $33

f. q . las trayectorias de un nov
.
Browniano

pertenezcan a IB3 casi seguramente y tq .

el mapeo c.)

( f. g) es f fltligltldt , definido primero

O

sobre f. g
diferenciables Fg : IR -7112

se extiende a PYD de manera

continua .



Como esquivar esquivar esta restricción:

t

Yi - Y, = { VIYRIDX .
*

Framework . general :

Ye -- YY!
.
. . .

.
YÍ ) ee IN .

Xs :( YÉ
,

-

i.Ysdl . de N .

exd

Ve IR V ' ( vi. K ; Hice
,

isred ) .

YÍ - Yi = %! } 4+1%14" ← nuestra ecuación

> ← suponer que tengo acceso a Ys
,
Xs

.[
YÍ -MÍ ÷

.

ftlviiehslilvi.ie/kI-Hi.r.lxsil)d4 "
t

d F

= [ vii. Hs ) GDKR
K = . -N s

Il -
~ Importante

r

+ ÉÍ !
.

firmarían
"



t
r

/ ! ! kiwi: dxr
"

S
1-

=L }" "KI ÷.pk#.lYnlaxIdxr"
Mir
-

S dlli ,

= %" "H ÷.pk#.lYslaxIdxr
"

dyi.
-

Mia

* Terminas similares
.

= [ coeficientes Isl ¡ ¡ n . ¡ dxrí:" . . . dx!
Definimos

si
"¥, :{ a. Üax : . . ax:

Ahora
,

en lugar de tomar el mapeo :

No es

{ Ximo { Ytttzo



{ A- ¥
.
.

Ü HAI
. . . sí?

" de g)
agregar
info hasta leq .

si

es continuo. Y si q es suficientemente

grande / depende de

la Hülder continuidad

de X| tin:
" " "" dar

g. = LÍ,

V

{ "ritmo
.

Aplicaciones en machine learning :

Objeto de interés :

Signaturas > { ski- " "9- ¡ × ) {
.

sivponers-o.tt
4T.

Remark : signaturas son

"

características
"

especiales de t Xtft >
,

0
.



Problema práctico :

i
clasif

.
!

- Yi. = xt BIYÍ . 1- BIY!
. ,
ti
,

c-

- Yt = xt BIRYÍ . 1- BIY!
. , tq? ←

dasif. ?

-

Problemas de clasificación que

se pueden resolver con técnicas de

rough path .

Analogía con regresión :

Y ← respuesta ( score crediticio)
.

d

Y =p . +[ pj X ; Xi ← características
.

¡= . Xi e IR .

{ Y
'

,
. . .

,
Y
"

← observaciones

llxi.x.it
,
. . .

,
lxi.x.it

Bo
, .
. .

, Rd ← tienen una fórmula para

calcularse
.



Pasamos ahora de regresión a clasificación

Me gustaría :

d

4=0 (pottpj Xi )
¡= .

o-cllxlsttxs.org¥4
.ie/pot!EpjXi)0lxl=sigmoide

como en

Nos da un aprox . de

la clasificación
.

Notar

Si
queremos reducir

&
Elke - yfp.tt?..pjXei ) ) + [ wiiipil

ji .

{ ← cuantificación del error Ie penahz
.



De vuelta al problema de clasificación

de series de tiempo :

- Hi = xt Riki. . 1- p :*! , + q ←
dasif

.
! ⑦

- Ht = xt Bitti. . 1- BIYX!
. , tq? ←

dasif. 2. t⑦

Queremos :

- Y ← respuesta : eres ⑦ o #⑦
✓

Valores de Y ← 10,1 }
.

✓

Ahora vamos a observar :

Voy a ver algo como:

in .

Input ← la trayectoria de la serie



Problema: como aplico lo
que tengo

en slides anterior ?

{ traducción -

Obtener
" características

" extraídas de

la travectoria de la serie de tiempo ?

× -5,15.IN
,
. . .

.

5,1Mt .
^ a-1

1-

características
.

Ahora : puedo proponer números po , By
f. q .

Y ± ftp.t p ; j://.pt error de medición
.

Ésta es

"

toda
"

la metodología, siempre

Y cuando § ya estén elegidas ,



Conexión con Rough paths :

Comentario :

Hay info . que me gustaría que

no influyera en la variable de

respuesta .

- Reconocimiento de ←
Marcos de

referencia
acciones

no importan

- Reconocimiento de ← invarianza bajo

caracteres chinos
.

"

dibuja . más
rápido ?
-

d

características : XEIR

15in . . .
.
5. ixil

= ( Ii".iq/Xl;IEqeQijetr.m,d4 )

Justificación de que si. son
"

buenos

candidatos
"
← depende .



- Ventaja : t Si
, . . .iq

.

lx ) son invariantes

bajo reparametrizaciones .

- Ventaja 2 :

( Sir
. . .iq ; qe

INHO's
,
i. c- ti. d4 )

.

|
:

F:-. ⑦ 11124×09 ←
= } É

. ¡
¡
¡⇒
aiií.iq lix" eigl

q : '

Para encajar a las Si
.
.
. ..iq en F

escogemos ai
, iq = Siii . ..iq .

Ventaja :
Si consideramos

{ { {. . ftttdxt,⑦ dktq.fi . - ⑦ DX. c- MÍ Y

÷? ¡ Í:{ida! #ii. axial :*:*.



Nota :

El
"

espacio de Fock
"

F : §
.
.

d) ④9

tiene un producto que le llamamos
"

④
"

(ei eh ) lei, ) = li
.
⑦ei

.

⑦ eiz
A A

F F

Ventaja a :)

Por inv
. bajo reparametrización :

puedo pensar que Xz solo se considera

para telo.it
.

Yt ← otra
"

trayectoria
"

tetra} t.cz . Y, :X.

Tenemos un producto en las trayectorias.

IXOY )
,
= d) ti si te ' feto, Y

| Y
, si telnet

producto en

las trayectorias .
Signaturas

5. ( XOY ) = SLXIXOSIYI . ← pueden calcularse
en sub - intervalos

y luego "pegarse
"



Ventaja 2.2.)
d

Xt = tu ve IR

Entonces

1 1

1-1 ! Mutt f. ¡DX, %
.

t . . .

M

= Itf v
④ K

⇐ ¢
KT

= expivf
.

⇒
'

p
'

t
¡ Xp DX,

4- ← diferenciable
.

-

Si
,.iq .
Si

.
. ..iq .

= [④w.in, iwq.iq,
Y
"

?
"

4. = ! g. de loglklexpil.IR ) .



Definiciones básicas :

Objetivo :

X
,"

: Rt → IR X
,
← un proceso estocástico .

Para definir la solución de

DY
,

e- VIYTIDH ⇒ ¥ - Ys -- ¡ VIYUIDX.
q

¿Qué es ?

Comentario :

Es muy difícil :

{ ZSDX, de definir para
todo Z

.

⑦

Nota :

No necesitamos ④ bien definido para
todo Z

.

Si estamos considerando el problema

t

¥ - Ys -- IVIYUIDX.
g-
No es cualquier proceso Zp = Nlttfl .



Claim : será suficiente dar un candidato

para { IX . - Xs ) DX.
Heurísticamente

,

la info que necesitamos para

resolver ecuaciones .

lxs.ly?raidatolftlXu-xsldXu ) ) X

Al final del seminario
,

X va a dar

el sentido para
la ecuación

t

¥ - Ys -- IVIYUIDX.
S

siempre y cuando X no sea muy
"

rugoso ?

Definición :

La rugosidad de una trayectoria la mediremos

mediante la Hólder continuidad .

Voy a suponer que A- ftp.eio.is
.

tiene

Hótder continuidad del 's , E)

i. e . § Cso t.q.tt sctct
,
IX.t-xs.clt.si



Spoiler :

Si XE (¡ e) , podemos definir

t ①

{ YUDXU c-

"

integral de Young
"

°

si Y y
X son x - Hólder

continuos .

Spoiler extendido :

Para que ⑦ exista ocupamos

Y sea p -
Hólder continua

X sea q .
Mülder continuo

Y ptqsl. .

En particular, si p-rq.io .

Definición :

Si V es un espacio de Banach
.

( V : IR
" )

.

decimos que

Ha ,
.

X
, .
.
. ,
) : Rt × IKER ) → Vxxlvxov) .

Y p

trayecto signatura .

orig .



es un Fogh path si

*
si
- Xsu - Kui. = Xsuxoxui. . ("Entidad

"

)
donde Xqt : : Xt - Xs .

Motivación :

Lo que queríamos era Xs
,
,

fuera
"

el
"

candidato para { Xqrdllr
Ejemplo particular del problema :

si su X, es diferenciable
.

Xs
,#

- Xau - X"

¡ 4. DX. - ¡ 4. dxr - ¿ 4. DX .
S

= ¡ Xs. . DX . - ¿ X.rdxr
= ¿ lxs.. - 4.) DX. =#⑦



HHO = ¿ lx . - Xs - IDXR

Xr
,
u

= Xs
.
. ¿ DXR = Xsu X. t

En el caso V = IRD
,

d > 1
.

%, e IR
" Í ' = spam lei ⑦ ej Kiedis

a IR
" "

= : Matrices de dxd .

⇒
Xq, = ( Xs!! ; iii.i. d) .

Candidato para %
,

'

Ks
,

= ¡ Xs.ir dxri Donde

4=14
.
. . .
.
XÍI .

⇒

Si defino

{ 4. ④ dxr ::( { Xsidxri ; ieiied ) .



Rough path = IX. XI
,t.q.ks.t-xs.u-xu.t-Xs.uxox.it

. ("Inti!
"

)
Xqt ←

necesita 2 parámetros .

No es suficiente conocer

*
tqt

V. Eso
X

para conocer a Kat
.

Lo que si es cierto
,

es que

( Xt
,
X.
µ
) determina por completo q

IX. Kat )4T

Razón :

Xsit = µ - X
,

✓

Xqt - Xqs - Kat = Xqs ⑦ Xqt

determinado⇒ Xlqt = Xq , - Has - Xas ④ Xqt ←
por

(Xx. Koi ) .



Supongamos que
IX
,
× ) es un rogh path .

t

Estoy interpretando f Xsirdlr =ks.rs

Claim :

si 4g , = Xs
. ,

1- Ft - Fs
,

Para F. , : Rt → VXOV
,

entonces

( X
, Y ) satisface la identidad de Chen

.

Efectivamente
,

si

*
qt
- Xqu - * v. t = Xqu ⑤ Xyt .

Entonces
,

Hst = Xs.tt Ft - Fs

Yau = Xqu t Fu - Fs

X
lqt = Xu.tt Fz - Fu

⇒ Ysi. -Ys
. .
- Yu, = Xtqt - Xqu - Xuit = Xs

,

X
" .

1- Ft - Fs -( Fu - Fst Ft - Fu )



Paso 2 :)

Definición :

at If , } ) . Definimos el espacio de

× - Hüldeo rough - paths , escrito como
8%0.TV )

(OMO

( X
,
# le [ ( lo.it

,
v ) si

i) Identidad de Chan se cumple .

Y

Ü) HXHA : : Sup IXT - Xsl
Set

µ : ÷:
x

v 14,11 It - si

HXs.tl/Elt-sl
t

| } Xs.rdxrleflxs.nl/dXrl→

Y
s
El t.silt.si

Si se prueba que
Heurística

HRHÍBDBRH} ,» sllt -si telo.it
,

S



⇒ %:
' { B. dBr ' a .

v. x. ¥ .

-
It - sl

Pregunta muy
difícil de resolver :

X = T Xtf c- IR
"
t.q.erlo.it X tiene

1- 70

trayectorias Hólder continuas de orden del } . ! )

Pregunta :

Puedo garantizar la existencia de × ?

Si
, y un mapeo ×→ X que satisfaga

IX. * le Callo.it .MY se llama

levantamiento de Lyons .

En D=

t.ks.tn/Xt--Xs"
2

Identidad de Chen :

( Hat - Xs.u-Xu.tl

= Xt - Xsl
'

- IX
.
- X. Í - IX, - xuíl

= -XX, - Ht # A 1¥

= Xs.us/lu,t=lXu-Xs)lXz-Xu )



Basta ver que para nuestro proceso

X
,

se vale

. HXH : = Sup
' Ns.tl
- Lao.

La sct It - si '

p

depende del contexto , pero se vale para

mov. Browniano .

¡ B. dBr ¥ BÍ2
•



Espacio de Rough Paths geométricos :

( X, X ) ← suponer que
es un rough path .

- Identidad de Chen

)Xtqu + *
v. t

= Xqu ④ X"

-
Mülder continuidad de orden xelts . :}

q
⑦

iii.
'

a

' iii.
'

¥÷ñ . . .

Elección particular :

Usando intuición de cálculo real :

X. + EV = ¡zdxd
q

✓= Md

si pensamos para ei
, ej ← elementos de

una base para V,

*%! = IX" ,
eixoej ) ← extraer la lij)

componente de la matriz
.



En cálculo I :

xis * x! ÷ Íxiidxíi { x. ii. xi
Y

intuición

= ¡xi.xildx.it ¡ lxi . xsildxi
= ¡ xidxi - ¡ xidxi - xixs.i.xixs.ir

dlxixil
.

= . . . . = Xg! xs!
⑦Conclusión :

cálculo 1 ⇒ Synn ( Xgtl = ¡ Xqt ⑤ Xq ,
q

integ . por partes



2 maneras de contrvír rough

paths que se comporten como

en cálculo 1 :

- Rough path geométricos débiles :

IX. × ) ← a-Rough path (pedimos *) .

& además pedimos :

syn.nl/Xs,tl=IzXs,ttOXqt

- Rough path geométrico fuerte :

si IX
,
X ) pertenece a [¡ llott.nl .

Completamos las trayectorias

1-→ Y
,

suaves
,

con

¥ , :-. {4. DY. ⇒ ⑦

|

integral de Lebesgue .



con la métrica

iii.
' a. iii.

'

ñ

Y obtenemos un espacio

[¡ lloitvl .
T

geométrico ( reglas de cálculo II ) .
-

Si Cg
"

son los rough paths

geométricos débiles ,
xeltzitzl

.

a 0,13
[¡
"

clg Cg

te pasa



Libro de Victoir :

Rough paths ( (Xsi, ks.tls.ir )
vistos como trayectorias en un espacio

ligeramente extendido .

X : lo.it → V

X : 19T) → VXO
'

definir p v v
"

u U U

Xq, ÷ l ' , Xsir , % , ) = IRTOVTOV
"

= : T
"'W

.

I It Xs.tt/Xs.t

1-
"'
(v) = espacio de Fock truncado en 2

.

Y

tiene una
estructura de álgebra .

Si A- ( a.b.de 1-
""
lvl Caer

.

bov
,

eev
"

)

(pensar en la.to
,
c) = atbtc

Y esta:b
'

,
c.) ET

"
1h .

⇒ distribír y

A- ④BÍ
"

latbtcl ⑦ látb
'

til d truncar.

:-. laa : ab
'

táb
,
acata : tbxob

"

) .

La identidad de Chen se ve como

Xqt = X ④Xu.tt
= ( It Mut Hau ) ④ llt Xqtt Katt .



Nota:

X = It Algo e T.
"

Definimos

Ta
'"
= a a- btc ,

con Kev y
cevt?

Nota .

T!" es un grupo ( tiene inverso la operación ④!

Intuición :

•
k k

le # EÜ :[ E tit

Kao

- l s •

q ④K

( ltlatbl) Í [t.it/atblk=o--1-latbltl/9tblxO/9tbl
.

Esto implica que
- l

( ltbtc) = 1- b. ctbxob
bev

,

cevt ?

T ,
""

← es un grupo . ⇒ grupo de

(tiene la topología Lie .

inducida por IRTOVTOV
"

)

Podemos ver que

X. = X:X"
Ésto establece una correspondencia entre

tu X.
¡
= Xt y ls.tl/-sXs.t

.



Quisiera pensar que

tu ¥
,

va a representar a mi

rough path . IX. X )
.

Pregunta:
Ahora tomo otra trayectoria :

tus Ge c- TTT
.

"

Es cierto que ① viene de un

rough path ?

No :

Pero entonces

¿ cual es exáctamente el espacio en

el que viven todos los rough paths .

Paso I. :

definir una métrica
en T

.

'"
:

para * = lttbtc) e T ,
""

1118111 El Nlxl 1- NIA
- '
I)

.

Con

NLAI-amaxtlbl.fi, }

III. 111 satsface

- Si
,
:( a. b. c) 1- la . tb , ÍCI . es d. q .

11151,8111=1111118111

- Htt *
'HE 111×1111-111×411 ←



Definir d :(i.
"
I
'

→ Rt .

d IX. × ' ) : = Has
-'

⑦ *
'
N

es una métrica ← ésto es teorema .

definimos
,
para

tu X , e T
.

"

IIIXN, :-. % ;
dlxs.pt

ET IS- tla

Proposición :

a) Si IX
,
XIEC

"

.

Entonces

1- '→ Xp : :( i. You . Xo.it es a- Hólder continuo:

111 X Macao .
( en el espacio T

.

" '

)
.

b) si tu> Xte T
.

'"

y es a-
Hólder

continua , entonces

( X, × ) C- Ca
, y

IX. X) se recupera

mediante

14kt , xs.tl
= XÍX , .



La relevancia de la formulación de

( X. X) como X ± 1 + Xtqtt Xqt .

Recordar que CX
,
XI es geométrico si

es rough path y

syn.nl/Xs,tl=IzXs,txOXs,t .

Preliminares para análogo de la última prop.

de la sesión pasada .

Definimos ; para un elemento

T!" = 11 1-vtvtll . Z ltbtc .

ni M

definimos v

vii.
loglittbtc ) :-. bic - ¿ bxob

121

Análogamente, si btc c- To

. explbtd It btc e- ¡ bxob .

Entonces

T!" i
.

" To
'"

ii ) Nota : To
"

es un álgebra de Lie
.

Ibitc , b. tc
" ) .- bxob

.

- b.④ b
'

To
'"

= V ⑦ Va

§
"
:-. Alg . de Lie generada por

V :

✓⑦ IV. VI



Finalmente ,

G
"

exp ( §
"
)

.

Proposición :

a) IX. X ) e C. ¡ IIQIVI Entonces

T

Rough path geométrico . acltdf
.

121
tus X

, = It Xtt Xq C- G y
es

a- Mólder continuo
.

b) Si tlns# y es una trayectoria

a- Hélder continua en G
"

,
entonces

el (X
,
× ) asociado es un

rough path geométrico .
-

Observación:

exptatbfxoexptaitb.is

= explota " tbtb
'

t ¡ jqa
'
) }

.

Relevancia :

Sección 2.4 Geometría rough paths
of low regdarity .



Browniano como un rough path

X = B = TBTY,>o un Browniano d- dimensional

V. IR
"

Itó

Opciones : f
t Ito

i) Xsit :-. ! Bs. . ⑦dBr
= Bs

.

! DBÍ = Kat
.

Necesitamos %} aca
⑦

{
Se puede probar la existencia de

una modificación de

{ Bs. . ⑦dBr que llamamos ks.rs y

[÷.to?::...........ntim.aoar.amo....
que se adapta a rough paths :

Ingredientes
• El IXs.tl

" )
"
?
eclf . IP

Paz .

.EU#iEI%acii..sii ¡
⇒

puedes escoger aelo, p - Iqf



ii)

*iii. ¡ Biiodisi
t

integ .
de stratonovich

es trq .

( B
,

XI es un rough path .

Iii Nota :

"

{+ = Asi t Ft - Fs { c- VOV

con prop . de zx regularidad para F Funciona

igual .

Nota: hay elecciones de F que son

relevantes.

Integración respecto a Ún rough paths :

Operación: integración :

µ
,
xl.us/YsdXs

Si X y Y son tan irregulares
como el browniano ,

no es posible

integrar de manera
"continua ;

Nota :

No es necesario integrar todos

los posibles procesos Y
.

Para ec . diferenciales .



Intuición:

Quisiéramos

-

Ys Xqf
.

←
No siempre
Funciona

, pero¿ Yidlt '

¡¡no ↳ ep ya casi .

Modificación :

Aclaraciones : pensar que Vi
IRD

.
W 1/2

"

try, c- LIVWI

Xe e V
.

i) considerar Y = FIXT )
,

con f : V → LIYW) que sea 2 veces

diferenciable con derivadas continuas.

( en caso dimlv) :O consideramos

diferenciabilidad de frechet ! .

DF e LIV.tn/4Wl)ZLlvxov,wl .

Intuición:

Y
, = FIX, ) : Flxslt

DFIXS ) Xs
. .

⇒

Poría ser que funcione definir

IPI -70

¿ FIXSIDX . ⇐ [ IFHNXs.ta-DFIXslxs.tl .
ls.tl EP

Lemma:

F : V → Llvm) es a veces dif. con

derivadas acotadas . IX. Xl e c
"

xtltz , Él .

Y, -- FLXSI , Ys
'

= DFLXSI y Rqt = Yat - Yíxsi,



Entonces,

- HYIIA € KD# No HXHA

- HYII
a EHD

' fila HXHX

- IIR
"
Haas { HD

' FH
.
HX HE
-

Regresar por un segundo a integración

con regularidad a { lintog .

de Young) .

Integrar consiste en considerar

M por set
.

Así ← colección indexada

-

Es, representa la "

regla de integración ;

es decir es
,

el objeto que usamos

para sacar Esi. : -- Ys Xst .

{¡just . ¡ Ysdxs = IIEla.rs
.

Inclusive en el caso de irteq . de Young
donde

M
Ése = Ys Xs, t . ← No satisface

III. = s.utE.ae
.

Lema lsewing lema) .
Sean x. p tq . Oca era } .
Definir :

{µ ← colección indexada por slt
,

Suponemos que

" Ella i. = sup tÍs a •

set
it-sí



HSFÍIIP < oo
,

con

donde

k¥4
."

:-. Iii. - Ei E ".
GLUL t

" Skip %. , ISEIs.u.tl/t-sjBs
Entonces existe un mapeo

I :{ TI como aririnal :(¡P → C
"

tq .

I es continua
, IKI )

.
:O

IIIInls.t-F.si/eCIt-s1k
Con c que depende sólo de ps y

HSTÍH
,

.


