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Sea P el conjunto de primos positivos y [n] := {1,...,n}. Sea
1 : N — N, la funcién definida por

(k) := max{p € P ; p divide k}.

Objetivo:
Estimar la magnitud/contenido de

{k e N; 9(k) < n}
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Cantidades de in

Definition
Decimos que un entero k € N es m-suave si ¢(k) < m. En lo sucesivo,
denotaremos por Z[n, m| a los enteros m-suaves acotados por n.

Relevancia
La magnitud de Z[n, m],

V(n, m) = |Z[n, m]|,

tiene una importante relacién con la hipdtesis de Riemann



La aproximacion de Dickman

Definition
Sea p: Ry — R la solucién a

up'(u) = —p(u—1) y p(u) =1 para u € [0,1].

Theorem
Dickman (1930) muestra que para todo x € R,

lim l\ll(n, n*/*) = p(x).

n—oo N



La aproximacion de Dickman

Definition
Sea p: Ry — R la solucién a

up'(u) = —p(u—1) y p(u) =1 para u € [0,1].

Theorem
Dickman (1930) muestra que para todo x € R,

lim l\ll(n, n*/*) = p(x).
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Ramaswami (1949) prueba el refinamiento

1 X
W, %) = pl)] <



Uniformidad en la aproximacion de Dickman

Definimos, para un nivel de suavidad m, dado,

._ log(n)
T(n,m) = fog(m)’

Theorem (De Bruijn, 1951)
Para € > 0, definimos

S. = {(n,m) € N? | T(n, m) < log(m)3/°¢}.

Entonces

¥(n.m) = npoT(n,m) (1+ 0 (PETLE D))

log(m)



Aproximaciones de Hildebrand

Para € > 0, definimos

S. = {(n,m) € N2 | m#1and T(n,m) <log(n) |0g|0g(n)_5/3—5}
S.:={(n.m) e N?* | m# 1 and T(n,m) < m*/2=<}.

Theorem
En 1986, Hildebrand demuestra que la aproximacién de De Bruijn se

cumple para (n,m) € S..



Aproximaciones de Hildebrand

Para € > 0, definimos

S. = {(n,m) € N2 | m#1and T(n,m) <log(n) |0g|0g(n)_5/3—5}
S.:={(n.m) e N?* | m# 1 and T(n,m) < m*/2=<}.

Theorem
En 1986, Hildebrand demuestra que la aproximacién de De Bruijn se

cumple para (n,m) € S.. Mi3s adn, si la aproximacién se cumple para
(n,m) € ., entonces la hipétesis de Riemann hypothesis es cierta.
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Otras medidas de contenido para Z[n, m]

La funcién W(n, m) puede escribirse como
V(n,m) = nP[J, € Z[n, m]],

donde J, son variables con ley uniforme en [n]. Se puede considerar la
modificacién
Vy(n, m) := nP[H, € Z[n, m]],

donde H, es una variable tal que P[H, = k] = k~'/L,y

n

Ln = Zl/.f

j=t

Encontrar un principio de transferencia de estimaciones de Wy; a W es un
problema abierto, pero...
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Relacién entre V(n, m) y Wy (n, m): preliminares

Sean {&,}pep variables geométricas con éxito 1/p.

Proposition (Chen, Jaramillo, Yang)
La ley de H, satisface

L((p(Hn) = p€Pa)) =L((& - pePNIn]) | An),

con

Av={ J[ p*<n} (1)

pEPN[n]

Observacion
Introdujimos variables independientes!
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Relaciéon entre V(n,m) y Vy(n, m)

Sean {Q,}, variables tales que, condicionales a H,, son uniformes en
{1} U (PN [n/H,]).

Proposition (Chen, Jaramillo, Yang)
Existe C > 0, independiente de n, tal que

dTV(Jna Qan) <C lOg(n)il |Og |Og(f7).
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Relaciéon entre V(n,m) y Vy(n, m)

Encontrar un principio de transferencia de estimaciones de Wy; a W es un
problema abierto.
Sea 7 : Ry — R la funcién cuenta primos

m(x) = |PNIL,x]l.
Por condicionamientos elementales,
Pl (H,Qn) < m|
= P[(Hn) < m] = P[y(H,) < (n/m) A m]

+BLY(Ha) < m A (n/m]E | T

w(n/Hy) + 1 | Y(Ha) < mA(n/m)|.



Problemas fundamentales en el principio de transferencia

El manejo de los términos en azul, requieren de la resolucién de
Problema |

Estimar con precisién
P[y(Hn) < m]
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Problemas fundamentales en el principio de transferencia

El manejo de los términos en azul, requieren de la resolucién de

Problema |
Estimar con precisién
P[y(Hn) < m]

Problema Il
Mediante estimaciones clasicas de 7, el manejo del término en rojo,
requiere de estimaciones de

E[g(Hn/n) | (Hn) < k(n, m)],

con k(n,m) :=mA (n/m)y g(x) = ((log(1/x) + log(1/x)?)/x + 1).

10



Estimacion de P[¢(H,) < m]: simplificacion clave

Podemos escribir

P[Y(Hy) < m] = (Li [Ta- 1/,3)1)@ {sm < ;E[gémﬂ

" pePn

donde S, := Z,/A\n, con A\, :=E[Z,] y

Zni= Y log(p)é,

peEPN[m]
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lutr) < ml = |+ [T a-1/p7 |B |5, < 227
" pEP m

donde S, := Z,/A\n, con A\, :=E[Z,] y

Zni= Y log(p)é,

peEPN[m]

Estimar la parte azul es un problema bien conocido en teoria de niimeros
(férmula de Mertens) y es aproximadamente €7, donde 7 = constante de
Euler.
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Estimacion de P[¢(H,) < m]: simplificacion clave

Podemos escribir

lutr) < ml = |+ [T a-1/p7 |B |5, < 227
" pEP m

donde S, := Z,/A\n, con A\, :=E[Z,] y

Zypi= ) log(p)ép,

peEPN[m]

Estimar la parte azul es un problema bien conocido en teoria de niimeros
(férmula de Mertens) y es aproximadamente €7, donde 7 = constante de
Euler. La parte roja es completamente probabilista

Problema simplificado
Entender la ley asintética de S,,.

11



Formulacion probabilista de P[S, < m] ~ e 7po T(n, m)

Se sabe que e 7p(u) =1 es una distribucién.
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Se sabe que e 7p(u) =1 es una distribucién.

Definition
Una variable D tiene ley Dickman si su distribucuién acumulada es p(x),
para x > 0.

Lemma (Pinsky)
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Formulacién probabilista de P[S, < m] ~ e 7po T(n, m)

Se sabe que e 7p(u) =1 es una distribucién.

Definition
Una variable D tiene ley Dickman si su distribucuién acumulada es p(x),
para x > 0.

Lemma (Pinsky)
D tiene ley Dickman si para toda funcién de prueba g : R, — R,

1
E[Dg(D)] — /0 E[g(D + t)]dt = 0. (2)
Alternativamente, si f = g/,

E[Df'(D)] + (D) — f(D +1) = 0. (3)

Heuristica de Stein
Si la izquierda de (2) es approximadamente cero, D es aproximadamente

Dickman 12



Método de Stein para leyes Dickman

La heuristica se formaliza considerando la ecuacién de Stein
xf;(x) + f(x) — f(x + 1) = h(x) — E[h,(D)], (4)

donde h,(x) := 1[5 (x).
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Método de Stein para leyes Dickman

La heuristica se formaliza considerando la ecuacién de Stein
xf;(x) + f(x) — f(x + 1) = h(x) — E[h,(D)], (4)

donde h,(x) := 1 ;(x). Por célculos elementales, para toda variable X
con valores en R,

P[X < u] — P[D < u] = E[XF/(X) + £(X) — £(X +1)],

Moraleja
Estimar proximidad entre X y D se reduce a estimar

E[Xf/(X) + f(X) — (X + 1)].

13



Implementacion técnica |

Sean {fp}pep copias independientes de las &,.
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Implementacion técnica |

Sean {fp}pep copias independientes de las &,. Calculos explicitos dan

P[Sm < 2] - P[D < 7]

M geP[m] m m

La izquierda se escribe como suma de dos términos Ty, T» compuestos de
sumandos que involucran ponderaciones de

E[f'(Sm + 'Oi(q) )] — E[f(Sm + U)]

m

Bl (Sn + B0, 1 8Dy g 5y

14



Implementacion técnica Il

Para manejar el término T, tomamos V,,, independiente de las &,'s, con

log(q)
qAm

P[Vim = log(q)/Am] =
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Implementacion técnica Il

Para manejar el término T, tomamos V,,, independiente de las &,'s, con

log(q)

PIV,y = log(a)/An] = o 2.

Podemos escribir
T1 = E[f'(Sm + V)] — E[f'(Sm + U)].

El resto de la prueba se reduce a implementar la aproximacion en ley
V,~ U.
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Implementacion técnica Il

Para manejar el término T, tomamos V,,, independiente de las &,'s, con

log(q)
qAm

P[Vin = log(q)/Am] =
Podemos escribir
T1 = E[f'(Sm + V)] — E[f'(Sm + U)].

El resto de la prueba se reduce a implementar la aproximacion en ley
V, &~ U. La tarea requiere conocimiento muy fino de las propiedades de
f.

15



Resultado principal

Theorem (Jaramillo, Yang)
Se tiene que

Vi(n, m) = nT(n,m)(poT(n,m)+ O(T(n, m)loglog(m)/log(m))),

uniformemente sobre 16 < m < n.

16
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