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En optimizacién Euclideana movemos puntos x; € RY.En optimizacién de

Wasserstein movemos distribuciones ji: € P>(R?) con densidad f,, .

Concepto | Sobre RY Sobre P(RY)

Funcional |g(x), con x €RY F(1), con peP(RY)
Dindmica |x: = —Vg(xt) Otfy, = V- (fMV;—L)
Gradiente |Vg Vg—i

Meétrica Zf’:l [vi|? fRd [V (x)[2 e dx)

Dinamica Flujo gradiente Flujo gradiente de Wasserstein
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Una eleccién natural de funcién minimizante es la divergencia de
Kullback-Leibler:

Fu) = KL(ulr) = / d log<§:8> £.(x) dx.

Observaciones

- Minimizar F(u) equivale a hacer que p aproxime 7.

- El flujo gradiente de Wasserstein asociado a F esti gobernado por
Oefuy = Dy + V- (£, VV),

donde V(x) = — log fx(x).

- El esquema se basa en que f,, — f;.
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La idea principal es cambiar el flujo de Wasserstein
Ocfy, = Ay, + V- (£, VV)),
con V(x) = —log f(x), por...
Ofy, = Ay, + V- (K., VV),
con

KAVVIC) = [ Kx)V(n)n(ay),

donde K es un kernel positivo definido
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Flujos kernelizados

Una dindmica para y; equivale a las dindmicas para (¢, ), con ¢ una
funcién de prueba.

Version débil del flujo kernelizado:
Or(pie, ) = — (i, Kur[v log f,, — Vlog fﬂ] Vo).
Si suponemos
1
= Z
el sistema se “resuelve” si

L
Bexic(t) = Ky [V log(F)] (xk) + 2 Z VK (%, X)),
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Algoritmo SVGD

(i) Inicializar particulas x1,...,x¢ ~ po.

(ii) Para cada paso, hacemos

¢
Z{ Xj, Xi Vlogp(xj)—&—vxjk(xj,x;)}, i=1,...,L

r‘\ll—‘

(iii) Actualizar x; < x; + € X;
(iv) Detenemos cuando haya bajo desplazamiento entre pasos.
Limitantes:

- Colapso por mala inicializacién.

- Modas aislados.



Heuristica de la version ramificada

SVGD SVGD ramificado
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Moraleja

Se intercalan una ramificacién aleatoria controlada y un refinamiento
determinista del sistema.
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Arquitectura de particulas ajustada

Reemplazamos las particulas x € R por particulas coloreadas (x, c) con
¢ un color en lo simbolos E, O, S.

- E: Exploradores

Generan descendencia aleatoria en posiciones aleatorias.

- O: Optimizadores
No generan descendencia, sélo ajustan el modelo.

- S: Espina
Garantiza la no extincion del linaje.

El propésito es generar exploracion aleatoria de la arquitectura.
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Iteramos algoritmo SVGD con algoritmo de ramificacion

e Reproduccién: cada color tiene una ley de reproduccién
Yi ~ 4E,qo0,4s.
- Pedimos go degenerada.
- Pedimos gs con masa ero en cero.
e Posicién: Dependiendo de la descendencia, la ubicacién de los hijos
es como sigue:

- El dnico hijo de un optimizador es la misma del de su padre
- Los hijos de x; que es explorador o espina se posicionan de acuerdo a
un kernel Q(-|x;)

e Recoloreo

- Paso I: los hijos de O se colorean O, y los de E y S se colorean E.
- Paso Il: Muestramos una particular aleatoria y la coloreamos S.

10



Algoritmo BSVGD: vista global

- Mejora: correr SVGD hasta estabilizacién.

11



Algoritmo BSVGD: vista global

- Mejora: correr SVGD hasta estabilizacién.

- Ramificacién: reproducimos las particulas de acuerdo a su color y
posicionamos su descendencia de acuerdo a P(:|x).

11



Algoritmo BSVGD: vista global

- Mejora: correr SVGD hasta estabilizacién.

- Ramificacién: reproducimos las particulas de acuerdo a su color y
posicionamos su descendencia de acuerdo a P(:|x).

- Recoloreo: particulas optimizadoras o exploradoras dan hijos con el
mismo color. El hijo de la espina se colorea E.

11



Algoritmo BSVGD: vista global

- Mejora: correr SVGD hasta estabilizacién.

- Ramificacién: reproducimos las particulas de acuerdo a su color y
posicionamos su descendencia de acuerdo a P(:|x).

- Recoloreo: particulas optimizadoras o exploradoras dan hijos con el
mismo color. El hijo de la espina se colorea E.

- Selieccién de la espina.

11



Algoritmo BSVGD: vista global

- Mejora: correr SVGD hasta estabilizacién.

- Ramificacién: reproducimos las particulas de acuerdo a su color y
posicionamos su descendencia de acuerdo a P(:|x).

- Recoloreo: particulas optimizadoras o exploradoras dan hijos con el
mismo color. El hijo de la espina se colorea E.

- Selieccién de la espina.

- Actualizar ppq1.

11



Algoritmo BSVGD: vista global

- Mejora: correr SVGD hasta estabilizacién.

- Ramificacién: reproducimos las particulas de acuerdo a su color y
posicionamos su descendencia de acuerdo a P(:|x).

- Recoloreo: particulas optimizadoras o exploradoras dan hijos con el
mismo color. El hijo de la espina se colorea E.

- Selieccién de la espina.
- Actualizar ppq1.

- Repetir dependiendo del presupuesto disponible.

11



Garantia: convergencia débil bajo condicién verificable

Theorem
Sean AC,(R?) las medidas absolutamente continuas con densidad
acotada por r. Si se cumple

dw (ptn, AC,(RY)) — 0, (1)

entonces i, converge en ley a 7.

12



Garantia: convergencia débil bajo condicién verificable

Theorem
Sean AC,(R?) las medidas absolutamente continuas con densidad

acotada por r. Si se cumple

dw (ptn, AC,(RY)) — 0, (1)

entonces i, converge en ley a 7.

Observacion
Heuristicamente, la condicién (1) se lee del histograma.

12



Evidencia numérica

Comparacién con SVGD en el mismo presupuesto de tiempo

Mezcla Gaussiana Mezcla Banana
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Tiempo de maquina

Distancia de Wasserstein empirica en eje y vs tiempo en eje x
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Oservemos que el BSVGD tardard mucho mas en estabilizarse, pero en el
mismo presupuesto de tiempo, alcanza mejores resultados
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Conclusiones y problemas abiertos

- Garantias de convergencia mas robustas
- Tasas de convergencia.

- Todos los elementos deberian poder hacerse adaptativos:
reproducciones Q, posiciones P(-|x) y coloreos.

- Ajustes en geometrias distintas a Wasserstein (el caso Fisher-Rao se
encuentra en proceso).
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Gracias!
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