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Pregunta central de la platica
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Denotemos por R"*" al conjunto de matrices reales de dimensién n x n.
Sea Y(" = (Y(")(¢); t > 0) una sucesién de procesos R"X”—valuados,
definidos en (R, F,P). Supondremos que Y(")(t) = [ (t)]lgi.,jgn es
real y simétrica,con

LX () if i<,
v = v e (1)
: WX"*"(t) if =],

donde X;; := (X(t); t > 0), para i < j, son procesos gaussianos
centrados i.i.d. con funcién de covarianza

R(S, t) = E[Xl)l(s)Xl)l(t)].
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Usaremos la notacion

Asumiremos que 07 =1y

(H1) Existe @ > 1, tal que paratodo T >0y t € [0, T], el mapeo
s +— R(s, t) es absolutamente continuo en [0, T], y

/T OR
sup
0<t<T Jo

e}

g(s, t)| ds < 0.

(H2) Existe ¢ € (0,1), tal que el mapeo s +— s!~°R/(s,s) est4 acotado en
intervalos compactos de R.
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= Movimiento browniano fraccionario con pardmetro de Hurst
H e (0,1).

= Proceso de Ornestein-Uhlenbeck.
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Notacion

Llamaremos a Y(") := ((Y(")(t)) ; t > 0) “proceso Gaussiano ortogonal”
(o abreviadamente, “proceso GOE").

Denotemos por )\gn)(t) > > )\S,")(t) a los eigenvalores ordenados de
Y™ (t) y por u&") a la distribucién empirica espectral

" Ly
" (dx) = - géAf_n)(t)(dx).



Teorema de Wigner

El teorema de Wigner establece que para todo € > 0 y todo elemento f
perteneciente al conjunto Cp(R) de funciones continuas y acotadas,

[ Fona0 = [ Feout | >

donde (5%, para ¢ > 0, denota la ley del semicirculo reescalada

Iim IP’[

n—o00

] —0, (2)



Teorema de Wigner funcional

En un paper de Jaramillo, Pardo y Pérez (basado en trabajos previos por
Rogers, Shi, Cépa, Lepingale y Pérez-Abreu), se probé lo siguiente
Theorem

Denotemos por C(R,Pr(R)) a las funciones continuas, definidas en R,
con valores en medidas de probabilidad. Si ug") convege en ley a v,
entonces {(" : n > 1} converge débilmente a una funcién determinista
(pe; t > 0), tal que

ety =)+ 5 [ FEOZ L (R st

para todo t > 0 y f € Cp(R).



Fluctuaciones del teorema de Wigner

En un paper de Lytova y Pastur, se probé (en un contexto mucho més
general que el antes mencionado) lo siguiente:

Theorem
Para toda f € Cp(R),

o [ 00 - ne| [ @0 S D, @

donde N'(0,02) es una variable gaussiana centrada con varianza

2. _ 1 f(X)_f(y) ? 4—xy sc sc
oF -—4/]1{2( Xy ) @ —x2)a M (P (dy)




Fluctuaciones funcionales del teorema de Wigner

Existen resultados para fluctuaciones funcionales del teorema de Wigner,
en los siguientes casos particulares:
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Fluctuaciones funcionales del teorema de Wigner

Existen resultados para fluctuaciones funcionales del teorema de Wigner,
en los siguientes casos particulares:

= Las entradas X;; son procesos de Ornstein-Uhlenbeck. Este
problema ha sido estudiado por Israelson, Bender y Unterberger. Se
sabe que el limite es Gaussiano, y se conoce explicitamente la
covarianza limite.

= Las entradas X;; son brownianos complejos y f : R — R es un
polinomio. Este problema ha sido estudiado por Pérez-Abreu y
Tudor. Se sabe que el limite es Gaussiano, pero la covarianza del
limite sélo es semi-explicita.

10
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Resultados principales (notacion)

Nos interesa tener un TLC para las fluctuaciones funcionales del teorema
de Wigner, donde R(s, t) Gnicamente satisface (H1) y (H2) y la funcién
de prueba tiene crecimiento polinomial.
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Resultados principales (notacion)

Nos interesa tener un TLC para las fluctuaciones funcionales del teorema
de Wigner, donde R(s, t) Gnicamente satisface (H1) y (H2) y la funcién
de prueba tiene crecimiento polinomial.

Definition

Si {nn; n > 1} son variables aleatorias definidas en (2, F,P) con valores
en un espacio métrico separable S, y 77 es una variable S-valuada,
definida en un espacio extendido (2, G,P). Decimos que 7, converge
establemente a 1), si para cada funcién g : S — R continua y acotada y
toda variable R-valuada M, y F-medible

lim E[g(n,)M] = E[g(n)M].
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Resultados principales (notacion)

Consideremos el conjunto de funciones de prueba

P = {f cC*(R;R) | f(*) tiene crecimiento polinomial}.
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Resultados principales (notacion)

Consideremos el conjunto de funciones de prueba
P.={fe C4(R;R) | £(*) tiene crecimiento polinomial}.
Para f ¢ P,F = (f,...,f,) € P",y z € [0,1], definimos los procesos

200 = n [ o0 (e) — 18 | [ 0l (@)
ZO ()= (Z2 ) 0, Z7(8)),

r
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Resultados principales (notacion)

Consideremos el conjunto de funciones de prueba
P.={fe C4(R;R) | £(*) tiene crecimiento polinomial}.

Para f ¢ P,F = (f,...,f,) € P",y z € [0,1], definimos los procesos

200 = n [ o0 (e) — 18 | [ 0l (@)
ZE(e) = (Z(0), .., Z(1)),

r

y el kernel

1-2°
K,(x,y) = .
(%) 22(x — y)? — xyz(1 — 2)2 4+ (1 — z?)?
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Resultados principales

Theorem (Diaz, Jaramillo, Pardo)

Para toda f, g € P,

im_Cov[27(s), Z0()] =2 / F(x)g ()t (dx, dy),
RQ

n— oo

. 0 . .
donde la medida l/fyjfgr es absolutamente continua, con densidad

fos.(x,y), dada por

1/402—)(2\/40 - .
Vihoi ooy —y? / 20 (X/0s,y[or)dz, if (x,y) € I,

s (ay)i=q 2ot

05,0t

0 otro caso,

donde Iy := [—20s,205] X [—20¢,20¢].
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Resultados principales

Theorem (Diaz, Jaramillo, Pardo)

Existe un proceso gaussiano con valores en R", denotado por
Ne = ((As(t), ..., Ag(t)); t > 0), independiente de {X;j;j > i > 1},
definido en un espacio de probabilidad extendido (Q2,G,P), tal que

(Z,(_—n)(f) > 0) Establﬂente AF:

en la topologia de convergencia uniforme sobre compactos.
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Resultados principales

Theorem (Diaz, Jaramillo, Pardo)

Existe un proceso gaussiano con valores en R", denotado por
Ne = ((As(t), ..., Ag(t)); t > 0), independiente de {X;j;j > i > 1},
definido en un espacio de probabilidad extendido (Q2,G,P), tal que

(Z,(_—n)(f) > 0) Establﬂente AF:

en la topologia de convergencia uniforme sobre compactos. La ley de Nr
estd caracterizada por su funcién de covarianza, la cual esta dada por

B[N (0] =2 | 7008 (0 )vesi (dx ).
RZ
Mas aiin, para todo t > 0, existe una constante C; > 0 tal que

I (Z(8), Ar(1)) < =,
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Preliminares de calculo de
Malliavin




Definicions basicas

Sea T > 0 fijo. Identificando R"*" con RY, donde d := w podemos

identificar al proceso matricial (Xj;(t); 1 <i<,j<n, t>0) con un
proceso vectorial R9-valuado V = (V},..., V¢ ; t > 0) con entradas
ii.d.
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Definicions basicas

Sea T > 0 fijo. Identificando R"*" con RY, donde d := w podemos
identificar al proceso matricial (Xj;(t); 1 <i<,j<n, t>0) con un
proceso vectorial R9-valuado V = (V},..., V¢ ; t > 0) con entradas

i.i.d.

Denotaremos por & al espacio de funciones escalonadas en [0, T].
Consideremos el producto escalar

<]l[07s], 1[0,t]>5~) =E [Vsl th] , s, tel0,T],

definido en &. Sea §) el espacio de Hilbert obtenido como la
completacion de & con respecto a dicho producto interno.
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Definicions basicas

Ejemplo: Si V! es un movimiento Browniano, entonces ) = L2[0, T].
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Definicions basicas

Ejemplo: Si V! es un movimiento Browniano, entonces ) = L2[0, T].

Para todo 1 < i < d, el mapeo 1jg 4 — V/(1jgq) := V{ se puede
extender a una isometria lineal, la cual denotaremos por V’(h), para
he$. Sifefnesdelaformaf=(f,...,f), definimos

Ejemplo: Si V! es un movimiento Browniano, entonces

t)dV,.
=35 9
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Descomposicion en caos

Para g € N fijo, definimos el g-ésimo caos de Wiener, como el subespacio

Hq = span{Hy(V(h)) [ [[Alloe =1} C LX( F),

donde Hj denota al g-ésimo polinomio de Hermite, definido por Hy = 1,
y Hg1(x) = xHq(x) — qHq—1(x).

17



Descomposicion en caos

Para g € N fijo, definimos el g-ésimo caos de Wiener, como el subespacio

Hq = span{Hy(V(h)) | [hllge = 1} C L*(Q F),
donde Hj denota al g-ésimo polinomio de Hermite, definido por Hy = 1,
y Hav1(x) = xHq(x) — qHg—1(x).

Theorem (Teorema de descomposicién en caos)
Sio(V) = F, se tiene la descomposicién ortogonal

oo

12(Q,P) = P Ha

q=0
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Descomposicion en caos

Para g € N fijo, definimos el g-ésimo caos de Wiener, como el subespacio

Hq = span{Hy(V(h)) | [hllge = 1} C L*(Q F),
donde Hj denota al g-ésimo polinomio de Hermite, definido por Hy = 1,
y Hav1(x) = xHq(x) — qHg—1(x).

Theorem (Teorema de descomposicién en caos)
Sio(V) = F, se tiene la descomposicién ortogonal

oo

12(Q,P) = P Ha

q=0

La proyeccién de un elemento Y € L?(Q), sobre el espacio H,, sera
denotada por J,[Y].

17



Operadores de derivada y divergencia

Para g € N, denotaremos por ($9)%9 y ($9)®9 al g-ésimo producto
tensorial y al g-ésimo producto tensorial simetrizado de $)7.
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Para g € N, denotaremos por ($9)%9 y ($9)®9 al g-ésimo producto
tensorial y al g-ésimo producto tensorial simetrizado de $)7.

Definition (Operador de derivada)
Para una variable aleatoria F de la forma F = f(V/(hy), ..., V(h,)), donde

f € C=*(R™ R), cuyas derivadas tienen crecimiento polinomial, definimos
la derivada de Malliavin de F, como la variable $39-valuada

DF = Z axk ooy VI(hy)) .
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Operadores de derivada y divergencia

Para g € N, denotaremos por ($9)%9 y ($9)®9 al g-ésimo producto
tensorial y al g-ésimo producto tensorial simetrizado de $)7.

Definition (Operador de derivada)
Para una variable aleatoria F de la forma F = f(V/(hy), ..., V(h,)), donde

f € C=*(R™ R), cuyas derivadas tienen crecimiento polinomial, definimos
la derivada de Malliavin de F, como la variable $39-valuada

DF = Z 8xk ooy VI(hy)) .

Para p > 1, el operador D se puede extender a un subespacio D7,
cerrado con respecto a la norma || F||pu, := (E[|FIP] + E [|DF||E])".

1:\»—‘
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Operadores de derivada y divergencia

Para g € N, denotaremos por ($9)%9 y ($9)®9 al g-ésimo producto
tensorial y al g-ésimo producto tensorial simetrizado de $)7.

Definition (Operador de derivada)
Para una variable aleatoria F de la forma F = f(V/(hy), ..., V(h,)), donde

f € C=*(R™ R), cuyas derivadas tienen crecimiento polinomial, definimos
la derivada de Malliavin de F, como la variable $39-valuada

DF = Z 8xk ooy VI(hy)) .

Para p > 1, el operador D se puede extender a un subespacio D7,
cerrado con respecto a la norma || F||pu, := (E[|F|P] +E [[| DF||E])
Definimos D" como la r-ésima iteracién de D.

I~
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Operadores de derivada y divergencia

Definition (Operador de divergencia)
Denotaremos al adjunto de D, por §. Es decir,

= § esta definido en un dominio Dom(d) C L?(Q; §)), caracterizado por
la propiedad de que u € Dom(d) si existe una constante ¢ > 0, que
sélo depende de u, tal que para todo F € D2,

|E [(DF, u)g] | < cllFllixe)-
= Si u € Dom(9), entonces d(u) estd caracterizada por la igualdad

E[Fé(u)] = E [(DF,u)] .
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Operadores de derivada y divergencia

Definition (Operador de divergencia)
Denotaremos al adjunto de D, por §. Es decir,

= § esta definido en un dominio Dom(d) C L?(Q; §)), caracterizado por
la propiedad de que u € Dom(d) si existe una constante ¢ > 0, que
sélo depende de u, tal que para todo F € D2,

|E [(DF, u)g] | < cllFllixe)-
= Si u € Dom(9), entonces d(u) estd caracterizada por la igualdad
E[Fé(u)] = E [(DF,u)] .

Analogamente, definimos §” como el adjunto de D".
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El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck

Definition
El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck {P;}:>¢ esta definido por
[PhlF o= Z;O:o e T J,(F) € L*(Q),

20



El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck

Definition

El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck {P;}:>¢ esta definido por
(BhlF = Z;O:O e 7 J,(F) € L?(), y el generador del semigrupo de
Ornstein-Uhlenbeck L, esta definido por

LF == qJg[F].
g=1

Su dominio estd conformado por aquellas variables F tales que
Y ee1 G°E [Jg[F?] < oo.

20



Relaciones entre D, 6 y L

La férmula de Mehler establece que si F € L2(Q) y Wr es un mapeo
medible de R9” a R tal que F = WE(V), entonces

PyF =E [wF(e*‘)V + 11— e V)} )

donde E es una copia independiente de V. Adicionalmente, se tiene que
F € Dom(L) siy sélo si F € D2y DF € Dom(§), en cuyo caso

LF = —5(DF).

Mis aiin, si F € L2(Q) tiene media cero, entonces

—L7'F = / Py Fdo
Ry

21



Contracciones

Finalmente, introducimos la nocién de contraccién. Sea {b;};en C H¢
una base ortonormal de $¢. Dado f € (9)®P, g € (§9)®9 y
re{l,...,pAq}, la r-ésima contraccién de f y g es el elemento de
f®, g c (H9)®(P+ta=21) dado por

oo

f®rg: Z <f’ bl-17,,,7b,'r>(y)d)®r®<g, bi17...,bir>(ﬁd)®r.

ityeip=1

22



TLC via calculo de Malliavin

El siguiente resultado da un sencillo método para probar gaussianidad
asintotica.

Theorem (Nourdin, Peccati and Réveillac)

Supongamos que r > 1 esta fijo. Consideremos vectores aleatorios
Zy=(Z1ny- - Zrn),n>1,conE[Z; ) =0y Z ,€D**. Sea C una
matriz cuadrada simétrica, no-negativa definida de tamafo r, y sea

N ~ N;(0, C).

23
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El siguiente resultado da un sencillo método para probar gaussianidad
asintotica.

Theorem (Nourdin, Peccati and Réveillac)

Supongamos que r > 1 esta fijo. Consideremos vectores aleatorios
Zy=(Z1ny- - Zrn),n>1,conE[Z; ) =0y Z ,€D**. Sea C una
matriz cuadrada simétrica, no-negativa definida de tamafo r, y sea
N ~ N,(0, C). Supongamos que:

(i) Paratodoi,j=1,...,r,E[Z xZj ] — C(i,j) cuando n — oo,
(i) Paratodoi=1,...,r, sup,>; E {HDZi,n”H < 00;

(ii) Paratodoi=1,...,r, E [HDQZ,-’,, ®1 D2Z,-),,Hfﬁd)®2} — 0 cuando
n — oo.

Entonces Z, Ley N (0, C) cuando n — cc.
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Bosquejo de las pruebas




Condicion (i)

De aqui se sigue que
E[<—DL’1Z§")(L‘), ng<">(s)>]

=2 [ i (7 (0t + 1= A (00A) )|

(4)

donde A(n) y A(n) GOE estandard e independientes.
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Condicion (i)

De aqui se sigue que
E[(-DL7'Z{"(t), DZ{(s)) ]
— % ,/01 E [tr (f'(as(ps,tZA(”) ™ ml\(n)))g’(am(n))ﬂ &
(4)

donde A(n) y A(n) GOE estandard e independientes. Por el teorema de
Voiculescu, la esperanza en el lado derecho de (4) converge a

T[(f’ (0s(pscza+ /1~ p22%3))g’ (Jta))]v (5)

donde a, 3 variables semicirculares independientes definidas en un espacio
de probabilidad no conmutativo (A, 7).
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Condicion (i)

Denotemos por Uy al g-ésimo polinomio de Chebyshev polynomial de
segundo orden en [—2,2]. Se sabe que si by b son elementos
conjuntamente semicirculares estandard, entonces

7[Uq(b) Uy (B)] = bq,q7[bE]".
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Condicion (i)

Denotemos por Uy al g-ésimo polinomio de Chebyshev polynomial de
segundo orden en [—2,2]. Se sabe que si by b son elementos

conjuntamente semicirculares estandard, entonces
U (b) Uy (B)] = 4. 7[DEI".

Por lo tanto, si f/(0sx) = Uqg(x) y g'(0ex) = Ug/(x),

o (#otoezo + 1= D)6 (0:9)] = dnanes)”

La covarianza asintética se obtiene entonces al expandir f'(osx) y
g’'(o¢x) en términos de polinomios de Chebyshev.
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Tension del proceso

Las condiciones (ii) y (iii) son sencillas una vez que se encuentran
férmulas adecuadas para DZ!")(s) y D2Z{")(s).
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Tension del proceso

Las condiciones (ii) y (iii) son sencillas una vez que se encuentran
férmulas adecuadas para DZ\")(s) y D2Z\")(s). Para ver que {Z\"} 51
es tensa, usamos una ecuacioén diferencial de Skorohod del tipo

t
Z{"(t) = 8" (Lo, g ()Y ()) + / g(YO(u)du,  (6)
para ciertas funciones h, g : R"*"” — R, donde §* es una extensién de la

divergencia. Para ver que los procesos en el lado derecho son tensos
usamos el criterio de Billingsley. Asi, el problema se reduce a acotar

| / ))dul?]

E[16" (L, ()A(Y " ()))P]

momentos del tipo

26



Bibliografia i

[§] Diaz M., Jaramillo A., Pardo J.C., y Pérez J.L. (2018). Functional
Central Limit theorem for Matrix-valued Gaussian processes.

[ Perez-Abreu V. y Tudor C. (2007). Functional Limit Theorem for
Trace processes in a Dyson Brownian motion. Communications on
Stochastic Analysis. 3 415-428.

@ Jaramillo, A., Pardo, J. y Pérez, J. (2018). Convergence of the
empirical spectral distribution of a Gaussian matrix process.
Electronic Journal of Probability.

[{ Israelson S. (2001). Asymptotic fluctuations of a particle system with
singular interaction. Stochastic Process and their Applications. 93
25-56.

27



	Contexto histórico y relevancia del problema
	Resultados principales
	Preliminares de cálculo de Malliavin
	Definiciones
	Teoremas límite

	Bosquejo de las pruebas
	Leyes finito dimensionales
	compacidad secuencial


