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Objetivo

Sea {Xt}t≥0 un movimiento fraccionario de parámetro de Hurst
H ∈ (0, 1).

Es decir, X es un proceso gaussiano centrado, con función de
covarianza

E[XsXt ] = 1
2 (t2H + s2H − |s − t|2H).

X es autosimilar: {Xs ; s ≥ 0} Ley= {c−HXcs ; s ≥ 0} para todo c > 0.

Nuestro punto de inicio es el estudio de una adecuada renormalización
del proceso de estad́ısticos “promedio”

{
∫ nt

0
f (Xs)ds ; t ≥ 0} Ley= {

∫ nt

0
f (nHX s

n
)ds ; t ≥ 0}

= {n
∫ t

0
f (nHXs)ds ; t ≥ 0}

donde f es una función de prueba, cuyas propiedades se especificarán
más adelante.
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Objetivo

Dicho tipo de estad́ısticos es una instancia particular de la familia de
procesos

{G (n)
t ; t ≥ 0} := {bn

∫ t

0
f (nH(Xs − λ))ds, ; t ≥ 0}, (1)

donde bn > 0 es una constante normalizadora, f : R→ R es una función
de prueba y λ ∈ R.

Objetivo espećıfico: Estudiar las fluctuaciones de primer y segundo
orden para dichos procesos.

Más adelante... Se verá que las variables G (n)
t están ı́ntimamente

ligadas al tiempo local de X al nivel λ.

Fluctuaciones asociadas ←→
{

Derivadas del tiempo local de X
Ĺımites gaussianos mezclados

.
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Ĺımites gaussianos mezclados

.

3



Objetivo

Dicho tipo de estad́ısticos es una instancia particular de la familia de
procesos

{G (n)
t ; t ≥ 0} := {bn

∫ t

0
f (nH(Xs − λ))ds, ; t ≥ 0}, (1)

donde bn > 0 es una constante normalizadora, f : R→ R es una función
de prueba y λ ∈ R.
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Preliminares: tiempos locales

El tiempo local de X al tiempo λ ∈ R está heuŕısticamente definido por
Lt(λ) :=

∫ t
0 δ0(Xs − λ)ds.

De manera rigurosa,

Lt(λ) := lim
ε→0

∫ t

0
φε(Xs − λ)ds,

donde la convergencia se toma en el sentido de norma L2(Ω) y donde φε
es el kernel gaussiano de varianza ε > 0, definido por

φε(x) := (2πε)− 1
2 exp{− 1

2ε |x |
2}
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Contexto histórico (Aproximaciones de primer orden)

Un procedimiento de molificación permite ver que

n−H
∫ t

0
f (nH(Xs − λ))ds

= n−H
∫
R

∫ t

0
δ0(Xs − y)f (nH(y − λ))dsdy

=
∫
R

∫ t

0
δ0(Xs − λ− n−Hy)f (y)dsdy

L2(Ω)−→ Lt(λ)
∫
R

f (y)dy . (2)

Observación: Se ve inmediatamente que (2) implica una conclusión
trivial en el caso

∫
R f (x)dx = 0.
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Contexto histórico (Aproximaciones de primer orden)

Un procedimiento de molificación permite ver que

n−H
∫ t

0
f (nH(Xs − λ))ds = n−H

∫
R

∫ t

0
δ0(Xs − y)f (nH(y − λ))dsdy

=
∫
R

∫ t

0
δ0(Xs − λ− n−Hy)f (y)dsdy

L2(Ω)−→ Lt(λ)
∫
R

f (y)dy . (2)

Observación: Se ve inmediatamente que (2) implica una conclusión
trivial en el caso

∫
R f (x)dx = 0.

5
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Contexto histórico (aproximaciones de segundo orden)

Un refinamiento del resultado previo se probó por Papanicolau, Stroock y
Varadhan (H = 1

2 ) y posteriormente fué generalizado por Nualart, Hu y
Xu, quienes mostraron que 1/3 < H < 1,

∫
R |f (y)||y | 1

H−1dy <∞ y∫
R f (x)dx = 0, entonces si λ = 0,

n
H+1

2

∫ t

0
f (nH(Xs − λ))ds Ley−→

√
b WLt (λ), (3)

donde b > 0, W es un movimiento Browniano independiente de B y la
convergencia se toma respecto a la topoloǵıa de convergencia uniforme
en compactos.

Preguntas

- ¿Qué sucede en el caso H ≤ 1
3 ?

- ¿Se puede decir algo en el caso de enerǵıa no cero (
∫
R f (y)dy 6= 0)?
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Manejando el caso “rugoso”, donde H es pequeño.

El principal ingrediente para menejar el caso H < 1
3 es la derivada

espacial del tiempo local.

Lemma

Supongamos que 0 < H < 1
3 . Entonces, para todo t ≥ 0 and λ ∈ R, las

variables aleatorias

L(′)
t,ε(λ) =

∫ t

0
δ′0(Xs − λ)ds :=

∫ t

0
φ′ε(Xs − λ)ds, ε > 0, (4)

convergen en L2(Ω) hacia un ĺımite L′t(λ), cuando ε→ 0 .
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Resultados principal I

Theorem (Jaramillo, Nourdin, Nualart, Peccati (en proceso))
Supongamos que H < 1/3 y que g : R→ R satisface∫
R |f (y)|(1 + |y |1+v )dy para algún v > 0.

Entonces,

nH
(∫ t

0
f (nH(Bs − λ))ds − n−HLt(λ)

∫
R

f (y)dy
)

L2(Ω)→ −
(∫

R
yf (y)dy

)
L′t(λ).
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Justificación del resultado principal I

Recordemos que Lt(λ) =
∫ t

0 δ0(Bs − λ)ds y L′t(λ) =
∫ t

0 δ
′
0(Bs − λ)ds.

Se
puede mostrar que

2πLt(λ) =
∫
R

∫ t

0
e iξ(Bs−λ)dsdξ := lim

N→∞

∫ N

−N

∫ t

0
e iξ(Bs−λ)dsdξ,

2πL′t(λ) =
∫
R

∫ t

0
iξe iξ(Bs−λ)dsdξ := lim

N→∞

∫ N

−N

∫ t

0
iξe iξ(Bs−λ)dsdξ,

Adicionalmente, por la fórmula de inversión de Fourier,

n2H
∫ t

0
f (nH(Bs − λ))ds = nH

2π

∫
R2

∫ t

0
e iξ(Bs−λ− y

nH )f (y)dsdydξ.
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Justificación del resultado principal I

De aqúı se sigue que

n2H
∫ t

0
f (nH(Bs − λ))ds − nH

∫
R

f (y)dyLt(λ)

= − 1
2π

∫
R2

∫ t

0
iξe iξ(Bs−λ)yf (y)dsdydξ

+ nH

2π

∫
R2

∫ t

0
e iξ(Bs−λ)(i y

nH + e−i yξ

nH − 1)f (y)dsdydξ.
(5)

El resultado se sigue mostrando que el segundo término converge a cero,
ya que el primero coincide con −

(∫
R yf (y)dy

)
L′t(λ).
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Resultado principal II

Theorem (Jaramillo, Nourdin, Nualart, Peccati (en proceso))
Definamos `n,H := 1{{H> 1

3}}
+ log(n)− 1

21{{H= 1
3}}

. Entonces, para
H ≥ 1

3 y f : R→ Rd de la forma f = (f1 . . . , fd ) con fi : R→ R
satisfaciendo condiciones adecuadas de integrabilidad, existe una matriz
CH [f ] no-negativa definida tal que

{n
H+1

2 `n,H

(∫ t

0
f (nH(Bs − λ))ds − n−HLt(λ)

∫
R

f (x)dx
)

; t ≥ 0}

f .d.d→ {CH [f ]W̃Lt (λ) ; t ≥ 0}, (6)

donde W̃ = {W̃t ; t ≥ 0} es un movimiento Browniano d-dimensional
independiente de W .

Por conveniencia, solo justificaremos la convergencia puntual de las leyes,
en lugar de considerar las leyes finito-dimensionales del proceso en el caso
en que d = 1, de manera que f = g para alguna g : R→ R.
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Justificación del resultado principal II, Paso 1

Incluisión en el espacio de Wiener: Usaremos una representación de B
como función de un movimiento browniano W = {Wt ; t ≥ 0} mediante
la fórmula

Bt =
∫ t

0
KH(s, t)dWs ,

donde KH : R× R es un kernel determinista expĺıcito.

Ahora podemos
intentar usar técnicas de martingala.
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Justificación del resultado principal II, Paso 2

Representación de Itô para las fluctuaciones: La teoŕıa del cálculo de
Malliavin, nos permite encontrar una representación de las variables bajo
consideración como traslaciones de integrales estocásticas mediante la
fórmula de Clark-Ocone.

n
H+1

2 `n,H

(∫ t

0
g(nH(Bs − λ))ds − n−HLt(λ)

∫
R

g(x)dx
)

=
∫ t

0
F (n)

t (s)dWs + µt ,

donde F (n)
t (s) es expĺıcito y µt denota la esperanza del lado izquierdo. Se

puede ver que µt no contribuye al ĺımite.
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Justificación del resultado principal II, Paso 3

Aplicación del Teorema de Knight:

Martingalas continuas ←→ Brownianos cambiados de tiempo

Para analizar
∫ t

0 F (n)
t (s)dWs , calculamos la variación cuadrática de

{Mu ; u ≤ t} = {
∫ u

0
F (n)

t (s)dWs ; u ≤ t}

El teorema de Knight garanitiza que el resultado se cumple si
(C1) Para todo 0 ≤ u ≤ T , 〈M(n)〉u converge en probabilidad, y

〈M(n)〉T
P→ CH [f ]2Lt(λ).

(C2) Para todo u ∈ [0,T ],

〈M(n),W 〉u
P→ 0.
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Justificación del resultado principal II, ingredientes principales

Para probar (C1) y (C2) se utilizan los siguientes ingredientes
importantes

- Inversión de Fourier y representación de Fourier de los tiempos
locales.

- Fórmula de Clark-Ocone.
- No-determinismo local para el movimiento browniano fraccionario

(es decir, estimaciones de Var[Br | Br1 , . . . ,Brk ].
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¡GRACIAS!
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