Capitulo 1

Martingalas y Tiempos de
Paro.

En este capitulo vamos a estudiar las principales propiedades de los tiem-
pos de paro y de las martingalas a tiempo continuo, temas fundamentales
para el estudio de la teoria de los procesos estocasticos. Antes de empezar
con dicho andlisis vamos a definir de manera formal a los procesos estocasti-
cos, sus trayectorias, procesos equivalentes y algunas de sus propiedades mas
importantes.

1.1 Procesos Estocasticos.

En capitulos anteriores hemos estudiado proceso estocdsticos a tiempo
discreto, ahora nuestro proposito es el de extender dicho concepto a tiempo
continuo.

Dentro del lenguaje coloquial podemos pensar a un proceso estocastico como
un modelo matematico de un fenémeno aleatorio que evoluciona a través del
tiempo. Una definicion formal es la siguiente,

Definicion 1.1.1. Un proceso estocdstico es una familia de variables aleato-
rias X = (Xy)er, donde I C IR", definidas en un espacio de probabilidad
(Q, F, IP) con valores en un espacio medible (E,E), generalmente llamado
espacio de estados.

Notemos que esta definicion extiende la del caso discreto, en particular
tomamos a I como un subconjunto finito o numerable de IR™. Generalmente
vamos a considerar al conjunto I como IR™.
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Definicién 1.1.2. La trayectoira de un proceso (X;);>o se define como la
funcion t — Xy(w) para cada w € .

Esta tltima definiciéon nos da un modelo matematico para un experimen-
to aleatorio cuyo resultado puede observarse de una manera continua en el
tiempo. Los siguientes conceptos van a caracterizar a los procesos a través
de sus trayectorias,

Definicién 1.1.3. Decimos que un proceso estocdstico (X;)i>o es continuo
(por la derecha o por la izquierda) si las trayectorias del procesos son contin-
uas (por la derecha o por la izquierda) casi sequramente, es decir, que para
casi toda w € Q se cumple que la trayectoria correspondiente t — Xy(w) es
continuo (por la derecha o por la izquierda). De la misma manera se define
continuidad por la derecha con limite por la izquierda o el de continuidad por
la izquierda con limite por la derecha.

En las siguientes secciones, veremos la importancia de que los procesos
estocdsticos tengan alguna de estas propiedades trayectoriales.
Consideremos a dos procesos estocasticos (X;)i>o ¥ (Y2)i>0 en el mismo espa-
cio de probabilidad (€2, F,IP). Decimos que dos procesos son iguales si para
todat > 0y toda w € 2 se cumple que X;(w) = Y;(w). Sin duda alguna esta
propiedad de igualdad entre dos procesos estocasticos es muy fuerte.

A continuacién veremos tres conceptos de “igualdad” entre dos procesos, cuyas
condiciones son un poco mas débiles y que serdn de gran utilidad mas ade-
lante.

Definicién 1.1.4. El proceso (Y;)i>o es una modificacion del proceso (X;)i>o
st para cada t > 0 se tiene que

P(we Q:Y(w) = Xy(w)) =1
Definicién 1.1.5. Los procesos (Y;)i>o0 y (Xi)i>0 son indistinguibles si
IP(w € Q: Xy(w) = Yy(w); para todat € [0,00)) = 1.

Definicién 1.1.6. Dos procesos estocdsticos (X;)i>0 y (Yi)i>0 definidos en
los espacios de probabilidad (2, F, IP) y (Q,J%, ﬁD) respectivamente y con el
mismo espacio de estados (E,&) son equivalentes si tienen las mismas dis-
tribuciones finito dimensionales, es decir, si para cualquier sucesion finita
ti,ta, ... bty donde 0 <t) <ty <---<t,<ooyAEeCE setiene

P((X0, Xy -, X,,) € A) = P((Vi, Vi, i) € 4))
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Claramente si dos procesos son indistinguibles uno es modificacion del
otro y por lo tanto ambos son equivalentes. Por otro lado, dos procesos
pueden ser una modificacion uno del otro y tener diferentes trayectorias.

Ejemplo: Consideremos a una variable aleatoria Z positiva con distribuciéon
continua, sean X; =0y Y, =1sit =2y Y, =0 en otro caso. El proceso
(Yy)i>0 es una modificacién de (X});>o, ya que para cada t > 0 tenemos que

P(X, =Y;) =P(Z #£1) =1,
y por otro lado
IP(Y; = X;; para toda t € (0,00]) = 0.

En general si un proceso es modificacién de otro y ambos son continuos por
la derecha o por la izquierda, entonces van a ser indistinguibles, en efecto,

Proposicién 1.1.1. Sea (Y;)i>0 una modificacion de (X;);>0 y ambos son
continuos por la derecha (por la izquierda) o continuos, entonces (Xi)i>o y
(Yy)i>0 son indistinguibles.

Demostracion.

Solamente vamos a mostrar el caso en que ambos procesos son continuos por
la derecha, los otros dos casos son andlogos.

Sea A el conjunto donde las trayectorias del proceso (X;);>¢ no son continuas
por la derecha, y sea B el conjunto andlogo para el proceso (Y;);>o. Si
C, = {Xy # Y1}, vy C = | G, entonces IP(C') = 0. Por lo tanto si

teQt
N = AUBUC, se tendra IP(N) = 0. Como N tiene probabilidad cero,

entonces para cada w ¢ N se tiene X;(w) = Y;(w) para toda t € Q. Si ¢ no
es racional, existe una sucesion (¢, ),> de racionales no negativos, decreciente
y que converge a t. Para w ¢ N, X; (w) =Y, (w) paracadan>1,y

X,(w) = lim X, () = lim ¥, () = Yi(w).

Como IP(N) =0, entonces (X;);>o es indistinguible de (Y})>o. -

Como hemos visto un proceso estocastico es en realidad una funcién que
depende de dos variables (t,w), si tomamos a ¢ fija, sabemos que X; es una
funcion F-medible, pero si el evento w es fijo no tenemos ninguna propiedad
de medibilidad sobre las trayectorias. Es por ello que es conveniente tener
alguna propiedad de medibilidad conjunta.
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Definicién 1.1.7. Un proceso estocdstico X = (X;)i>o con espacio de esta-
dos (E, &) se llama medible si, para toda A € &, el conjunto {(t,w) : X;(w)}
pertenece a la o-dlgebra producto BJ0,00) x F, es decir,

(t,w) — Xy(w) : ([0,00) x Q, B[0,00) x F) = (E, ).

Una consecuencia inmediata del teorema de Fubini es que las trayectorias
de un proceso medible son funciones B[0, co)-medibles.

1.2 Filtraciones

Como en el caso discreto, para definir a los tiempos de paro y a las mar-
tingalas en el caso continuo, es necesario el concepto de filtracion. Extender
el concepto de filtracién a tiempo continuo es bastante natural,

Definicién 1.2.1. Sea (Q, F, IP) un espacio de probabilidad. Una filtracion
es una familia (F;);>o0 de sub-o-dlgebras de F, tales que Fy, C F, siempre y
cuando s < t.

Este concepto también va a ser indispensable cuando definamos a los
procesos de Markov. Al sistema (2, F, (F;)i>0,IP) se le llama espacio de
probabilidad filtrado.

Sea (X});>0 un proceso estocéstico definido en (€2, F, IP), la filtracién canénica
asociada a dicho proceso estd dada por F, = (X : s < t).
Vamos a denotar por

F = o’( U ]—"s>, Fir =N Fs, para toda t > 0.

s<t s>t

Es claro que F;- C F; C Fi+.
Introducir una filtracién nos va permitir ver conceptos mas interesantes y
mas ttiles que el concepto de proceso medible.

Definicién 1.2.2. Sea (2, F, (F;)i>0, IP) un espacio de probabilidad filtrado
y sea (Xy)i>0 un proceso estocdstico definido en (2, F,IP) diremos que el
proceso es adaptado a la filtracion (Fy)i>o si para toda t > 0 se tiene que la
variable aleatoria X; es Fi-medible.
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Definicién 1.2.3. Sea (2, F, (F;)i>0, IP) un espacio de probabilidad filtrado
y sea (Xy)i>0 un proceso estocdstico definido en (2, F,IP) diremos que el
proceso es progresivamente medible si para toda t € IR

(s,w) € [0,t] x Q@ — X;(w)
es B[0,t] x Fy-medible.

Claramente todo proceso es adaptado a su filtracién canoénica y todo
proceso progresivamente medible es adaptado. En general, no siempre se va
a terner que un proceso adaptado es progresivamente medible, salvo que el
proceso sea continuo por la derecha o por la izquierda.

Teorema 1.2.1. Sea (X;)i>o un proceso estocdstico con valores en un es-
pacio métrico (E, B(E)), adaptado a la filtracion (F)i>0 y continuo por la
derecha, o por la izquierda, entonces (X;)i>o es progresivamente medible.

Demostracion.
Solamente vamos a demostrar el caso en que el proceso es continuo por la
derecha, el otro caso es andlogo. Para ello, basta ver que para cada A € B(E)

{(s,w) € [0,t] x Q: Xs(w) € A} € B[0,t] x F.

Para cadan > 1, k ={0,1,...,2""1} y 0 < s < ¢, definamos al proceso

S

() X gy (w)  si 5—5 <s< (k;——nl)t,
a Xo(w) si s =0.

Gracias a la continuidad por la derecha tenemos que lim X (w) = X (w)
n—o0

para toda (s,w) € [0,t] x Q. Por lo tanto basta mostrar que X (w) es
B[0,t] x Fi-medible para obtener el resultado.
Al conjunto

{(s,w) €0,t] x Q: X7 (w) € A}
se puede ver como
,Ql { (g W] X (w) € A}} U{{0) x (Xo(w) € 4} },

el cual claramente esta en B[0,t] x F;. u
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Definicién 1.2.4. Una filtracion (F;)i>o se llama continua por la derecha
st Fy = Fi+ para toda t > 0.

De estd ltima definicién, es facil ver que (Fi+);>0 €s continua por la
derecha. Basta renombrar a F;+ por G;, entonces,

gtggt+:ﬂgs:ﬂfs+:ﬂ(ﬂfu>gﬂfs:ft+:gta

s>t s>t s>t u>Ss s>t

para toda ¢t > 0, por lo tanto es continua por la derecha.
En el caso discreto se tiene que (F;,),>1 es continua por la derecha si y sélo
si F, = Fni1, para toda n € IN.

1.3 Tiempos de Paro

Definicién 1.3.1. Sea (2, F, (Fi)i>0, IP) un espacio de probabilidad filtrado.
Una funcién 7 : Q — [0,00) se llama tiempo de paro con respecto a la
filtracion (Fy)iso si

i) T es Foo = 0(F;: t €[0,00)) medible.
i) El conjunto (T < t) pertenece F; para toda t > 0.

Ejemplo 1). Si 7 es una funcién constante, entonces 7 es un tiempo de
paro, ya que

(r<t) = 0 s%t<c,
Q sit>ec,

ambos conjuntos pertenecen a JF;, por lo tanto el conjunto (7 < t) es medible
con respecto a F; para toda t > 0, y por definicién, 7 es tiempo de paro.

Ejemplo 2). SiT esun tiempo de paroy k una constante positiva , entonces
7+ k es un tiempo de paro, ya que si ¢t € [0, k), entonces (1 +k < t) =0, el
cual esta en F;, ahora si t > k, entonces

(T‘i‘két):(TSt—k)Eft,kgft

Por lo tanto 7 + k es tiempo de paro.
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Proposicién 1.3.1. Si la filtracion (F;)i>0 es continua por la derecha, en-
tonces T es un tiempo de paro siy sélo si (1 < t) € F; para toda t > 0.

Demostracion.
=) Sea t > 0 fijo, por ser 7 tiempo de paro

(r<s)eF, CF para toda s < t,
entonces

(r<t)y=U(r <s) e F para toda t > 0.

s<t

<) Como la filtracién es continua por la derecha y como (7 < t) € F; para
toda t > 0, se tiene que

(r1<t)=N(r<s) € Fr =F. .
s>t
Cabe senalar que en la primera parte de la demostracion, nunca se utilizé que

la filtracién (F;);>o es continua por la derecha, por lo cual, se puede afirma
que si 7 es un tiempo de paro entonces (7 < t) € F; para toda t > 0.

Proposicion 1.3.2. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a la filtracion
(Fi)eso y X¢ = I (t), entonces el proceso (X;)i>o resulta ser un proceso
adaptado a dicha filtracion.

Demostracion.
Sea t > 0 fija, entonces

)1 osit < 1(w),
Xilw) = {0 sit>7(w),

por lo tanto,

0 siu <0,
(X <u)=<(r<t) siuel0,1),
Q siu>1,

pero estos tres conjuntos estan en F;, ya que 7 es tiempo de paro, en con-
clusi6n el conjunto (X; < r) € F; para toda ¢t > 0. n
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Definicion 1.3.2. Definamos al tiempo de entrada en A o primera vez que
entra el proceso (Xy)i>o en el conjunto A, como

Tu(w) = inf{t >0: Xy(w) € A} si{t>0: X,(w) € A} #10),
A si{t>0:X(w) e A} =0.

Proposicién 1.3.3. Sea X = (X;)i>0 un proceso estocdstico adaptado a la
filtracion (F;)i>0, y con espacio de estados (E,B), donde E es un espacio
métrico y sea A € B

i) Si(Xy)i>0 es continuo por la derecha, (Fi)i>o es continua por la derecha
y A es un conjunto abierto entonces Ty es un tiempo de paro con re-
specto a (Fp)i>o-

i) Si (Xi)i>0 es continuo y A es un conjunto cerrado entonces Ty es un
tiempo de paro con respecto a (F;)i>o-

Demostracién.
i) Sea )y tal que para toda w € Qq la trayectoria X;(w) es continua por la
derecha y IP(€) = 1. Sea

B,= |J (X;€4) para t > 0 fija ,

se@Qt

s<t
donde A es un abierto de B.
Claramente B; € F; ya que el proceso X es F;—adaptado. En consecuencia,
para mostrar que T4 es un tiempo de paro, basta ver que (T4 < t) = B,.
Sea w € By, entonces existe s € Q" y s < t tal que X (w) € A, por lo tanto
Ta(w) < s <t esdecir,w € (Th <t).
Sea w € (T4 < t), entonces existe ty < ¢ tal que Xy, (w) € A, como el proceso
X es continuo por la derecha y A es abierto, va a existir ¢ > 0 tal que
s€QNty,to+e€) y Xs(w) € A.
ii) Para x € E, sea p(z, A) = inf{d(z,y) : y € A}, y consideremos la sucesién
de vecindades abiertas de A dada por A, = {z € E: p(z,A) < ~}. Por (i)
tenemos que (T4, < t) € F;.
Claramente Ty, < T4,.,, ya que A, 1 C A,, ademds Ty > Ty, para toda
n € IN, por lo tanto el limite de (T4,),>1 existe y es menor que T4. Sea
T = lim Ty,.

n—o0
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Sobre (T4 = 0) se tiene que T4, = 0 para toda n € IN. Sobre (Ty > 0) existe
un entero k = k(w) > 1 tal que

Ty, =0, paral <n<k, y 0<Ty, <Ty, A <Ty paran>k.

n+1

Para probar que T4 = T, es suficiente probar que T > T4 en el conjunto
(TA >0,T < OO)

En dicho evento tenemos, por la continuidad de las trayectorias de X, que
lim X7, = Xy X7, € 04,, C A,, para toda m > n > k. Ahora si

hacemos tender a m a infinito, obtenemos que Xr € A,, para todan >k, y

o0
por lo tanto X7 € (| A, = A, es decir, T4 < T. Finalmente

n=1

(TAZO):(X()EA)Ef()Cft,

y parat >0
(Ty <t)=((Ta, <t) € F.
n=1
Por lo tanto T4 es tiempo de paro. u

Definicién 1.3.3. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a la filtracion (F;)io-
Denotamos por F, a la coleccion de eventos A € F tal que

An(r<t)e R para cada teIR"

Llamaremos a F, la o-dlgebra detenida en T.

Proposicion 1.3.4. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a la filtracion
(Fi)i>0, entonces F, es una o-dlgebra.

Demostracion.
Es claro que Q € F, y 0 € F,,ya que

Qnr<t)=rT<t)eF 'y OInFE<t)=0eF.
Ahora veamos que si A € F,, entonces A° € F,,

Anr<t)=T<tHn(An(r<t) € F.
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Por tltimo, sea {A4,},>1 una sucesién tal que A, € F, para toda n € IN.
Por demostrar |J A4, € F;,
n=1
< U An> Nr<t)y=U (Anm(T < t)) € F,
n=1 n=1

Por lo tanto F, es una o-algebra. n

Lema 1.3.1. Sean 0 y 7 tiempos de paro con respecto a la filtracion (F;)i>o,
entonces OAT y OV T son tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fy)i>o.

Demostracion.

Como (1 <t) € Fy (6 <t) € F, entonces al conjunto
OAT>t)=@>t)N(T>t) =@ <t)’'Nn(r <t) € F,

por lo tanto (0 AT < t) = (OAT > t)¢ € F, es decir, 0 AT es tiempo de paro.

Para demostrar la segunda afirmacién, basta ver que

Ovr<t)y=0<t)n(r<t)eF,

lo cual prueba que 0 V 7 es tiempo de paro. n

Lema 1.3.2. Sea (7,)n>1 una sucesion de tiempos de paro con respecto a la
filtracion (F+)i>0, entonces

SUp 7, inf 7,,, liminf 7, lim sup 7,

n>1 n>1 n—00 n— o0
son tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fy+)i>o. Si ademds (7,)n>1
una sucesion de tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fy)e>o, entonces
el sup 1, tambien es un tiempo de paro con respecto a la filtracion (Fy)pso-

n>1 -

Demostracion.
Para la demostracion de este lema basta ver que

<sup7ngt>:ﬁ(7ngt) v (gflfnq):fj(%q),

n>1 n=1 n=1

los cuales estan en F;. =
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Lema 1.3.3. Sean 0 y 7 dos tiempos de paro con respecto a la filtracion
(Fi)is0, y A € Fy entonces AN (0 < 1) € F.NFy. En particular si 0 < 1
entonces Fy C F,.

Demostracion.
Basta probar que AN (0 < 7) esta en F, y en Fy.
Primero vamos a ver que AN (0 < 7) € F,, para ello veamos que el conjunto

An@<n)Nn(r<t)=An@<t)Nn@ANt<TAt)N(T <t) € F,

vaque AN(B@<t)eF, (r<t)e FyOAtyTAtson F-medibles, lo cual
muestra nuestra afirmacion.
En consecuencia tenemos que el conjunto

An@<t)n(r<t)n(O<t) e F,

An@<7t)Nn(r>t)Nn@<t)=(r>t)NAN(O <t) e F,
por lo tanto
Aﬂ(egr)ﬂ(egt):(Aﬂ(egr)ﬂ(rgt)ﬂ(egt))
U(Aﬂ(ﬁgr)ﬂ(7>t)ﬂ(0§t))6.7-},
lo cual prueba que AN (0 < 7) € F. -

Lema 1.3.4. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a (F;)i>0 y 6 una funcion
F.-medible tal que 8 > T, entonces 0 es un tiempo de paro con respecto a

(F2)e>o-

Demostracion.
Como 6 es F,-medible y como 6 > 7, entonces

@<t)=0<t)N(r<t)eF,

por lo tanto # es tiempo de paro. [ ]

Lema 1.3.5. La suma de dos tiempos de paro es tiempo de paro.
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Demostracion.

Sean 7y 6 dos tiempos de paro con respecto a (F;);>o, entonces 7V 6 es un
tiempo de paro con respecto a la misma filtracion, claramente 7+60 > 7V 8y
como 7 es F.-medible, 6 es Fy-medible y F,, Fy C F,yp concluimos que 7+ 6
es Frvg-medible. Por el lema anterior se concluye que 7 4 6 es un tiempo de
paro. u

La diferencia de dos tiempos de paro no es tiempo de paro. Consideremos a
71 y T2 dos tiempos de paro con respecto a (F;);>o de tal manera que 77 > 7
y 79 = k, donde k es una constante. Es claro que

(m—mn<t)=(n <t+k) € Fiu,
por lo tanto, la diferencia no es tiempo de paro.

Lema 1.3.6. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a (F;);>o entonces existe
una sucesion (T,),>1de tiempos de paro discretos tal que lim 7, = 7.
- n— oo

Demostracién.
Primero vamos a definir una sucesién (7,),>1de tiempos aleatorios decre-
ciente, de la siguiente manera

k : k— k _
Tn(w):{Q—n, sitbl<rw) <&, k={1,2,...}

oo siT(w) = 0.
Por definicion 7, > 7,41 v 7, es F,-medible para toda n. Como 7,, > 7 por

el Lema 1.3.4 tenemos que 7,, es un tiempo de paro con respecto a (F;)¢>o.
Es claro que lim 7,, = 7 ya que
n—oo

1

— 2" posoo

Lema 1.3.7. Sean 7 y 6 dos tiempos de paro con respecto a (F;)i>0. En-
tonces Frpg = Fr N Fy y cada uno de los eventos

(r<0), O<71), (r<0), O<71), (r=20)

pertenecen a F, N Fy.
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Demostracion.
Por el Lema 1.3.3, es claro que F, g C F, N Fy. Para ver la otra inclusién
tomemos un conjunto A € F, N Fy y veamos que

AN(TAO<t)=ANn[O<t)U(r <t)]
[An(@<t]ulAn(r <)) € F,

por lo tanto A € Fong v Frng = Fr N Fy.

Nuevamente por el Lema 1.3.3 tenemos que (6 < 1)
intercambiando a 7 y € tenemos que (1 < 6) € F, N
O=1)eF-NFyyaque (r=0)=@<71)Nn(r <9).
Para concluir (0 < 7) € F, N Fp ya que (0 < 1) = (¢
nuevamente intercambiando a 7 y 6 tenemos que (7 <

€ F,NFy y por lo tanto
Fy. En consecuencia

)ﬂ( =0)y
F.NFy. [

ml/\

0)

Definicién 1.3.4. Un conjunto A C IRT X Q) es progresivamente medible si

el proceso estocastico
1 si(t,w) e A,
niftw) =L 0
0 si(t,w)¢ A
es progresivamente medible.

Proposicién 1.3.5. Sean 7 y 6 son tiempos de paros con respecto a (Fy)i>o
tal que 0 < 7. FEntonces los intervalos [0,7],(0,7),[0,7),(0,7] y [r] son
conjuntos progresivamente medible.

Demostracion.

Primero definamos al proceso estocdstico (X;);>o por Xy(w) = T (¢, w).
Claramemte este proceso es continuo por la derecha. Para ver que dicho
proceso es progresivamente medible, es suficiente notar que es adapatado,
gracias a la continuidad por la derecha. Como

X')=0<t<n)=0<t)n(t<7)eF paratodat>0.

tenemos que el proceso (X;)i>o es adaptado. De las siguientes igualdades

T>, 10, 7] :fjl {9,T+%>,
] (7] :fjl {T,H%).

0,7) = U [9+%
1

@, 7]=U {9+
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se concluye que estos intervalos son progresivamente medible. -

Definicién 1.3.5. Sea (X;);>0 un proceso estocdstico y T un tiempo de paro,
vamos a definir a la funcion X, en el evento (T < 00) por

XT(LU) == XT(W) (w)
Si el proceso (X;);>o es medible y el tiempo de paro es finito, entonces la
funcion X, es una variable aleatoria. En efecto,

Teorema 1.3.1. Sea (X;);>0 un proceso progresivamente medible con respec-
to a (Fi)i>0 y con espacio de estados (E,E), y sea T un tiempo de paro con
respecto a la misma filtracion. Entonces

i) La wvariable aleatoria X, definida en el conjunto (1 < o0) € F,, es
F.-medible

i) El “proceso parado” (Xin;)i>o es progresivamente medible con respecto
a (ft/w)tzo-

Demostracion.
Para probar el inciso i) basta ver que para cualquier B € £ y t > 0 el evento
(X, € B)N (1 <t) esta en Fy, pero

(X, e B)N (1 <t)=(Xinr € ByN (1 < 1),
por lo tanto es suficiente probar el segundo inciso.
Sea p(s,w) = s AT(w) y r <t, entonces

(p<r)={(s,w) €[0,t] xQ:sAT(w) <1}

= ([0,7] x Q) U ([0,7] x (T(w) < 1)) € B[0,t] x F.
Ahora consideremos al mapeo ¥ : [0, ] xQ — [0, ] x Q2 definido de la siguiente
manera (s,w) — (p(w),w), este mapeo es B[0,t] x F,-medible, ya que para
I C[0,t]y A € F se tiene que

U NI x A)={(s,w): p(s,w) Elywe A}
= '(I)n ([0,7] x A) € B[0,] x F;.

Como el proceso (X;)>o es progresivamente medible, entonces la composicién
XoVU(s,w)=X(sA7T(w),w) = Xspr(w)

es B[0,t] x Fi-medible, lo cual muestra el segundo inciso. -
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1.4 Martingalas con tiempo continuo.

Definicién 1.4.1. Sea (X;)i>o un proceso adaptado a la filtracion (F;)i>o.
Decimos que es submartingala si para cada pareja de reales s, t,

IEX,|F] > X, con 0<s<t<oo,
y sobremartingala si para cada pareja de reales s,t; con 0 < s <t < 00,
B[ X |FS] < X.

Decimos que el proceso (X;);>0 es martingala si es submartingala y sobre-
martingala, es decir,

B X|Fs] = X, 0<s<t<o0.

A continuacién vamos a ver algunos ejemplos de martingalas y para ello
vamos a recordar las definiciones de dos procesos muy importantes dentro de
la teoria de procesos a tiempo continuo, el proceso Piosson y el movimiento
browniano.

Definicion 1.4.2. Un proceso Poisson con pardmetro X > 0, es un proceso
adaptado a la filtracion (F;)i>0, continuo por la derecha y con limite por la
wzquierda y que toma valores en los enteros, tal que

i) No =0 casi sequramente.

ii) Para 0 < s < t, Ny — Ny es independiente de Fs y con distribucion
Poisson con media \(t — s).

Definicién 1.4.3. Un movimiento browniano es un proceso (By;);>o adapta-
do a la filtracion (F;)i>0, continuo, que toma valores en IR tal que

i) By =0 casi sequramente.

ii) Para 0 < s < t, By — By es independiente de Fs y con distribucion
Normal con media cero y varianza (t — s).
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Ejemplo 1). Sea (N;);>o un proceso Poisson con pardmetro A, veamos que
los procesos (N —At)i>o ¥ ((Nt—)\t)2 —)\t)t>0 son martingalas. Como N; — At
tiene esperanza nula y N; — N; es independiente de F;, entonces

E[N, = M — (N, — M)|F] = B[N, — N, — A(t — )| F]
=IE[N, — N, — A(t — s)] =0.

Por lo tanto, el proceso (N; — At);> es martingala.

Es claro que IE[(N; — At)?] es la varianza de N; y como esta tltima tiene
distribucién Poisson entonces su varianza es igual a \f, por lo tanto la esper-
anza de la variable aleatoria (N; — A\t)? — At es cero y por un razonamiento
analogo al anterior se obtiene que el proceso ((Nt—)\t)z—)\t)t>0 es martingala.
Ejemplo 2). Sea (B;);>¢ el movimiento browniano adaptado a la filtracién
(Ft)i>0. De la definicién del movimiento browniano se tiene que B, — By es
independiente de Fj, gracias a dicha propiedad se obtiene que el movimiento
browniano es martingala, ya que

E[Bt|f5] = ]E[Bt - B5|f5] + ]E[BS|~¢S]

[Bt - Bs|-,Fs] + Bs
[B, — B,| + B, = B,.

IE
IE

Ejemplo 3). Sea (B:);>9 un movimiento browniano adaptado a (F;)i>o,
veamos que el proceso (B} — t);>o es martingala. Sea s < t, entonces

E[B} — t|F,| = E[B} — B} — (t — s)|F,] + B2 — s.

Basta mostrar que IE[B? — B? — (t — s)|F,] = 0 para ver que (B} — t);¢ es
martingala. Entonces,

E[B; — B — (t — s)|F,| =IE[(B, — B,)* = (t — s) + 2B,B, — 2B%| F,]
=E[(B,— B,)’] = (t — s) + 2IE[B,(B, — B,)|F,],

claramente el primer término es igual a (t — s) y el dltimo es igual a cero
gracias a que el movimiento browniano es martingala, por lo tanto

E[Bf — B — (t — s)|F,] =0.
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Ejemplo 4). Sea (B;);>o un movimiento browniano adaptado a (F);>o
veamos que el proceso (M;*);>o definido por

o?
M = exp {aBt — Et},

donde a € IR, es una martingala. Para demostrarlo basta ver

Ma
]E t+$
[

ft] =1 donde 0<s<oo.

Entonces,
042 O[2
IE {exp {aBt-l—s_?(t + S) - O[Bt + ?t} ‘ft:|
O[2
= ]E{exp {Oé(BH_S - Bt) - ?S}‘ft}

= exp { - %QS}IE[exp {Bt+s — Bt}‘ft}a

pero sabemos que B, — B, es independiente de F; y que se distribuye como
una normal con media cero y varianza s, por lo tanto

]E[exp {BHS — Bt}‘ft} = exp {%25}

es decir,

Oé2 a2
]E{exp {OéBt+s — 7(t+ S) — OéBt -+ ?t}‘ft] =1.

1.4.1 Desigualdades Maximales

Proposicién 1.4.1. Sea (X,)nes, donde J ={0,1,..., N}, una submartin-
gala integrable y A > 0, entonces

1
ZP(suan > )\> < XZE[XNJ{

neJ

1
s anx}] < XZE[XN]'
neJ
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Demostracién.
Sea

inf{n: X,, > A} siexiste n < N tal que X,, > A,
T _—
N en otro caso.

Es claro que N > 7. Como (X,),ecs es una submartingala y 7 un tiempo
de paro, por el Teorema de Muestreo Opcional (caso discreto) tenemos que
Sea,

A= {w € Q:sup X, (w) > )\},

neJ

para w € A tenemos que X,(w) > A, ya que al menos va a existir una k € J
tal que X;(w) > Ay la més pequenia de ellas cumple que es mayor o igual a
A. Entonces

E[Xy] > E[X;] = E[X,14] + B[X, L]
> MP(A) + IE[X, L],
pero en A€, 7 es igual a IV, de tal modo

E[Xy] > AP (A) + E[Xy1a],

y si restamos el ultimo término en ambas partes de la desigualdad se obtiene
que
E[Xy14] > AIP(4). .

Corolario 1.4.1. Sea (X,)necs, donde J = {0,1,..., N} es una martingala
o submartingala y X\ > 0. Si IE[XY] < oo para alguna p > 1, entonces

WP(sup | Xn| > A) < IB[| X n?]
neJ
y ademds

p
]E'[|XN|p] S lE|:Sllp |Xn|p:| S <L> IE[|Xn|p]
neJ p— 1
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Demostracién.
Si (X, )nes es una martingala o submartingala, entonces (|Xn|p)neJ es una
submartingala positiva gracias a la desigualdad de Jensen condicional, ya que

B[ X1 P|Fn] = [B[X 1| Fn] [ = (Xl

‘ p

De esta manera aplico la proposicion anterior a la submartingala (|Xn|p)
y obtengo que

neJ

1
P (sl 2 ) < B[]

neJ
y como

P<wMX42A>gP(wmeZAﬂ,
neJ neJ
la primera desigualdad queda probaba.

Para probar la segunda desigualdad consideremos a X* = sup | X,,| y a k una
neJ
constante positiva. Aplicando la proposicion anterior, el teorema de Fubini

y la desigualdad de Holder tenemos que

X*Nk k
/ pNldN| =B / PP e x-ydA
0 0

k k
1
:/ p)\p‘l]P()\gX*)d)\g/ pAp—IXIE“XNm{ASX*}}dA
0 0

E[(X* A k)] =TE

X*Nk P
=1E [|XN| / p)\”Qd)\] = 1—IE[|Xn|(X* A k)]
0

p—1
p

< LB [XN TR A kY]

p—1

Si dividimos por IE [(X* A k)”] » _en ambas partes de la iltima desigualdad,
obtenemos

E[(X*AK)P] < <[%>plE[|XNI],

y si ahora hacemos tender a k a infinito se llega a la segunda desigualdad del
corolario. -
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Corolario 1.4.2. Sea (X;)co,1] una martingala. Entonces para D C [0,T]
numerable y p > 1,

)\plp<SUP | X | > )\> < sup IE[| X, ],
teD

teD

y ademds

p

E{sup|Xt| > A] < (L> sup IE[|X,J7].

teD p—1) D

Demostracion.

Sea (Dy),>1 una sucesién creciente de subconjuntos finitos de D, tal que
oo

D = |J D,. Por el corolario anterior, para cada D,, tenemos que
n=1

A”]P( sup | X;| > A) < sup E[|X;P] < sup E[|X,[7].

teDy teDy te[0,T7

Sean (Y},),>1 una sucesién de variables aleatorias definida por Y, = sup |X[;
B teD,,

y Y =sup|X;|. Claramente es una sucesién creciente y que ademds converge
teD
ayY.

Por otra parte sea A > 0, definamos a los conjuntos
={weQ:V,(w)>A} vy A={weQ:Y(w)>A}

es claro que (A,),>1 es una sucesién creciente de subconjuntos de €. Si

o0
vemos que |J A, = A, entonces
n=1

MNIP(A) = A lim IP(A,) < sup E[|X,]],

n—o0 t€[0,T

esto prueba la primera desigualdad del corolario.

Para mostrar que lim A, = A consideremos a un elemento de A. El elemento
n—0o00

w € Asiysolosi Y(w) > A, esto es andlogo a que para toda € > 0 exista
t € D tal que |X;(w)| > A — ¢, esto ultimo sucede si y solamente si para
toda € > 0 existe m € IN y t € D,, tal que | X;(w)| > X\ — ¢, es decir, que
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oo
we U An.
n=1

Para probar la segunda desigualdad del corolario, veamos que

B[Y?] = ]E[ sup |Xt|P] < (1%);, sup IB[|X,["]

teEDm, teEDm,

< (%)p sup TB[|X,[7].

pb— te[0,T]

para toda n € IN. Como lim Y? = Y? aplicando el teorema de la Conver-
n— o0

gencia Mondétona tenemos que IE[Y”] = lim IE[YT{’], es decir
n—oo

IE {sup |Xt|P} = lim ]E[ sup |Xt|P},
teD n—0o0 t€Dm,

por lo tanto

]E{sup|Xt|P] < <L>p sup IB[|X,[7]. .

teD te[0,T]

Corolario 1.4.3 (Desigualdades de Doob). Sea (X;)cpo,7 una martin-
gala continua por la derecha (o por la izquierda). Entonces para p > 1
tenemos,

5 e swp X)) < swp BN

t€[0,7] t€[0,7]

p

i) IE{ sup |Xt|”] < <L> sup IE[|X,|"]
t€[0,T] — 1) e

Demostracion.

Por el corolario anterior, sabemos que ambas desigualdades se cumplen para

D C [0, T] numerable y como en este caso tenemos continuidad por la derecha

(o por la izquierda), podemos aproximar y asi obtener el resultado. -

1.5 Regularidad y Convergencia

Sea (X;);>0 un proceso estocéstico con espacio de estados (IR,IR). Con-
sideremos dos ntiimeros reales a y b de tal manera que ¢ < b y un subconjunto
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I de [0,00). Sea F' = {t; <ty < --- < ty} un subconjunto finito de I, vamos
a definir de manera inductiva los tiempos

s1(w) = inf{t; : X3, > b}, so(w) = inf{t; > s : X3, < a},
Son+1 (w) = 1nf{tz > Sop & Xti > b} 82n+2(UJ) = 1nf{tl > Sop41 - Xti < Cl},
por convencién inf(()) = t,4. Definamos a
D(X, F,[a,b]) = sup{n : so, < ta},

y al nimero de veces que cruza el proceso (X;);e; por abajo del intervalo
la, b] por

D(X,I,[a,b]) =sup{D(X, F,[a,b]) : F C Iy finito.}.

La funciéon D(X, I, [a,b]) es una variable aleatoria cuando I es numerable y
ademads se cumple que

Proposicién 1.5.1. Sean (X,)i>o una submartingala y el conjunto I numer-
able , entonces

(b—a)IE[D(X,1,[a,b])] <supIE[(X,—b)"].

tel
Demostracion.
Basta probar la desigualdad en el caso en que I es finito. Tomemos al conjun-
to I como {t; <ty < --- < tq}. Por definicién, los tiempos s1, Sz, ..., Son, - - -

son tiempos de paro con respecto a (Fy,)y.,. Si Ap = {si < tq}, entonces
A € Fs, vy Ak D Aky1 ya que s, < Sp41. En el conjunto Ay, 1 tenemos que
Xs,, , > by en el conjunto Ay, tenemos que X, < a, aplicando el teorema
de paro para el caso discreto vemos que

0< [ Ko -bap< [ (X, - par
Asp_1 Asp 1

_ / (X., — b)dIP + / (X, — b)dIP
A2n

Azn—1\A2n

< (a = B)P(As) + / (X,, — b)dIP.
Asn—1\A2n
Como en el conjunto A§, el tiempo sg, = t4, entonces

(b— a)IP(A4y,) < / (X, — b)"dIP = (X,, — b)*dIP.

Azn—1\A2n Azn—1\A2n
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Pero IP(A4y,) = IP(D(X,I, la,b]) > n) y los conjuntos Ay, 1 \ As, son dis-
juntos dos a dos, entonces

Z(b—CL)IP(D(X,I, [Cb,b]) > n) < Z (Xtd _b)+dIPa
n=1 n=1 A2n,1\A2n

pero esto es equivalente a

(b—a)]E[D(X,I, la, b])} < ]E[(Xtd —b)+]. -
Gracias a esta proposiciéon vamos a obtener el Teorema Fundamental de Re-
gularizacion para submartingalas a tiempo continuo.

Teorema 1.5.1. Sea (X;)i>o una submartingala tal que

sup IE[|X,|] < oco.
>0

entonces
X+ (w) = lir?Xs(w), Xi-(w) = lir?Xs(w),
SSéQ Sng

existen casi seqguramente para toda t > 0 y toda t > 0 respectivamente.

Demostracion.
Consideremos al conjunto

Apap = {w € Q: D(X(w),QN[0,n],[a,b]) = oo},

donde a y b son numeros racionales. De la proposicién anterior tenemos que
este conjunto tiene medida de probabilidad cero, ya que

E[(X, - b)"] <E[|X] +b,
por lo tanto el conjunto A, = |J An.» tambien tiene probabilidad cero, es

a,beQ
decir existe un conjunto Q* C Q tal que IP(2*) = 1 y para cada w € Q*

D(X(w), QN [0,7], [a,8]) < o0
para cada pareja de racionales a, b. Por lo tanto para cada w € Q*

Xerw) = lim X (), Xo@) = lim X(w),

s€QN[0,n] s€QN[0,n]
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existen, ya que de lo contrario los conjuntos

{w €Q: lim%nf Xs(w) < a<b< limsup Xs(w)}

t
s€QN[0,n] SEQSI’%[O,n]

{w €Q: limT%nf Xs(w) < a < blimsup Xs(w)}

sTt
s€QN[0,n] s€QN[0,n]

tendrian probabilidad positiva, y esto implicaria que el conjunto
{w € Q: D(X(w),QN[0,n],[a,b]) = oo}
también tendria probabilidad positiva, lo cual nunca sucede. u

Para probar los siguientes resultados es indispensable definir y ver algunas
de las propiedades de integrabilidad uniforme.

1.5.1 Integrabilidad Uniforme.

Si X es una variable aleatoria integrable, es claro que X]l{\x|> } se va
>o

a cero conforme « se va a infinito y es dominada por |X|, entonces por el
teorema de la convergencia dominada

lim | X|dIP = 0.

a—r00 ‘X|20&

Si ahora tomamos una familia de variables aleatorias integrables (X;);cs,
donde J es un conjunto de indices, vemos que para cada i € J se cumple

lim |1 X;|dIP = 0,

a— 00 |Xl|2a

pero el limite no necesariamente es uniforme en .J.
El siguiente concepto, como veremos mas adelante, nos sera de gran utilidad
para la convergencia de martingalas.
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Definicién 1.5.1. Una familia U = (X;);c; de variables aleatorias inte-
grables, donde J es un conjunto de indice, se llama uniformemente integrable
54

lim sup/ | X;|dP| = 0.
Q=00 | jeJ {\Xi\Za}

La siguiente proposicion enuncia las propiedades més importantes de una
familia de variables aleatorias uniformemente integrable, a su vez, dichas
propiedas resultaran condiciones suficientes para que una familia de variables
aleatorias sea uniformemente integrable.

Proposicién 1.5.2. Sea U = (X;)ics una familia de variables aleatorias
integrables, para que U sea uniformemente integrable es necesario y suficiente
que las tres condiciones siguientes se cumplan

i) sup IE[|X;]] < oo,
icJ

it) sup IP(|X;| > ¢) —— 0,
icJ =00

iii) La medida Q' es una medida definida en F por
@) = [ 1xar,
A

entonces la familia {Qi}ieJ es uniformemente absolutamente continua,
es decir, para toda € > 0 existe 6 > 0 tal que para toda A € F con
IP(A) < 6 implica que sup Q'(A) < e.
icJ
Demostracion.
Para establecer la necesidad de las condiciones observemos que para toda X;
variable aleatoria integrable y toda A € F se tiene,

/|Xi|d]P:/ |Xi|d]P+/ X, P
A ar{1x;1>a} an{|xI<a}

< X, |dIP + aIP(A).
{ix:l>a
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Por ser U uniformemente integrable, para ¢ > 0 dada existe ay > 0 tal que
€
sup/ | X;|dIP < — para a > .
ies J{|xi|>a} 2

Sea A € F tal que, IP(A) < 5. Por lo anterior se tiene que

200

sup [ |X;|dIP < sup/ \ | X;|dIP 4+ o IP(A) < e.
|Xi|>a

1€ J A i€J

Lo cual demuestra que iii) es necesaria.
Para ver que i) es necesaria, observemos que

Q {|Xi|2a}

como mathcalU es uniformemente integrable al aplicar el supremo en ambas
partes de la desigualdad se obtiene

sup/ | X;|dIP < % + a,
Q

e

para a > ag. Para obtener ii) basta aplicar la desigualdad de Chebyshev a
X, y ver que

—

1
sup B[],

]P(|Xi| > C) < -
C icJ

~E[1X]] <
c
claramente al hacer tender a c a infinito la IP(|XZ-| > c) se va a cero.

Reciprocamente, si i) y ii7) se cumplen vamos a tener que U es uniformemente
integrable, ya que para a > «q existe ¢ > 0 tal que

P(|X;] > a) <4,

debido a que %) implica ii). Por lo tanto

sup/ | X;|dIP < e.
iel J{ix;>a}

Lo cual prueba que U es uniformemente integrable. ]
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Teorema 1.5.2. Sean (X, )nenw una sucesion de variables aleatoiras inte-

grables. Si lim X,, = X casi sequramente, entonces las siguientes afirma-
n—o0

ciones son equivalentes
i) (Xn)nemw es uniformemente integrable.
ii) X, converge a X en L.

Demostracion.
Supongamos que X,, converge a X en L; y veamos que las condiciones del
teorema anterior se cumplen. Sea A € F, entonces

/|Xn|d]P§/|X|d]P+/|Xn—X|d]P.
A A

De esta desigualdad se deduce inmediatamente la condicién ¢). Por otro lado,
sea € >0y N € IN tal que

/|Xn—X|dIP<§ para n > N,
Q
y sea ¢ > 0 tal que

P(A) <6 —  sup /|Xi|d]P<%,
A

0<i<N

donde Xy = X esto es posible ya que la familia {Xq, X;...., X,,} es finita y
en consecuencia es uniformemente integrable. Entonces

/|Xn|dIP< §+/|XH—X|dIP,
A

para toda n € IN y siempre que IP(A4) < §, por lo tanto la condicién 7ii) se
satisface.

Por otra parte, supongamos que las variables aleatorias X, son uniforme-
mente integrables. Por le lema de Fatou y por i) del teorema anterior implica
que

/ | X|dIP < lim inf/ | X, |dIP < oo.
O n—o0 0
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Por lo tanto X es integrable.
Sea ¢ > 0, definamos a X por

o) = Ko@) S Xa)l <e
W) =
" 0 en otro caso.

v a X, =X, — X/. De la misma manera se define a X, y a X entonces
E[|X, — X[] < B[XE - X°[] + E[X,[] + E[LX.[].

Dada € > 0, tomemos a ¢ lo suficientemente grande de tal manera que las
ultimas dos esperanzas de la desigualdad sean menores a £, independien-
temente del valor de n. Gracias a el teorema de Convergencia Dominada
tenemos que para n suficientemente grande

Cc C €
ya que las variables aleatorias |X¢ — X¢| estan dominadas por |X,, — X| y
ademads convergen casi seguramente a cero. Por lo tanto

E[|X, - X|[] <e,
por lo tanto X,, converge a X en L. u

Consideremos a (F,),<o, una sucesiéon de sub-o-algebras tal que F, C F,,
para n < m < 0. Una submartingala con respecto a (F,),<o es una familia
(X,,)ne_n de variables aleatorias tal que IE[XF] < oo para cada n y

X, < ]E[Xm‘]-"n] para n<m<0.

Teorema 1.5.3. Si (X,)ne v es una submartingala, entonces el lim X,
n——oo

eviste casi seqguramente. Si ademds sup IE[|X,|] < oo, entonces (X;)ne—w
n

es uniformente integrable, la convergencia se satisface en Ly y para toda n

lim X, < IB[X,|F ],

k——o00

donde F oo = () Fn.

ne—IN
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Demostracion.

Es claro que [E[X,/] < IE[X;] < 400, entonces la primera afirmacién se
prueba exactamente como en el teorema de convergencia para submartin-
galas a tiempo discreto. Para probar la segunda parte del teorema, primero
observemos que si sup IE [|Xn|] < 00 es equivalente a lim,,, o, [E[X,] > —occ.

Tomemos una e > 0 fija y un entero negativo ng tal que
E[X,,] < E[X,]+e¢ para n < ng.

Ademas para cualquier A > 0 y n, tenemos

/ |Xn|d]P:/ XndIPJr/ X, |dIP
{\Xn\>>\} {Xn>>\} {Xn<—)\}
_ / X, dIP — / X, dIP + / X, dIP.
{x.>-2} Q {x.>2}

Por lo tanto, gracias a la propiedad de submartingala vemos que

/ X, |dIP g/ XnOdIP—/Xnd]PJr/ X, dIP
{ixal>2} {xu>-2} Q {x.>2}
< Xnd]P—/Xnd]P—{—/ X, dIP +
/{X,N} Y o) 0

= X, dIP + €.
/{|Xn|>A} ’ ‘

Por Chebyshev tenemos que

(1.1)

(X, > A) < - sup B[, ],

de aqui concluimos que X, 1 converge a cero casi seguramente, por
0 {\Xn\>>\} ’

lo tanto al aplicar el teorema de convergencia dominada a esta ultima variable
aleatoria y por la desigualdad ( 1.1) van implicar que (X,),e_n es uniforme-
mente integrable y por ende la convergencia se satisface en L. Para concluir

con la demostracion, por la propiedad de submaringala tenemos que para
toda A € F_o

/ X,dIP < / X,dIP para m < n,
A A
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y gracias a la convergencia en L; obtenemos que

/ lim deIPS/Xnd]P. -
An—)—oo A

Gracias a este teorema vamos a obtener algunas propiedades de X;+ que
nos seran de gran utilidad para ver bajo que condiciones una submartingala
va a tener trayectorias continuas por la derecha.

Proposicién 1.5.3. Sea (X,);>0 una submartingala. Si IE[|X,|] < 400 para
toda t, entonces ]E[|Xt+|] < oo para toda t y

X, < E[ X+ |F)] casi sequramente. (1.2)

La igualdad se obtiene si la funcion t — IE[X,] es continua por la derecha.
Ademds (X+)i>0 es una submartingala con respecto a (Fy+) con trayectorias
continuas por la derecha y con limites por la izquierda.

Demostracion.

Sea (t;)nen una sucesion de numeros racionales en (t,o0) mondtona decre-
ciente a t > 0 cuando n se va a infinito. Claramente (X}, ),en es una sub-
martingala como la del teorema anterior, por lo tanto tenemos que X;+ es
integrable y que X; converge a X;+ en L.

Por otro lado de la definiciéon de submartingala tenemos que para toda A € F;

/ X,dIP < / X, dIP,
A A

esto implica que X;, — X, es positiva casi seguramente, entonces

0< ‘/th—Xtd]P‘ g/|th—Xt|d]P§/|th—Xt|d]P.
A A Q

Por la convergencia de X; en L se tiene
Xt S ]E[Xt+|ft]

Por la convergencia en L; tenemos que IE[X;+] = lim E[X ], si t — [E[X}]
n—0o0

es continua por la derecha, IE[X;] = IE[X;+] y por lo tanto X; = [E[X;+|F]
casi seguramente.
Ahora considermos s < t y (Sp)nenw Una sucesién de nimero racionales
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menores a t y que decrece a s. Por las propiedades de (X, ),en v por la
desigualdad (1.2) tenemos que

X, < EX|F,,] < E[E[X;+|F]|F,]| = E[Xx+|F,,],
aplicando nuevamente el teorema anterior vemos que
X+ < [E[X+|Fet],

es decir (Xi+);>0 es una submartingala con respecto a (Fi+);>o. Por tltimo
aplicando el teorema 1.5.1 vemos que ¢t — X+ es continua por la derecha y
con limite por la izquierda. L

Teorema 1.5.4. Sea (X;);>0 es una submartingala con respecto a una fil-
tracion (Fi)iso continua por la derecha y completa. Si la funcion t — IE[X}]
es continua por la derecha entonces el proceso (X;)i>o tiene una modificacion
continua por la derecha y con limite por la izquierda.

Demostracion.

Supongamos que la funcién ¢ — IE[X;] es continua por la derecha, probemos
que (X+)i>0 es una modificacién continua por la derecha de (X;);>o. Clara-
mente este proceso es adaptado gracias a que la filtracién es continua por la
derecha. Sea t > 0 y definamos una sucesion (¢,),en de nimeros racionales
que decrece a t, por razonamientos analogos a los de la proposicién anterior
sabemos que [E[X+] = nll)rg) IE[X}, ] y por hipdtesis esta es igual a IE[X}].
De la proposicién anterior vemos que X+ > X, casi seguramente entonces
X+ = X, casi seguramente. Nuevamente gracias a la proposicion anterior el
proceso (X+)i>0 es una subamartingala continua por la derecha y con limite

por la izquierda. L
A partir de ahora vamos a considerar solamente a submartingalas continuas

por la derecha, claramente para estos procesos la desigualdad de la proposi-
cion 1.5.1 se extiende a

(b—a)E[D(X,IR", [a,0])] <supE[(X;—b)*],

>0

va que a I lo podemos tomar como Q" y como este es un subconjunto denso
de IR, puedo intercambiar en la desigualdad a Q* por IR™ sin alterarla. A
continuacion veamos algunos resultados de convergencia.
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Teorema 1.5.5. Sea (X;)i>o una submartingala tal que

sup ]E[X;’] < 00.
>0

Entonces X; — X casi sequramente, cuando t se va a infinito y X es
integrable.

Demostracion.
Como |X;| = 2X,;" — X, entonces es claro que

E[1X:]] = 2E[X/] - B[X,] < 2IE[X/] - [E[X,],

lo cual implica que sup IE[|X;|] < co. Por lo tanto para toda a < b
£>0

E[D(X,R",[a,b])] <

sup E[(X; — b) "]

—a >0

1
< m(lbl +stl>11[@])1E[|Xt|]) < 00,

lo cual va a implicar que D(X,IR", [a,b]) < co casi seguramente.
Como en el teorema 1.5.1. resulta que el conjunto

A= EQ {weQ: DX (w),RT,[a,b]) = o0},

tiene probabilidad cero, esto va a implicar que
]P<lim inf X; < limsup Xt> =0,
t—o0 t—00
ya que de lo contrario existirian dos nimeros a y b tal que el conjunto
{w € Q:liminf X3(w) <a<b< limsupXt(w)},
t—o0 t—00
tiene probabilidad positiva y por ende el conjunto A tambien. Por lo tanto

X, — X
t—00

Por otro lado, por el Lema de Fatou se tiene que

B[] Xoo|] < lim inf IE[|.X,]] < oo,

lo cual prueba que X, es integrable. m
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Teorema 1.5.6. Sea (X;)i>0 es una martingala, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes,

i) El lim X, eziste en Ly,
t—00
ii) Fziste una variable aleatoria X en Ly, tal que X; = IE[ X | Fi],
i) La familia (X;)i>0 es uniformemente integrable.

Si estas condiciones se satisfacen entonces Xo = lim X casi sequramente.
t—o0

Demostracion.
Primero veamos que ii) implica #ii). Es claro que

sup E[|X;|] < E[|Xx|] < co.
>0
Luego, si A = {|X;| > ¢} entonces

/ | X;|dIP = / IB[X | F]|dIP < / E[| X || F]dIP = / | X oo |dIP.
A A A A
Por otro lado por la desigualdad de Chebyshev tenemos que

IP(A) < B[} XYoo > 0,
C c— 00

B[X]] <

1
c
lo cual va a implicar que

sup/ | X |dIP < sup/ | X o|dIP —— 0.
A t>0 J A

t>0 c—00

Si iii) se satisface entonces se satisface que sups;>oIE[|X;|] < oo y por lo
tanto la condicion del teorema pasado, entonces X; converge a X, casi se-
guramente y como (X;);>o es uniformemente integrable entonces tambien
converge en L;. Lo cual prueba 7).

Por 1ltimo, si 7) se satisface por la igualdad

X, = E[X | F] paratodat>0 y h >0,

resulta que X;IE[X|F;], para toda ¢ > 0. u
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1.6 Teorema de Paro de Doob

Teorema 1.6.1 (Teorema de Paro de Doob). Sean 7 y 0 dos tiempos
de paro con respecto a (F;)i>o de tal manera que 8 < T casi sequramente.
Si (Xi)i>0 es una martingala continua por la derecha que satisface las condi-
ciones i),ii) y iii) del Teorema 1.5.6 entonces

i) X, y Xy son integrables.
ii) Se cumple que
X = IE[X;|Fy] = IE[X | F)-
En particular IE[X,] = IE[X,].

Demostracion.
Por el teorema de paro en el caso discreto resulta que

Xy = E[X;|Fy] = E[X|F], (1.3)

para cada tiempo de paro # < 7, donde ¢ y 7 toman a lo mas valores numer-
ables. Ahora definamos dos sucesiones de tiempos de paro discretos (6,,)pen
v (Tn)nen tal que decrecen a 6 y 7 respectivamente.

Sea A € Fy C Fy,, entonces

/ X, dIP = / X, dIP (1.4)
A A
para toda n > 1.

Por la continuidad por la derecha del proceso se tiene que lim X, = X
n— o0

y lim X, = X, casi seguramente. Gracias a la ecuacién (1.3) tenemos
n—00

que las familias (Xy, Jnew v (X7, )nen son uniformemente integrables y por

consiguiente los lim X, = Xyy lim X, = X, se satisfacen en L, entonces
n—oo n—oo

al pasar al limite en la ecuacién (1.4) obtenemos

/ng]P:/XTd]P.
A A

Lo cual prueba el teorema. L



