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Exercices.

Exo. 52. Soient X = IR,, Al :] — O0,0[, A2 = [0, 1]7 A3 :}1,4—00[, C= {Al,AQ,Ag},
7 la tribu engendrée par C et p la mesure sur (X, 7) telle que

n(Ar) =1, n(A2) =0 et p(As) = +oo.

Décrire les fonctions (X,7) — IR mesurables, puis, les fonctions intégrables. Quelle
est alors leurs intégrale?

Exo. 53. Dans ce qui suit, B est la tribu borélienne de IR, A la mesure de Borel sur
(IR, B) (telle que la mesure d’'un intervalle soit sa longueur). Etudier si les fonctions
f: (IR, B) — IR suivantes sont intégrables et calculer, si possible, leur intégrale [ fdA.

a) f = 1, b) f = ]IQ, C) f = ]IIR\Q d) f = +OO]IQ,

e) f = Z anﬂ[n,n—i—lh ou Vn € Z, oy, € R, f) f = Z naﬂ[n’n_ﬂ/nq,
nez neN
g) f(x) = Mo yy(x)sin(l/x),  h) f(z) = Lo () exp { sin(z)}.

Exo. 54. Soit f : (IR,B) — IR telle que f(x) = M yoo[(x)sin(z)/z. Montrer que f
n’est pas intégrable en minorant |f| par une fonction

g = Z Oén]IJn,

nelN

telle que pour tout n, a,, soit un réel positif, .J, un intervalle, les J,, étant deux a deux
disjoints et g étant non intégrable.
Exo. 55. Méme question qu’en (53) pour les fonctions:

a) f(z) = Moy(z)z®, (a€IR), b) £(2) = Tpppoer(2)2°,
¢) f(x) = Mo yoof ()27, d) f(z) = n]o,+oo[<x)812ix)

Exo. 56. Que peut on dire de I'intégrabilité des fonctions f : (X, 7,u) — IR telles
que Jm(f) soit une partie dénombrable de IR?

Exo. 57. (Suite de 43 et 51) Calculer [, fdv, f étant définie en 43. (c).

Exo. 58. Soit f : (X,7,pu) — IR une fonction intégrable et telle que, pour tout A

dans 7 on a:
/ fdu=0.
A



Montrer que p{z € X|f(z) # 0} = 0.
Exo. 59. Soit f : (X,7,pu) — IR une fonction mesurable; on suppose f intégrable.
Montrer qu’alors on a:

Z nu{x € X‘ |f(z)| € [n,n+ 1[} < +o00.
nelN

Réciproquement, si p(z) est fini et si la somme précédente est finie montrer que f
(supposée mesurable) est intégrable. Ce dernier résultat est-il encore vrai si u(X) =
+o0?

Exo. 60. Soit f : (IR, B,\) — C intégrable. Soit ¢ un réel; montrer que g : (IR, B, \) —
C telle que g(z) = €/ f(x) est intégrable. La fonction f : IR — C telle que

f(t) = / £ £ (),

s’appelle la transformée de Fourier de f. Calculer f sif =Ty, (—00<a<b<+00).
Pour un tel f, a quelle condition f est-elle a valeurs réelles?



