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Matrices diagonalmente dominantes

Sea A = [ajj] e R"™*". Se dice que A es diagonalmente dominante si

n
lail = > lajl.
Jj=1
J#i
Ademads, se dice que es estrictamente diagonal dominante, si la desigualdad
se cumple de manera estricta.
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Matrices tridiagonales (I)

Ax=d
donde A € R" tal que
rby c1 O ... 0 0 0 17
a by ¢ --- 0 0 0
0 as bz --- 0 0 0
A= : : : : ,
0 0 0 bn_z Cnh-2 0
0O 0 O an-1 bp-1 cn-1
L O 0 0 0 an by |
Si definimos
a1 =0, b1 = b1, C1=cC1, di = di,

bn =bn_1bp —anCn-1, dn=>bp-1dn—andn-1.
entonces
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Matrices tridiagonales (II)

dn

Xn = =

n by

El—&-x-vl
xj = — i=n-1,..,1

bi

bi = bj-1bj—aiCi-1
¢i = bi—ic

di = bj_1di—aidi-1

La hipétesis de que podemos dividir entre b; es esencial.

Una condicién suficiente es que la matriz sea estrictamente diagonal
dominante, es decir,
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Matrices tridiagonales (III)

lb1l > Ic1l, lbnl >lanl, |bil >lail+lcil  i=1,2,....n,

Esto garantiza que b; # O:
Tenemos que |b1| = |b1| > |c1| = 0. Supongamos que
|bil > |ci| = 0 para i=1,..,k<n.
Entonces
lbii1l = Ibkbki1 — aks18kl = |bil Ibksal — laksal ISkl

Ibil(laks1] + Ick+1l) — laks1l 1Skl = las1l(1bkl = Ikl) + Ibillcks1l
lak+11(1bk] = ICkl) + ICk+11 = 0

\
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Matrices simétricas definidas positivas (I)

Sea A = [ajj] e R™",
La matriz A es simétricasiA=AT.
La matriz A es definida positiva si para todo x # 0 se tiene que

x"Ax > 0.

Notacién: con A > 0 indicamos que la matriz es definida positiva.
Usamos s.d.p. para indicar que una matriz es simétrica y definida positiva.

Decimos que H es una submatriz principal de A si es una submatriz
cuadrada formada con las entradas alrededor de la diagonal principal:

H=A(:k, j:k)
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Matrices simétricas definidas positivas (II)

Proposicion
Las siguientes proposiciones son equivalentes:

© Sea X no singular. A es s.d.p. si y sélo si XTAX es s.d.p.

© Si A ess.d.p. y H es cualquier submatriz principal de A, entonces H es
s.d.p.

© A ess.d.p. siysélosi A es simétrica y todos sus eigenvalores son
positivos.

Q SiAess.d.p., entonces a;; >0y max;|aj| =max;aj > 0.

© A ess.d.p. siy sélo si existe una Unica matriz triangular inferior no
singular L, con entradas positivas en la diagonal, tal que A =LLT.
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Matrices simétricas definidas positivas (III)

Para demostrar (1), considerar el vector Xx.
Para demostrar (2), empezar con H=A(1:k, 1:k).

Para demostrar (4), para la primera parte, tomar un vector canénico e; y
calcular eiTAe,-. Para la segunda parte. Suponer que |aki| = maxjj|aj| con
k # 1y construir el vector x = ex — sgn(ax)ey.
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Factorizacion LDL"

Sea A una matriz no singular y simétrica.
Si A =LU, entonces,

LU=A=AT=(U)" =U"LT
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Factorizacion LDL"

Sea A una matriz no singular y simétrica.
Si A =LU, entonces,

LU=A=AT=(U)" =U"LT

Como L y U son no singulares, tenemos

uLHt=L"1u
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Factorizacion LDL"

Sea A una matriz no singular y simétrica.
Si A =LU, entonces,

LU=A=AT=(U)" =U"LT
Como L y U son no singulares, tenemos

uLHt=L"1u

Como la matriz del miembro izquierdo es triangular superior y la del
miembro derecho es triangular inferior, se debe tener que la matriz es
diagonal. Digamos que U(LT)"1 =D, y

A=LU=LDL".
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Algoritmo para la factorizaciéon LDLT (I)
Sea L = [ljj] y D =diag(di, ..., dn). Entonces
min{i,j}
aj = Z likdkljk.
k=1

Supongamos que j </, entonces

i j=1

ajj Z likdklix = Z likdilix + lidjljj
k=1 k=1
j-1
Z likdiljx + ljjd;.
k=1
En particular, paraj=1.
i—1

ajj = Z /,-dek +d;
k=1
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Algoritmo para la factorizaciéon LDLT (II)

Esto es,

-1
2
dj = aij — Z K di
k=1

En particular, d1 = a11.
Ahora, puestoque 1 <j<i<n,

j-1
ajj = Z likdiljx + ;.

podemos obtener /j;:

lj = — { Z/,kdkl,k}

Para j=1, tenemos

ail .
li1=— i=2,..,n.
di
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Algoritmo para la factorizaciéon LDLT (III)

Algoritmo LDLT

Dada A = [ajj] simétrica, calcular:
1: for j=1,...,ndo
2. lii=1;
j-1
2 .
3 di=aj- kZ: Ijkdk’
=1
4. for i=j+1,...,ndo
5: i=0
1 Tt
6: lij= J ajj— Z likdiljk
J k=1
7: end for
8. end for )
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Ejemplo de factorizacién LDLT (I)

=N WS
=N W W
HNNN
[

Esta matriz tiene la siguiente factorizacién LU:

1 0 0O 0114 3 2 1
A 3/4 1 0 0||0 3/4 1/2 1/4
~ {2 2/3 1 0|0 O 2/3 1/3
/4 1/3 1/2 11 0 O 0 1/2

Determinar la factorizacién LDLT .
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Factorizacién de Cholesky

La factorizaciéon de Cholesky es una consecuencia inmediata de lo anterior,
cuando la matriz A ademas de ser simétrica es definida positiva.

Proposicion

Si A es una matriz real, simétrica y definida positiva, entonces tiene una
Unica factorizacién A =LLT, en la cual L es una matriz triangular inferior con
entradas positivas en la diagonal principal.

De lo anterior, tenemos que A = LDL .

Podemos mostrar que D es definida positiva.

Joaquin Pefia (CIMAT) Métodos Numéricos (MAT-251) 29.08.2012 14/16



Factorizacién de Cholesky

La factorizaciéon de Cholesky es una consecuencia inmediata de lo anterior,
cuando la matriz A ademas de ser simétrica es definida positiva.

Proposicion

Si A es una matriz real, simétrica y definida positiva, entonces tiene una
Unica factorizacién A =LLT, en la cual L es una matriz triangular inferior con
entradas positivas en la diagonal principal.

De lo anterior, tenemos que A = LDL .

Podemos mostrar que D es definida positiva.
Por tanto, las entradas en la diagonal de D son positivas, y podemos definir

DY2 — diag(+y/d1, ..., Vdn).

Entonces DV2DY?2 —py

A—LDLT —A—LDY2DV2 T _[L' con L=LDV2,
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Algoritmo de la factorizacion de Cholesky

Algoritmo LLT

Dada A = [ajj] simétrica, calcular:
1. for j=1,...,ndo

j-1
2.
aj — Z Ijk'
k=1

3: for i=j+1,...,ndo
1 i=t

4: lj=— laj— Y lili
lij k=1

5. end for

6: end for

Puesto que /j; > 0, entonces

j-1
» 2 2 :
aj>y B 2R k<]
k=1

Esto es, |lik| < ,/ajj. Por tanto, todo elemento de L esta acotado por la raiz
cuadrada del elemento correspondiente en la diagonal de A.
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Equivalencias

Proposicion

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

O Aess.dp.

© El proceso de eliminacién Gaussiana se puede realizar sin intercambiar
las filas del sistema Ax = b.

© A se puede factorizar como LLT, donde L es triangular inferior con
entradas positivas en la diagonal.

@ A se puede factorizar como LDLT, donde L es triangular inferior con 1's
en la diagonal y D > 0 diagonal.
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