Integracidn numérica: Regla del trapecio
Método de Romberg
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Integracién numérica

Dada una funcién f : [a, b] — R continua, queremos calcular la integral
definida de f en [a, b]:
b
J f(x)dx

a
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Integracién numeérica

Dada una funcioén f : [a, b] — R continua, queremos calcular la integral
definida de f en [a, b]:

Por el teorema fundamental del célculo, si F es una primitiva de f, entonces

b
J f(x)dx = F(b) — F(a).

a
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Integracién numeérica

Dada una funcioén f : [a, b] — R continua, queremos calcular la integral
definida de f en [a, b]:

Por el teorema fundamental del célculo, si F es una primitiva de f, entonces

b
J f(x)dx = F(b) — F(a).
a

e No siempre se conoce una primitiva de f.

e La alternativa es realizar una estimacién del valor de la integral.

e En la préactica, sélo se usa el valor de la funcién f en algunos puntos del
intervalo [a, b] para realizar el calculo.
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Aproximacién por sumas de Riemann (I)

Hacemos una particién P del intervalo

Ph:a=xo<x1<x2<-.-<Xp=b

Definimos
mi=min{f(x) : xi <X < Xj1}
M; = max{f(x) : xi <x<Xxjy1}
n-=1
L(f, Pp) = Z mi(xiz1 =X,  U(F,Pn) =D Mi(Xit1 — X;)
i=0
/ 1/
a b a b
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Aproximacidn por sumas de Riemann (II)

Se tiene que
L] L(f, Pn) S U(f, Pn)

e Sin aumenta, L(f, Py) debe aumentar, mientras que U(f, P,) deberia
decrecer.

Tenemos que
b

L, Py) < f F(x) dx < U(F, Pp).

a

Para simplicar, podemos usar una particién uniforme de modo que
Xj=a+ %i parai=0,1,...n.
Podemos aproximar el valor de la integral como

b
J f(x)dx ~ %[L(f, Pn) + U(f, Pp)]

El error mas grande que se comete con esta aproximacion es

%[U(f, Pn) — L(f, Pn)]
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Aproximacién por sumas de Riemann (III)

El problema de usar este enfoque es que necesitamos calcular el maximo y
el minimo de la funcién en cada subintervalo [x;j, xj+1], lo cual no es préctico.

Ejemplo: Al calcular la integral de sinx de 0 a /2 se obtienen los
siguientes resultados:

n | L(f, Pn) | U(f, Pn)

100 | 0.99212546 | 1.00783342
1000 | 0.99921440 | 1.00078520
10000 | 0.99992146 | 1.00007854

Asi, necesitamos otro tipo de aproximaciones de la integral:

e que no requieran hacer calculos complicados sobre la funcién f,
e que dependan de evaluar la funcién f en algunos puntos, y
e que ese nUmero de puntos no sea demasiado grande.
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Regla del trapecio (I)

La regla del trapecio aproxima la integral

JXN f(x)dx

Xij

por el area del trapecio:

Xi Xis1

Xit1 1
li= J f(x)dx ~ E[f(Xf) + f(Xit 1) (Xi+1 — Xi)
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Regla del trapecio (II)

Si tenemos la particion

b-a
a=Xo<X1<X2<---<Xp=b, Xj=a+

i para i=0,1,...,n.

Si definimos h = , entonces

hn= 1

b n-1 n
J f(x)dx:Zl,-:ZJ dx~72[fx, )+ F(Xis1)]
a i=0 i=0 Y Xi

Lo podemos reescribir como

b n-1
J f(x)dx ~ h {f(é’”f(b) + > F(x)

a 2 i=1
Ejemplo n | L(f, Pn) | U(f, Pn) | Trapecio
Aproximacién 100 | 0.99212546 | 1.00783342 | 0.9999794382
de 1000 | 0.99921440 | 1.00078520 | 0.9999997944
372 sinx dx 10000 | 0.99992146 | 1.00007854 | 0.9999999979
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Regla del trapecio (III)

Para estimar el error que se comete con la regla del trapecio, sea pj(x) el
polinomio de grado a lo mas 1 que interpola los puntos (x;, f(x;)) y
(Xi+1,f(xj+1)). Entonces

Xisa h h
- f i) o = SIpi(xis1) = i) = 5 [Fxi+1) = F(xi)]

Xi

De lo visto en la parte de interpolacién, el error entre pj(x) y f(x) para
X € [Xj, Xj+1] es

1
f(x) = pi(x) = Ef”(Ex)(X = Xi)(X = Xiy1),

para algun &x € [xj, Xj+1]

Xit1 1 [Xi+1
/i—TiJ [f(x) — pi(x)] dx = ZJ " (Ex)(x = xi)(x — Xjr1) dx

Xi Xi
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Regla del trapecio (IV)

En calculo, tenemos el siguiente resultado: Si a(x) es continua en [a, b] y
B(x) es integrable en [a, b] y no cambia de signo, entonces existe c € [a, b]

tal que
b b
f a(x)B(x) dxcx(c)f B(x) dx

En nuestro caso, (x — x;)(x — xj+1) €s no positiva [x;, X;+1] en y podemos
suponer que f”’ es continua. Entonces
Xiy1 h3
li=Ti= f”(E/)J (X = Xi)(x = Xip1) dx = = —f"(§))
o 12
para algun &; € [xj, Xj+1].
Asi, en todo el intervalo [a, b], el error es

n-1 h3 n—

b
2i=T)=-7 Z F(8i) =

a

2[5l
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Regla del trapecio (V)

El promedio de las segundas derivadas es un valor que estd dentro del
intervalo del valor minimo y méximo de f”/ en [a, b]. Como supusimos que
f”” es continua, debe existir un valor & € [a, b] tal que

1 n—-1
(&)=~ 2 (&)

i=0
Asi, el error cometido por la regla del trapecio es

(b —a)h?

—Tf (&)

De este modo, si la discretizacién se hace mas fina, el error de la
aproximacién se reduce.

Para una discretizacién dada, podemos esperar que el error no sea muy
grande si el rango de valores de "/ también es pequefio.
Ejemplo: Dar un valor para h, tal que el error cometido al estimar

/2 . . _
fo sinx dx con la regla de trapecio se menor que 1076,
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Regla recursiva del trapecio (I)

Para una particiéon en el que el nimero de subintervalos es 2", entonces

h=(b—-a)/2" y podemos escribir la regla del trapecio de la siguiente forma:

b—a
5 [f(a) +f(b)] n=0

R(n,0)=1 2n-1

S[F@) + 7o) +h ,:21: fa+ih) n>0

Podemos dar una férmula recursiva del método de trapecio:
1 zn—l
R(n,0)=ZR(n=1,0)+h D f(a+(2k=1)h) n>0
k=1
Para ver esto, partimos de la identidad
1 1
R(n,0)= SR(n=1,0)+ |R(n,0) = ZR(n—1,0)
y entonces calculamos la expresién que esta entre corchetes.
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Regla recursiva del trapecio (II)

Definimos C = g[f(a) + f(b)]. Entonces

2"-1
R(n,0)=h > f(a+ih)+C
i=1

2n1-1
R(n—1,0)=2h > f(a+2jh)+2C
j=1
Entonces
1 27-1 2n1-1
R(n,0)— =R(n—=1,0) = h > fla+ih)—=h > f(a+2jh)

2 i=1 j=1

2n—1

h >’ f(a+(2k—1)h)
k=1

La ventaja es que no tenemos que reevaluar el integrando en los puntos en
donde ya lo hemos evaluado.
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Método de Romberg (I)

Este método produce un arreglo triangular de la forma

R(0,0)

R(1,0) R(1,1)

R(2,0) R(2,1) R(2,2)

R(3,0) R(3,1) R(3,2) R(3.3)

R(,0) R(m1) R(M2) R(n3) - R(nn)

e La primera columna estd dada por la aproximaciones de la integral dada
por la regla recursiva de trapecio.

e El resto de las columnas se obtienen por la férmula de extrapolacién
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Método de Romberg (II)

R(n,m)=R(n,m—-1)+ [R(nm—-=1)—R(n—=1,m-1)]

4m_1

conn>1, m=>1. La expresion anterior se obtiene por la férmula de
extrapolacién de Richardson (no vista en clase).

Ejemplo: Estimar fg/z sinx dx con el método de Romberg:

R(0,0) = 0.78540
R(1,0)=0.94806 R(1,1)=1.002280

R(2,0)=0.98712 R(2,1)=1.000135 R(2,2)=0.999992

R(3,0)=0.99679 R(3,1)=1.000008 R(3,2)=0.999999 R(3,3)=1.000000008
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