10.

Probabilidad Avanzada I
Lista de Problemas 3
Los problemas 3, 5, 8, 10 y 22 son para entregar el miércoles 07/03/18.

. Sean (X, )n>1 v.a.ii.d. con media p y varianza o?. Demuestre que

1l 2 o
nlggoﬁZ;(Xi_N) =
1=

Sea X; una sucesién de v.a. con sup; B[X?] = ¢ < oo y E[X;X;] = 0si j # k. Sea S, = Z?Zl X;.
a) Demuestre que P(|S,/n| > ¢) < -5 para e > 0.

b) lim,, o0 5, = 0 en L? y en probabilidad.

n
Sean (X,)n>1 v.a.iid. con X, € L' y E[X;] = u. Sean también (Y,),>1 i.i.d. con Y,, € L' y E[Y,] = v # 0.
Demuestre que
Zj:l Xj _H

lim =—=— cp. L
nl{réoz;lzlyvj 12 Cp

. Sean (X, )n>1 v.a.di.d. con valores enteros y E[|X,|] < co. Sea S, = Y7 X;. (S,)n>1 es un paseo al azar sobre los

enteros. Demuestre que si E(X;) > 0 entonces lim,, S, = oo c.p.1.
Sean (X,,)p>1 v.a.di.d. con distribucién N (1,3). Demuestre que

g St Xe 1o
noo X244+ X2 4 T

Mads generalmente, sean (X, ),>1 v.a.i.i.d. con media p y varianza o2. Demuestre que

X4 X o
lim =

nsoo X2+ + X2 024 p? o

Sean (X, )p>1 v.a.iid. con X,, € LP. Demuestre que
1 n
, - P _ P
nll—>H;onZ;Xj =E[X?] c.p,l.
j:

Sea (By)n>1 una sucesién de v.a.iid. con P(B, = 1) = 1/2 y sea (ay)n>1 una sucesién de constantes. Demuestre
que

E an By converge <= E ai < 0.
n n
Use el teorema de las tres series para obtener condiciones necesarias y suficientes para que ) X, converja c.s.
cuando (X,,) con independientes con distribucién exponencial.
Suponga que (X,,, n > 1) son v.a.i. con distribucién normal y
E(Xy) = tin, Var(X,,) = op.
Demuestre que Y, X,, converge c.s. siy s6losi >,y >, 02 convergen.

Sea (X, n > 1) v.a.i. con

Use el criterio de convergencia de Kolmogorov para verificar que si o > 1/2 entonces ), X,, converge c.s. Use el
teorema de la tres series para verificar que o > 1/2 es una condicién necesaria para convergencia. Verifique que
> E(|1X,]) < oosiysélosia>1.
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Sean (X,,),>1 v.ai. con X,, € L' y sea Y; = eXs. Demuestre que (]} Y;)*/" converge c.p. 1 a o = PIX1l,

Sean (X, )n>1 v.a.d.y S, = Y| X;. Demuestre que S,,/n — 0 c.p.1 si y sélo si las siguientes condiciones son validas:
a) Sp/n50  b) Sen/2" = 0c.p. 1.

Definimos (X,,),>1 iterativamente de la siguiente manera: X, tiene distribucién uniforme en [0,1] y para n > 1
X141 tiene distribucién uniforme en [0, X,,]. Demuestre que +log X,, converge c.s. y halle el limite.

Suponga que (X,,,n > 1) son v.a.i. con E(X,,) = 0 para todo n. Si

> B (X21qx, <1y + [ Xnllx,51)) < 00,

entonces ) X, converge c.s. (Ayuda: 0 = E(X,,) = E(X,1{x,|<1}) + E(Xalqx,>1})-

Sea (Xj,Y%),1 < k < n una muestra de una distribucién bivariada con vector de medias y matriz de covarianza
daos por
1
= (uz) A (01 pz> _
/"Ly p Uy

g _ 1 & _
Sne = D (X=X sty =—7 ) (V= Ya)?

k=1 k=1

2 2, 2 2 ;
(a) Demuestre que s;, , — 07y s , — 0, cuando n — oo donde las convergencias son c.p. 1.

(b) Definimos el coeficiente de correlacién empirico como
ZZ:l(Xk - Xn)(yk - Yn)
n _ N _ 1/2
(Zk:l(Xk = Xn)? Zkzl(yk - Yn)2>

Demuestre que r,, = p c.s. cuando n — co.

Tn =

Sea (Xj,k > 1) una sucesién de v.a.i. con

1 1 1 1
P(Xp = —k?) = = PXp=-k)=—, P(X,=2=1- =

Demuestre que Y ;_, X; — 400 c.s. cuando n — c0.

Sea (X,,n > 1) una sucesién de v.a.i.i.d. Demuestre las siguientes proposiciones

(a) P(3277 X, converge) = 0

(b) Si las variables tienen media p > 0, entonces >} X — ~+o0 c.s. cuando n — oo. jQué ocurre si p < 07 jy si
w=07

Sea (X,,,n > 1) una sucesién de v.a. tales que para algin m € Ny todoi = 1,...,m, las variables X;, X; 1, Xi1om, - - -
son independientes a pares e igualmente distribuidas. Suponga ademds que E(|X1| + -+ + | Xn|) < co. Demuestre
que con probabilidad 1

Sea (X,,,n > 1) una sucesién de v.a.i.i.d. con f.d. comin F' y funcién de cuantiles asociada
Qu) =inf{y: F(z) >u}, 0<u<l

Para u fijo suponga que F(Q(u) + €) > u para todo ¢ > 0. Demuestre que Q,(u) = inf{y : F,,(y) > u} converge a
Q(u) c.p. 1, donde F,, es la f.d. empirica asociada a Xi,..., X,.



20. Nimeros Normales Sea w € (0,1] y sea p > 1 un entero. El desarrollo de w en base p es la expresién

21.

22.

w = Z X; (w)p_i
i=1

donde para cada i, X;(w) € {0,1,2,...,p — 1}. En clase estudiamos el desarrollo en base 2. Este desarrollo es tinico
excepto para w de la forma ¢/p™,q = 1,2,...,p" —1,n > 1 en cuyo caso hay dos desarrollos posibles, uno de las
cuales tiene infinitos términos, que usaremos en estos casos. Diremos que un nimero w € (0,1] es normal en base p
si para todo g € {1,2,...,p" — 1} se tiene que

1< 1
— Zl(XZ-(w) =q)—> - cp. L
[t p

Diremos que w € (0, 1] es completamente normal si es normal con respecto a p para todo entero p > 1. Demuestre
que el conjunto de los niimeros completamente normales en (0, 1] tiene medida de Lebesgue 1.

Demuestre la siguiente ley de grandes nimeros: Sea (X,,n > 1) una sucesién de v.a.ii.d. y suponga que E(X) =
0, E(X*) < .
(a) Demuestre que E(S2) < An? + Bn y determine los valores de A y B.

(b) Demuestre que
Shp2
n2

—0 c¢p. 1 cuando n — oo.
(c) Sea T,, = max,2<p<(n+1)? |Sn — Sp2|. Demuestre que
P(T,, > n?c iw.) =0 para todo £ > 0.

(d) Demuestre que

1
-5, —0 e¢p. 1 cuando n — oo.
n

Suponga que (X,,n > 1) son v.a.i. con E(X,,) = 0 para todo n. Si

ZE (Xalgx. <y + [ Xnll(x,51y) < o0,

entonces ) X, converge c.s. (Ayuda: 0 = E(X,) = E(X,1{x,<1}) + E(Xnlqx,|>1})-



