Modelos Estocasticos 1
Tercer Examen Parcial
Respuestas

1. a) ;Cuél es la diferencia entre un estado recurrente positivo y uno recurrente nulo? ;Cémo se define el
periodo de un estado? Demuestre que si el estado ¢ es recurrente positivo y ¢ — j entonces j también es
recurrente positivo. Demuestre también que si ¢ < j entonces ambos estados tienen el mismo periodo.

b) Considere una cadena de Markov de nacimiento y muerte sobre {0,1,2,...} con probabilidades de

transicién )

1
Pi,i+1:2(1—i+2) para i > 0,
1 1 ,
Pii1= 5(1 + m) para i > 1,

y Poo = 1 — Py; = 3/4. Determine si la cadena es transitoria, recurrente nula o recurrente positiva. En
este tltimo caso, halle la distribucién estacionaria.

Respuesta. Para la parte (a) ver notas del curso.

b) Llamemos p; = P; ;41 parai > 0y ¢; = P, ;_1 para i > 1. Por las definiciones del problema tenemos
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con vg = vp = 1. Por los resultados estudiados en el curso (ver seccién 3.8.1 de las notas) sabemos que
la cadena es transitoria si y sélo si Y «; = oco. Si la serie diverge la cadena es recurrente y es positiva
si y sélo si Y v; < oo. Por lo tanto tenemos que ver si estas series convergen o no para determinar las
caracteristicas de la cadena.

Tenemos ) ] ] ) )
g2 456 (+1)E+2)(i+3)  ((+2)(@+3)
Y opipap 2:3-4---(i—1)i(i +1) 6
y es inmediato que la serie Y ~; diverge, de modo que la cadena es recurrente. Veamos ahora la otra serie,
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tenemos que la serie Y v; es convergente y la cadena es recurrente positiva.

Para la distribucién estacionaria tenemos que 7 (i) = v;/( Y. v;). Si llamamos k = 1/( Y v;) entonces

3k

"0 = G naTe)

Es posible hallar el valor de la constante usando un desarrollo en series parciales para v;, aunque no era
necesario hacerlo para el examen. La fraccién 1/(i 4+ 1)(i + 3) se puede escribir como

1 A B

Gr0G+3) i+l it3

de donde obtenemos que A =1/2, B = —1/2 y en consecuencia para i > 1
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Por lo tanto
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y entonces k = 4/9.

2. Considere una cadena de Markov que toma valores en {0,1,2,3,4} y con matriz de transicién

d

0 1/3 2/3 0 0
0 0 0 1/4 3/4
P=]0 0 0 3/4 1/4

1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

a) Demuestre que la cadena es irreducible.

b) Calcule el periodo de la cadena.

¢) Halle la distribucién estacionaria.

)

Describa el comportamiento asintético de las potencias de la matriz P.

Respuesta.

a) La figura 1 muestra el esquema de transiciones para esta cadena. Vemos que hay una sola clase de
equivalencia y por lo tanto la cadena es irreducible.
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b) Vemos que, partiendo de 0 hay 4 ’circuitos’ posibles: 0 =1 —-3—0;0—-1—-4—0;0—2— 3 — 0;
0 — 2 — 4 — 0y no es posible regresar al 0 en menos de tres pasos. Esto quiere decir que Pég) > 0y ademds
que sOlo podemos regresar al 0 en un nimero de pasos que sea miultiplo de 3, es decir, Pég )>0en=3k
para algin k € N. Por lo tanto el perfodo de 0 (y de toda la cadena) es 3.

¢) Para hallar la distribucién estacionaria m debemos resolver el sistema de ecuaciones 7' P = m, es decir

0 1/3 2/3 0 0 o
0 0 0 1/4 3/4 ™
(mo, T, mo,ma,m) | O 0 0 3/4 1/4 | =|m
1 0 0 0 0 T3
1 0 0 0 0 T4



y obtenemos las ecuaciones

T3 + T4 = T

1

—T7Tn = T

3 0 1

2

—To =T

3 0 2
: + =
47‘(’1 47‘(’2—71'3

Zm + Zm =Ty

con la condicién adicional 7wy + w1 + 79 + w3 + w4 = 1. Resolviendo este sistema obtenemos

mo=1/3; mm =1/9; w=2/9; w3 =7/36; w4 =5/36.

d) Como la cadena es aperiédica no se tiene que lim,, oo Pi(j") = m;, porque los valores de las probabilidades

de transicién oscilan cuando n varia. Como el periodo es 3 tenemos que para cada par de estados ¢, j hay
3m—+r)
Pl

un entero r, r =0, 1,2 tal que P;; — 3m; cuando m — oo.

. Una sustancia radioactiva emite particulas o de acuerdo a un proceso de Poisson homogéneo con intensidad
de A = 3 por segundo.

a) Si en los primeros cinco segundos se han emitido 12 particulas, ;Cudl es la probabilidad de que exac-
tamente dos de ellas fuesen emitidas en el primer segundo?

b) Las particulas emitidas son registradas por un contador Geiger con probabilidad 3/4. Si al cabo de 3
segundos el contador ha registrado 6 particulas, ;Cuél es la probabilidad de que en realidad hayan sido
emitidas 97

A esta fuente radioactiva se le une otra que emite particulas « con intensidad de p = 5 por segundo.
¢) {Cudl es la distribucién del tiempo de espera hasta que se emita la primera particula?
d) {Cudl es la distribucién del tiempo de espera hasta que el contador registre la primera particula?

e) (Cudl es la probabilidad de que la primera particula detectada por el contador provenga de la segunda
fuente radioactiva?

Demostracion. En este problema tenemos dos fuentes radioactivas. Vamos a denotar con {ndice 1 a las
variables asociadas a la primera fuente (de intensidad 3 particulas/seg.) y con indice 2 a las del segundo.
Asf Ny (t),t > 0 es un proceso de Poisson homogéneo de intensidad A\ = 3 mientras que Nao(t),t > 0 es un
proceso de Poisson homogéneo de intensidad p = 5. La suma de ambos procesos la denotaremos por M.
Por otro lado tenemos los procesos de las particulas detectadas por el contador. Para estos vamos a usar
la notacién Ny, N} y M’ respectivamente.

a) Queremos hallar

P(N(1) = 2|N(5) = 12)

P(N(5) = 12)
_ P(N(1) = 2,N(5) — N(1) = 10)
B P(N(5) =12)
_ P(N(1) =2)P(N(5) — N(1) = 10)
P(N(5) = 12)
_ e ?3%e(3-4)10120 0.283

2110!e—35(3 - 5)12

También es posible usar un resultado que demostramos en el curso: Si conocemos el valor de N(5), la
variable N (1) tiene distribucién binomial con probabilidad de éxito igual a 1/5 y el ntiimero de ensayos es
igual a N(5).



b) Nos interesa ahora el proceso Nj(t), t > 0 de particulas detectadas por el contador, que es un proceso
de Poisson de pardmetro Ap = 3 - 3/4 = 9/4 particulas por segundo. Queremos hallar

P(N:(3) =9, N{(3) = 6)
P(N{(3) = 6)
_ P(Ni(8) = 6|N1(3) = 9)P(N1(3) = 9)

- P(Ni(3) = 6)

P(N1(3) =9|N{(3) = 6) =

Pero si sabemos que han sido emitidas 9 particulas y la probabilidad de deteccién es p = 3/4, el ntimero
de particulas detectadas tiene distribucién binomial con pardmetros 9 y 3/4. Por lo tanto el primer factor

del numerador es 9\ /36,113
BIGNE

Usando esto en la expresién anterior

iy ()(*) "(3) eH(3- 3)%!
PIN(3) =9IME) =6) =0 5533 5. 3/20
9/4

- 673! (%)3 = 0.2

Otra manera de resolver esta parte es observar que el proceso de particulas no detectadas que llamaremos
N{(t) = N1(t) — Ni(t) es un proceso de Poisson con intensidad A(1 — p) = 3/4 particulas por segundo y
ademds es independiente de N7 (t). Por lo tanto

P(N1(3) = 9|N{(3) = 6) = P(N1(3) + N{'(3) = 9IN{(3) = 6)

= P(N{(3) = 3|N{(3) = 6)
= P(N{(3) =3)
e 94 ,9\3
3! (Z) = 0.2

¢) Como las dos fuentes son independientes, el proceso M (t) = Ni(t) + Na(t) es un proceso de Poisson
cuya intensidad es la suma de las intensidades, es decir 3 + 5 = 8. Por lo tanto, el tiempo de espera hasta
que se emita la primera particula de este proceso tiene distribuciéon exponencial de parametro 8.

d) El proceso de particulas detectadas es M'(t) = Nj(t) + N4(t), que tiene intensidad 8 - 3/4 = 6. Por lo
tanto el tiempo de espera hasta que se detecte la primera particula es exponencial de parametro 6,

e) Sea T7 el tiempo de espera hasta que la primera particula proveniente de la primera fuente sea detectada
y T4 el tiempo hasta que la primera particula de la segunda fuente sea detectada. Queremos hallar
P(Ty < Ty) donde estas variables son independientes con distribucién exponencial de pardmetros 9/4 y
15/4, respectivamente.

Vimos en clase (ver notas del curso, seccién 4.1.2) que si S ~ Exp(A) y T ~ Exp(p) entonces

A
PS<T)= ——
( ) pp
En consecuencia
P <T)= -1 5
2TV T 3353 g

a) Sea {N(t),t > 0} un proceso de Poisson homogéneo de pardmetro A y sea 73 el instante en el cual
ocurre el k-ésimo evento. Demuestre que para 0 < t; < tg,

P(Tl >t1, T2 > tg) = 67At2[1 + A(t2 — tl)]

b) Derivando esta férmula halle la densidad conjunta de (71, 72).



¢) Determine las densidades marginales de 71 y To.
d) Determine la densidad condicional para 71 dado que 75 = to.

Respuesta. a) Para 0 < t; < to tenemos que

P(ry > t1, 79 > t3) = P(N(t1) = 0,N(t2) € {0,1})
= P(N(t1) =0,N(t2) — N(t1) € {0,1})
= P(N(t1) = ) (N(t2) = N(t1) < 1)

7)\t167)\(t2 t1) (1 4 )\(tQ _ tl))
67)\7:2 [1 + )\(tQ — tl)]

donde hemos usado la independencia de los incrementos en el tercer paso.

b) Si (71, 72) tiene densidad fr, -, (t1,t2) y 0 < t1 < to entonces

P(ry > t1,m2 > ta) = / Jri7 (2, y) dydx
t1 to
y por lo tanto
> At
f‘l'1 Tz(tlatQ) 8ta ( B (1+A(t75)) S:tl t:tg
0
= (= —At
315( € t=t,
— A2€_>\t2

para 0 < t; < to.
c¢) Para hallar la densidad marginal de 7 integramos la densidad conjunta respecto a 7:

© 0o
fri(t1) = / Ne My =—Xe ™| = Xe M parat; >0,

t1 31
que es la densidad de una variable exponencial de pardmetro A. De manera similar tenemos
to
fr(t2) = MNe Mdr = Ntye ™2, paraty > 0,
0

que es la densidad de una variable I'(2, A).
d) Para 0 < t; < to la densidad condicional es
frim(tilta)  A%em2 1

1|7 1)t = = -
f 1] 2( 1| 2) ng(tQ) )\2t267/\t2 to

que es la densidad de una distribucién uniforme en (0, t3).



