Capitulo 2

Cadenas de Markov

2.1. Introduccion
SeaT C Ry (9, F, P) un espacio de probabilidad. Un proceso aleatorio es una funcién
X:TxQ—=R

tal que para cada t € T', X(¢,-) es una variable aleatoria.

Si fijamos w € Q obtenemos una funcién X (-,w) : T — R que se conoce como una trayectoria del
proceso.

En general interpretamos el pardmetro ¢ como el tiempo aunque también se pueden considerar procesos
con indices en espacios mas generales. En lo que estudiaremos en este curso 1" serd un subconjunto de R.
Los casos més comunes seran

= T discreto (Procesos a tiempo discreto): T =N, T'={0,1,2,...}, T = Z.
» T continuo (Procesos a tiempo continuo): T' = [0,1], T'=[0,00), T = R.

En cuanto a los valores del proceso llamaremos £ al espacio de estados y consideraremos también dos
casos:

= Valores discretos, por ejemplo £ = {0,1,2,...},E=No =7

= Valores continuos, por ejemplo £ = [0,00), £ = R, etc.

2.2. Definiciones

Hablando informalmente, un proceso de Markov es un proceso aleatorio con la propiedad de que dado
el valor actual del proceso Xy, los valores futuros X para s > t son independientes de los valores pasados
X, para u < t. Es decir, que si tenemos la informacién presente del proceso, saber como lleg6 al estado
actual no afecta las probabilidades de pasar a otro estado en el futuro. En el caso discreto la definicién
precisa es la siguiente.

Definicién 2.1 Una Cadena de Markov a tiempo discreto es una sucesién de variables aleatorias X,,,
n > 1 que toman valores en un conjunto finito o numerable &, conocido como espacio de estados, y que
satisface la siguiente propiedad

P(XnJrl = J|X0 = 7;07 .. -7Xn71 = inflaXn = Zn) = P(XnJrl = ]an = Zn) (21)

para todo n y cualesquiera estados ig,41,...,4,,7 en . La propiedad (2.1) se conoce como la propiedad
de Markov.
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En general, es cémodo designar los estados de la cadena usando los enteros no-negativos {0,1,2,...}
y diremos que X, estd en el estado i si X,, = 1.

La probabilidad de que X,,+1 esté en el estado j dado que X, estd en el estado i es la probabilidad de
transicién en un paso de ¢ a j y la denotaremos Pij’i”H:

Pz'rjm+1 = P<Xn+1 = J|Xn = z) (2'2)

En general, las probabilidades de transicién dependen no sélo de los estados sino también del instante
en el cual se efectia la transicién. Cuando estas probabilidades son independientes del tiempo (o sea, de
n) decimos que la cadena tiene probabilidades de transicién estacionarias u homogéneas en el tiempo.
En este caso Pg”“ = P;; no depende de n y P;; es la probabilidad de que la cadena pase del estado
1 al estado j en un paso. A continuacién sélo consideraremos cadenas con probabilidades de transicién
estacionarias.

Podemos colocar las probabilidades de transicién en una matriz

Py Po1 Por DPos
Py P P P
Pyy Py Py Pos

Po Pn P P

que serd finita o infinita segin el tamano de £. P se conoce como la matriz de transicion o la matriz
de probabilidades de transicion de la cadena. La i-ésima fila de P para i = 0,1,... es la distribucién
condicional de X, ; dado que X,, = i. Si el nimero de estados es finito, digamos k entonces P es una
matriz cuadrada cuya dimensién es k x k. Es inmediato que

Pj; = P(Xp41 =j|Xn,=1) >0, parai,j=0,1,2,... (2.3)
> Pj=)Y P(Xpy1=jlX,=i)=1, parai=0,12,... (2.4)
=0 =0

de modo que cada fila de la matriz representa una distribucién de probabilidad. Una matriz con esta
propiedad se llama una matriz estocdstica o de Markov.

Ejemplo 2.1 (Linea telefénica)
Consideremos una linea telefénica que puede tener dos estados, libre (0) u ocupada (1), y para simplificar
vamos a considerar su comportamiento en los intervalos de tiempo de la forma [n,n + 1). Para cualquiera
de estos perfodos la probabilidad de que llegue una llamada es o € [0,1]. Si una nueva llamada llega
cuando la linea esta ocupada, ésta no se registra, mientras que si la linea esta libre, se toma la llamada y
la linea pasa a estar ocupada. La probabilidad de que la linea se desocupe es 8 € [0, 1]. En cada intervalo
de tiempo puede llegar una llamada o se puede desocupar la linea, pero no ambas cosas.

Esta situacién se puede modelar por una cadena de Markov con espacio de estados £ = {0,1}. Las
probabilidades de transicién estdn dadas por

P(Xpi1 = 01X, =0) =1 — o = Py
P(Xn41 =1|Xn =0) =a = FPn
PXp1=1X,=1)=1-8="Pn
P(Xpi1 = 01X, = 1) = f = Py
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Por lo tanto la matriz de transicién es

1—« o
p< ; 1_B>.

Un caso un poco més complicado es el siguiente. Supongamos ahora que si la linea esta ocupada y
llega una llamada, ésta se guarda y permanece en espera hasta que la linea se desocupa. Pero si hay una
llamada en espera no se registran las siguientes llamadas. En cada periodo entra a lo sumo una llamada
a la cola. Cuando en un periodo se desocupa la linea, se identifica el fin del periodo con el momento
de colgar, de modo tal que después de haber colgado ya no se registran mas llamadas en ese periodo.
Como en el ejemplo anterior « € [0, 1] denota la probabilidad de que llegue una llamada y 5 € [0,1] la
probabilidad de que la linea se desocupe. Suponemos ademés que en un mismo periodo no puede ocurrir
que el teléfono esté ocupado con llamada en espera, cuelgue, entre la llamada que estaba en espera y
entre otra llamada en espera.

Para este caso consideramos un espacio de estados con tres elementos: 0 denota que la linea esté libre,
1 cuando la linea estd ocupada y no hay llamada en espera y 2 cuando la linea estd ocupada y hay una
llamada en espera. Para simplificar las expresiones vamos a usar la notacién o/ =1 —«, 8 =1— (. Las
probabilidad de transicién para n € N son

P(Xni1 = 0[Xp =0) =/,  P(Xns1 = 1Xp=0) =,  P(Xps1 =2/ X = 0) =0,
P(Xn+1 = 0|Xn = 1) =0, P(Xn-H = 1|Xn = 1) = O/ﬂl, P(Xn+1 = 2|Xn = 1) = 0‘5/7
P(Xir = 0[Xp =2) =0,  P(Xns1 =1|Xp=2) =B,  P(Xps1 = 2[Xp =2) = 4.

Ejemplo 2.2 (Paseo al Azar o Caminata Aleatoria)

Sean {Y;,i € N} una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, definidas
sobre un espacio de probabilidad (2, F; P) y que toman valores en los enteros £ = Z; denotaremos por
py la distribucién de Y;, es decir py () = P(Y; = x),x € Z. Consideremos la sucesién

X :iyi, neN,
i=0

y veamos que esta sucesién es una cadena de Markov con espacio de estados Z y determinemos sus
probabilidades de transicién.

Es evidente que el espacio de estados del proceso X es Z ya que la suma de dos enteros es un entero.
Para demostrar la propiedad de Markov bastard con probar que para todo n € N y para cualesquiera
20,y Tn, Tnt1 € Z se tiene que

P(Xpi1 =2ni1|Xn =n, ..., Xo = 20) = P(Xpnt1 = Znp1 | Xn = z0). (2.5)

Para ver esto comenzamos por calcular

P(Xy =xg,..., X1 =x1,X0 = x9), 0, T1,...,2 € Ly k €N.
Teniendo en cuenta que X,, = Z?zo Y:, n € N se obtiene que

P Xy =zp,...,. X1 =21, Xo=20) =PYo =20, Y1 =21 — 0, ..., Y = T — Th—1)
= py (zo)py (z1 — x0) - py (T — Tp—1)-
Usando este cdlculo es inmediato que
P(Xpi1 = Tni1|Xn = Tn, .., Xo = 20) = py (Tng1 — Tn)-

Un célculo similar muestra que

P(Yn+1 = Tp41 — -T'ran = xn)

P(Xpt1 = Tny1|Xn = 20n) = P(X, =z,)

:pY(anrl - xn) (26)

y por lo tanto (2.5) se satisface. Las probabilidades de transicién estdn dadas por la ecuacién (2.6). A
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Una cadena de Markov estd completamente determinada si se especifican su matriz de transicion y la
distribucién de probabilidad del estado inicial Xy. Veamos esto: Sea P(Xo = z;) = m(x;) para i > 1. Es
suficiente mostrar como se calculan las probabilidades

P(XOZJZ(),Xl:JZl,...,Xn:JZn) (27)

ya que cualquier probabilidad que involucre a Xj,,...,Xj,, j1 < j2 < --- < ji se puede obtener usando
la Ley de la Probabilidad Total y sumando términos como (2.7). Tenemos

P(Xo=ux9,...,Xn =x,) =P(X,, = zp|Xo =20,..., Xn-1=Tpn_1)
X P(XO = Zo, - - '5Xn—1 = xn—1)7

pero

P(Xn = xn|X0 = Z0y--- 7Xn71 = xnfl) = P(Xn = iCn|)(nfl = xnfl)
=P, 1z,

y sustituyendo en la ecuaciéon anterior

P(Xo =z0o,...,Xp =2n) = Py, _12,P(Xo =20,..., Xn-1 = 2n-1)
= PIn—11n,PCCn—2rn—1P(X0 =0, --- »Xn—Q = xn—Q)
= Pxn,lxnp e Pxoxlﬂ'(xo)- (28)

Tp—2Tp—1"

Un célculo similar muestra que (2.1) es equivalente a

P(XnJrl =UYi,-- -7Xn+m = ym|XO = wa--;anl = mnflaXn = xn)
= P(XnJrl =Yi,--- 7Xn+m = ym|Xn = xn)

2.2.1. Consecuencias de la Propiedad de Markov

En esta seccién veremos algunas consecuencias de la propiedad de Markov (2.1).

Proposicion 2.1 La propiedad de Markov es equivalente a la siguiente condicion: Para todo n € N y
x € &, condicionalmente a X,, = =z, la distribucion de X411 es (Pyy,y € &) y es independiente de
Xo,..., X,_1.

Demostracién. Comenzamos por suponer cierta la propiedad de Markov. Para probar la propiedad del
enunciado basta demostrar que para todon € Ny zg,x1,...,2Zpn,Znt1 € € en & se tiene que

P (XO =0y, anl = :EnflaXnJrl = iCn+1|)(n = xn)

(2.9)
= P (Xo =ZQgy. .- 7Xn—1 = ZL’n_1|Xn = CEn) P:Eﬂ,azn,+1'

En efecto, el lado izquierdo de la ecuacién (2.9) se puede escribir como

P(Xo=2x0,. -y Xn-1=2Tn-1,Xnt1 = Tnt1, Xn = Tp)
P (X, =x,)
=P (Xpt1 =2p41|Xo =20, -, Xno1 = Tne1, Xpn = Tp,)
P(Xo=x0,..., Xn-1=2Tp_1,Xpn =1xp)
P(X,=x,)
P(Xo=20,.. ., Xpn-1=2p_1|Xn =),

LI =

=P,

T, Tn+1
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la dltima igualdad es consecuencia de la propiedad de Markov y de la homogeneidad de la cadena.
Ahora demostremos que la afirmacién en la proposiciéon implica la propiedad de Markov. Para ello basta
demostrar que la probabilidad

P (XnJrl = $n+1|XO = Zo,--- 7Xn71 = mnflan = xn) P
no depende de xg,...,x,_1. En efecto, el resultado se deduce de la siguiente serie de igualdades:

P(Xp41=2pt1|Xn =20, Xno1 =2p—1,..., Xo = x0)
P (Xpp1 = 2ng1, Xy =20, X1 = Tp1,. .., Xo = T0)
P(Xo=2x0,.- -, Xn-1=2Tp_1,Xn = Ty)
P(Xp+1=2pt1, Xn—1=Tp_1,...,X0 = 20| Xpn = xp)
P(Xo=2x0,..., Xn-1=2Tpn-1|Xn =2n)
P(Xo=m0,...,Xn-1=2n 1|Xn = 2n) X P, zpis
P(Xo=20,.. s, Xpn-1 = Tp_1|Xpn = p)

=P,

LTnTn+1"

|
El siguiente resultado refuerza la idea de que si conocemos el presente, el pasado no tiene ninguna
influencia en el comportamiento futuro de una cadena de Markov.

Proposicién 2.2 Sean X una cadena de Markov (7, P), con espacio de estados €, x,y,z € £ y0 < m <
n—1,n,m e N. Se tiene que

P(Xn-‘rl = y|Xn =z, X, = Z) = P(XTL-H = y‘XTL = I) = P%y'

Demostracion. Para simplificar la notacién haremos la prueba solamente en el caso en que m = 0, la
prueba del caso general es muy similar. Usaremos el hecho que el conjunto €2 se puede escribir como la
unioén disjunta de los siguientes conjuntos:

Q: U {Xlzl‘l,...,Xn_lzl‘n_l},

@1, €E
y en particular Q = {X; € £}, para calcular la probabilidad P(X, 1 = y| X, = z, Xo = z). Se tienen las
siguientes igualdades:
PXp1=y,Xpn=2,Xp,1€€&,....X, €& Xo=2)
P(X,=2,Xy=2)
B PXpi1=y,Xn=2,Xpn-1=2n_1,...,X1 =21,X0 = 2)
Z P(X,=2,X9=2)

P(Xn+1 = y|Xn =z, Xg= Z) =

T1,...,Lp_1€E

- § P(Xn—i-l :y|Xn:x7Xn—1 :xn—la---aXl :Jfl,XO:Z)
T1,Tn—1€E

PX,=zXp1=2p-1,..., X1 =21, X0 = 2)

% P(X, =z, Xo = 2)

= Z P (Xnp1 =y Xy = 2)

% P(X’n:x7Xn71 :x’n717"'7X1 :x17X0 :Z)
P(Xn =z, Xo :Z)
Z P(Xn =z, Xn 1=y 1,...,X1 =71, Xp :Z)

- ijy — —
T1,e,@n—1€E P(X” =z, Xo = Z)
P P<X7l:-r7Xn—]_€g,.’Xleg’onz)

=y P(X, =, X0 =2)
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=P

T, Y

para justificar estas igualdades utilizamos el hecho de que la probabilidad de la unién numerable de
conjuntos disjuntos es igual a la suma de las probabilidades de dichos conjuntos y la propiedad de
Markov. |

De manera anéloga se puede demostrar que al condicionar con respecto a cualquier evento del pasado
la propiedad de Markov sigue siendo valida en el sentido siguiente.

Proposicién 2.3 Sean y,x € E,n € N y Ag, A1,..., A1 CE. Se tiene que
P(Xn+l = y|Xn =x,X,_1€ An—17 ..., Xp € Ao) = P(Xn+1 = len = x) (210)

Otra forma de probar este resultado es utilizando la forma equivalente de la propiedad de Markov que
fue enunciada en la Proposicién 2.1. En efecto, basta con darse cuenta que el lado izquierdo de (2.10)
puede escribirse como sigue

P(Xn+1 = y7Xn,1 S A,...,XO S Aoan = l’)
P(Xn_l S A, ..., Xg € A0|Xn = Z‘)
= P(Xp+1 =y|Xn = 2),

P(Xn+1 :y|Xn:(L',Xn,1 €A7...,X0 EA()) =

donde la tltima igualdad es consecuencia de la ecuacién (2.9).

Finalmente, la idea de que una cadena es homogénea en el tiempo sera reforzada por el siguiente
resultado, que dice que la ley de la cadena observada a partir del instante m es la misma que la de aquella
observada al tiempo n = 0.

Proposicién 2.4 Sean m,k € N y xo,21,...,Zm, ..., Tmik € E, Se tiene que

P(Xmt1 = Tms1y s Xtk = Tk | Xon = T,y -+, Xo = 20)
= P(X1 = :Em+1,...,Xk = SL‘m+k|X0 = S(:m)

Demostracion. Usando la ecuacién (2.8) se tiene que

P(Xm+1 = Tm+1y--- ,Xerk = (Em+k|Xm = Tmy--- 7)(0 = LEQ)
o P(Xm+1 = Tm+1s--- aXm-i-k = xm+k,Xm = Tmy--- ,Xo = 1‘0)
o P(Xm:l’m,...,XO:l’o)
_ 77(5170)13350,:81 ce P:cm,l,xm P:cm,xm+1 to P:cnz+k,1,9c,,l+k
7(20) Pug,or P10
= meﬂferl T meJrk,l,a:erk
= P(Xl = Tm+1y--- ,Xk = l‘m+k|X0 = xm)

2.2.2. Ejemplos

Ejemplo 2.3

Sea &;,% > 1 v.a.iid. con valores sobre los enteros positivos: P(§; = j) = p; para j > 0. Construiremos
varios ejemplos con base en esta sucesién.

a) El primer ejemplo es la sucesién (§;) con & fijo. La matriz de transicién es

Po P11 P2 D3
Po P1 P2 P3

P=1py p1 p2 p3
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El hecho de que todas las filas sea idénticas refleja la independencia de las variables.
b) Sea S, =& +---+ &, n=1,2,... y Sg = 0 por definicién. Este proceso es una cadena de Markov:

P(Spy1 =k|S1 =1i1,...,5, = in) = P(Sn + &1 = K|S1 =1,..., 5 = in)

(
(in+£n+1 = klsl :ila“-ySn = Zn)
(
(

P
P
P(Sny1 = K|S, = in).

Por otro lado tenemos

P(SnJrl :j|Sn :i) = P(Sn+fn+1 :j‘Sn :i)
= P(én—i—l :] 77'|Sn = Z)

_ pj—i7 paraj Z i7
0, para j < 1,

y la matriz de transicion es

Po P1 P2 D3
0 po p1 p2
P=10 0 po m

¢) Si las variables &; pueden tomar valores positivos y negativos entonces las sumas S,, toman valores en
Z y la matriz de transicion es

b— Po P1 P2 P3
-3 P

(d) Méximos Sucesivos.

Sea M, = max{&1,...,&n}, paran =1,2,... con My = 0. El proceso M,, es una cadena de Markov
y la relacién

Mn+l = méX{Mn7 fn-‘rl}

nos permite obtener la matriz de transicién

Qo p1 p2 D3

0 Q1 p2 p3
p=|0 0 Q2 p3
0

0 0 @3
donde Qk = po +p1 + -+ pr para k > 0.

Ejemplo 2.4 (El Paseo al Azar Simple)
Consideremos una sucesién de juegos de azar en los que en cada juego ganamos $1 con probabilidad
p = 0.4 y perdemos $1 con probabilidad 1 —p = 0.6. Supongamos que decidimos dejar de jugar si nuestro
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capital llega a NV o si nos arruinamos. El capital inicial es Xy y X, es nuestro capital al cabo de n juegos.
Sea &; el resultado del i-ésimo juego:

—1, con probabilidad g,

)

€ — {+1, con probabilidad p,

entonces
Xn:XO+§1+"'+£n

y estamos en la situacion del ejemplo anterior,
P(Xpp1 =4l Xn=1,Xn-1=tn-1,...,X1 =1i1)
=PX,+&+1=71Xn=0,Xn1=tpn-1,...,X1 =11)
= P(Xn + &nt :J|Xn = Z) = P(§7L+1 =J _i|Xn = Z)
0.4, sij=i+1,
=Pl =j—1)=406, sij=i—1,

0, en otro caso.
La matriz de transicién en este caso es
1 0 0 0 0 0 O
06 0 04 O 0 0 O
0 06 0 04 0 0 O
P =
0 0 0 0O --- 06 0 04
0 0 0 o --- 0 0 1

Con mayor generalidad podemos pensar que una particula describe el paseo al azar cuyos estados son
un conjunto de enteros finito o infinito, por ejemplo a,a 4+ 1,...,b — 1,b. Si la particula se encuentra en
el estado ¢, en una transicién puede quedarse en 7 o pasar a los estados ¢+ 1 o ¢ — 1. Supongamos que las
probabilidades de transiciéon son estacionarias y llamémoslas r, p y ¢, respectivamente, con r +p+q = 1.
Hay dos casos especiales en los extremos de la cadena. Si ponemos a =0y b = N entonces

P(ano‘Xn,IZO):T(), P(Xn:N|Xn71:N):TN,
P(Xn:]-‘X’n—l:O):pO, P(Xn:N71|Xn—1:N):(IN,
P(Xn:—l‘Xn_IZO):O, P(X7L:N+1|Xn_1:N):O,

y la matriz de transicion es

To Po 0 0 0 0 0
qg r p O 0 O 0
0 q r p 0 O 0
p=10 0 q r 0 0 0
o 0 00 --- q r p
0 0 0 0 O qN N

El paseo al azar simétrico corresponde al caso r = 0, p = ¢ = 1/2 y representa una aproximacién
discreta, de un Movimiento Browniano. Si pg = 0, rg = 1 decimos que el estado 0 es absorbente o que
0 es una barrera absorbente. Si en cambio py = 1, 1o = 0, al llegar al estado 0 la particula regresa
inmediatamente al estado 1. Decimos en este caso que 0 es un estado reflector o que es una barrera
reflectora. Algo similar ocurre para el estado N. Si 0 < pg, qo < 1 el estado 0 es un reflector parcial o una
barrera parcialmente reflectora. A
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Ejemplo 2.5 (El Modelo de Ehrenfest)

Este modelo, propuesto inicialmente por Paul y Tatiana Ehrenfest, representa una descripciéon matematica
simplificada del proceso de difusion de gases o liquidos a través de una membrana. El modelo consiste
de dos cajas A y B que contienen un total de N bolas. Seleccionamos al azar una de las N bolas y la
colocamos en la otra caja. Sea X,, el nimero de bolas en la caja A después de la n-ésima transicion; X,
es una cadena de Markov:

N —i
N

P(Xn+1 :Z+1|Xn :iaXn—l :in—lw"aXO :ZO) =

ya que para aumentar el nimero de bolas en A hay que escoger una de las bolas en B. Similarmente,

g

P(Xn-‘,—l =1 — 1‘X'n, = Z‘aAXvn—l = in—lv"',XO = ZO) = N

Resumiendo, las probabilidades de transicién son

N —1 i
P = N Py = N
Para el caso N = 5, por ejemplo, la matriz de transicién es

0 1 0 0 0 0

/5 0 4/5 0 0 0

p_ 0 2/5 0 3/5 0 0

I 0 3/5 0 2/5 0
0 0 0 4/5 0 1/5

0 0 0 0 1 0

Ejemplo 2.6 (Modelo de Inventario)

Una tienda de aparatos electrénicos vende un sistema de juegos de video y opera bajo el siguiente esquema:
Si al final del dia el nimero de unidades disponibles es 1 6 0, se ordenan nuevas unidades para llevar el
total a 5. Para simplificar supondremos que la nueva mercancia llega antes de que la tienda abra al dia
siguiente. Sea X, el nimero de unidades disponibles al final del n-ésimo dia y supongamos que el niimero
de clientes que quieren comprar un juego en un dia es 0, 1, 2, 6 3 con probabilidades 0.3;0.4;0.2 y 0.1
respectivamente. Tenemos entonces la siguiente matrix de transicién

0 0 01 02 04 03
0 0 01 02 04 03
03 04 03 O 0 0
0.1 02 04 03 0 0
0 01 02 04 03 O
0 0 01 02 04 03

P:

Esta cadena es un ejemplo de una politica de control de inventarios (s,.5) con s =1y S = 5: cuando el
stock disponible cae a s o por debajo de s, se ordena suficiente mercancia para llevar el stock a S = 5.
Sea D,, la demanda en el n-ésimo dia. Tenemos

X, —D,.1)t siX,
Xn+1 — ( +1) S? > s, (211)
(S—Dyi1)t s X, <s.

La descripcién general de este esquema de inventario es la siguiente: se tiene un inventario de cierto
producto con el fin de satisfacer la demanda. Suponemos que el inventario se repone al final de periodos
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que etiquetamos n = 0,1,2,... y suponemos que la demanda total durante un periodo n es una v.a. D,
cuya distribucién es independiente del perfodo (es decir, es estacionaria):

P(D,=k)=p,,  k=0,1,2,...

donde pi, >0, >, pr = 1.

El nivel del inventario se verifica al final de cada periodo y la politica (s,S) de reposicién (s < S)
estipula que si el nivel de inventario no estd por encima de s, se ordena una cantidad suficiente para
llevar el inventario a S. Si, en cambio, el inventario disponible es mayor que s, no se produce una orden.
Llamemos X,, al inventario disponible al final del n-ésimo periodo.

Hay dos situaciones posibles cuando la demanda excede al inventario:

1. La demanda no satisfecha se pierde.

En este caso el nivel del inventario nunca puede ser negativo y vale la relacién (2.11).

2. La demanda no satisfecha en un periodo se satisface inmediatamente después de renovar el inven-
tario.

En este caso el nivel del inventario puede ser negativo y satisface

X _ JXn = Dpy1 st Xy >,
KA P Dyt si X, <s.

La sucesién (X,,)n>1 es una cadena de Markov con probabilidades de transicién

PDpy1=i—j3) sis<i<$§,

j (Xnt1 =14l i) {P(Dn+15j) en otro caso.

Ejemplo 2.7 (Rachas)

Realizamos una sucesién de juegos en idénticas condiciones con probabilidad de éxito (E) p y de fracaso
(F) ¢ = 1 —p. Decimos que ocurre una racha de longitud k en el juego n si han ocurrido k éxitos sucesivos
en el instante n luego de un fracaso en el instante n — k

n-k n-k+1 n-k+2 n-k+3 n

Para estudiar este proceso como una cadena de Markov definimos los siguientes estados: Si el ensayo
resulta en fracaso, el estado es 0. Si resulta en éxito, el estado es el nimero de éxitos que han ocurrido en
sucesién. Por lo tanto, desde cualquier estado i puede haber una transicién al estado 0 (si hay un fracaso
en el préximo juego) con probabilidad p, mientras que si hay un éxito la racha continua y la transicién
es de i a7+ 1. La matriz de transicién es

s

|
SRR R R
coo
cox o
os oo
S oo o
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Ejemplo 2.8

Sean X una variable aleatoria que toma valores en &, {Y,, : Q@ — S,n € N} una sucesién de variables
aleatorias independientes entre si y de Xy, con valores en un conjunto Sy F : £ x S — £. En general,
cualquier fenémeno descrito por una relacién en recurrencia aleatoria de la forma

Xn+1 = F(XnaYTH-l)? ne N7
es una cadena de Markov. Verifiquemos la propiedad de Markov

P(X71,+1 - y|XO = TQy--- aXn—l - In—len == x) - P(X71,+1 - y‘Xn == l‘)

paran € Ny xg,...,x,-1,2,y € £. Para ello observemos que existe una sucesion de funciones deter-
ministas g, : £ x S™ — &, tal que X,, = g,(Xo,Y1,...,Y,). En efecto, estas pueden ser definidas por la
recurrencia go(x) = x,x € £, yparar €Ey 21,...,2, €S

gn(xa Zlyeeny Zn) = F(gnfl(mv 21y, anl); Zn)a n 2 1.

Usando esto se tiene que

P(Xp+1=9y|Xo =20, -, Xn-1=2pn_1,Xn =)
 P(Xo=20,...,Xn 1 =2p 1, Xn =2, X041 =Y)
PXo=z0,-.-, Xn-1=2Tp_1,Xn, =2x)
P(Xo=z0,91(x0,Y1) = 1, .-, gn(T0, T1y -« oy 1, Yo) = 2, F(2, Y1) = v)
P(Xo = x0,91(x0, Y1) =21, ., gn(T0, T1, ..., Tp_1,Yn) =)
P(Xo = x0,91(x0, Y1) =21, ..., gn (20, X1, -« -, Ty—1, Yn) = ) P(F (2, Ynt1) = y)
P(Xo =z0,91(x0, Y1) =21, .., gn(T0,T1, ..., Tpn—1,Yn) =
= P(F(z,Yn1) =),

donde z; representa los valores tales que F(x;_1,%;) = x;41. Por otro lado, usando la independencia se
tiene que
P(F<Xn7Yn+l) = y7Xn = -T)

P(X, =x)
P(F(2, Y1) =y, X, =)

P(X, =)
_ P(F(,Yo1) = y)P(X,, =)

P(X, =)

= P(F(z,Yn41) = y).

P(Xn+1 =y|Xn =2) =

2.3. Matrices de Transicion

Una herramienta fundamental en el estudio de las cadenas de Markov lo constituyen las matrices de
transiciéon en n pasos: P" = (PZ-’}), donde P;; denota la probabilidad de que el proceso pase del estado ¢
al estado j en n pasos:

‘P’LT; = P(Xn+m = j‘Xm = ")

Recordamos que estamos trabajando con procesos cuyas matrices de transicion son estacionarias.

Teorema 2.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov) Si P = (P;;) es la matriz de transicién (en
un paso) de una cadena de Markov, entonces

Py =3 PP (2.12)
ke&
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para cualquier par fijo de enteros no-negativos v y s que satisfagan r + s = n, donde definimos

P(O) a i = j7
* 0, i#j
Demostracion.

Para calcular P/} hacemos una particion segun los valores posibles de la cadena en el instante 7:

Pl = P(X, = j|Xo = i)

:ZP(X =4, X, = k|Xo =)
_Z _], _kXO_Z)
X():Z)
Z n_]v —kXO_Z)P(X:k7X0:Z)
o —]C,X()—Z) P(X():Z)

:E:PXﬁ=ﬂ&=kﬁb=DﬂXw=M%=U
= ZP(Xn = j|X, = k)P(X, = k| X, = i)

(r (s)
- szk kj *

|

Observamos que la relacién (2.12) representa la multiplicacién de las matrices P vy PG de modo

que P™ es simplemente la n-ésima potencia de P. Por esta razén eliminamos de ahora en adelante los
paréntesis en la notacion del exponente.

Si la probabilidad de que el proceso esté inicialmente en j es 7(j):

entonces la probabilidad de que el proceso esté en el estado k en el instante n es

P(X, = k) = P = 3 n(j)Pj.

En general no es sencillo calcular las matrices de transicién a n pasos. En el proximo ejemplo presen-
tamos un caso particular en el cual esto se puede hacer explicitamente.

Ejemplo 2.9 (Cadena con dos Estados)
Consideremos una cadena con dos estados, 0 y 1, y matriz de transicién

l-« «a
P =
(5" 1%)
Si @ =1 — 3 las filas coinciden y se trata de v.a.ii.d. con P(X,, =0) =8, P(X, =1) =
Para una cadena de estas dimensiones podemos calcular explicitamente la matriz de transicién en n

pasos:
w1 (8 ay,(0-a=f"(a -a
P a+6<5 a)* Py <—ﬂ 6) (2.13)
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G (s
pr— aiﬂ(A—l—(l—a—ﬁ)"B).

Comenzamos por calcular los siguientes productos
B8 a) (1 -« « )
AP = = A
<ﬁ o g 1-p
a -« 1l—«a «
BP =
(5 ) (5" %)

_(a—-a*—aBf —a+a’+ap
T\ Braf+p* f-af -5
—(1-a-B)B

Usando la notacién

tenemos

Demostraremos (2.13) por induccién. Para n = 1 tenemos

L) ()

a+B8\B « a+p -8 B
_ 1 (B+a(l-a-B) a-a(l-a-p)
_a+ﬁ<ﬁ—ﬁ(1—a—ﬁ) a+ﬁ(1—a—5))
1 (,B—i—oz—oﬂ—aﬂ a? +ap )—P
T a+p af + 2 a+tf—af-p*) "

Para completar la prueba por induccién supongamos cierta la férmula para n, entonces

n 1 — o — n
PP = S ,8<A+(1 a—p)"B)P
—L n+1 — pntl
== B(A—f—(l—i—a—i—ﬁ) B)=P

Observamos que |1 —a — 8| < 1 cuando 0 < o, 8 < 1 y, por lo tanto (1 —a — )" — 0 cuando n — o0 y
B o
lim P" = | o4f P
n—00 oFB otB

A

En otros casos podemos utilizar el siguiente resultado de &algebra lineal, que enunciamos sin de-
mostracién.

Teorema 2.2 Sea A una matriz de transicion de n X n con n valores propios distintos A1, Aa, ..., Ap.
Sean v1,va,...,v, vectores columna de R™ tales que v; es un vector propio correspondiente a \; para
i = 1,2,...,n. Sea C la matriz n X n que tiene a v; como i-ésimo vector columna. Entonces C es

invertible y C~*AC = D, con D la matriz cuyas entradas estin dadas por d;; = N\; y d; j =0 si i # j,
i,7 €{1,2,...,n}. Ademds, la k-ésima potencia de A, esta dada por

AW = cpWot,

y las entradas de D*) estdn dadas por dg? = dﬁj para i,j € {1,2,...,n}.
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Para cualquier vector x € R" se tiene que
AR g — rl)\’fvl + 7’2)\’2“1)2 4+t rnAvan,
donde (r;,i € {1,...,n}) estdn dados por
t

C7 e =(ri,re,...,10)

Ejemplo 2.10
Sea X = {X,,n > 0} una cadena con matriz de transicién

0 1 0
P=|( o0 1/2 1/2
/2 0 1/2

El objetivo de este ejercicio es encontrar la forma general de la entrada (1,1) de la matriz P™, es decir
Pffl, para toda n > 0. Usando el teorema 2.2 calculemos la ecuacién caracteristica de P.

0 =det{P — «I}
=-—2(1/2 —z)* +1/4
=—(v/4—2® + 2% - 1/4)
=—(z—1)(z* +1/4)
=—(z—-1(z—1i/2)(z+i/2).

Los valores propios de P son todos distintos A\; = 1, \g = i/2, A\3 = —i/2. Se tiene entonces que:
1 0 0 1 0 0
P=cCc| 0 /2 0 ct y pP=cC| o0 (i/2)" 0 c,
0 0 —i/2 0 0 (=i/2)"

y por lo tanto que para algunos ntimeros complejos a, b, ¢

Py =a+b(i/2)" + c(—i/2)".

Recordemos que +i = eFi™/2 y

<i;>n<;)neim“m(;)n(codnm&)iismﬁnw/m)

Usando esto podemos escribir a P{} como

Pli=a+p (;)ncos(mr/Q) + v (;)nsen(mr/Q), n > 0.

donde o = a,8 = b+ ¢,y = i(b — ¢). Para terminar determinemos a «, 8,7, (los cuales serdn a fortiori
numeros reales dado que P} es un numero real). Basta con resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

1=PY =a+p

1
0=P =a+5y

2
0=P% =q- 16
11 4 )
para ver que a = 1/5,8 =4/5,v = —2/5. De donde vemos que
1 4 /1\" 2 (1\"
Pl = = + = (2> cos(nm/2) — £ <2> sen(nm/2), n > 0.

El mismo método puede ser empleado para calcular el resto de las entradas de la matriz P™. A
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2.4. Clasificacién de los Estados

Definicién 2.2 Sea £ el espacio de estados de una cadena de Markov y A C &. El tiempo de llegada a
A se define como
Ty =min{n >1: X, € A} (2.14)

si X, € A para algin ny Ty = oo si X,, ¢ A para todo n > 0. Es decir, es el primer instante luego del
inicio de la cadena, en el que la cadena visita al conjunto A. Si A = {a} para algin a € & escribimos Tj,.

Una relacién importante asociada a los tiempos de llegada es la siguiente:
ZP T;=m)P™,  n>1 (2.15)

Observamos que

y ademas
Pi(T;=2)=)Y Pi(X1=kXs=3j)=) PPy
Py k]

Para valores mayores de n tenemos

P(T;=n+1)=Y PyPu(Tj=n), n>L (2.16)

k#j
Definicién 2.3 Definimos
Pij = Pz(TJ < OO) = P(Tj < OO|X() = i), (217)

la probabilidad de que una cadena que comienza en i visite el estado j. En particular, p;; es la probabilidad
de que una cadena que comienza en j, regrese a j.

Observamos que

by = PAT; < 00) = S PAT, (2.18)
m=1

Definicién 2.4 Decimos que un estado j es recurrente si pj; = 1y transitorio si pj; < 1.

Si j es recurrente y la cadena comienza en j, entonces regresa a j con probabilidad 1. Si, en cambio,
J es transitorio, hay una probabilidad positiva e igual a 1 — p;; de que si la cadena comienza en j, nunca
regrese a ese estado. Si j es un estado absorbente, P;(7; = 1) = 1 y por lo tanto p;; = 1, de modo que
un estado absorbente es necesariamente recurrente.

Ejemplo 2.11 (Paseo al Azar con N=4)
La matriz de transicién es

Los estados 0 y 4 son absorbentes, y por lo tanto son recurrentes. Veamos que los otros estados, 1, 2 y 3,
son transitorios.
Si estamos en 1 y la cadena pasa a 0, nunca regresara a 1, de modo que la probabilidad de nunca
regresar a 1 es
Pl(Tl:OO):P(T1:OO|X0:1)2P10:06>0
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De manera similar, comenzando en 2, la cadena puede ir a 1 y luego a 0, de modo que
PQ(TQZOO)ZP(TQZOO|X0:2) 2P21P10:0.36>0.

Finalmente, si comenzamos en 3 observamos que la cadena puede ir inmediatamente a 4 y no regresar
nunca con probabilidad 0.4:

Pg(Tg = OO) = P(Tg = OO|X0 = 3) > P33, =04>0.

Sea 1;(x) la funcién indicadora del estado j, definida por

1.(z) 1, siz=y,
() =
! 0, six#j.

Sea N (j) el nimero de veces que la cadena visita el estado j:
o
N@G) = 15(Xn). (2.19)
n=1

Como el evento {N(j) > 1} equivale al evento {T; < oo}, tenemos que
PZ(N(]) > 1) = PZ(T] < OO) = Pij- (2.20)

Proposiciéon 2.5 La probabilidad de que una cadena que comienza en i visite el estado j por primera
vez en el instante m y que la proxima visita ocurra n unidades de tiempo después es

BT} = m)Py(T; = n). (2.21)
Demostracién. Tenemos

P(Xn+m :jaXn+m—1 ?éja-~-aXm+1 #jaXm :jaXm—l ?éj;---Xl 7£]|X0 :i)
= P(Xotm =, Xntm—1 F Js ooy X1 # 3| X = 5, Xon—1 # J, ... X1 # j, Xo = 1)
X P(Xm = J, Xm—1 # J,... X1 # J,|Xo =1)
= P(Xpim =, Xntm-1# Js- - s Xmg1 # 3| Xn = )P (X = J, Xon—1 # J, ... Xa # j| Xo = 4)
= P(T; = n) (T = m).

|
Adema&s usando (2.21) y (2.18)
o0 (o)
Pi(N(j) 2 2) = Z ZPI(TJ =m)P;(T; =n)
m=1n=1
= (Z Pi(T; :m))<ZPJ(TJ *”))
m=1 n=1
PijPyj
De manera similar se demuestra que
Bi(N(j) = m) = pipi~ ', m>1. (2.22)

Como
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obtenemos que
P(N(j) =m) = pizplly 11— pj;), m=>1, (2.23)

y ademas

Recordemos que la notacién E;[X] indica la esperanza de la variable aleatoria X dado que la cadena
de Markov comienza en ¢. Entonces
Ei[1;(X(n))] = Pi(Xn = j) = Pj}. (2.25)

Obtenemos a partir de (2.19) y (2.25) que

= EZ[Z 1j(Xn)] = Z Ei[lj(Xn)] = Z Pz
n=1 n=1 n=1

En la expresion anterior podemos intercambiar la esperanza y la serie usando el Teorema de Tonelli ya
que los sumandos son todos no-negativos. Llamemos

Gli,j) = _S (2.26)

n=1

G(i,7) denota el valor esperado del nimero de visitas a j de una cadena de Markov que comienza en i.
Teorema 2.3 a) Sea j un estado transitorio, entonces Pi(N(j) <oo) =1y

Gi.j) = T~ ffo i €&, (2.27)
23

que es finita para todo i € £.
b) Sea j un estado recurrente, entonces P;(N(j) =o00) =1y G(j,j) = co. Ademds

PZ(N(]) = OO) = Pi(Tj < OO) = Pij, 1€€&. (2.28)
Si pi; = 0 entonces G(i,7) = 0 mientras que si p;; >0, G(i,7) = 0o
Demostracién. a) Sea j un estado transitorio, como 0 < p;; < 1, sigue de (2.22) que

P,(N(j)=00) = lim P;(N(j) >m)= hm pUPm 1_y.

m— o0

Usando ahora (2.23)

G(’L j) ZmP Zmpsz]j 1 p]])

Por otro lado, tenemos el siguiente resultado para series de potencias

> 1
Z mim—1 — =D para |t| < 1,

y usando este resultado obtenemos que

o pii(L=pi5)  pig
Gl.g) = (1—=pj)?  1—=pj

< 00.
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b) Supongamos que j es recurrente, entonces p;; = 1 y de (2.22) sigue que

Fi(N(j) = 00) = lim Bi(N(j) >m) = lim_pij = pi

m—o0

y en particular P;(N(j) = o0) = p;; = 1. Si una v.a. no negativa tiene probabilidad positiva de ser
infinita, su valor esperado es infinito. Por lo tanto

G(j,7) = Ej[N(G)] = o0

Si pij = 0 entonces P;(T; = m) = 0 para todo m € N, por (2.15) obtenemos que Pj; =0,n > 1y en
este caso G(4,7) = 0. Si p;; > 0 entonces P;(N(j) = 00) = p;; > 0 y en consecuencia

G(i,j) = Ei[N(j)] = oc.

Observacion 2.1
1. Sea j un estado transitorio, como > 7, Pl = G(i,j) < 0o, i € £, vemos que

lim P =0, i€c&. (2.29)

n—roo v

2. Una cadena de Markov con espacio de estados finito debe tener al menos un estado recurrente: Si
£ es finito y todos los estados son transitorios, por (2.29),

03 o 7 = fim Y i R, €)1
jEE JjEE

lo cual es una contradiccion.

2.5. Descomposicién del Espacio de Estados

Decimos que desde el estado i se llega 0 se accede al estado j si P} > 0 para algin n > 0. Es facil ver
que esto es cierto para ¢ # j siy sélo si p;; > 0. Por lo tanto desde 4 se accede a j si hay una probabilidad
positiva de que en un numero finito de pasos, se pueda llegar al estado j partiendo del estado i. Notacién:
1= J.

Sii — jyj — i decimos que los estados se comunican y escribimos ¢ < j. Si dos estados no
se comunican, o bien P = 0, Vn > 0, o bien Pj; = 0, Vn > 0, o ambos. Esta es una relacién de
equivalencia:

b)icjejei
c) Sii<> jyj<> kentonces i+ k.

i< j=3dnt.q Pj>0, Jeri=3Imt.q P" >0,

y usando ahora las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
(n+m) _
P, —ZZTL;ZZ 5 Pik > 0.
T

Un argumento similar muestra que existe s tal que P, > 0.
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Esta relacién de equivalencia divide el espacio de estados £ en clases de equivalencia que también
llamaremos clases de comunicacion. Los estados de una clase de equivalencia son aquellos que se comunican
entre si.

Puede ocurrir que partiendo de una clase de equivalencia, la cadena entre en otra. Si esto ocurre,
claramente la cadena no puede regresar a la clase inicial, pues si lo hiciera las dos clases se comunicarian
y formarfan una sola clase.

Definicién 2.5 Decimos que la cadena es irreducible si hay una sola clase de equivalencia, es decir, si
todos los estados se comunican entre si.

Teorema 2.4 (a) Si i — j pero j - i entonces i es transitorio.
(b) Sii es recurrente e i — j entonces j es recurrente y p;; = pj; = 1.

Demostracion. Supongamos que ¢ — j y sea
= min{k : P}, > 0} (2.30)

el menor numero de pasos necesarios para ir de ¢ a j. Como Fj; > 0 existe una sucesién de estados
jlvaa s 7jl€71 tal que

Pijlpjljz e ij—lj >0
Como « es el minimo, todos los j. # i, 1 < r < k, pues en caso contrario habria una sucesién mas corta,

y tenemos

PZ(Ti = OO) Z Pij1Pj1j2 e ij_lj(l — pﬂ) (231)

Si j - i tenemos p;; = 0y por lo tanto P;(T; = 0o) > 0, es decir p; = P;(T; < 00) < 1, lo que implica
que i es transitorio. Esto demuestra (a).

Supongamos ahora que 7 es recurrente, entonces el lado izquierdo (2.31) es 0, de modo que si p;; < 1
tendriamos una contradiccién. Por lo tanto p;; = 1y j — i. Para completar la demostracién de (b) falta
ver que j es recurrente y que p;; = 1.

Como pj; = 1 existe un entero positivo N tal que Pﬁ[ > 0 y tenemos
pltrte = py(X =
i = Pj(XNin+r =J)
> PJ(XN = i7XN+n = i7XN+m+n = j)
N
= sz‘ PZZLP{;

Por lo tanto

G(j’j):ZPJnj%Z Z by

m=1 m=N+n+kx

o0
_ N+n+k N pkK n
- ij ijipijE Pii
n=1

n=1
— pN pk ; _
= Pj; PijG(z,z) =00
y vemos que j también es recurrente.
Ahora, como j es recurrente y j — %, por lo que hemos demostrado vemos que p;; = 1. |

Corolario 2.1 Sea C una clase de comunicacion. Entonces todos los elementos de C son recurrentes o
todos son transitorios.
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Ejemplo 2.12
Consideremos una cadena con espacio de estados & = {1,2,3} y matriz de transicién

03 07 O
P=102 04 04
0.1 0.6 0.3

Veamos que todos los estados son recurrentes. En primer lugar observemos que no importa en cual estado
estemos, siempre hay una probabilidad positiva de ir al estado 1 en el paso siguiente. Esta probabilidad
es de, al menos, 0.1 y en consecuencia la probabilidad de no visitar el estado 1 en el paso siguiente es, a
lo sumo, 0.9. En consecuencia, la probabilidad de no visitar el estado 1 en los préoximos n pasos es, a lo
sumo, (0.9)™ y obtenemos

P(Ty >n)=P(T1 >nlXo=1)<(09)" =0, (n— o0).
Por lo tanto

P(Ty < o0) = PI(UpZ {Th = n}) =1 - P (U2 {Th = n})°)
=1- P (N2 {Th = n})
=1— lim P(Nf_,{Ty =n}°)
k—o0
=1-lim (T3 > k) =1.
k— o0
Un argumento similar funciona para el estado 2, s6lo que ahora la probabilidad de hacer una transicién
desde cualquier estado al 2 es, al menos, 0.4.

Este argumento no funciona para el estado 3 ya que P;3 = 0. Sin embargo, si efectuamos el producto
de P por si misma, P2, obtenemos las probabilidades de transicién a dos pasos:

0.23 0.49 0.28
PZ=1(018 054 0.28
0.18 0.49 0.33

y vemos que para cualquier j, la probabilidad de pasar de j a 3 en dos pasos es mayor o igual a 0.28:
Pj(T3 =2) = P(X,42 =3|X, =j) >0.28.

Si consideramos la cadena en los instantes pares 2,4,...,2k,... obtenemos que la probabilidad de no
visitar el estado 3 antes del instante 2k es

P3(T3 > 2k) < (0.72)" =0 (k — o0)
de modo que el estado 3 también es recurrente. A

Ejemplo 2.13
Consideremos una cadena de Markov con €& = {1,2,3,4,5,6,7} y la siguiente matriz de transicién

03 0 0 0 07 O
0.1 02 03 04 O 0

(e el e B e )

0 0 05 05 0 O
0 0 0 05 0 05
06 0 O 0 04 O
o 0 0 0 0 02 08
0o 0 0 1 0o 0 O

Las transiciones posibles entre estados diferentes se presentan en la figura 2.1. Una grafica de este tipo
se conoce como la gréafica de transiciones de la cadena.
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- 2 ) —( 4 )—

1AV
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Figura 2.1

Observamos que 2 — 4 pero 4 - 2 y algo similar ocurre con 3, de modo que 2 y 3 son estados
transitorios. El resto de los estados se separan en dos clases de equivalencia, {1,5} y {4,6,7}. Veremos
luego que ambas son recurrentes. A

Definicién 2.6 Un conjunto no vacio C' C &£ es cerrado si desde ningtin estado de C' se tiene acceso a
ningun estado fuera de C, es decir,

,oijzo SiiEC,j%C.
Equivalentemente, C' es cerrado si y sélo si
Pl =0, ieC,j¢Cyn>1.

Si C' es cerrado y la cadena comienza en C' entonces, con probabilidad 1 se queda en C' todo el tiempo.
Si a es un estado absorbente entonces {a} es cerrado.

Definicién 2.7 Un conjunto cerrado es irreducible si todos sus estados se comunican.

Ejemplo 2.14
En el ejemplo 2.13 los conjuntos {1,5}, {1,4,5,6,7} y {1,3,4,5,6,7} son cerrados, pero sélo el primero
es irreducible.

De los resultados anteriores vemos que si C' es cerrado e irreducible entonces todos los estados de C
son recurrentes o todos son transitorios. El siguiente resultado es consecuencia del teorema 2.4.

Corolario 2.2 Sea C un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes. Entonces p;; = 1, P;(N(j)
o0) =1y G(i,j) = 0o para cualesquiera i, j € C.

Una cadena de Markov irreducible es una cadena en la cual cada estado se comunica consigo mismo
y con cualquier otro estado. Una cadena de este tipo es necesariamente transitoria o recurrente.

Vimos anteriormente que si £ es finito, tiene al menos un estado recurrente. El mismo argumento
muestra que cualquier conjunto cerrado finito C' tiene al menos un estado recurrente. Por lo tanto, todos
los estados de C' lo son:

Teorema 2.5 Sea C' un conjunto finito, irreducible y cerrado. Entonces todos los estados de C son
recurrentes.

Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados finito. Por el teorema 2.5 si la cadena es
irreducible entonces debe ser recurrente. Si la cadena no es irreducible, podemos usar el teorema 2.4 para
determinar cudles estados son recurrentes y cudles transitorios.
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Ejemplo 2.15
Determine cuéales estados son recurrentes y cudles transitorios para la cadena de Markov con la siguiente
matriz de transicién.
1 0 0 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0 0
o 1/5 2/5 1/5 0 1/5
0 0 0 1/6 1/3 1/2
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1/4 0 3/4

0

La siguiente grafica presenta las transiciones posibles (en un paso) entre estados diferentes para esta
cadena

ORN
@%@:@<%>@

Figura 2.2

Vemos que hay tres clases de equivalencia {0}; {1,2} y {3,4,5}. La primera clase es recurrente
porque 0 es un estado absorbente. La clase {1,2} es transitoria porque es posible salir de ella y no
regresar nunca, por ejemplo, pasando de 1 a 0. Finalmente, la tercera clase es recurrente porque es finita,
cerrada e irreducible. A

Llamemos &7 a la coleccién de los estados transitorios de £ y £ a la coleccién de estados recurrentes.
En el ejemplo anterior &7 = {1,2} v € = {0,3,4,5}. Esta tltima clase puede descomponerse en dos
conjuntos cerrados irreducibles, C; = {0} y Cs = {3,4,5}.

Teorema 2.6 Supongamos que el conjunto Er de estados recurrentes no es vacio. Entonces es la union
de una coleccion finita o numerable de conjuntos cerrados, disjuntos e irreducibles C1,Csy, .. ..

Demostracién. Escogemos i € Ei y sea C el conjunto de todos los estados j € Eg tales que i — j. Como
i es recurrente, p;; = 1 y por lo tanto ¢ € C. Veamos ahora que C es un conjunto cerrado e irreducible.

Supongamos que j € C'y j — k. Como j es recurrente, por el teorema 2.4 sabemos que k también es
recurrente. Por transitividad ¢ — k y por lo tanto k € C. Esto muestra que C' es cerrado.

Supongamos ahora que j y k estdn en C'. Como ¢ es recurrente y ¢ — j, por el teorema 2.4 vemos que
j — 1. Como j — i — k vemos que j — k, de modo que C es irreducible.

Para completar la demostracién necesitamos ver que si C'y D son dos conjuntos cerrados irreducibles
de £gr, o bien son disjuntos o bien son idénticos. Supongamos que no son disjuntos y sea i € C' N D.
Escojamos j € C entonces i — j porque i € C'y C es irreducible. Como D es cerrado, : € D, 1 — j
entonces j € D. Por lo tanto, todo estado de C también estd en D. El reciproco también es cierto, de
modo que C'y D son idénticos. |

2.6. Estudio de las Transiciones Iniciales

Comenzamos esta seccién con un ejemplo para presentar las ideas bésicas de esta técnica.
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Ejemplo 2.16
Consideremos la cadena de Markov con la siguiente matriz de transicién

0
v
1

o Q
oo

cona >0, >0, v>0, a+ B+~ =1.8Sila cadena comienza en 1, permanece en este estado por un
tiempo aleatorio y luego pasa al estado 0 o al estado 2, donde se queda para siempre. Nos hacemos las
siguientes preguntas:

1. ;En cuél de los dos estados, 0 6 2, se queda la cadena?
2. ;Cuanto tiempo toma, en promedio, alcanzar uno de estos estados?

Sea A = {0,2} el conjunto de los estados absorbentes y llamemos H 4 el tiempo que transcurre hasta
que la cadena es absorbida por 0 o por 2:

Hp=min{n>0:X,=06 X, =2}.

La diferencia entre Ha y T4, que definimos anteriormente estd en que H incluye al estado inicial.
Para responder las preguntas anteriores debemos hallar

u = P(XHA = 0|X0 = 1),
v =E[Ha|Xo = 1].

Para hacer el andlisis de la primera transiciéon consideramos por separado lo que puede ocurrir en el
primer paso:
X1=0, Xi=1 6 X;=2

con probabilidades respectivas «, 8 y 7. Consideremos wu,
e Si Xy =0 entonces Hy =1y Xz, = 0. Esto ocurre con probabilidad «.
e Si X; =2 entonces Hy =1y Xg, = 2. Esto ocurre con probabilidad ~.
e Si X; =1, el problema se repite y esto ocurre con probabilidad 3.
Tenemos, por lo tanto,

P(Xyg,=0X,=0)=1;, P(Xyg, =0/X;=2)=0; P(Xyg, =0/X;=1)=u,
en consecuencia

u:P(XHA :0|X0 = 1)
2
= P(Xp, =0|Xo=1,X; = k)P(X; = k|Xo=1)
k=0

2

= P(Xp, =0|X1 = k)P(X1 = k| Xo = 1)
k=0

=l-at+uf+0-y=a+up

y obtenemos
«a @

1-8 a+y
que es la probabilidad condicional de ir a 0 dado que el proceso comienza en 1 y termina en A.
Regresemos a la determinacién del tiempo medio hasta absorciéon H4 > 1. S1 X3 =06 X; = 2, no
hacen falta mas pasos. Si, en cambio, X; = 1, el proceso se encuentra en la misma situaciéon del comienzo
y necesita en promedio, v = E[H 4| Xy = 1] pasos adicionales para ser absorbido. Tenemos entonces

v=a-1+p1+v)+~v-1=1+4pv
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de donde .
V= —.

1-p

En el ejemplo que estamos estudiando es posible hacer un cédlculo directo. Observemos que
P(Hp > k|Xo=1)=p" parak=0,1,...

y por lo tanto
oo

E[Ha|Xo=1]=Y P(Ha>kXo=1) =
k=0

1
1-8

Observacion 2.2 Para calcular el valor esperado hemos usado la relacién
EX] =) P(X > k)
k=0

que puede demostrarse como sigue,

E[X] = kps

k>0
=p1+2p2+3p3 +4ps + -
=p1+ p2t+ ps+ pat---
+ p2+ p3st pat---
+ ps+ pat -
+ pato

_P(X 1)1 P(X>2) 4 P(X28)+ -
P(X > k)= ip(x > k).
k=1 k=0

Ejemplo 2.17
Consideremos ahora una cadena con 4 estados y matriz de transicién

1 0 0 0
Py P P2 Pis
Py Py Pyy Pos

0 0 0 1

P =

Vemos que 0 y 3 son absorbentes mientras que 1 y 2 son transitorios. La probabilidad de que la cadena
sea absorbida en el estado 0, por ejemplo, depende ahora del estado transitorio en el cual comenzé la
cadena.

Modificamos las definiciones del ejemplo anterior de la siguiente manera

Hp=min{n>0:X,=06 X, =3},
’LLZ:P(XHA:0|X0:’L) i:1,2,
v; :E[HA|X0 :Z}, 1= 1,2

Podemos extender las definiciones de w; y v; poniendo ug =1, ug =0, vy =v3 =0.
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Para el andlisis de la primera transicion tenemos que considerar los dos posibles estados iniciales
Xo =1y Xy = 2 separadamente. Si Xy = 1, en el primer paso podemos tener

Uq :P(XHA :O|X0 = 1)
3
=Y " P(Xp, =0/Xo=1,X, =k)P(X; =k|Xo=1)
k=0
3
= P(Xp, =0|X1 = k)P(X1 = k| Xo = 1)
k=0

= Pio +ui1 P11 + uaPa.

De manera similar
Uy = Pog + w1 Po1 + ua Pos

y hay que resolver este sistema de ecuaciones. Veamos un ejemplo concreto, supongamos que

1 0 0 0
04 03 0.2 0.1
0.1 03 03 0.3

0 0 0 1

P =

Las ecuaciones son

Ug = 0.1+ 03U1 + 03U2

con soluciones
30 19

ﬁ, Ug = E
Asi, si comenzamos en 2 hay probabilidad 19/43 de ser absorbido por 0 y 1-19/43=24/43 de ser absorbido
por 3.

El tiempo promedio hasta la absorciéon también depende del estado de inicio. Las ecuaciones son

Uy =

vy = 1+ Py + Provs
vy = 1+ Porvy + Paovn

En el ejemplo concreto que estudiamos tenemos

v = 14+ 0.31/1 + 0.21/2
Vo = 1+ 0.31/1 + 0.31/2

con soluciones v; = 90/43 y vo = 100/43. A

En general sea C' un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes y sea
pc(i) = Pi(HC < OO)

la probabilidad de que una cadena de Markov que comienza en ¢ llegue en algin momento a C. Decimos
que pc() es la probabilidad de que una cadena que comienza en i sea absorbida por el conjunto C.

Es claro que po(i) =1sii € Cy po(i) =0 si i es recurrente y no estd en C. Queremos calcular esta
probabilidad cuando 7 es un estado transitorio.

Si sélo hay un numero finito de estados transitorios, y en particular si £ es finito, siempre es posible
calcular pc(4), i € Er, resolviendo un sistema de ecuaciones lineales con tantas ecuaciones como incégni-
tas. Observemos que si i € &7, la cadena que comienza en 7 puede entrar a C' sélo si entra en el instante
1 o si permanece en Er en 1 y entra a C' en algun instante futuro:

po(i) = Z P + Z Pypc(k), 1€ &p.

jec ke
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Teorema 2.7 Supongamos que el conjunto de estados transitorios Er es finito y sea C' un conjunto
cerrado e trreducible de estados recurrentes. Entonces el sistema de ecuaciones

i)=Y Py+ > Pyf(j), i€ér, (2.32)
jec JEET
tiene una unica solucion f(i) = pc(i), i € Er.

Demostracién
Si (2.32) vale entonces

G)=>_ P+ > Purf(k), jeér (2.33)

keC ke&r

Sustituyendo (2.33) en (2.32) obtenemos
=2 Py+ ) > PyPu+ ) > PiPuf(k
jec jEET ke JjEET kEET
La suma de los dos primeros términos es P;(Ho < 2) y el tercero es
> Pif(k) = Pif
ke&r JjEET

de modo que

fl)=P(Ho<2)+ Y P}

JEET

Repitiendo este argumento concluimos que para todo n,

fl)=Pi(Hc<n)+ > Pif(j), i€é&r. (2.34)
JjEET

Como los estados j € Er son transitorios,

lim P} =0, 1e&, jeér. (2.35)

n—oo

Por hipdtesis, Er es finito y por lo tanto de (2.35) se sigue que la suma de (2.34) tiende a 0 cuando
n — oo. En consecuencia, para i € Ep

f@) = lim P;(H¢c < ’I’L) = Pi(HC < 0) = peli).

n—roo

2.7. Paseo al Azar

Consideramos de nuevo la situacion del ejemplo 2.4. Tenemos una sucesién &;, i > 1 de v.a.i.i.d. que
toman valor 1 con probabilidad p y valor —1 con probabilidad ¢ = 1 — p y ponemos S, = So + >_; &.
S, es un paseo al azar simple. Vamos a estudiar en esta seccién algunas propiedades importantes de este
proceso.

Lema 2.1 Un paseo al azar simple tiene las siguientes propiedades

= Propiedad de Markov

P(Sn+7n = j|507517 .. ~7Sn) = P(Sn-Hn = ]|Sn)
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= Homogeneidad Espacial
P(S, =j|So=a)=P(S, =j+b|So =a+b). (2.36)
= Homogeneidad Temporal

P(S, = j|So = a) = P(Snsm = j|Sm = a). (2.37)

Demostracion. La propiedad de Markov ya fue demostrada.
= Homogeneidad espacial.

Se tiene que el lado izquierdo de (2.37) es igual a P (>, & = j — a) mientras que el lado derecho es
iguala P(}0 & =j+b—(a+b) =P &=j—a).

= Homogeneidad temporal.

Es una consecuencia facil de la independencia y del hecho que las v. a. §; son idénticamente distribuidas
que el lado derecho de (2.37) es igual a:

P<50+Z?:+1m i=j,50+2211§i=a> "iF:" z”:
m _ 7 X2 bl
P(So+ 2 & =a) il ]
un calculo elemental prueba que el lado izquierdo de (2.37) es idéntico a esta cantidad. |

Proposiciéon 2.6 Se tiene que para a,b enteros, n >0 yb—a <n

)p(ntb-a)/2gn=bta)/2 g (n 4 h—a)/2€Z

P(S, =b|Sy =a) = {(<"+b—a>/2
0 en otro caso.

Demostracion. Se tiene que una trayectoria que lleva del punto (0,a) al punto (n,bd) tiene r pasos

para arriba (+1) y I pasos hacia abajo (—1). Estos son tales que r +1 = ny r —1 = b — a (pues

Sp =7(+1)+1(—1) = b— a). Estas ecuaciones determinan a ! y 7, lo que implica que r = (n+b—a)/2y

| = (n—b+a)/2. Cada trayectoria que lleva de a a b en n pasos tiene probabilidad p"q', y hay ((n+b71a)/2)

trayectorias posibles. El resultado sigue.

Ahora vamos a considerar el problema de la ruina de un jugador que apuesta 1 peso en cada juego y
tiene probabilidad p de ganar y ¢ = 1 — p de perder. Definamos

H;=min{n >0: X, =j},  h(i) = P,(Hy < Hy).

La diferencia entre H; y T; que definimos anteriormente estd en que H incluye el estado inicial; h(¢) es
la probabilidad de que el jugador con capital inicial ¢ alcance una fortuna N antes de arruinarse.

Proposicién 2.7 Sea h(i) la probabilidad de que un paseo al azar que parte del estado i llegue al nivel
N antes que al nivel 0. Entonces

hi) = {5’1311 ipa

% stp=q=0.5,

donde 6 = q/p.
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Demostracién. Por la definicién de H; tenemos h(0) = 0y h(N) = 1. Para calcular h(i) paral <i < N
estudiamos la primera transicién y obtenemos

h(i) = ph(i+1) + (1 —p)h(i - 1),
y rearreglando
p(h(i+1) = h(2)) = (1 = p)(h(i) — h(i = 1));
concluimos que
h(i+1) — h(i) = —=(h(i) — h(i — 1)). (2.38)

Si p = 1/2 obtenemos
h(i+1)—h(i) =h(i) —h(i—1)=C paral <iN.

Entonces
N

1="h(N) = h(0) = > (h(i) — h(i — 1)) = NC

=1

de modo que C = 1/N. Usando esto y el hecho de que h(0) = 0, tenemos
h(i) = h(i) = h(0) = Y _(h(j) = h(j = 1)) = &,

es decir, si p = 1/2,

P(Hy < Hyp) = para 0 <i < N.

i
N
Como consecuencia la probabilidad de ruina es

i N-—i
P(Ho < Hy) =1- & = ——.

Si p # 1/2 los detalles son un poco més dificiles. Poniendo C' = h(1) — h(0), (2.38) implica que para
i>1,

h(i) — h(i —1) = c(%)“ _co,

con 6 = ¢/p. Sumando de i =1 a N obtenemos

Recordemos que si 6 # 1,

y vemos que
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Recordando la definicién de (i) obtenemos que cuando p # 1/2,

0 —1 oN — 6

Pi(Hy < Ho) = g5—»  Pi(Ho < Hn) = 55—

con = =2, |
)

Ejemplo 2.18

En la siguiente tabla presentamos algunos valores de la probabilidad de ruina en diferentes circunstancias.
p es la probabilidad de éxito en cada juego, i es el capital inicial, N el objetivo y Pr la probabilidad
de ruina. Las probabilidades 0.4865 y 0.4737 representan la probabilidad de ganar en ruleta cuando se
apuesta al color o a par-impar. En el primer caso la ruleta sélo tiene un 0 (ruleta europea) mientras
que en el segundo tiene 0 y 00 (ruleta americana). La probabilidad 0.493 corresponde al juego de dados

(craps).

y p=0.474 \ y p = 0.486 \ y p = 0.493 \
L« [ N[ Pe | [ [ NP ] [i|N] Pr_|
1 10 0.94 1 10 | 0.92 1 10 0.91
10 | 100 | 0.99995 10 | 100 | 0.997 10 | 100 0.98
100 | 1000 1 100 | 1000 1 100 | 1000 1
5 10 0.63 5 10 | 0.569 5 10 0.535
50 | 100 | 0.995 50 | 100 | 0.942 50 | 100 0.8
500 | 1000 1 500 | 1000 1 500 | 1000 | 0.9999992
9 10 0.153 9 10 | 0.127 9 10 0.113
90 | 100 | 0.647 90 | 100 | 0.43 90 | 100 0.26
900 | 1000 | 0.99997 900 | 1000 | 0.996 900 | 1000 0.939

Corolario 2.3 Se tiene que para todo i € N

1 siq=>p
P(Hy < o0[So=1) = q 7.\ ,
(5) , Stqg<p.

Demostracion. Para n > 1 sea A, el evento A,, = {Hy < H,}. Observemos que si n > i, 4,, C A,4+1
puesto que H,, < H, 1, para todo n. Es decir que la sucesién A,, es una sucesién creciente de eventos y

ademas
{HO < OO} = UnZl{HO < Hn},

y por la continuidad por debajo de la probabilidad se tiene que

" — gt 1 sig>p
P(Ho < OO‘SO = Z) = lim P(An|SQ = ’L) = lim = i
n—00 n—oo 7 — 1 (3) , sig<np.
p

|

Sean a,b € Z y n € N. Denotaremos por N, (a,b) al nimero de trayectorias que van de a a b en n

pasos y por N%(a,b) a aquellas que van de a a b en n pasos pasando por 0 por lo menos una vez. Un
resultado fundamental sobre el paseo al azar simple es el principio de reflexién.

Teorema 2.8 (Principio de Reflexién) Para a,b > 0 se tiene que

N%(a,b) = N,(—a,b).
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Demostracién. En la figura 2.3 vemos que cada trayectoria que lleva de (0, —a) a (n,b) cruza el eje x
por lo menos una vez; denotemos por (k,0) el punto en el cual esto ocurre por la primera vez. Reflejando
el segmento de la trayectoria anterior a (k,0) respecto al eje = se obtiene una trayectoria lleva de (0, a)
a (b,n) y que intercepta al eje x al menos una vez.

Podemos hacer algo similar en sentido contrario para las trayectorias que inician en (0, a) y pasan por
0. [ |

T

Figura 2.3

Lema 2.2 Para todo a,b€ Z con |b—al] <n y(n+b—a)/2 €Z se tiene que

Na(a,b) = (%(n She a)) '

Demostracion. La prueba de este resultado es similar a la prueba de la proposicién 2.6. |
Como consecuencia importante del lema anterior y el principio de reflexién tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.9 (Teorema del Escrutinio (Ballot Theorem)) Sib > 0, entonces el nimero de trayec-
torias que llevan de (0,0) a (n,b) y que no visitan el eje x después del primer paso es igual a

b
N, (0,b).
" Na(0,0)

Demostracién Observemos que el primer paso de dichas trayectorias lleva a (1, 1), por lo tanto el niimero
que buscamos calcular estd dado por

Np_1(1,b) = N°_,(1,b) = Np,_1(1,b) — Npy_1(—1,b)
(n—1)! (n—1)!
b

() (=52)1 (=2 (30!

ey ()

|

i Por qué se llama este resultado el teorema del escrutinio? Supongamos que tenemos dos candidatos
Ay B,y que A obtiene « votos, B obtiene 3 votos, y a > (. ;Cudl es la probabilidad de que A lleve la
ventaja durante todo el escrutinio? Supongamos que X; = 1 si el i-ésimo individuo vota por Ay X; = —1
si vota por B. Supongamos que cualquier combinaciéon de votos es igualmente probable, es decir que
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cada una tiene probabilidad 1/ (QZB ) La trayectoria que deben seguir los escrutinios para que A tenga
la mayoria durante toda la jornada de votaciones va del punto (0,0) al punto (o + 3, — 8) y no regresa
al origen. Por lo tanto la probabilidad buscada estd dada por

a—pf 1 a—pf

mNaﬁ-B(Ova_B)W = a+ﬂ

Veamos ahora una aplicacién del teorema de las votaciones a las caminatas aleatorias.

Teorema 2.10 Supongamos que Sy = 0, entonces paran > 1

P(S18:+ 8, £0.5, =) = U p(s, =)
n

y por lo tanto

P(S1S3---8, #0) = E(|Sn|)

Demostracion. Supongamos que Sy = 0 y que b > 0. Queremos calcular la probabilidad de que la
caminata aleatoria parta de (0,0) y no visite el eje = en el intervalo [1,n]. Una trayectoria de este tipo
tiene r pasos hacia arriba y [ hacia abajo, y en consecuencia r = (n+b)/2 y I = (n — b)/2. Cada una
de estas trayectoria tiene probabilidad p("*t?/2¢("=t)/2 y por el teorema del escrutinio hay %NH(O,b)
trayectorias de este tipo. La probabilidad que queremos calcular es igual a

P(S1Sy--- 8, #0,8, =b) = z(Tﬁb)p(wb)mq(n—b)/z _ %P(Sn =b).
2

Un argumento similar vale para b < 0. |

Otro resultado particularmente interesante concierne el valor maximo que alcanza la caminata aleato-
ria. Sea M, = méx{S;,1 < j < n}, paran > 0y supongamos que Sy = 0. En particular se tiene que
M,, > 0. Tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.11 Supongamos que Sy = 0. Entonces para r > 1,
P(M,, >r,S,=0b) = r—b
(ﬂ> P(S,=2r—-0) sib<r.

p

Demostracién. Supongamos que r > 1 y que b < r. Sea N/ (0,b) el nimero de trayectorias que van de
(0,0) a (n,b) pasando por r en n pasos. Cualquiera de estas trayectorias visita el nivel r por lo menos
una vez, denotemos por 7T, el menor de estos instantes (ver figura 2.4). Reflejando la trayectoria entre T,
y m respecto a la recta r se obtiene una trayectoria que va de (0,0) a (n,2r — b). Reciprocamente, a una
trayectoria de esta forma le aplicamos la transformacién inversa y obtenemos una trayectoria que va de
(0,0) a (n,b) pasando por el nivel r. Por lo tanto podemos afirmar que

NT(0,b) = N, (0,2r — b).
Ademds cada una de estas trayectorias que va de (0,0) a (n,b) tiene probabilidad
p(n+b)/2q(n*b)/2,
por lo que podemos concluir que
P(M, >r,8, =b) = N7(0,b)pn0/2¢(n=b)/2
= N, (0,2r — b)p(n+b)/2q(n*b)/2

(
(

VI TR

r—b
) N, (0, o — b)p(n+2r—b)/2q(n—2r+b)/2
r—b
> P(S, = 2r — b).
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|
S A
2r —b4+ — - — = - - - - - - - - — e - — - — — — — & o)
’r‘ S R — —_— - — — — — — % — — — — — — —
bl — o L AS L e ¥
T, n m
Figura 2.4

Observacion 2.3 1. Una consecuencia del teorema anterior es la formula

r—1 r—b
P(M, >7)=P(S, >1) + Y P(S,=2r—1b)
2z ()
= P(Sp=r)+ > P(Su=0)(1+(a/p)'")
l=r+1

2. Observemos que en particular si la caminata aleatoria es simétrica

;Cudl es la probabilidad de que una caminata aleatoria alcance un méaximo en un instante n dado?
Maés precisamente, jcudl es la probabilidad de que una caminata aleatoria que parte de 0 alcance un
nivel b por la primera vez al tiempo n? Denotemos por f,(n) a esta probabilidad. Tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.12 La probabilidad de que una caminata aleatoria simple alcance el nivel b por la primera
vez al tiempo n habiendo empezado de 0 estd dada por

fulm) = U p(s, =), n>1

Demostracion. Supongamos que b > 0,

fb(n) = P(Mn,1 = Sn,1 =b— ].,Sn = b)

= P(Sy =bMy_1 =S8, 1=b—1)P(My_1 =S, =b—1)
:p(P(Mn—l > b_175n—1 =b- 1) _P(Mn—l > ba:Sn—l :b_l))
b
= —P n = b
" P(5, =)

El mismo razonamiento es valido si b < 0. [ |
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2.8. Procesos de Ramificacion

Consideremos una particula (neutrones, bacterias, virus informdtico, etc.) que puede generar nuevas
particulas del mismo tipo. El grupo inicial de individuos pertenece a la generacién 0 y suponemos que
cada individuo produce una cantidad aleatoria £ de descendientes con distribucion de probabilidad

PE=k)=p,, k=0,1,2,... (2.39)

donde p > 0, >, pr = 1. Suponemos que todos los individuos actian de manera independiente, que
todos viven el mismo perfodo de tiempo y todos siguen la misma ley (2.39) para generar su descendencia.
El proceso (X,),>1 donde X,, representa el tamano de la n-ésima generacién, es una cadena de Markov
y Se conoce como un proceso de ramificacion.

El espacio de estados de esta cadena es {0,1,2,...} donde 0 es un estado absorbente. Por otro lado,
si X, =k, los k miembros de esta generaciéon producen

+&+ - +& =Xnn (2.40)
descendientes, que forman la siguiente generaciéon de modo que
Pej =P+ &+ +& =X =Fk). (2.41)

Si una particula produce £ = 0 descendientes, lo interpretamos como que la particula muere o desa-
parece. Puede ocurrir que luego de varias generaciones todos los descendientes de la particula inicial
hayan muerto o desaparecido. Decimos entonces que todos los descendientes de la particula inicial se
extinguieron. Un problema interesante es calcular la probabilidad de extincién U, de un proceso de
ramificacién que comienza con una sola particula. Una vez que resolvamos este problema, podemos hallar
la probabilidad de que una cadena que comienza con k particulas se extinga, pues como las particulas
actian independientemente, esta probabilidad es (U ).

Xo=1
0
1
2
® 3
° ° 4
Figura 2.5

Media y Varianza de un Proceso de Ramificacion.

La ecuacién (2.40) caracteriza la evolucién del proceso de ramificacién y se puede escribir como una
suma aleatoria:

Xnp =8 +8& +- +&x,
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Supongamos que E[¢] = p, Var[¢] = 02 y sean M(n) y V(n) la media y varianza de la n-ésima generacién
X, bajo la condicién inicial Xo = 1, M (n) = E1[X,,], V(n) = Var[X,,]. Usando las propiedades de sumas
aleatorias tenemos

M(n+1)=uM(n), (2.42)
V(n+1) = a*M(n) + pu*V(n). (2.43)

La condicién inicial Xy = 1 hace que las relaciones recursivas (2.42) y (2.43) comiencen con M(0) =1y
V(0) = 0. A partir de (2.42) obtenemos M (1) = p- 1 = p, M(2) = pM (1) = p?, y en general

M(n)=p" paran=0,1,... (2.44)

Por lo tanto, el tamano medio de la poblacién crece geométricamente si u > 1, decrece geométricamente
si u <17y es constante si p = 1.
Sustituyendo M (n) = u™ en (2.43) obtenemos V(n + 1) = o?u" + p?V(n), y con V(0) = 0 se tiene

V(1) = o?
V(2)=o?u+p?V(1) = o’u+ o’
V(3) — 0'2/,L2 +u2v(2) _ 0,2‘u2 4 0'2#3 +0,2M4

y en general

V(n)=a(u" "+ p" 4+ p? )
:U2Mn71(1_’_u+”._’_unfl)

9 ni n sipu=1,
=o°u" X< . (2.45)
{11’; sip#£ 1.

Probabilidades de Extincion.

La poblacién se extingue cuando el tamano de la poblacién es 0. El instante (aleatorio) de extincién
N es el primer indice n para el cual X,, = 0 y luego, obviamente, X3 = 0 para todo £ > N. 0 es un
estado absorbente y podemos calcular la probabilidad de extincién haciendo un andlisis de la primera
transicién. Llamemos

Up=Pi(N <n)=P(X,=0) (2.46)

la probabilidad de extinciéon antes de n o en n. El inico miembro inicial de la poblaciéon produce éo) =k
descendientes. Por su parte, cada uno de estos descendientes generara una poblacion de descendientes y
cada una de estas lineas de descendencias debe desaparecer en n — 1 generaciones o antes.

Las k poblaciones generadas por el miembro inicial son independientes entre si y tienen las mismas
propiedades estadisticas que la poblacion inicial. Por lo tanto, la probabilidad de que una cualquiera de
ellas desaparezca en n — 1 generaciones es U, _1 por definicién, y la probabilidad de que las k subpobla-
ciones mueran en n — 1 generaciones es (Un,l)”C por independencia.

Por la ley de la probabilidad total

Un = Zpk(Unfl)k> n=12... (2.47)
k=0

con Uy =0y Uy = pg.
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Funciones Generadoras de Probabilidad
Consideremos una v.a. £ con valores enteros positivos y distribucién de probabilidad
PE=k)=pr, k=0,1,...

La funcién generadora de probabilidad (f.g.p.) ¢(s) asociada a la v.a. £ (o equivalentemente a su distribu-
cién (pg)) se define por

#(s) = E[s*] = Zskpk, 0<s<L (2.48)
k=0

Tenemos los siguientes resultados fundamentales, algunos de los cuales estudiamos en el capitulo 1.
Supondremos que pg + p1 < 1, salvo en la propiedad 5, para evitar trivialidades:

1. La relacion entre funciones de probabilidad y funciones generadoras es 1-1. Es posible obtener las
probabilidades (pg) a partir de ¢ usando la siguiente férmula

1 d*e(s)
= — . 2.4
PR=T1 Task | _, (2.49)
2. Si&y,..., & son v.a.i. con funciones generadoras ¢1(8), d2(s), ..., dn(s) respectivamente, la f. g. p.
de su suma X =& +& + -+ &, es el producto de las funciones generadoras respectivas
Px(s) = p1(s)P2(s) - - dn(s). (2.50)

3. Los momentos de una variable que toma valores en los enteros mo-negativos se pueden obtener
derivando la funcion generadora y evaluando en 1:

do(s)

s =p1 +2p2 + 3p3 + - = E[¢]. (2.51)

s=1

Para la segunda derivada tenemos

di;i(;) = i k(k —1)pr
s=1 k=2
= E[¢(§ - 1)] = E[¢?] - E[¢] (2.52)
de modo que
El¢?) = dd(i(;) Lt E[{] = ddd;(;) , d(ZS) N
y en consecuencia
Varlg) =Bl - () - Y|+ () Y

4. ¢ es estrictamente convexa y creciente en [0,1]. Esto es una consecuencia inmediata del hecho que
¢ es una serie de potencias.

5. Si E(&) =1, Var(§) =0, entonces ¢(s) = s.
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Funciones Generadoras y Probabilidades de Extincién.

Regresamos ahora a la consideracién de los procesos de ramificacion. La funcién generadora de pro-
babilidad para el nimero de descendientes £ de cada individuo es

¢(s) = E[s*] =) pus".
k=0
Podemos ahora escribir la relacién (2.47) en términos de la funcién generadora:
o
U, = Zpk'(Un—l)k = ¢(Un—1) (253)
k=0

es decir, si conocemos la funcién generadora de probabilidades ¢(s), podemos calcular iterativamente las
probabilidades de extincién U,, comenzando con Uy = 0: Uy = ¢(Uy) = ¢(0), Uz = ¢(Uy), ete.

Ejemplo 2.19
Un individuo no tiene descendientes con probabilidad 1/4 o tiene dos descendientes con probabilidad 3/4.
La relacién recursiva (2.47) es en este caso

U. — 1+ S(Un_l)Q
n 4 N
A
(s)
1
Uz = ¢(Uh)
Uy = ¢(0)
s
Up=0 U Uy 1
Figura 2.6
La funcién generadora es
1 3 1+43s?
—Elsf1l=1.--4+42.2 =
o(s) =E[s*] =1 4+5 1 1

y vemos que U, = ¢(Up—1).

Representamos esta funcién en la Figura 2.6. Podemos ver que las probabilidades de extincién con-
vergen de manera creciente a la menor solucién de la ecuacién u = ¢(u).

Esto también ocurre en el caso general: Si Uy, es la menor solucién de la ecuacién v = ¢(u), entonces
Uy es la probabilidad de que la poblacién se extinga en algiin momento finito. La alternativa es que la
poblacién crezca indefinidamente, lo que ocurre con probabilidad 1 — U,.

En este ejemplo la ecuacién u = ¢(u) seria

con soluciones 1 y 1/3, y la menor solucién es 1/3. A
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Puede ocurrir que Uy, = 1, en cuyo caso es seguro que la poblacién desaparece en algiin momento.

Ejemplo 2.20
Si las probabilidades son ahora pg = 3/4 y pa = 1/4, la funcién generadora es

3 1,
La ecuacién u = ¢(u) es ahora
Iy
u=g+qu

con soluciones 1 y 3. Como la menor solucién es 1, Uy, = 1.

o(s)
1
Us = ¢(U)
Ur = ¢(0)
Us=0 U, Us 1 3

Figura 2.7

A

Para determinar en cudl caso nos encontramos hay que ver si la curva de la funcién generadora ¢(s)
cruza la recta y = x por debajo de 1, y esto se puede determinar por la pendiente de ¢ en 1:

_ dg(s)

(1) =

=E@) =n
s=1
S0 < pu <1 entonces ¢(t) > t, para todo t € [0,1).
Para probar esto, definimos una funcién g(t) = ¢(t) — t, que satisface

= g(0) = ¢(0), g(1) =0,

= g es estrictamente decreciente puesto que su derivada ¢'(t) = ¢'(t) — 1 es estrictamente negativa, y
esto se debe al hecho que ¢’ es estrictamente creciente y ¢'(1) = pu < 1.

Entonces, g(t) > 0, para 0 <t < 1. En particular, la ecuacién ¢(t) = t, no tiene raices en (0, 1).
Si p > 1, entonces la ecuacién ¢(t) =t tiene una Unica solucion en [0, 1).
La condicién p > 1 implica que limy4q ¢'(t) = ¢/(1) = p > 1. Por continuidad existe un ¢p < 1, tal
que ¢'(t) > 1 para todo tg < t < 1, por el teorema del valor medio vemos que
¢(1) — é(to) _ 1= ¢(to)

%~ i-e = () > 1, para algin t' € (to, 1),
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de donde sigue que g(tg) = ¢(to) — to < 0, y puesto que g es continua y g(0) = P(§ = 0) > 0, podemos
afirmar que existe un 0 < n < 1 con g(n) = 0. Por la convexidad estricta de ¢ es claro que g no puede
tener ninguna otra raiz en (7, 1), ni en (0, 7).

Sea 1 la raiz més pequefia a la ecuacién ¢(t) = t, en [0, 1]. Los hechos anteriores implican que esta
solucién existe y ademads: st u < 1, entonces n =1; si u > 1, entonces n < 1.
Tenemos entonces

¢’ (1) =E[§]<1  mnohaycruce Uy =1,
¢’ (1) =E[¢] >1 hay cruce U < 1.

El caso limite corresponde a E[§] = 1, donde E[X,,|Xy = 1] = 1 para todo n de modo que el tamano
promedio de la poblacion es constante pero la poblacién desaparece con seguridad, a menos que la varianza
sea 0, es decir, que con probabilidad 1 todo individuo tenga exactamente un descendiente, en cuyo caso
la poblacién no se extingue nunca.

Ejemplo 2.21
Supongamos que el tamano de las familias se distribuye segin una ley dada por

P(& = k) = pq", k>0, para algin p € (0,1).

Es facil calcular la funciéon generadora ¢,

oo
p _
$(s) = > ps"q" = o s <q .
n=0

q

La derivada de ¢ es ¢/(s) = pg(1 — ¢s)~2 y evaluando en s = 1 obtenemos que la media vale u = 1

Veamos ahora la solucién de la ecuacién ¢(s) = s para hallar la probabilidad de extincién

s=—2
1—gs

& ¢sP—s+p=0

Sabemos que s = 1 es solucién de la ecuacién. Por lo tanto la otra solucién a satisface
0=g(s—1)(s —a) = gs* — q(1 + a)s + aq

y comparando con la ecuacién anterior necesitamos que ag = p y ¢(1 + a) = 1. Ambas ecuaciones se
satisfacen para a = p/q, de modo que las soluciones son 1 y p/q. En consecuencia la probabilidad de

extincion es
1 si <
U { pP=>q

%, si p>q.

Veamos que el resultado de los ejercicios anteriores es consecuencia de un resultado més general.
Teorema 2.13 Si Xg =1 tenemos que
Uso = nh_{r;o Py (X,, =0) = P(extincion en un tiempo finito) =1,
donde n es la menor solucion a la ecuacion, ¢(t) = t. Ademds, n = 1, si p < 1, (el caso subcritico) y

n <1, sipu>1 (caso super-critico), mientras que en el caso en que p = 1, (el caso critico) n =1 si el
tamano de las familias tiene varianza estrictamente positiva.
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Demostracién. Sea U,, = P;(X,, = 0). Sabemos que
Un = ¢(Up-1).
Es claro que {X,, =0} C {X,+1 = 0}, para todo n > 1, entonces U,, es una sucesién creciente y acotada,;
en consecuencia el limite de U,, existe y por la continuidad de ¢ debe de satisfacer
n=lim U, <1,  n=¢n).

n—oo

Veamos ahora que si v es otra raiz positiva de la ecuacién, entonces n < v. Dado que ¢ es una funcién
estrictamente creciente, tenemos que

y se sigue que

Uz =¢(Uh) < o(v) =v,
y por induccién se ve que U,, < v, para todo n > 1, y por lo tanto que 7 < v. En consecuencia, 1 es la
menor solucién de la ecuacion t = ¢(t).

Ya vimos que si g > 1 entonces la ecuacién ¢(t) = t, tiene una tnica solucién en [0,1), y de hecho
otra solucién a la ecuacién es ¢ = 1. La menor solucién es 7 < 1. Por otro lado, en el caso en que pu < 1,
vimos que ¢(t) > ¢ para todo ¢t € [0,1), y es claro que ¢(1) = 1, por lo tanto la solucién positiva mas
pequena a la ecuacién ¢(t) = ¢ es n = 1. En el caso especial en que p = 1, el caso critico, necesitamos
distinguir entre el caso en que 0 = 0, donde ¢(s) = s y por lo tanto = 0, y el caso 02 > 0, donde
¢(s) > s, s €[0,1) y por lo tanto n = 1. |

2.9. Cadenas de Nacimiento y Muerte.

Sean £ = {0,1,2,...,N} con N < 0o, y {X,,,n > 0} una cadena de Markov con espacio de estados
& y matriz de transicién
q sij=1—1
P ;= hi S? j B Z
pi sij=1+1
0  en otro caso,

con 0 < p;,ri,qs <1lyq+r,+p;=1paratodoi € Ey =0y py =0si N < oco. Diremos que una
cadena de Markov con espacio de estados y matriz de transicién de esta forma pertenece a la clase de
Cadenas de Nacimiento y Muerte. Dado que se tiene mucha libertad en los valores que pueden tomar los
parametros p;,7; v ¢;, varias cadenas de Markov entran en esta familia, como por ejemplo la cadena de
Ehrenfest, la caminata aleatoria con barreras absorbentes, etc.

En esta seccién estudiaremos métodos para calcular las probabilidades de que el primer tiempo de
salida de la cadena fuera de una regién [a,b] ocurra por la barrera superior o inferior.

Proposicién 2.8 Sea H; el primer tiempo de llegada al estado j
H; =inf{n >0: X, =j}, jeé.
Supongamos que p; > 0 y g; > 0 para todo j € {1,2,...,N —1} y que po > 0 y gv > 0 si N < co. Se
tiene que la cadena es recurrente y para todo a < k < b, a,b,k € &€,
b— k—

1 1
i Vi
k a

Py(H, < Hy) = =

1
>
j=a

. P(Hy < H,) =12

1
>
Jj=a

)
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con

j

4qi .

%:H(Z), j>0,y v =1
=1 \Pi

Demostracién. Denotaremos por
h(j) = Pj(H, < Hy),  para todo j € [a,b].

Es claro que h(a) =1y h(b) = 0. Haciendo un estudio de las transiciones iniciales se demuestra que la
funcién h satisface

h(j) = q;h(j — 1) + rjh(j) + p;h(j +1),  j € (a,b).
En efecto,
h(]) = Pj(Ha < Hb)

= ZP(Ha < Hy| X1 =i, X0 = j)Pj
€€

= P(H, < Hy|X, =i)P;;
ic€
= q;ih(j — 1) +rih(j) + pih(j + 1).

Dado que r; =1 — p; — g; se tiene que h satisface el siguiente sistema de ecuaciones
h(j) = qih(j — 1) + k() + p;h(G+1) < p; (h(F+1) = h(j)) = q; (R(j) — h(j — 1)),

para todo j € (a,b), multiplicando y dividiendo por ;1 se ve que el sistema anterior es equivalente a
o @
h(j+1) —h(j) = o (h(4) = h(j—1)), Vjé€(a,b),
-

que es lo mismo que

AG+1) = h(G) = 2 (hG) = h(G = 1)), V) € (D).

Iterando este razonamiento se tiene que

h(j+1) — h(j) = 24221 T8+ (g 4 1) — h(a)), Ve (a,b),
Yi—1 V-2 Ya

esto implica que
Vi

h(j+1)—h(y) = 7 (h(a+1) = h(a)), Vje€E (a,b).
Sumando sobre j =a+1,...,b— 1 se obtiene
b—1 1 b—1
h(b) —hla+1)= Y (h(j+1)—h(j) = 5 > v | (hla+1) = h(a)),
j=a+1 @\ j=a+1

usando que h(b) = 0 llegamos a

b—1 b1
h(a+1) (W) = h(a) (W)

Ya
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y como h(a) =1 se obtiene que

b—1
h(a+1):wh(a) & Bla+1)—h(a) = —
Zj:a PYJ Zj:a ,-y]
Recordemos que
. . i v ~—Ya - .
h(]+1)h(])%(h(a+1)h(a))7( — ) i a<j<b.
Va Ta Zj:a ’Y] Zj:a ’yJ
Finalmente, se tiene que
b—1 Zb—l )
. . i=k .
Pu(H, < Hy) = h(k) =Y (h(j) = h(j + 1)) = S5~
j=k j=a Vi
y la probabilidad de que P,(H} < H,) se calcula usando que P,(H, < H,) =1 — P,(H, < Hyp). [ |

Corolario 2.4 Bajo la hipétesis de la proposicion anterior y si a < k < b
Pk(Ha < Hb) = Pk(Ta < Tb),

con la notacion usual.

Corolario 2.5 Bajo las hipotesis de la proposicion anterior y si N = oo,

1

Zj:o'Yj

Demostracién. Supongamos que Xy = 1, después de un minuto de meditacion es ficil convencerse de
que P (T,, > n—1) =1y por lo tanto P;(lim, - T, = 00) = 1, ya que la medida de probabilidad P; es
continua, es decir que si B,, es una sucesion creciente de eventos y B = Uy By, entonces

n—oo

En este caso B, = {w € Q:T,, > n — 1}. Ahora, sean C,, = {w € Q: Ty < T}, }, es claro que Cy, C Cpy1,
y que
UsZ1Cn ={w e Q: T < oo},

y usando de nuevo la continuidad de la probabilidad P; llegamos a

lim Pl(TQ < Tn) = Pl(TQ < OO),

n—oo
y dado que
> i1 Yo 1
Pl(TO<Tn+l): ?n_ =1- n 1-—- o0 )
ijo i Zj:O Ty oo ijo Vi

ya que o = 1. |
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2.10. Simulacion de Cadenas de Markov

En el capitulo 1 estudiamos la simulacién de variables discretas usando el método de la transformada
inversa y el método del rechazo. Vimos ademds algunos métodos mas eficientes para ciertas distribuciones
particulares como la binomial. Podemos usar estas técnicas que hemos estudiado para simular las trayec-
torias de una cadena de Markov con espacio de estados discreto y tiempo discreto. Supongamos que el
espacio de estados es £ = {0,1,2,...,N}.

Para poder simular las trayectorias de una cadena a Markov a tiempo discreto necesitamos conocer
la distribucién del estado inicial 7w y la matriz de transiciéon P. A partir de la primera podemos generar el
valor inicial usando, por ejemplo, el método de la transformada inversa: Generamos una variable aleatoria
con distribucién uniforme en (0,1) y observamos en cual de los intervalos

|

cae la variable U que simulamos y le asignamos a X el valor j correspondiente.

Una vez que obtenemos el valor de X, digamos Xy = k, para generar el siguiente valor X; tenemos
que ver la fila k de la matriz de transicién: Py j, j € £, que corresponde a las probabilidades de transicién
de la cadena partiendo del estado k. Usando el método descrito anteriormente con estas probabilidades en
lugar de 7; obtenemos el valor correspondiente a X;. De aqui en adelante se usa este mismo procedimiento:
Para generar X;; sabiendo que X; = ¢, usamos la i-ésima fila de la matriz de transicién para generar el
valor de esta variable.

Algoritmo:

Jj—1 J

7%2%), ji=12,....N

1= =0

1. Generamos el valor inicial X usando la distribucién inicial 7.
2. Dado el valor X;_; = k generamos X; usando la k-ésima fila de la matriz de transicién P.

3. Repetimos el paso 2 tantas veces como pasos de la cadena queramos generar.

Ejemplo 2.22
Queremos simular las trayectorias de una cadena de Markov con espacio de estados & = {1,2,3}, dis-
tribucién inicial uniforme y matriz de transicion

1/2 1/4 1/4
P=|(1/2 0o 12
1/3 1/6 1/2

Para generar el valor inicial tenemos que generar el valor de una variable con distribucién uniforme en
{1,2,3}. Por lo tanto generamos una variable U con distribucién uniforme en (0,1) y si U < 1/3, Xo =1,
sil/3<U <2/3, Xg =2y finalmente si U > 2/3, Xy = 3.

El siguiente paso depende del estado en el cual se encuentre a cadena:

= Si estamos en el estado 1, para generar el siguiente estado tenemos que usar la distribucion de
probabilidad dada por la primera fila de la matriz: la probabilidad de que la cadena permanezca
en 1 es 0.5, de que pase a 2 es 0.25 y de que pase a 3 también es 0.25. Por lo tanto generamos una
variable U con distribucién uniforme en (0,1) y si U < 0.5, el siguiente valor de la cadena es 1; si
0.5 < U < 0.75 el siguiente valor es 2 y si U > 0.75 el siguiente valor es 3.

= Si estamos en el estado 2, para generar el siguiente estado tenemos que usar la distribuciéon de
probabilidad dada por la segunda fila de la matriz: la probabilidad de que la cadena pase a 1 es 0.5,
de que permanezca en 2 es 0 y de que pase a 3 también es 0.5. Por lo tanto generamos una variable
U con distribucién uniforme en (0,1) y si U < 0.5, el siguiente valor de la cadena es 1 y si U > 0.5
el siguiente valor es 3.
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= Si estamos en el estado 3, para generar el siguiente estado tenemos que usar la distribucién de
probabilidad dada por la tercera fila de la matriz: la probabilidad de que la cadena pase a 1 es 1/3,
de que pase a 2 es 1/6 y de que permanezca en 3 es 0.5. Por lo tanto generamos una variable U con
distribucién uniforme en (0,1) y si U < 1/3, el siguiente valor de la cadena es 1;si 1/3 < U < 0.5
el siguiente valor es 2 y si U > 0.5 el siguiente valor es 3.



