Capitulo 1

Introduccion a la Teoria de
Probabilidades

1.1. Introduccion

El objetivo de la Teoria de Probabilidades es desarrollar modelos para experimentos que estan gober-
nados por el azar y estudiar sus propiedades y aplicaciones. El modelo fundamental para un experimento
de este tipo, como el lanzamiento de un dado, es el Espacio de Probabilidad, que describimos a conti-
nuacion.

En primer lugar tenemos un conjunto §2, conocido como el espacio muestral, que contiene todos los
resultados posibles del experimento. Por ejemplo, si el experimento consiste en lanzar un dado, el espacio
muestral es Q = {1,2,3,4,5,6}. Si seleccionamos un punto al azar en el intervalo [0, 1], el espacio muestral
es 2 = [0, 1]. Si consideramos una sucesién infinita de experimentos con dos resultados posibles: 0 6 1, el
espacio muestral es el conjunto de todas las sucesiones de ceros y unos: Q = {(an)n>1, an =06 1}. Los
elementos del espacio muestral se denotan por w y se conocen como los sucesos o eventos elementales.

La segunda componente de nuestro modelo es la clase o coleccién de los eventos o sucesos F. Esta
clase estd compuesta por subconjuntos del espacio muestral y debe satisfacer las siguientes propiedades

Al. Qe F.
A2. Si A € F entonces A° € F.
A3. Si A,, € F para n > 1 entonces Un21 A, eF.

Una coleccion de subconjuntos de €2 que satisface estas tres condiciones se conoce como una o-dlgebra.
Es sencillo demostrar que si A es cualquier conjunto, el conjunto de partes de A, P(A) es una o-algebra.

En el caso de experimentos sencillos, por ejemplo experimentos con un conjunto finito de resultados,
normalmente tomamos como o-dlgebra de eventos el conjunto de partes de 2. En experimentos maés
complicados, con una cantidad no-numerable de resultados posibles, no siempre es posible tomar esta
opcidén, y es necesario considerar o-algebras mas pequenas.

La tercera y tltima componente del modelo es una probabilidad P definida sobre la clase de conjuntos
F que toma valores sobre el intervalo [0, 1], y que satisface las siguientes propiedades:

P1. Para cualquier evento A € F,

0= P(2) < P(A) < P(Q) = 1.

P2. Si A,, n > 1 es una coleccién de conjuntos disjuntos 2 a 2, es decir, A;NA; = @ si i # j, entonces

P(J An) =Y P(Aw).
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La terna (€, F, P) se llama un espacio de probabilidad. La funcién P es una (medida de) probabilidad
y como esta definida sobre F, sélo podemos determinar la probabilidad de los conjuntos que estan en
esta clase; por eso decimos que estos son los conjuntos medibles. Las propiedades de F garantizan que si
hacemos las operaciones usuales (unién, interseccién, complementos, diferencias, diferencias simétricas)
con conjuntos medibles, obtenemos conjuntos medibles. Por ejemplo, si A C B son conjuntos medibles
entonces B\ A también es medible. Como consecuencia de esto y la aditividad de las medidas de pro-
babilidad tenemos que estas son mondtonas: si A C B son conjuntos medibles, P(A) < P(B), ya que
B=AU(B\ A), los eventos en esta unién son disjuntos y por la aditividad

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

Ejemplo 1.1

En el caso del lanzamiento de un dado, el espacio muestral es Q = {1,2,3,4,5,6} y los conjuntos medibles
F son todos los subconjuntos de ). Para definir la probabilidad P basta decir que todos los eventos
elementales tienen la misma probabilidad (que por lo tanto es 1/6):

P({i})=1/6, parai=1,...,6.
Con esta definicion, si A es cualquier subconjunto de ) entonces

_ Card(A)  Card(A)

P(A =
(4) 6 Card(Q)’
donde card(A) denota el cardinal del conjunto A.
A
Ejemplo 1.2
Si tenemos un experimento que tiene una cantidad numerable de resultados posibles, Q = {wq,wa, ...},
podemos tomar F como la colecciéon de todos los subconjuntos de €. Si py,p2,... son ndmeros no-
negativos que satisfacen ) p, = 1, podemos definir la probabilidad P por
P(A) = Zpi, para A € F.
w;€EA
A

Ejemplo 1.3

Si el experimento consiste en escoger al azar un numero en el intervalo [0, 1], entonces la probabilidad
de escoger un nimero en el intervalo [¢,d] C [0, 1] debe ser proporcional a la longitud del intervalo, pero
como la probabilidad de que el nimero escogido caiga en el intervalo [0, 1] es 1, vemos que no sélo es
proporcional sino que es igual a la longitud del intervalo:

P(le,d]) =d—c, para todo [c,d] C [0, 1]. (1.1)

Lamentablemente, no es posible definir una medida de probabilidad sobre todos los subconjuntos de [0, 1]
que satisfaga la propiedad (1.1). La demostracién de este hecho estd fuera de los objetivos de este curso,
pero esto implica que hay conjuntos que no son 'medibles’; es decir, a los cuales no podemos asignarles
una probabilidad.

Por lo tanto, es necesario restringirse a una clase mds pequena F de subconjuntos de [0, 1], que sea
una o-dlgebra, es decir, que satisfaga las condiciones Al, A2 y A3. Una posibilidad es usar la clase de
los conjuntos borelianos en [0, 1], que es la menor o-dlgebra generada por los subintervalos de [0, 1]. Sin
embargo, es importante observar que en este caso hay otras o-dlgebras que pueden considerarse. A

Dada cualquier coleccién C de subconjuntos de €, es posible demostrar que existe una o-algebra, que
denotaremos por ¢(C), que contiene a C y que es la menor de todas las o-dlgebras que contienen a C en
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el siguiente sentido: Si D es otra o-dlgebra que contiene a C, entonces se cumple que o(C) C D. o(C) se
conoce como la g-algebra generada por C y es posible demostrar que siempre existe y es tnica.

En el ejemplo 1.3 mencionamos a la o-dlgebra de Borel B en [0, 1], que tiene gran importancia en el
desarrollo de la teoria de la medida, y que introdujimos como la o-algebra generada por los subintervalos
de [0,1]. De manera equivalente se puede definir como la o-dlgebra generada por la coleccién de los
intervalos abiertos (a,b), 0 < a < b < 1, o los intervalos cerrados [a,b] o los de la forma (a,b], o de la
forma [a,b). Es posible demostrar que todas estas definiciones son equivalentes.

También es posible definir la o-algebra de Borel como la o-algebra generada por los subconjuntos
abiertos de [0, 1], y se puede demostrar que esta definicién es equivalente a cualquiera de las anteriores.
Esta definicién tiene la ventaja de que podemos usarla en cualquier espacio que tenga una topologia, por
ejemplo, en cualquier espacio métrico.

1.2. Probabilidad Condicional

Definicién 1.1 La probabilidad condicional P(A|B) del evento A dado el evento B se define por

P(AIB) = P(ANB)

B si P(B) > 0, (1.2)

y no estd definida, o se le asigna un valor arbitrario, cuando P(B) = 0.
A partir de esta definicién tenemos la relacién
P(ANnB)=P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A). (1.3)

Supongamos que saber que el evento B ocurrié no cambia la probabilidad de que A ocurra, es decir
P(A|B) = P(A). Entonces la relacién (1.3) se convierte en

P(ANB) = P(A)P(B). (1.4)

Si (1.4) se satisface decimos que los eventos A y B son independientes.

Ley de la Probabilidad Total y el Teorema de Bayes

Sea B;, i > 1 una particién de €2, es decir, una coleccién de subconjuntos de €2 que satisface
B; N Bj = @ siempre que ¢ # j y Q:GBZ-.
1

Entonces, para cualquier evento A,

P(A)=P(ANQ)=PAN(UTB,))) = iP(A N B;) (1.5)

1
y ahora, usando la relacién (1.3) en cada sumando obtenemos
P(A) = 3" P(AIB)P(B) (1.6)
1

que se conoce como la ley de la probabilidad total.
Una consecuencia importante del resultado anterior es el Teorema de Bayes.
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Teorema 1.1 (Bayes) Si los eventos B;, i > 1 forman una particion de Q, para cualquier evento A
con P(A) > 0 y cualquier indice j,

P(A|B;)P(B;)

P(Bj|A) = == . (1.7)
! Zi:l P(A|Bi)P(Bi)
Demostracion. A partir de la definicién de probabilidad condicional obtenemos
P(AN B;j)
P(B;|A) = —£"23),
Ahora usando (1.3) en el numerador y (1.6) en el denominador obtenemos el resultado. [

Ejemplo 1.4

Una prueba médica para detectar cierta enfermedad tiene una efectividad de 98 % (si una persona padece

la enfermedad la prueba es positiva con probabilidad 0.98) y da falsos positivos en 10 % de los casos. Por

investigaciones epidemioldgicas se sabe que un 2% de la poblacién padece la enfermedad. Si un paciente

seleccionado al azar resulta positivo en la prueba, jcudal es la probabilidad de que tenga la enfermedad?
Usemos las notaciones E y S para un paciente enfermo o sano, respectivamente, y + para una prueba

positiva. E y S son eventos complementarios. Nuestra informacién inicial es:

P(+|E) = 0.98; P(+]S) =0.1; P(E) =0.02.
Queremos calcular P(E|+) y usando el teorema de Bayes tenemos

P(+|E)P(E)
(+|E)P(E) + P(+]S)P(5)
B 0.98 x 0.02
©0.98 x 0.02+ 0.1 x 0.98

P(EI+) = 5

=0.16

A

Otro resultado importante sobre probabilidades condicionales que resulta 1til para diversos calculos
es el siguiente. La demostracion queda como ejercicio.

Proposicién 1.1 Sea Ay, ..., A, eventos cualesquiera. Entonces

P(A; NN Ay) = P(A)P(As| A1) P(A3| A2 N Ay) -+ P(Ap| Ay 0 - Ap_y)

1.3. Variables Aleatorias

En este contexto, una variable aleatoria X es una funcion real definida sobre {2 que satisface ciertas
condiciones de medibilidad que describimos a continuacién. Esta claro que si X toma valores reales, nos
va a interesar calcular probabilidades del tipo P(X < a), donde a € R. Por ejemplo, si X representa el
ingreso de una familia, o el nimero de piezas defectuosas en un lote, o el nivel maximo de un rio durante
cierto ano, las probabilidades anteriores son obviamente de interés.

Ahora bien, para que estas probabilidades existan, es necesario que los conjuntos cuyas probabilidades
estamos calculando sean 'medibles’; es decir, estén en la o-adlgebra F. Estos conjuntos son de la forma
{w: X(w) < a}, para a € R. Por lo tanto, la condicién que tenemos que pedirle a X para garantizar que
podemos asignar una probabilidad a todos estos conjuntos es la siguiente:

MI1. Para todo ntimero real a,
{w: X(w)<a} eF.
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Si una funcién satisface esta propiedad decimos que es medible. Por lo tanto, definimos una variable
aleatoria como una funcion X : @ — R que es medible. Usaremos las letras v.a. para abreviar variable
aleatoria.

La medibilidad de una funcién X : (2, F) — R depende de la o-dlgebra F. Una funcién puede ser
medible respecto a una o-algebra F; y no respecto a otra Fy. Sin embargo, estd claro a partir de la
definicion, que si X es medible respecto a F; y F; C Fo, entonces X también es medible respecto a Fs.
La menor o-algebra respecto a la cual una variable aleatoria X es medible se conoce como la o-algebra
generada por X,y se denota por o(X). Esta o-dlgebra no es otra cosa que la interseccién de todas las
o-algebras respecto a las cuales X es medible.

Por ejemplo, si X sélo tiene una cantidad numerable de valores posibles x1, x2, ..., los conjuntos

A ={w: X(w) = z;}, i=1,2,...

forman una particién numerable de €2, es decir,
oo
O=JA4, v AnA =0 sii#j
i=1

En este caso F estd compuesta por los conjuntos &, 2 y por todos los conjuntos que sean unién de algunos
de los A4;.

Ejemplo 1.5
Veamos un ejemplo sencillo. Consideremos el lanzamiento de un dado con el espacio de probabilidad
descrito en el ejemplo 1.1 y consideremos la funcién X : Q — {0, 1} definida de la siguiente manera:

X(w) = {1 si w es par,

0 siw esimpar.

La o-édlgebra generada por X estd formada por los conjuntos @ y 2 y por las preimagenes de los valores
de la funcién, que son, respectivamente, los nimeros pares y los impares en €:

X710)=1{1,3,5},  X'(1)={2,4,6}.

Por lo tanto
o(X)={2;{1,3,5};{2,4,6}; Q}.

Ejemplo 1.6
Consideremos el mismo espacio {2 del ejemplo anterior y sean

A:P(Q), y F= {@;{17375};{27476};9}

dos o-algebras de subconjuntos de 2. Sea X : Q@ — {0,1} la funcién definida por X = 1,531 donde 14
es la funcién indicadora del conjunto A (14(w) = 1siw € Ay 14(w) = 0si w ¢ A). Entonces X es
medible respecto a A pero no respecto a F. A

No es dificil demostrar que si la condicién M1 se satisface entonces para cualquier intervalo real I se
tiene que
{w: X(wel}elF, (1.8)
y reciprocamente, si (1.8) vale entonces la condicién M1 es cierta. Es un poco més dificil demostrar,
pero también es cierto, que la condicién M1 es equivalente a (1.8) si reemplazamos el intervalo I por un
boreliano B. Resumiendo tenemos las siguientes equivalencias:

{w: X(w)<a}eF, paratodoa € R< {w: X(w) € I} € F, para todo intervalo I C R
& {w: X (w) € B} € F, para todo B € B.
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1.4. Distribucién de una Variable Aleatoria

Consideremos un espacio de probabilidad (£2, F, P) sobre el cual hemos definido una variable aleatoria
X con valores reales. Si A es un intervalo de R y queremos calcular la probabilidad de que la variable X
tome valores en A, tenemos que considerar el conjunto {w : X(w) € A} = X~1(A), que es la pre-imagen
de A por la funcién X. Como la funcién X es medible, este conjunto esta en la coleccién F de los conjuntos
medibles y en consecuencia podemos calcular su probabilidad. Por lo tanto, si A es un intervalo

P(XcA) =P{weQ: X(w) € A}) =P(X(A)). (1.9)

Es posible demostrar que esta definicién también funciona para conjuntos mas complicados. Si llamamos
B a la o-dlgebra generada por los intervalos de R (como mencionamos anteriormente, B se conoce como
la o-élgebra de Borel y sus conjuntos son los borelianos de R) entonces la relacién (1.9) vale para todo
AeB.

Esta relacién nos permite definir una (medida de) probabilidad Px sobre (R,B) inducida por la
variable X, de la siguiente manera: Para todo A € B,

Px(A)=P(X € A) = P({w € Q: X(w) € A}).

Esta (medida de) probabilidad se conoce como la distribucion o la ley de X y en ocasiones se usa la
notacién L£(X). Esta probabilidad contiene toda la informacién probabilistica sobre la variable X.

1.5. Funciones de Distribucion

Si consideramos subconjuntos A de R de la forma (—oo, z] obtenemos la siguiente funcién F': R — R,
que se conoce como la funcién de distribucién de X:

F(z) = Px((—o0,2]) = P(X < x).

Si tenemos varias variables aleatorias en el mismo contexto, puede resultar ttil distinguir sus funciones
de distribucién usando la notacion F'x para la funcién de distribucién de X. Usaremos las letras f.d. para
abreviar funcién de distribucién.

Esté claro que si conocemos la distribucién de una variable aleatoria, entonces podemos determinar
la funcién de distribucién correspondiente. El reciproco también es cierto, pero la demostracion de este
hecho requiere herramientas de teoria de la medida que no estdn a nuestra disposicién en este curso.

Una funcién de distribucién F' tiene las siguientes tres propiedades,

FDI1. F es continua por la derecha y tiene limites por la izquierda.
FD2. F es creciente (en sentido amplio).
FD3. Si F' es una funcién de distribucion,

lim F(z) =0, lim F(z) =1.

r— —00 xr— 00

Estas tres propiedades caracterizan a las funciones de distribucion: Si una funcién F satisface estas tres
propiedades entonces existe una variable aleatoria X definida sobre un espacio de probabilidad (2, F, P)
tal que F es la funcién de distribucién de X. Mds atn, es posible tomar 2 = R.

1.5.1. Variables Discretas

Una variable aleatoria X es discreta si toma valores en un conjunto finito {z1, zs, ..., 2, } 0 numerable
{x1,29,...}. En el primer caso existen nimeros positivos p1,...,p, con p; + -+ + p, = 1, tales que
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Llamaremos a esta funcién px(z;) = p;, 1 < i < n, la funcién de probabilidad o densidad de X.

De manera similar, en el segundo caso tenemos numeros positivos p;,i > 1 con Z;’il p; = 1 que
satisfacen (1.10) para ¢ > 1.

En ambos casos las funciones de distribucién son funciones de saltos, es decir, funciones que sélo
crecen por saltos y que son constantes entre saltos consecutivos. Los saltos estdn dados por

p(ai) = F(a;) = F(z7)

es decir, que los saltos ocurren en los puntos x; y su altura es igual a la probabilidad de este valor. Ademaés

Fa)= Y plw:)

z; <z

Ejemplo 1.7
Una variable con distribucién uniforme en el conjunto {1, 2, 3,4} tiene funcién de probabilidad

1
p(]):P(X:j):i paraj:1a25374'

En este caso la funcién de distribucién F' es una funcién escalera

0, para —oo <z <1,

1/4, paral <z <2,
F(x)=<¢1/2, para2<ux <3,

3/4, para3 <z <4,

1, para x > 4.

1.5.2. Variables Continuas

Una variable X es continua si su funcién de distribucién F' es continua. Una definicién equivalente es
que una v.a. X es continua si para cualquier valor x de la variable se tiene que P(X = z) = 0. Para la
mayoria de estas variables existe una funcién f : R — R con f(z) > 0 para todo z y [, f(z)dz =1 que
satisface

F(z) = [ F(t) dt, (1.11)

para todo x € R. La funcién f se conoce como la densidad de la variable X o de su f.d. Fx y en este caso
decimos que la distribucién (o la funcién de distribucién) es absolutamente continua.

Hay algunas variables continuas que no tienen esta propiedad, es decir, que su funcién de distribucién
no puede obtenerse como la integral de otra funcién, pero su interés es mas bien tedrico y no las conside-
raremos en este curso. Se conocen como variables (o funciones de distribucién) continuas singulares. De
ahora en adelante todas las f.d. continuas que consideraremos satisfacen (1.11).

Si F' es diferenciable en x entonces la densidad de probabilidad estd dada por

f(x):%F(x):F’(x), —00 < x < 00.

Ejemplo 1.8
Consideremos una variable X con funcién de distribucién

0 parazxz <0,
F(z)=(2? para0<z <1,
1 paraz>1.
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Esta funcién tiene derivada

fz) =

20 en0<z <1,
0 en otro caso.

que es la densidad en este caso.

A
Hay variables aleatorias 'mixtas’, cuyas f.d. son la combinacién de funciones continuas y saltos.
Ejemplo 1.9
La funcién de distribucién
0 parax <0,
Flx)=<z paral<z<1/2,
1 paraxz>1/2.
es de este tipo.
A

Dada cualquier funcién de distribuciéon F' es posible demostrar que existen dos funciones de dis-
tribucién Fy y F,, la primera discreta y la segunda continua, y un nimero 0 < « < 1 tales que
F =aF;+ (1 — a)F,.. Esta descomposicién es tnica.

1.6. Valores Esperados y Momentos
Si X es una v.a. discreta, el momento de orden n de X estd dado por

E[X"] = Zx?P(X = ;) (1.12)

siempre y cuando la serie en (1.12) converja absolutamente. Si esta serie diverge decimos que el momento
no existe.
Si X es una v.a. continua con densidad f(x), el momento de orden n de X estd dado por

o0
E[X"] / 2" f(2) da, (1.13)
— 00

siempre que esta integral converja absolutamente.

El primer momento, que corresponde a n = 1, se conoce como la media, el valor esperado o esperanza
de X, y lo denotaremos por px. El momento central o centrado de orden n es el momento de orden n
de la variable X — px, siempre que px exista. El primer momento central es cero. El segundo momento
central se conoce como la varianza de X, denotado por Var(X). Su raiz cuadrada es la desviacidn tipica.
Tenemos

Var[X] = E[(X — p)*] = E[X?] — p*.
La mediana de una v.a. X es cualquier valor v con la propiedad de que

1
y PX<v)>

PX>v)> 3

1
_2a

Si X es una variable aleatoria y g es una funcién (medible) entonces g(X) también es una variable
aleatoria. Si X es discreta y toma valores x;,j > 1 entonces el valor esperado de ¢g(X) esta dado por

E[g(X)] = Zg(xj)P(X = ;) (1.14)
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siempre que la suma converja absolutamente. Si X es continua y tiene densidad f, el valor esperado de
9(X) es

E[g(X)] = / o(2) fx () da. (1.15)

Una férmula general que abarca ambos casos (y también los casos mixtos) es la siguiente

Elg(X)] = /g(x) dFx(z), (1.16)

donde Fx es la f.d. de la variable X. La integral que aparece en la férmula (1.16) es una integral de
Lebesgue-Stieltjes, cuya definicién estd méas alld del nivel de este curso. Para nuestros efectos, interpre-
tamos esta integral como la suma que aparece en la férmula (1.14) si la variable es discreta y como la
integral de la ecuacién (1.15) si es continua.

A continuacién presentamos dos desigualdades sencillas pero fundamentales.

Teorema 1.2 (Desigualdad de Markov) Si X es una variable aleatoria que satisface X > 0, en-

tonces, para cualquier a > 0,
E[X]

a

P(X > a)
Demostracion. Haremos la demostracion en el caso continuo. Si X tiene densidad f,
E[X] = /Ooomf(x)dx = /Oaxf(x)dx+/ooxf(:c)dx
> [Cap@aez [ af i
= a/oo f(x)dz =aP(X > a).
[

Corolario 1.1 (Desigualdad de Chebyshev) Si X es una variable aleatoria con media p y varianza
o2, para cualquier valor de x > 0,

no

P(X —pl 22) < %
x
Demostracién. Como (X — p)? es una v.a. nonegativa, podemos aplicar la desigualdad de Markov con
a = 22 y obtenemos
E[(X — u)?
P((X —p)? >2?) < M
x
Pero como (X — pu)? > 22 sf y s6lo sf | X — p| > =, la desigualdad anterior equivale a

2 2
P(X 2 ) < X2 _ T
|
El siguiente resultado, cuya demostracién se deja como ejercicio, con frecuencia resulta 1util para
demostrar la existencia de momentos de una variable aleatoria X: Si 8> a > 1y E(|X|?) < oo entonces
E(|X|*) < co.
Para concluir esta secciéon enunciamos dos resultados fundamentales que son vélidos para la integral
de Lebesgue-Stieltjes. De nuevo, las demostraciones correspondientes estdn maés alla del nivel de este
curso.



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE PROBABILIDADES

Teorema 1.3 (Convergencia Monétona) Si X1, Xs,... es una sucesion de variables aleatorias aco-
tadas inferiormente que satisface X1 < Xo < X3--- y X,, T X, entonces

E[X.] 1 E[X]
Teorema 1.4 (Convergencia Dominada) Sea X;, i > 1 una sucesion de variables aleatorias que

satisfacen | X;| <Y, donde Y es una v.a. con E[Y] < 0. Si

lim X, (w) = X(w)

n—oo

para casi todo w (es decir, para todo w € Q fuera de un subconjunto de probabilidad 0), entonces

lfim E[X,] = E[X].

n—oo

1.7. Distribuciones Conjuntas e Independencia

Si tenemos un par de variables aleatorias (X,Y") definidas sobre un espacio de probabilidad (2, F, P),
su funcién de distribucion conjunta Fxy esta definida por

Fxy(z,y) = F(x,y) = P(X <z,Y <y).

Si ambas variables son discretas y toman valores x;, ¢ > 1 e y;,j > 1 respectivamente, la funcién de
probabilidad conjunta de X e Y es

pxy(zi,y;) = P(X =2;,Y =vy;), i>1,j>1

Una funcién de distribuciéon conjunta tiene densidad (conjunta) si existe una funcién fxy de dos
variables que satisface

Tz oy
Fxy(z,y) = / / fxy(s,t)dtds, para todo z,y.

La funcién Fx (z) = lim,_,o F(x,y) es una f.d. que se conoce como la funcién de distribucién marginal
de X. Si las variables aleatorias son ambas discretas, las funciones de probabilidad marginales estan dadas
por

o9} oo
px (i) = pry(xi,yj) y py (y;) = pry(fﬂi,yj)~
j=1 i=1

Si la f.d. F tiene una densidad conjunta f, las densidades marginales de X e Y estan dadas, respectiva-
mente, por

tx@ = [ tewd vy )= [ fay)de
Si X e Y tienen distribucién conjunta entonces
E[X +Y] =E[X]+ E[Y]

siempre y cuando todos estos momentos existan.
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Independencia

Si para todos los valores de x e y se tiene que F(z,y) = Fx(x) X Fy (y) decimos que las variables X e
Y son independientes. Si las variables son discretas y tienen funcién de probabilidad conjunta pxy, son
independientes si y sélo si

pxy (z,y) = px(2)py (v)- (1.17)

De manera similar, si las variables son continuas y tienen densidad conjunta fxy (z,y),son independientes
si y sélo si

fxv(x,y) = fx(@)fy (y). (1.18)

Proposicién 1.2 Si las variables X eY son independientes entonces E(XY) = E(X)E(Y).

Demostracién. Haremos la demostracién en el caso continuo.
E(XY) = / / zyfxy (x,y)dedy = / / vy fx () fy (y)dzdy
R JR R JR
= [afxt@ys [ uivay =B BY)
[ |

Si X e Y son variables con distribuciéon conjunta, medias ux, gy, y varianzas finitas O'g(, 012/7 la
covarianza de X e Y, que escribimos oxy 0 Cov(X,Y), estd definida por

oxy = E[(X — pux)(Y — py)] = E[XY] — pxpy,

y decimos que X e Y no estdn correlacionadas si su covarianza es cero, es decir, cxy = 0.

Las variables independientes con varianza finita no estéan correlacionadas, pero el reciproco no es
cierto. Hay variables que no estan correlacionadas pero no son independientes.

Si X,Y tienen varianza finita entonces Z = X 4+ Y también tiene varianza finita y si las variables
X,Y no estén correlacionadas (y en particular si son independientes) 0% = 0% + 0%. Veamos primero
que la varianza de la suma existe. Si 2,y son ntimeros reales, tenemos que (z +y)? < 2(z2 +y?). Usando
esto vemos que

E(X +Y)? <2E(X?) +E(Y?)) < x

de modo que la suma tiene segundo momento finito y por lo tanto varianza finita.
Supongamos ahora que X y Y tienen media 0 y no estidn correlacionadas, entonces Z también es
centrada y
02 =E(X +Y)? =E(X?) +2E(XY) +E(Y?) = 0% + 0%.

Si las variables tienen medias px y py respectivamente, basta considerar las variables X' = X —puyx,Y’' =
Y —uy y repetir la demostracién anterior. Este resultado se extiende al caso de n variables independientes:
Si Xi,...,X, son variables independientes con varianza finita entonces S, = Z? X,; también tiene
varianza finita y

Var(S,) = Y Var(X;)

Dividiendo la covarianza oxy por las desviaciones tipicas ox y oy obtenemos el coeficiente de co-
rrelacién px y:

que satisface —1 < p < 1.
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Para una coleccién X1, ..., X, de variables aleatorias la distribucién conjunta se define como
F(zy,...,xn) = Fx,. x,(@1,...,2n) = P(X1 < 21,..., X, < zp).

Si las variables X7, ..., X,, son todas discretas, es decir, si cada una de ellas toma una cantidad a lo
sumo numerable de valores, definimos la funcién de probabilidad asociada a las variables por

le,...,Xn(x17 .o 71.7’7,) = P(Xl =T1,.. ~7Xn = xn)

Una funcién de distribucién conjunta F(x1, ..., z,) tiene densidad de probabilidad f(t1,...,t,) si

F!I?l,... / / ftl,...,tn)dtl"'dtn,

para todos los valores de 1, ..., Z,.
Para variables X1,..., X, y funciones arbitrarias hq,..., h,, de n variables,

m m

B hi(X1,.. ., X)) =Y Bhi(Xy,. .., X0,

j=1 j=1
siempre que todos estos momentos existan.
Si
Fx,.x,(x1,...,0p) = Fx,(x1) - Fx, (25)
para todos los valores posibles de x4, ..., z, decimos que las variables X1, ..., X,, son independientes. En
el caso de variables discretas esto es equivalente a pedir que la funcién de probabilidad se factorice como

el producto de las funciones de probabilidad marginales. Para variables con densidad conjunta, equivale
a pedir que la densidad se factorice como el producto de las densidades marginales.

Sumas y Convoluciones

Si X e Y son variables aleatorias independientes con f.d. Fx y Fy, respectivamente, entonces la f.d.
de la suma Z = X 4+ Y es la convolucién de Fx y Fy:

Fz(2)=P(Z<z)=P(X+Y <2z2)= /oo P(X +Y <z|Y =t)dFy(t)

:/oo Fx(z — t)dFy (t) / Fy (z — t)dFx (t).

—o00
Si X e Y toman valores en los enteros no-negativos con funciones de probabilidad respectivas px y
py entonces

n n

pz(n)=P(Z=n)=Y P(X=i)P(Y =n—i)=> px(i)py(n—1i) pr n —i)py (i).

1=0 =0

Si consideramos la situacién en la cual X tienen Y densidades fx y fy, respectivamente, la densidad
fz de la suma es la convolucion de las densidades fx y fy:

_ /fo Fxlz — ) fy(t) dt = /fo Fr(z — 1) fx(t)di

Si X e Y son independientes y tienen varianzas respectivas 0% y 0% entonces la varianza de la suma
es la suma de las varianzas:
2 2 2
JZ = UX + Uy.

Esta propiedad se extiende al caso de n variables independientes.
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1.8. Algunas Distribuciones Importantes

1.8.1. Distribuciones Discretas
Distribucion de Bernoulli

Una variable aleatoria de Bernoulli toma valores 1 y 0 con probabilidades respectivas p y ¢ = 1 —
p, donde 0 < p < 1. Si el resultado del experimento es 1 decimos que ha ocurrido un éxito y p es
entonces la probabilidad de éxito. Si el resultado es 0 hablamos de un fracaso. La media y varianza son,

respectivamente,
EX]=p,  Var[X]=p(1-p).

Si A es un evento y 14 es la funcién indicadora de A, entonces 14 es una variable de Bernoulli con
pardmetro p = E[14] = P(A).
Notacién: X ~ Ber(p). Pardmetro: p € (0,1) que representa la probabilidad de éxito.

Distribucién Binomial

Consideremos una coleccién X, X, ..., X, de variables independientes de Bernoulli con probabilidad
de éxito p. Sea S el total de éxitos en los n experimentos de Bernoulli, es decir, S = Y} X;. La distribucién
de S es binomial con pardametros n y p, es decir, la funciéon de probabilidad es

ps(k) =P(S=k) = <Z>pk(1 —p)" % parak=0,1,...,n. (1.19)

Usaremos la notaciéon X ~ Bin(n,p) para indicar que la variable X tiene distribucién binomial de
parametros n y p.
Podemos determinar el valor esperado usando la definicién

E[S] = E[Y_ Xi] = > E[Xi] = np,
1 1
y usando independencia podemos calcular la varianza,
Var[S] = Var[z X, = ZVar[XZ-} =np(l —p).
1 1

Notacién: X ~ Bin(n,p). Pardmetros: n € N, que representa el nimero de ensayos de Bernoulli
independientes y p € (0,1), que representa la probabilidad de éxito en cada ensayo.
Distribucién Geométrica

En el mismo esquema anterior, sea Z el nimero de ensayos antes del primer éxito, es decir, Z = k
si y sélo si los primeros k — 1 ensayos resultan en fracaso, cada uno con probabilidad (1 — p) y el k-ésimo
es un éxito. En este caso Z tiene distribucién geométrica con funcién de probabilidad

pz(k) =p(l —p)*~1, parak=1,2,... (1.20)

y los primeros dos momentos son

1-p

Bz =1, Valz]=

p p
En ciertas ocasiones se define la distribucién geométrica asociada al ntimero de fracasos hasta el primer
éxito, es decir, Z' = Z — 1. Con esta definicién la funcién de probabilidad es

pz (k) =p(1—p)k, parak=1,2 ... (1.21)

En este caso E[Z'] = E[Z] — 1= (1 —p)/(p) y Var[Z'] = Var[Z] = (1 — p)/p*.
Notacién: Z ~ G(p). Pardmetro: p € (0, 1), que representa la probabilidad de éxito en cada ensayo.
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Distribucién Binomial Negativa

Sea ahora W}, el numero de ensayos antes de k-ésimo éxito, para un entero fijo k¥ > 1. La distribucién
de esta variable se conoce como la binomial negativa de parametros k y p. Para que Wy tome el valor r
es necesario que haya exactamente k — 1 éxitos en los primeros  — 1 ensayos y luego un éxito en el ensayo
r. La probabilidad de la primera condicién es binomial mientras que la probabilidad de la segunda es p,
lo cual nos da la funcién de probabilidad de Wy:

r—1
k-1
Otra manera de escribir Wy, es como la suma de k variables independientes con distribucién geométrica
(1.20): Wy, = Z1 + - - - + Zj. Usando esta relacién es inmediato que

k k(1 —
EWi =2, Var[Wy] = (7219).

p p

Notacién: W ~ BN (k,p). Pardmetros: k € N que representa el nimero de éxitos y p € (0,1), que

representa la probabilidad de éxito en cada ensayo.

P(Wk:T):( )pk(l—p)r_k, r=kk+1,k+2,...

Distribucion de Poisson

La distribucién de Poisson de pardmetro A > 0 tiene funcién de probabilidad

p(k) = He_ para k=0,1,... (1.22)

Usaremos la notacién X ~ Pois(\) para esta distribucién. El desarrollo en serie de potencias de la funcién

exponencial es
N AN
e :1+)\+72!+73!+,,,

y vemos que > p(k) = 1. Usando de nuevo este desarrollo podemos calcular el valor esperado para una
variable X con esta distribucion

0 [e%s} )\ke_)‘ - 00 )\k—l
BIX] =3 kplh) = Dok =2 D g =

k=0 k=1

La misma idea nos permite calcular

)\ke—)\ x )\k—2

BLX(X = 1) = 3 bk = 1pk) = 3 bk = 1) 2 = A2 30 2 = 42
k=0 k=2

2
A partir de esta relacién obtenemos E[X (X — 1)] = E[X?] — E[X] = A2, de donde E[X?] = A2 + )\ y
Var[X] = E[X?] — (E[X])? = \.

Entre otras razones, la distribucién de Poisson es importante porque aparece como limite de la dis-
tribucién binomial cuando n — oo y p — 0 de modo que np — A > 0. Este resultado se conoce como la
ley de ’eventos raros’.

Notacién: X ~ Pois(\). Pardmetro: A > 0, que representa la intensidad con la que ocurren los eventos.

Distribucién Multinomial

Las variables X7, ..., X}, con valores en el conjunto {0,1,...n}, tienen una distribucién multinomial
si su funcién de probabilidad conjunta es

n! 1 Tk 3 —
P P s 81T +-trE=mn,

P(XlTl,...,Xk’l"k){ .
0 si no.

donde p; >0 parai=1,...kypi +---+pr=1.
Para esta distribucién E[X;] = np;, Var[X;] = np;(1 — p;) y Cov(X;X;) = —np;p;.
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1.8.2. Distribuciones Continuas
Distribucion Normal

Una variable X tiene distribucién normal de pardmetros p y o si su densidad es

L —@w?/2e®
2ro

o(x; p,0?) = —00 < x < 00.
Usaremos la notacién X ~ N'(u,0?). Los pardmetros p y o2 representan el valor esperado y la varianza
de la variable X. La densidad ¢(x; i, 02) es simétrica respecto a p.

El caso 1 = 0, 02 = 1 se conoce como la densidad normal tipica o esténdar. Si X ~ N(u,0?) entonces
7Z = (X —p)/o tiene una distribucién normal tipica. De esta manera los cédlculos de probabilidad siempre
pueden reducirse al caso estdandar. La densidad tipica es

1 e

p(z) = Nz ,

y la funcién de distribucién correspondiente es

—00 < x < 00,

O(x) = /I o(t) dt, —o00 < & < 00.

Distribucién Lognormal

Si log V' tiene una distribucién normal, decimos que V' tiene distribucién lognormal. Reciprocamente,
si X ~ N(u,0?) entonces V = eX es una variable con distribucién lognormal. Haciendo un cambio de
variable para la densidad obtenemos

v > 0.

1 1 logv — p\2
xp { - 5 (BLZ Y,

frv(v) =

2mov

La media y varianza son, respectivamente,

BIV] = exp{u + 30°}

VarlV] = exp{2(s + 507} (e 1)

Distribucién Exponencial

Una variable T no-negativa tiene una distribucién exponencial con parametro A > 0 si su densidad es

Xe~ M parat >0,
fr(t) =
0 para t < 0.

La funcion de distribucién correspondiente es

1—e* vparat>0,
0 para t < 0.

Usaremos la notacién X ~ Exp(A). La media y varianza estdn dadas por

B[T] = %, VarT] = %

Una de las propiedades fundamentales de distribucién exponencial es la falta de memoria, que ex-
plicamos a continuacién. Supongamos que T es el tiempo de vida de cierto componente y, dado que el
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componente ha durado hasta el instante ¢t queremos obtener la distribucién condicional del tiempo de
vida remanente T — t. Equivalentemente, para x > 0 queremos determinar la distribucién condicional
P(T >t + z|T > t). Aplicando la definicién de probabilidad condicional obtenemos

P(T>t+x,T>t)
P(T > 1)
P(T>T+1)
P(T >1t)
e—k(t—‘—m)

= — =€
P

PT>t+z|T>t)=

— Az

Por lo tanto,
P(T>t+2|T >t)=e*=P(T>uz)

y un componente que ha durado hasta el instante ¢ tiene una vida remanente que es estadisticamente
igual a la de un componente nuevo.

La funcidn de riesgo ("hazard’) o de falla r(s) de una variable no-negativa S con densidad continua
g(s) y f.d. G(s) < 1 se define como

para s > 0.

Calculemos ahora

P(s< S <s+As)
P(S > s)

B g(s)As

= r(s)As + o(As).

P(s<S<s+As|S>s)=

Por lo tanto un componente que ha durado hasta el tiempo s fallard en el intervalo (s,s + As] con
probabilidad condicional r(s)As + o(As), lo que motiva el nombre de funcién de riesgo o fallas.
Podemos invertir la relacién de la definicién integrando

) —g(s)  d[l —G(s)]/ds  d(log(1 — G(5)))

C1-G(s)  1-G(s) ds
para obtener

_/0 T(S) ds = log[l - G(t)]a

G(t)zl—exp{—/o r(s)ds}, t>0,

que nos da la f.d. explicitamente en términos de la tasa de fallas.

La distribucién exponencial puede ser caracterizada como la tinica distribucién continua que tiene tasa
de fallas constante r(¢) = \. La tasa de fallas no cambia en el tiempo, otra consecuencia de la propiedad
de falta de memoria.

Distribucién Uniforme

Una variable aleatoria U tiene distribucién uniforme en el intervalo [a, b, con a < b, si tiene la densidad
de probabilidad
1

fu(u) = {b “

2 paraa <u<b,
0  en otro caso.
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La funcién de distribucién es
0 parax<a,

Fy(z) = ¢ $=2 paraa <z <D,

para x > b.

Usaremos la notacién U ~ U[a, b]. La media y varianza son

(b—a)?

E[U]:%(cw—b) y o Ve = O

Distribucién Gamma

La distribuciéon Gamma con parametros o« > 0 y A > 0 tiene densidad de probabilidad

A
f(x) = @O\x)a_le_)‘x, para x > 0,
donde -
INa) = / z* e " dx, para a > 0.
0

Usaremos la notacién X ~ I'(«, A) para esta distribucién.

Si a es entero y sumamos « variables exponenciales independientes con parametro A, esta suma X,
tiene distribucion Gamma con parametros o y A. Los pardametros de esta distribucién son
@

BlX. =< Var[X.] = 35

A

Distribucién Beta

La densidad beta con pardmetros a > 0y 5> 0 es

'« a— _
0 en otro caso.

Los parametros de esta distribucion son

of

E[X] = Var[X] = CENOECEY ISk

a+p

Distribucion Normal Bivariada

Sean ox > 0, oy > 0, ux, py y p con —1 < p < 1 nimeros reales. Para = e y reales definimos la
forma cuadratica

Qz,y) = 1_1p2{($;)fx)2_Qp(fg)fx)(y;:“’) + (y;:LY)Z}

Definimos la distribucién normal o gaussiana conjunta para las variables X e Y por la funcién de densidad

1 1
¢X,Y(‘T7y) - 27T0'Xo'ymexp{ - §Q(I7y)}a

para —oo < x,y < 0o. Los momentos de la distribucién son

E[X] = ux, E[Y]=upy, Var[X]=o0%, Var[Y]=o0%,

Cov[X,Y] = E[(X — pux)(Y — py)] = poxoy.
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Si definimos la matriz de varianzas y covarianzas del vector (X,Y") por
o2 ox 0
= X p X2 Y
pPOXOY Oy
entonces podemos escribir la densidad anterior como

1 1 1 Ja
= 57 s o |~ 5 WS x =)

donde X = (X,Y), x = (,y), det X es el determinante de ¥, ¥~! la matriz inversa y x’ es el vector
traspuesto de x. Esta expresion para la densidad se puede generalizar al caso de vectores gaussianos de
dimensién n.

Px (x)

1.9. Probabilidad y Esperanza Condicional

1.9.1. El Caso Discreto

Definicién 1.2 Sean X, Y variables aleatorias discretas. La funcién o densidad de probabilidad condi-
cional pxy (z|y) de X dado Y =y se define por

pxy(zly) = P(XPT;’:};): v) si P(Y =y) >0,

y no estd definida, o se le asigna un valor arbitrario, si P(Y =y) =0.

En términos de la densidad conjunta y de la densidad marginalde Y, px v (x,y) y oy (v) = >, px,v (%, ¥y)
respectivamente, la definicién es

px,y(z,Y)

) | P>

pX\Y(9€|y) =
Observamos que px|y (z|y) es una densidad de probabilidad en = para cada y fijo:
pxiy(zly) =0, Y pxy(zly) =1, para todo y.
x

Por lo tanto, podemos definir la funcién de distribucién condicional de X dado que Y = y como la f.d.
asociada a la funcién de probabilidad pxy (z|y) (siempre que py (y) > 0):

1

Fxpy(zly) = > pxiy(2ly) = P o) > pxy ().

La ley de la probabilidad total es

P(X =2)=) P(X=z]Y =y)P(Y =y) = > pxpy(zly)py (y)-

Ejemplo 1.10
Supongamos que X tiene distribucion binomial de pardmetros p y N, donde N a su vez tiene distribucién
de Poisson con media A. ;Cudl es la distribucién de X7

Tenemos que

n e
px|n(kln) = (k>pk(l —-p)" ko parak=0,1,...,n

Ae >
pn(n) =

Y paran =20,1,...
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Usando la ley de la probabilidad total

> > n! Are—A
P(X =k)= k =y —— Pl -pt——
X S O
k! — (n—k)! k!
(Ap)te??
N k!
para k =0,1,..., es decir, X ~ Pois(Ap). A

Sea g una funcién tal que E[|g(X)|] < co. Definimos la esperanza condicional de g(X) dado ¥ =y
por la férmula

Elg(X))Y =y] = Zg z)pxy (zly) sipy(y) >0,

y la esperanza condicional no estd definida para valores y tales que py (y) = 0. La ley de la probabilidad
total para esperanzas condicionales es

ZE XY =ylpy (y).

La esperanza condicional E[g(X)|Y = y] es una funcién de la variable real y, que denotaremos ¢(y).
Si evaluamos esta funcién ¢ en la variable aleatoria ¥ obtenemos una nueva variable aleatoria ¢(Y), que
denotamos E[g(X)|Y]:

Elg(X)[Y](w) =E[g(X)]Y =Y ()]

Podemos ahora escribir la ley de la probabilidad total como
Elg(X)] = E[E[¢g(X)|Y]]

Ejemplo 1.11

Consideremos un dado tetrahedral con 4 resultados posibles: 1, 2, 3 y 4 y probabilidades respectivas
p(i) = p; parai =1,...,4. Lanzamos el dado dos veces y definimos X como el producto de los resultados
e Y como su suma. A continuacién presentamos una descripcién de los resultados posibles del experimento
y de los valores de las variables X e Y.

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 12 3 4 2 3 45
q. @1 (22) (2,3) (2,4) x. 24 6 8 y.3 456
©(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) 3.6 9 12 405 6 7
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) 4 8 12 16 56 7 8

Calculemos ahora la probabilidad condicional px|y($|y) para algunos valores de y. Por ejemplo, si
Y =2, el tnico resultado posible es (1,1) y el valor de X en este caso es 1. Por lo tanto

1 siz=1,

x|y (z]2) = {

0 en otro caso.

Algo similar ocurre cuando y = 3,7 u 8: Para cada uno de estos valores de la variable Y hay un sélo valor
de la variable X, que por lo tanto ocurre condicionalmente con probabilidad 1.
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Para los otros valores de y la situacién es distinta, pues hay varios valores posibles de x. Veamos, como
ejemplo, el caso y = 5; tenemos dos valores posibles de X : 4, que corresponde a los eventos elementales
(4,1) y (1,4), y 6, que corresponde a los eventos elementales (3,2) y (2, 3). Por lo tanto,

P(X =4Y =5) P1P4
415) = =
px\Y( 15) P(Y =5) p1pa + pops’
P(X =6,Y =5) D2P3
6]5) = - '
px|y (6]5) P(Y =5) P1P4 + p2ps

De manera similar se calculan los otros valores de la funcién de probabilidad condicional, que son
para Y = 4:

2p1p3 D3
pxiy (3]4) = —2P3 )y = — P2
xiy (314) 2p1ps + p3 xpy (44) 2p1ps + p3
para Y = 6:
2papy 3
8l6) = ————, 916) = —————.
PX|Y( | ) 2p2p4+p§ PX|Y( \ ) 2p2p4+p§

En consecuencia vemos que para cada valor de la variable Y tenemos una funcién de probabilidad
sobre los posibles valores de X. Veamos ahora los distintos valores de la esperanza condicional,

EX|Y =2)=1, E[X|Y =3]=2

2p1p3 3

2mps +p5  2pips + p3
P1P4 16 p2ps3
P1P4 + P2p3 P1P4 + P2p3
2pap4 P}
2papa + D3 2papa + 3

EX|Y =7)=12, E[X|Y =8| =16.

E[X|Y =4) =3

E[X|Y =5) =4

E[X|Y =6)=8

Para el caso particular en el cual el dado es simétrico y todos los valores tienen la misma probabilidad
los valores de las tres esperanzas centrales en la expresion anterior son
10 25
E[X|Y:4]:§; E[X|Y = 5] =5; E[X|Y:6]:§.
Por lo tanto, E[X Y] es una funcién de los valores de Y, y como Y es una variable aleatoria, también lo es
E[X|Y]. La siguiente tabla muestra los valores de Y, los valores asociados de E[X Y] y las probabilidades
correspondientes, y representa una descripcién de la variable aleatoria E[X|Y].

y | EXTY =y | p(Y =y)
2 1 1/16
3 2 1/8
4 10/3 3/16
5 5 1/4
6 25/3 3/16
7 12 1/8
8 16 1/16
A
Propiedades.
Como la esperanza condicional de ¢g(X) dado Y = y es la esperanza respecto a la densidad de

probabilidad condicional px|y (z|y), las esperanzas condicionales se comportan en muchos aspectos como
esperanzas ordinarias.
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Suponemos que X e Y tienen distribucién conjunta, ¢ € R, g es una funcién tal que E[|g(X)|] < oo,
h es una funcién acotada y v es una funcién en R? tal que E[|v(X,Y)]] < oco.

L Ele1g1(X1) 4 c292(X2)[Y = y] = 1 E[g1 (X1)[Y = y] + c2 E[go(X2)[Y = y].
2. Si g > 0 entonces E[g(X)|Y = y] > 0.
3. Ep(X, Y)Y =y = Ep(X,y)[Y =y
4. E[g(X)|[Y = y] = E[g(X)] si X e Y son v.a.i.
5. Elg(X)h(Y)[Y = y] = h(y) E[g(X)]Y = y].
6. E[g(X)h(Y)] =3, h(y) E[g(X)[Y = ylpy (y) = E[L(Y) E[g(X)[Y]].
Como consecuencia de 1, 5 y 6 obtenemos
7. B[]y =y =c,
8. E[A(Y)|Y =y] = h(y),

9. Elg(X)] = 22, Elg(X)[Y = ylpy (y) = E[E[g(X)[Y]].

Ejemplo 1.12
Usando la propiedad 9 podemos obtener la esperanza de X en el ejemplo anterior:

1 1 1
E[X] = EEX|Y]]=1x = +2x =+ +16 x — = 6.2
[X] = EEX|Y] = 1% 75 +2x g+ +16 x 72 =6.25

y hemos hallado la esperanza de X sin haber usado su funcién de distribucién. A

1.9.2. El Caso Continuo

Sean X, Y v.a. con distribucién conjunta continua de densidad fx y(x,y). Definimos la densidad
condicional fx|y (x|y) para la variable X dado que Y =y por la férmula

Py (aly) = w S fy(y) > 0,

y no estd definida si fy (y) = 0. La f.d. condicional para X dado Y = y se define por

Fxy(aly) = [ Wd S fv(y) > 0.

La densidad condicional tiene las propiedades que uno esperaria. En particular

d b
P<a<X<b,c<Y<d>=/ (/ Fxiy (zly) dz) fy () dy

v haciendo ¢ = —o0, d = 0o obtenemos la ley de probabilidad total

e’} b
Pla<X <b)= / ( / Py (@ly) dz) fy (v) dy.
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Ejemplo 1.13
Sea (X,Y") un vector gaussiano de dimensién 2, de densidad

2

1 1 @ zy Y
o) Y SR SR +7>} 1.23
fX,Y( y) 27{'0’Xo'yﬂ p{ 2(1 _ p2) (0%( pO’XUY 0'32/ ( )

La variable X es gaussiana, centrada, de varianza 0% y densidad

1
V2mox

La densidad condicional de Y dado que X = x es, por lo tanto,

fx(x) =

.’,172

Frix (yl) - expf Ly e
S S S S
Y ey T A

que es una densidad gaussiana de media proy /ox y varianza o2 (1 — p?). A

Si g es una funcién para la cual E[|g(X)|] < oo, la esperanza condicional de g(X) dado que Y =y se
define como

Elg(X)Y =y] = /g(m)fxw(xly) dx si fy(y) > 0.

Estas esperanzas condicionales satisfacen también las propiedades 1-5 que listamos anteriormente. La
propiedad 6 es en este caso,

Elg(X)n(Y)] = E[n(Y) E[g(X)[Y]] = /h(y) Elg(X)Y =ylfy(y)dy
vélida para cualquier h acotada y suponiendo E[|g(X)|] < co. Cuando h = 1 obtenemos
Elg(X)] = E[E[g(X)|Y]] = /E[Q(X)|Y = ylfy (y) dy.

Ejemplo 1.14
Si (X,Y) es un vector gaussiano, centrado, bidimensional cuya densidad estd dada por (1.23), entonces

o0

yfyx (ylz) dy

E[Y|X = 2] = /

es la esperanza condicional de Y dado que X = z. A partir de (1.24) vemos que la densidad condicional
es gaussiana de media pzoy /ox, de donde

Iy pX.
ox

E[Y|X] =

Podemos reunir los casos discreto y continuo en una sola expresion:

E[g(X)h(Y)] = E[n(Y) E[g(X)[Y]] = /h(y) E[g(X)[Y" = y]dFy (y)

Blo(X)] = E[ECOIY] = [ ECOIY = ildFy ().
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1.9.3. El Caso Mixto

Hasta ahora hemos considerado dos casos para el vector (X,Y): ambas variables discretas o ambas
continuas. En esta seccién consideraremos los dos casos mixtos posibles. Comenzamos por el caso continuo-
discreto. En ambos casos supondremos, sin pérdida de generalidad, que la variable discreta toma valores
en los enteros positivos.

Caso 1: Continuo-Discreto

Sean X y N v.a. con distribucién conjunta donde N toma valores 0, 1,2, ... La funcién de distribucién
condicional Fx|y(z|n) de X dado que N =n es

P(X <x,N=n)
P(N =n)
y la funcién de distribucion condicional no esta definida para otros valores de n. Es sencillo verificar que
Fx|n(x|n) es una f.d. en x para cada valor fijo de n para el cual esté definida.
Supongamos que X es continua y Fx|y(z|n) es diferenciable en 2 para todo n con P(N = n) > 0.
Definimos la densidad condicional de X dado N =n por

Fxn(zn) = si P(N =n) >0,

d
fX‘N(x|n) = %FX‘N(I"H,).

De nuevo, fx|n(z|n) es una densidad en x para los n para los cuales esta definida y tiene las propiedades
que uno esperaria, por ejemplo

b
Pla<X<bN=n)= / fx|n(z[n)pn(n)de, paraa <b.
a

Usando la ley de la probabilidad total obtenemos la densidad marginal de X,
Fx(@) = fxv(@n)p (n).

Supongamos que g es una funcién para la cual E[|g(X)|] < oo. La esperanza condicional de g(X) dado
que N = n se define por

Elg(X)|N = n] = / o) fx e (ln) do

Esta esperanza condicional satisface las propiedades anteriores y en este caso la ley de la probabilidad

total es
ZE X)|IN = n]pn(n) = E[E[g(X)[N]].

Caso 2: Discreto-Continuo

Consideremos ahora un vector (N, X). Supongamos que X tiene una distribucién continua de densidad
[x () y, dado el valor z de X, N es discreta con funcién de probabilidad py|x (n|x) para n > 0. Podemos
pensar que X es un pardmetro (aleatorio) de la distribucién de N, y una vez conocido el valor de este
parametro la distribucién de N esta completamente determinada.

La funcién de probabilidad condicional de N dado X es

fyx(n,x)

fx(x)

siempre que fx(x) > 0, donde fn x(n,z) es la densidad de probabilidad conjunta del vector (N, X). La
funcién de distribucién condicional correspondiente es

pnix(nfz) = P(N = n|X = z) =

1
FN‘X(n,x):fX ZPN kX =2)=
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Ejemplo 1.15
Suponemos que X ~ Bin(p, N) con p ~ U[0,1]. ;Cuél es la distribucién de X?

HX=M=APM=Mw%M£M£

— ! N! k N—k
*/0 k(N — k)! (1=~ "de

Nl K(N-k)! 1
E(N—k)! (N+1)!  N+1’

k=0,...,N.

es decir, X tiene distribucién uniforme en los enteros 0,1,..., N. A

Ejemplo 1.16
Sea Y ~ Exp(f) y dado Y = gy, X tiene distribucién de Poisson de media y. Queremos hallar la ley de
X. Usando la ley de probabilidad total

HX=M=AwHX=MY=wthy

[e'e] k —y
— ye “p.-0
_/0 x Oe="Ydy
0

= E A yke_(1+a)ydy

0 * k_—u
:7k!(1+9)k+1/0 u“e “du

0
= araT k=0,1,...

1.9.4. Sumas Aleatorias

Con frecuencia encontramos sumas de la forma T = X; + --- + Xy, donde el niimero de sumandos

es una variable aleatoria. Consideremos una sucesion Xi, Xo,... de v.a.i.i.d. y sea N una v.a. discreta,
independiente de X7, X, ... con densidad py(n) = P(N =n), n=0,1,.... Definimos la suma aleatoria
T como

o si N =0,
X 4+ Xy siN>O0.

Ejemplos 1.17
a) Colas: N representa el nimero de clientes, X; es el tiempo de atencién de cada cliente, T es el
tiempo total de atencién.

b) Seguros: N representa el nimero de reclamos en un perfodo de tiempo dado, X; es el monto de
cada reclamo y T es el monto total de los reclamos en el periodo.

¢) Poblacién: N representa el nimero de plantas, X; es el nimero de semillas de cada planta, T es el
total de semillas.

d) Biometria: N es el tamafnio de la poblacién, X; es el peso de cada ejemplar y T representa el peso
total de la muestra.
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Momentos de una Suma Aleatoria

Supongamos que X y N tienen momentos finitos

E[X] = 1, Var[X}] = 02,
E[N] = v, Var[N] = 72.

y queremos determinar media y varianza de T'= X; + - - - + Xy. Veamos que

E[T] = pv, Var([T] = vo? + p?r2.

Tenemos
ZET\anpN ZEX1+ -+ XN|N =nlpy(n)
n=0
= ZE[Xl + o+ Xn|N =nlpy(n) = ZE[Xl + -+ Xalpn (n)
= n=0

=Y nppn(n) = pv.

Para determinar la varianza comenzamos por

Var[T] = E[(T — )?] = B[(T — N+ Np — vp)?)
— B[(T — Nu)?] + E[®(N - v)?] + 2E[u(T — Np)(N - v)].

Calculemos cada uno de estos sumandos por separado, el primero es

E[(T — Npu)? :ZET Np)?|N = nlpy(n)

n=0

=Y E[(X; + -+ X, — np)’|N = n]pn(n)

=3 E[(X1+ -+ Xy — np)’]pn(n)
=2 anN(n) =vo

Para el segundo tenemos

y finalmente el tercero es
E[u(T — Np)(N — p)] uZE —np)(n — v)|N = nlpn(n)

13— V)BT — )N = nlp(n)
=0.

La suma de estos tres términos demuestra el resultado.
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Distribucién de una Suma Aleatoria

Supongamos que los sumandos X7, Xo,... son v.a.i. continuas con densidad de probabilidad f(x).
Para n > 1 fijo, la densidad de la suma X; + - - - 4+ X, es la n-ésima convolucién de la densidad f(z), que
denotaremos por f*"(z) y definimos recursivamente por

f*l(l‘)—
/f*(n 1) (x —u)f(u)du paran > 1.

Como N y Xi, Xo, ... son independientes, f*"(x) es también la densidad condicional de T' = X+ - -+ Xy
dado que N =n > 1.

Supongamos que P(N = 0) = 0, es decir, que la suma aleatoria siempre tiene al menos un sumando.
Por la ley de la probabilidad total, T es continua y tiene densidad marginal

2) =3 F(@)py(n)
n=1

Observacion 1.1 Si N puede valer 0 con probabilidad positiva entonces T'= X1 +---+ Xy es una v.a.
mixta, es decir, tiene componentes discreta y continua. Si suponemos que X1, Xo,... son continuas con
densidad f(z), entonces

mientras que para 0 <a <bda <b<0,

b 0o
Pla<T <b)= / (> (@)pn(n))ds

n=1

Ejemplo 1.18 (Suma Geométrica de Variables Exponenciales)
Supongamos que

Ae *  para x>0,
-]
0 para x < 0.

pn(n)=pl—-—p)" ' n=12,...,0<p<1.

Comenzamos por hallar la convolucién de las densidades exponenciales
/f x—u)f(u)du = /1{1,,”20}(u))\e_x(‘"”_“)1{u20}(u)/\6_” du
= e _’\x/ du = x\%e ™
0

para z > 0. La siguiente convolucion es

3($) = /f*Q(:E - u /l{m u>0} (.’13 - u)e_k(x_u)l{uzo}(u))\e_u du
_\3_ -z o _ l’ 2 _—Ax
=Xe / (r —u)du=—>N%e
0 2

para x > 0. Procediendo inductivamente obtenemos que

xn—l

n_ —Ax
(n— 1)!/\

[ () =
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La densidad de T'= X1 + --- 4+ X es

’ﬂ

tnflef)\tp(l o p)nfl

—/\tz p)t)n ! _ )\pe—,\teA(l—p)t

para t > 0, y por lo tanto T' ~ Exp(Ap). A

1.10. Funciones Generadoras de Probabilidad
Consideremos una v.a. £ con valores enteros positivos y distribucién de probabilidad
P(Ezk):pka k:0a17

La funcién generadora de probabilidad (f.g.p.) ¢(s) asociada a la v.a. £ (o equivalentemente a su distribu-
cién (pg)) se define por

#(s) = E[s*] = iskpk, 0<s<1. (1.25)

A partir de la definicién es inmediato que si ¢ es una f.g.p. entonces

= Zpk =1L
k=0

Resultados Fundamentales:

1. La relacién entre funciones de probabilidad sobre {0,1,2,...} y funciones generadoras es 1-1. Es
posible obtener las probabilidades (px) a partir de ¢ usando la siguiente férmula

1 do(s)
= — . 1.26
PR=00 Tash |, (1.26)
Por ejemplo,
¢(s) = po+p1s+p2s’ +--- = po = ¢(0)
d d
) =p1+2p25+3pss’ 4+ = pr= o(s)
ds ds |,
2. Sié&y,...,&, son v.ad. con funciones generadoras ¢1(s), p2(s), ..., P¢n(s) respectivamente, la f. g. p.
de susuma X =& + & + -+ &, es el producto de las funciones generadoras respectivas
dx(s) = E(s%) = E(s ) = E(s%) - E(s*) = ¢1(5)d2(s) - - dn(5)- (1.27)

3. El valor esperado de una variable que toma valores en los enteros no-negativos se puede obtener
derivando la funcién generadora:

dé(s)
ds

= p1+2p2s + 3pss” + -,
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y evaluando en s = 1
do(s)
ds

=p1+2p2+3ps+--- = E[{]. (1.28)
s=1

Para la segunda derivada tenemos

d2
d(i(;) =2py+3-2p3s +4-3pss” + -+,
evaluando en s =1,
d¢(s)
752 =2pa+3-2p3+4-3pyg---
s=1
= k(k—1px
k=2
= E[¢(€ - 1)] = E[¢?] - E[¢] (1.29)
de modo que
d*¢(s) d®¢(s) d(s)
E[¢’] = E[¢] =
[é‘ } d52 a1 + [6] d82 a1 ds a1 )
y en consecuencia
d*¢(s) do(s) d*¢(s) 2
= E[¢?] — (E[¢])? = - :
varlg] =Bl - (Bl = S5 - S - (ST )
Ejemplo 1.19
Supongamos que & ~ Pois(\):
)\k
pr=PE=k)= ﬁe’)‘, k=0,1,...
Su funcién generadora de probabilidad es
3 — A
¢(s) = E[s*] = Zs e
k=0
PN o~ (sA)* —X_As
=e Z e e
k=0
_ e—A(l—s)
Entonces,
do(s) “A(1-s) do(s)
— = 5 = 1.
s e , ds |._, A (1.30)
d*¢(s) 2 —A(1—s) d*¢(s) 2
F = N\ y d32 - =\ (131)

y obtenemos
E[¢l=)  Var() =X +A- ()=
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1.10.1. Funciones Generadoras de Probabilidad y Sumas de V. A. L.

Sean &,n v.a.i. con valores 0,1,2,... y con funciones generadoras de probabilidad
¢§(S) = E[SSL ¢U(S) = E[Sn], |S| <1,
entonces la f.g.p. de la suma & + 1 es
$e+n(s) = E[s**"] = E[s°s"] = E[s*] E[s"] = ¢¢(5)$n(s) (1.32)
El reciproco tambien es cierto, si ¢¢iy(s5) = de(s)Py(s) entonces las variables  y 7 son independientes.
Como consecuencia, si &1,8a,...,&, son v.a.iid. con valores en {0,1,2,...} y f.g.p. ¢(s) = E[s¢]
entonces
E[s& ] = ¢ (s) (1.33)

. Qué ocurre si el nimero de sumandos es aleatorio?
Proposiciéon 1.3 Sea N una v.a. con valores enteros no-negativos e independiente de £1,&5, ... con f.g.p.
gn(s) = E[s"] y consideremos la suma
X=&+ - +&N.
Sea hx(s) = E[s*] la f.g.p. de X. Entonces
hx(s) = gn(o(s)). (1.34)

Demostracion.

par
_ Ii (213()( — kN = n)P(N = n))sk

_ ;i (ip(gl b4 &y = kN =n)P(N = n))sk
= 2 (f}OP@l & = R)P(N = n)) st
(e ) -

= > ¢"(s)P(N =n) = gn(o(s))

Ejemplo 1.20

Sea N una variable aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro A. Dado el valor de IV, realizamos
N experimentos de Bernoulli con probabilidad de éxito p y llamamos X al ntimero de éxitos. En este
caso &; tiene distribuciéon de Bernoulli y su f.g.p. es

oe(s) = E[s] = sp+¢
mientras que N ~ Pois(\) con f.g.p.
gv(s) = BlsV] = e 20—
segtin vimos en el ejemplo 1.19. Por la proposicién anterior obtenemos que la f.g.p. de X es
hix(s) = g (0(s)) = gn(a +sp) = exp{ = A1 =g —sp) | = exp{ —Ap(1 - 5)}

que es la f.g.p. de una distribucién de Poisson de pardmetro Ap. A
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1.11. Funciones Generadoras de Momentos.

Dada una variable aleatoria X, o su funcién de distribucién F', vamos a definir otra funcién generadora,

como
Mx(t) = E(e!X).

Notemos que cuando X toma valores en los enteros no-negativos, Mx (t) = ¢x(e?). Si X estd acotada,
Mx esta bien definida para todo t real; en cambio, si X no estd acotada, es posible que el dominio de
M no sea el conjunto de todos los nimeros reales. En todo caso, M siempre esta definida en cero, y
M(0) =1.

Si la funcién M estéd definida en un entorno de ¢t = 0, entonces las series

trXm
!

Mx(t) =E(EX)=E(1+ i -
n=1

oo t"
)=1+> S BXT)
n=1
son convergentes y en consecuencia se puede derivar término a término. Obtenemos
M (0) = E(X); M%(0) =E(X?) y en general M{"(0) = E(X"™).
Es por esta ultima propiedad que esta funcién se conoce como funcién generadora de momentos (f.g.m.).

Ejemplos 1.21
1. Si X ~ Bin(n,p) veamos que M (t) = (pe' +1 — p)™): Un célculo directo muestra que

M(t) = Zeﬁ< )pj(l —p)"7 = (pe' +1-p)",

n
n
=0 M

2. Si X ~ Exp(N), es decir, si P(X < z)=1—e"? parax >0, entonces M(t) = \/(\ — ).
El resultado se obtiene a partir del calculo

oo
S e(tf)\)x

M(t) = ; e M ety = ) —

A
o A—t

Observamos que en este caso, M (t) no estd definida si ¢ > A.

3. Si X ~N(0,1), es decir, si P(X <z) = ~7*/2qz, entonces M(t) = et’/2,

1 xr
—— e
v 2T /_oc

Calculemos

1 [ | oo
M(t) = E/ et;c e—x2/2dx — E/ e—%(x_t)z etz/gdx _ et2/2
— 0o oo

ya que ffooo \/%e_%(””—t)zdx = 1 puesto que el integrando es la densidad de una variable aleatoria
con distribucién N (¢, 1)

Observacion 1.2 Por la forma en la cual hemos definido la funcién generadora de momentos, cuando
las f.g.m. de dos variables aleatorias X7, X5 coinciden para todos los valores de ¢ en un entorno de t = 0,
entonces las distribuciones de probabilidad de X7 y X5 deben ser idénticas. Este resultado lo enunciamos
en el proximo teorema, sin demostracion

Teorema 1.5 (Unicidad) Si X tiene funcidn generadora de momentos M(t) que estd definida en un
entorno (—a,a) de 0, entonces M (t) caracteriza a la distribucion de X, es decir, si otra variable Y tiene
la misma funcion generadora de momentos, las distribuciones de X e Y coinciden.
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La funcién generadora de momentos resulta particularmente 1til cuando consideramos sucesiones de
variables aleatorias, como lo muestra el siguiente teorema que enunciamos sin demostracién.

Teorema 1.6 (Continuidad) Sea F,(x), n > 1 una sucesion de f.d. con funciones generadores de
momento respectivas My(t), n > 1, que estdn definidas para |t| < b. Supongamos que cuando n — oo,
M, (t) — M(t) para |t| < a < b, donde M(t) es la funcién generadora de momentos de la distribucion
F(x). Entonces F,(x) — F(z) cuando n — oo para todo punto x en el cual F es continua.

Veamos una aplicacién del teorema anterior para demostrar el Teorema de de Moivre y Laplace.

Teorema 1.7 (de Moivre-Laplace) Sea S, ~ Bin(n,p) paran > 1 y q=1— p. Definimos

S, —np
T, =2n""F
(npq)1/?

Entonces para todo x € R,
x

1 2
P(T, < z) — ®(z) = / e P

Demostracion. Recordemos que S, es la suma de n v.a.i. con distribucién de Bernoulli de pardmetro p:
Sn = Z? X;. Usamos esto para calcular la funcién generadora de momentos de T;,.

E(e'™) =E [exp (t((izq_)ﬁf))} = [eXp (t(z(;;f;mp)))}

=5 [ITewe ()] = 118 e (5]
Bl (o))
t(1—p) —pt

D exp (W) + gexp (W>>n (1.35)

Ahora hacemos un desarrollo de Taylor para las dos exponenciales que aparecen en esta ltima expresiéon
para obtener

=

2,2 343
per ((tﬁ;q_)l]j)2> - p(l (npct];;l/2 i gn;q 3!(07;1(1;3/2) (1:30)
_ 242 3.3
1w ((npqz;tl/ 2) - ( - (np]zlgl/ o gn;q 3&5(1;3/ 2)' (37
La suma de estas dos expresiones nos da 1 + % + O(n~3/2) y sustituyendo en (1.35) obtenemos
E(e!™) = (1+ % +On32)" - '/
que es la f.g.m. de la distribucién normal tipica. |

1.12. Simulacién de Variables Aleatorias

Los generadores de niimeros aleatorios simulan valores de la distribucién /[0, 1], pero con frecuencia
nos interesa simular valores de otras distribuciones. Vamos a estudiar en esta seccién dos métodos para
generar valores a partir de una funcién de distribucién F.
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1.12.1. Método de la Distribucion Inversa

Este método se basa en el siguiente resultado:

Proposicion 1.4 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx y sea g una funcion
estrictamente creciente. Definimos Y = g(X) y sea Fy la funcién de distribucion de esta variable.
Entonces

Fy(y) = Fx (97 (v)). (1.38)

Demostracién. Como g es estrictamente creciente los eventos {X < g7 !(y)} y {9(X) < y} son iguales.
Por lo tanto,

Fy(y)=P(Y <y)=Pg(X)<y)=P(X <g'(y) = Fx(g~'(v))

Si g es estrictamente decreciente entonces Fy-(y) = 1 — Fx (g7 (v)).

Corolario 1.2 Sea F una funcidn de distribucidn estrictamente creciente para los  tales que 0 < F(x) <
1 y sea U ~ U[0,1]. Entonces la variable Z = F~*(U) tiene distribucion F.

Demostracion. La funcién de distribucién de U es Fy(u) = u para u € [0, 1]. Entonces
Fa(2) = Fu(F(2)) = F(2) (1.39)
de modo que Z tiene funcién de distribucién F. |

Observacion 1.3 El resultado anterior es cierto en general si utilizamos la inversa generalizada F~ de
la funcién F' cuando esta no sea estrictamente creciente, que se define por la siguiente expresion:

F=(y) = mf{z : F(z) > y}

Por lo tanto, para cualquier funcién de distribucién F, la variable aleatoria Z = F*~ (U) tiene funcién de
distribucién F'. Para ver que esto es cierto observamos que, a partir de la definicién, es facil demostrar
que

Foy) <tey<F{); F(y)>tey>FQ)

Usando esto obtenemos

El Corolario 1.2 y la Observacién 1.3 nos dan un método para simular una variable aleatoria con
funcién de distribucién F: Generamos el valor u de una variable uniforme en [0, 1] y evaluamos la inversa
generalizada en w: F~(u). Sin embargo, dependiendo de la naturaleza de la funcién de distribucién F,
es posible que la inversa generalizada tenga una expresién complicada o incluso no sea posible escribirla
en términos de funciones elementales, como ocurre en el caso de las variables Gaussianas. Por esta razén
hay métodos ad hoc que resultan mas eficientes en muchos casos.

Ejemplos 1.22
1. Variables Discretas. Si queremos simular una variable aleatoria finita X con valores z1,...,z,
y probabilidades respectivas p1, ..., pn, podemos dividir el intervalo [0, 1] en subintervalos usando
las probabilidades p;:

0,p1);  [pupi+p2)i [ +pep+p2tps); o [Dopidl.
j<n
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Ahora generamos una variable U con distribucién uniforme en [0,1] y si el valor cae en el i-ésimo
intervalo le asignamos a X el valor x;. Como la probabilidad de que U caiga en el intervalo ¢ es
igual a la longitud del intervalo, que es p;, vemos que

P(X =uz;) = pi, paral <i<n.

Esta es una implementacién del método de la distribucién inversa. Desde el punto de vista computa-
cional es conveniente ordenar los valores segin el tamano de las p;, colocando estas probabilidades
de mayor a menor, porque para identificar el intervalo en cual cae U tenemos que comparar con
p1, luego con py + po, v asi sucesivamente hasta obtener el primer valor mayor que U. Ordenar las
probabilidad hace que se maximice la probabilidad de que U esté en los primeros intervalos, y esto
reduce el nimero de comparaciones que hay que hacer en promedio para obtener el valor de X.

Este método también funciona para variables discretas con una cantidad infinita de valores. La
misma observacién sobre el ordenamiento de los valores de las probabilidades es valida.

2. Distribuciéon de Bernoulli. Un caso particular sencillo es el de la distribucién de Bernoulli con
probabilidad de éxito p. Para generar un valor de la variable X con esta distribucién, generamos U
ysiU<p, X =1ysino, X =0.

3. Distribucién Uniforme Discreta. Sea X una variable aleatoria que toma valores {1, xa,...,2,}
con igual probabilidad. Para simular esta distribucién generamos un ndmero aleatorio U € (0, 1],
dividimos el intervalo [0, 1] en n intervalos iguales y le asignamos a la variables el valor xy, si

k-1
7<U§E7
n n

es decir, el valor de la variable es X}, con k = [Un], donde [a] es la funcién techo y representa el
menor entero que es mayor o igual a a.

4. Variables Continuas. Si X es una variable continua con funcién de distribucién F' invertible, para
simular X basta generar una variable uniforme U y poner X = F~1(U). Esto es consecuencia del
corolario 1.2. Por ejemplo, si queremos simular una v.a. X con funcién de distribucién F(z) = a™
para 0 < < 1, observamos que F es invertible y su inversa es F~!(u) = u'/™. Por lo tanto basta
generar una variables uniforme U y poner X = U™,

5. Distribucién Uniforme Continua. Si queremos simular la distribucién Ula,b] generamos U
uniforme en [0, 1] y usamos la transformaciéon u — a + u(b — a).

6. Distribucién Exponencial. Si X ~ Exp()\) su f.d. estd dada por F(z) = 1 — e~ **. La inversa de
esta funcién es

1
F~Yu) = Y log(1 — u).
Por lo tanto para generar X podemos generar una uniforme U y ponemos X = —In(1 — U)/A.

Observamos ahora que si U tiene distribucién uniforme en (0,1), 1 — U también. Por lo tanto,
para simular esta distribucién a partir de una variable U ~ U(0, 1) basta hacer la transformacién
—In(U)/ .

1.12.2. Método de Rechazo

Variables Discretas

Supongamos que tenemos un método eficiente para simular una variable Y que tiene funcién de
probabilidad {g;,j > 1}. Podemos usar este método como base para simular otra variable X con funcién
de probabilidad diferente {p;,j > 1}, siempre que las dos variables tengan el mismo conjunto de valores
posibles o al menos cuando los valores de X sean un subconjunto de los valores de Y. La idea es simular
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primero la variable Y y luego aceptar este valor para la variable X con probabilidad proporcional a

Py /qy-
Sea ¢ una constante tal que

bi < c¢ para todo j tal que p; > 0, (1.40)
qj

entonces el algoritmo para el método de rechazo es el siguiente,

Algoritmo.
e Paso 1. Simulamos una variable Y con funcién de probabilidad g;.
e Paso 2. Generamos una variable uniforme U.
e Paso 3. Si U < py/cqy, ponemos X =Y y paramos. Si no, regresamos al paso 1.

Veamos que este método efectivamente produce una variable con distribucién p;. Calculemos primero
la probabilidad de obtener el valor j en una sola iteracién:

P(Y = j y este valor sea aceptado) = P(Y = j)P(Aceptar|Y = j)

Dj
=q;P(U < —)
J qu
Pj Dy
=g =P
cq; c

Si sumamos ahora sobre los valores posibles j obtenemos la probabilidad de que el valor de la variable
generada sea aceptado:

i1
P(Aceptado) = Z bi _ -,
—~ ¢ c

j

Es decir, cada interacién resulta en un valor que es aceptado con probabilidad 1/¢ y esto ocurre de manera
independiente, de modo que la distribucién del niimero de iteraciones necesarias para aceptar un valor
es geométrica con pardmetro 1/c. En consecuencia

P(X =j)= Z P(j es aceptado en la iteracién n)
1 n—lp.
- Z (1 - *) = =p;.
— c c

Como el nimero de iteraciones es geométrico con pardmetro 1/c, en promedio es necesario realizar ¢
iteraciones para aceptar un valor. Por lo tanto conviene escoger ¢ lo mas pequeno posible, siempre que
satisfaga (1.40).

Ejemplo 1.23

Supongamos que queremos generar una variable aleatoria con la siguiente distribucién: P(X = j) = p;
para j =1,2,3,4y p1 = 0.20,p2 = 0.15, p3 = 0.25, p4 = 0.4 usando el método de rechazo. Vamos a usar
una variable Y con distribucién uniforme sobre los valores 1,2, 3,4 y por lo tanto podemos tomar

0.4

b :
0.25

c:max{—:lgjgzl}:
4q;

=1.6

y utilizar el algoritmo descrito anteriormente. En este caso en promedio hacemos 1.6 iteraciones por cada
valor aceptado para la variable que queremos generar.
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Variables Continuas

Este método funciona exactamente igual que en el caso discreto. Supongamos que tenemos una man-
era eficiente de generar una variable aleatoria con densidad g(x) y queremos generar otra variable que
tiene densidad f(z) con el mismo conjunto de valores posibles. Podemos hacer esto generando Y con
distribucién g y luego aceptando este valor con probabilidad proporcional a f(Y)/g(Y).

Sea ¢ una constante tal que

@ < c¢ para todo y,
9(y)
entonces tenemos el siguiente algoritmo para generar una variable con densidad f.

Algoritmo.
e Paso 1. Generamos Y con densidad g.
e Paso 2. Generamos un ntmero aleatorio U.
e Paso 3. SiU < CJ;(();,)) ponemos X =Y y paramos. Si no, volvemos al paso 1.

Al igual que en caso discreto tenemos el siguiente resultado que justifica el método y que presentamos
sin demostracion.

Teorema
(i) La variable generada con el método del rechazo tiene densidad f.
(ii) El nimero de iteraciones necesarias en el algoritmo es una variable geométrica con media c.

Ejemplo 1.24
Vamos a usar el método de rechazo para generar una variable aleatoria con densidad

f(z) =20x(1 —2)®, 0<ax<l.

Como esta variable aleatoria estd concentrada en el intervalo (0, 1), usaremos el método de rechazo con
la distribucién uniforme
glx)=1, O<z<l.

Para determinar la menor constante ¢ que satisface f(z)/g(z) < ¢ para todo z € (0,1) calculamos el
maximo de

e 202(1 — z)°.

Derivando esta expresion e igualando a cero obtenemos la ecuacion
20[(1 — z)* = 3z(1 —2)*] =0
con soluciones 1 y 1/4. Esta tdltima solucién corresponde al maximo y por lo tanto

f(1/4) 201<3>37 135

= C.

g(1/4) 4\4/) 64
En consecuencia fa) 056
T
=21 -2)°
cg(x) 27 #(1-2)

y el algoritmo es

Algoritmo.
e Paso 1. Generamos dos nimeros aleatorios Uy y Us.
e Paso 2. Si Uy < 256U (1 — U;)?/27 ponemos X = U y paramos. Si no, volvemos al paso 1.
256

En promedio, el paso 1 se realiza ¢ = 52 ~ 2.11 veces por cada nimero generado.
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1.12.3. Métodos Particulares
Distribuciéon Binomial

Una manera sencilla de simular una variable con distribucién binomial de pardmetros n y p es generar
n variables de Bernoulli con probabilidad de éxito p y sumarlas. Esto resulta un poco pesado si n es
grande, pero en este caso podemos usar el Teorema Central del Limite, (teorema 1.7).

Otra posibilidad es usar el método de la transformada inversa junto con la siguiente relacion iterativa
para la distribucién binomial:

P(S,=i+1) nlil(n —i)! pti(1 —p)n—it n—i p
P(S,=1i)  (i+D(n—i-1Dn! pl-pr—  i+1l-p
es decir,
. n—1i p .
P = 1) = —P =1).

En consecuencia, generamos una variable uniforme U y comparamos con P(X = 0) = (1 —p)". Si U
es menor que este valor ponemos X = 0, en caso contrario multiplicamos P(X = 0) por pn/(1 — p)
para obtener P(X = 1) y comparamos. Si U es menor que este valor ponemos X = 1, en caso contrario
repetimos el procedimiento hasta conseguir el valor de X. El algoritmo se puede describir como sigue:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.

Paso 2: Ponemos a =p/(1—p);b=(1—p)"; c=b;i=0.
Paso 3: Si U < ¢ ponemos X =i y paramos.

Paso4: b=ab(n—14)/(i+1);c=c+bji=1i+ 1.

Paso 5:  Vamos al paso 3.

Distribucion de Poisson

Al igual que para la distribucién binomial, tenemos una relacién recursiva para la funcién de probabi-
lidad que permite aplicar el método de la transformada inversa para generar la distribuciéon de Poisson:

A
1+1

PX=i+1)= P(X =1),

que es sencilla de demostrar. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.
Paso 2: Ponemos a =e™?; b=a;i=0.

Paso 3: Si U < b ponemos X =i y paramos.
Paso4: a=Xa/(i+1);b=b+a;i=1i+1
Paso 5: Vamos al paso 3.

Distribucién Geométrica

Una manera de generar variables con distribucién geométrica es generar una sucesion de variables
de Bernoulli hasta obtener el primer éxito, es decir, generamos una sucesién de ntimeros aleatorios en
[0, 1] hasta obtener el primero que sea menor que p. Sin embargo, si p es pequenio esto puede ser lento
(toma en promedio 1/p pasos). Para evitar esto podemos seguir el método alternativo que describimos a
continuacion. Sea X una v.a. con distribucion geométrica de pardametro p, 0 < p < 1 y sea u un numero
aleatorio en [0, 1]. Definimos Y como el menor entero que satisface la desigualdad 1 — ¢¥ > u. Entonces

PY=j)=P(l—¢ >u>1-¢")
=¢ ' —d=¢"0-q)=¢""p,
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de modo que Y también tiene una distribucién geométrica de parametro p. Por lo tanto, para generar Y
basta resolver la ecuacién que la define, es decir,

. Fog(l - u)—‘

log g

pero como 1 — u y w tienen la misma distribucién, podemos usar
1
Y — [ og(U)w .
log q

Distribucién Binomial Negativa

Observamos que una variable con distribucién binomial negativa de pardmetros k y p es la suma de
k variables geométricas con parametro p: una por cada éxito en la sucesion de ensayos. Esta observacion
es 1til para generar variables con esta distribucién: si u;, j = 1,...,k son nimeros aleatorios en [0, 1], la
siguiente expresion produce el valor de una variable con distribucién binomial negativa:

J=1

Distribucién Normal

La funcién de distribucién normal ® no se puede escribir en términos de funciones simples, y lo mismo
ocurre con su inversa, lo que dificulta la aplicacién del método de la transformada inversa. Sin embargo
existen otros métodos y uno de los mas populares es el de Box-Muller, también conocido como el método
polar.

Aun cuando la justificaciéon del método no es complicada, requiere algunos conceptos que no hemos
introducido, asi que vamos a describir el método sin demostrar que efectivamente lo que obtenemos es el
valor de una variable normal. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos variables uniformes Uy y Us.

Paso 2: Ponemos Vi =2U; — 1; Vo = 2U; — 1; S = V2 + V2.
Paso 3: Si S > 1 regresamos al paso 1.

Paso 4: X y Y son variables normales tipicas independientes:

—2log S —2log S
X =/—5V Y =/ ———Va.
S 1 S 2

1.12.4. Generacién de Variables Aleatorias en R

El lenguaje R tiene incorporadas una serie de rutinas para generar variables aleatorias. La sintaxis
precisa de la instruccién correspondiente depende de la distribucion, pero todas tienen el formato comin
rdist, donde dist designa la distribucion; por ejemplo, para generar valores a partir de la distribucién
normal usamos rnorm. Segun la distribucién, puede ser necesario especificar uno o varios parametros. La
tabla que presentamos a continuacién presenta las distribuciones més comunes, los pardmetros requeridos
y sus valores por defecto. n representa siempre el tamano de la muestra.
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Distribucién Funcién en R

Binomial rbinom(n, size, prob)

Poisson rpois(n, lambda)

Geométrica rgeom(n, prob)

Hipergeométrica rhyper(nn, m, n, k)

Binomial Negativa rnbinom(n, size, prob)
Multinomial rmultinom(n, size, prob)
Uniforme runif(n, min=0, max=1)
Exponencial rexp(n, rate=1)

Gaussiana rnorm(n, mean=0, sd=1)

Gamma, rgamma(n, shape, scale=1)
Weibull rweibull(n, shape, scale=1)
Cauchy rcauchy(n, location=0, scale=1)
Beta rbeta(n, shapel, shape2)

t rt(n, df)

Fisher rf(n, df1, d4df2)

X2 rchisq(n, df)

Logistica rlogis(n, location=0, scale=1)
Lognormal rlnorm(n, meanlog=0, sdlog=1)

Ademsds, R tiene la funcién sample que permite obtener muestras con o sin reposicién de conjuntos
finitos de valores. La sintaxis es

sample(x, size, replace = FALSE, prob = NULL)
donde
= x es el conjunto a partir del cual queremos obtener la muestra, escrito como un vector,
= size es el tamano de la muestra,
= replace permite indicar si se permiten repeticiones (replace = TRUE) o no y finalmente

= prob es un vector de probabilidades si se desea hacer un muestreo pesado y no uniforme.

1.13. Convergencia de Variables Aleatorias

Hay varios modos de convergencia en la Teoria de Probabilidades. Vamos a considerar algunos de ellos
a continuacion. Sea X,,,n > 1 una sucesién de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad
comun (2, F, P) y sea X otra variable definida sobre este mismo espacio.

Definicién 1.3 La sucesion X, converge puntualmente a X si para todo w € €2 se cumple que

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Notaciéon: X,, — X.

Definicién 1.4 La sucesién X, converge casi seqguramente o con probabilidad 1 a X si existe un conjunto
nulo N € F tal que para todo w ¢ N se cumple que

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Notacién: X, — X c.s. o ¢.p.1, o también X,, =5 X
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Definicién 1.5 La sucesion X, converge en probabilidad a X si dado cualquier £ > 0 se tiene que

lim P(|X, — X|>¢) =0.

Notacién: X, L. x.
Definicién 1.6 La sucesion X, converge en LP, 1 < p < o0, a X si E[|X,|P]<ooy

lfim E[|X, — X|?] = 0.
n—oo

. P L
Notacién: X,, — X o también X,, — X en LP.
Definicién 1.7 La sucesion X, converge en distribucion a X

lim Fx (x) = Fx(z), para todo z € C(Fx),

n—oo

donde C(Fx) es el conjunto de puntos de continuidad de F'x.

.z D 2 oz D
Notacién: X,, — X. También usaremos la notacion X,, — Fx

Observacion 1.4

1. Cuando consideramos la convergencia c.s. consideramos para cada w € €, si la sucesion de nimeros
reales X, (w) converge al ntimero real X (w). Si esto ocurre fuera de un conjunto de w de medida 0,
decimos que hay convergencia c.s.

2. La convergencia en L? se conoce usualmente como convergencia en media cuadritica.

3. En la definicién de convergencia en distribucion las variables s6lo aparecen a través de sus funciones
de distribucion. Por lo tanto las variables no tienen que estar definidas en un mismo espacio de
probabilidad.

4. Es posible demostrar que una funcién de distribucién tiene a lo sumo una cantidad numerable de
discontinuidades. Como consecuencia C(F'x ) es la recta real, excepto, posiblemente, por un conjunto
numerable de puntos.

5. Es posible demostrar que en cualquiera de estos modos de convergencia el limite es (esencialmente)
Gnico.

Ejemplo 1.25
Sea X, ~ I'(n,n). Veamos que X, %, 1 cuando n — .

Observamos que E[X,] = 1 mientras que Var[X] = 1/n. Usando la desigualdad de Chebyshev obte-
nemos que para todo £ > 0,

1
P(|X,, = X|>¢e) < — — 0 cuando n — oo.
ne

Ejemplo 1.26
Sean X1, Xo,... v.a.l. con densidad comun

fz) =

{ax”‘l, paraxz > 1,a > 0,

0, en otro caso.
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y sea Y, = n-t/a maxi<kp<n Xk, 7 > 1. Demuestre que Y, converge en distribucién y determine la
distribucién limite.
Para resolver este problema vamos a calcular la f.d. comun:

F(z) = / ar *ldy=1—2z"°
1
siempre que = > 1 y vale 0 si no. Por lo tanto, para cualquier = > 0,
— < < 1 ay 1/a\\™
Fy (x) P(lrgnka%(n X < an'/?) = (F(zn'/?))
1 —a

= (1 — W)n —e® cuando n — 0o.

Ejemplo 1.27 (La Ley de los Grandes Nimeros)
Esta es una versién débil de la LGN. Sean X, Xs,... v.a.i.i.d. con media p y varianza finita o2 y
pongamos S, = X1 +---+ X,, n > 1. La Ley (Débil) de los Grandes Nimeros dice que para todo & > 0,

S.
P(|=— —pu|>¢) =0 cuando n — oo,
n

es decir
Sn P

— — i cuando n — 0.
n
La prueba de esta proposicién sigue de la desigualdad de Chebyshev:

S 2

P(|= —pu|>¢) < 0—2—>0 cuando n — oo.
n ne

Ejemplo 1.28 (Aproximacién de Poisson)
Sea X, ~ Bin(n, %), entonces

X, = Pois(A)

Vemos esto

P(X, =k) = (Z)

(é)k(l—é)n_k n(nil)“'(nkarl)()‘)k(l_é)n—k
n n k! n
:n(n—l)..T.ngn—k—l-l)%’:( _%)n_k

S [ R i
UEIED RA(EL S

AR k!
(1-2)
Si ahora hacemos n — oo la primera fraccién tiende a 1 porque k£ y A estan fijos, mientras que
A\n A
1i 1—=) =e~
o (1=0) =¢
Por lo tanto

lim P(X,, =k)=e "—
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1.13.1. Relacién entre los Distintos Tipos de Convergencia

En esta secciéon nos planteamos investigar la relacién entre los distintos tipos de convergencia que
hemos definido, y en particular exploramos la posibilidad de poder ordenar estos conceptos.

I. Convergencia c.s. implica Convergencia en Probabilidad.

Es posible demostrar que X,, = X cuando n — oo si y sélo si para todoe >0y d, 0 < § < 1, existe
ng tal que, para todo n > ng

P(({1Xm - X|<e})>1-36 (1.41)

m>n

o equivalentemente
P {|Xm = X|>¢}) <0

m>n

Como, para m > n,
{1 Xm —X|>etc | {1Xm — X| > e},

m>n

la sucesién también converge en probabilidad. El siguiente ejemplo muestra que el reciproco es falso.

Ejemplo 1.29

Sean X1, Xa,... v.a.l. tales que
1 1
PX,=1)=1-- y PX,=n)=—-, n>1
n n
Claramente,
1
P(|X, -1 >¢)=P(X,,=n)=— —0, cuandon — oo,
n

para todo € > 0, es decir,

P
X, — 1 cuando n — oo.

Veamos ahora que X,, no converge c.s. a 1 cuando n — co. Para todo e >0, 6 € (0,1) y N > n tenemos

N
P((){1Xm = X[ <e}) = Pim (] {|Xm - X|<e})
m>n m=n+1
N
=lmP( (] {|Xm—X|<e})
N m=n+1
N
=lim [ P(Xm—1<e)
N m=n+1
N N 1
=lm [ PXm=1=lm J[ (1--)
N m=n-+1 N m=n+1 m
_y N m—1 iy n
sl [ ==ty =0
m=n+1

para cualquier n. Esto muestra que no existe ng para el cual (1.41) valga, y por lo tanto X,, no converge
c.s. a 1 cuando n — oo.
A
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II. Convergencia en L? implica Convergencia en Probabilidad

Usando la desigualdad de Markov, para € > 0 fijo
1
P(X,—X|>¢e) < 6—pE[|Xn - X1 =0

cuando n — o0, lo que muestra la conclusién.
En este caso el reciproco tampoco es cierto. Para empezar, E[|X,, — X|] no tiene por qué existir, pero
aun si existe puede ocurrir que haya convergencia en probabilidad sin que haya convergencia en LP.

Ejemplo 1.30
Sea a > 0y sea X1, Xo,... v.a. tales que
1
P(X,=1)=1-— y P(X,=n)=—, n>L
nOé
Como )
P(|X, -1 >¢)=P(X,,=n)=— — 0, cuandon — oo,
na
para todo € > 0, tenemos que
X, L£,1 cuando n — oco.

Por otro lado

1 1 —1)P
BlX, — 1] = 0 (1= )+ -1 = A
ne ne n«
de donde obtenemos que
0, para p < «,
E[|X, -1 = <1, para p = a, (1.42)

+o00, parap > «,

P . .
Esto muestra que X,, — 1 cuando n — oo si p < a pero X,, no converge en LP si p > «. Por lo tanto,
convergencia en LP es mas fuerte que convergencia en probabilidad. A

Observacién 1.5 Si o = 1 y las variables son independientes, cuando n — oo
X, -1,
E[X,] — 2,
LP
X,—1 para0<p<1,

LP
X, parap>1.

Observacion 1.6 Si a = 2 y las variables son independientes, cuando n — oo
X, =1,
Xy =51,

EX,)—1, y Var[X,]—1
XnL—p>1 para 0 < p < 2,

Xn L para p > 2.
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ITI. Convergencia en LP y Convergencia c.s. son Independientes

Ninguna de las dos implica la otra, y esto lo podemos ver de las observaciones anteriores. En el primer
caso, para 0 < p < 1 hay convergencia en LP mientras que no hay convergencia c.s. En el segundo hay
convergencia c.s. pero no hay convergencia en LP para p > 2.

IV. Convergencia en Probabilidad implica Convergencia en Distribucién

Sea € > 0, entonces

(
=P({X, <z}n{|X, - X|<e})+ P{X, <z} n{|X, - X|>¢})
<PU{X <z+en{|X,—X|<e})+P(X,— X|>¢)
<PX<z+e)+P(X,—X|>¢)

es decir,
Fx, (x) < Fx(z+e)+ P(|X, — X| > ¢). (1.43)

De manera similar se demuestra que
Fx(z—¢) < Fx,(z)+ P(|X, — X| > ¢). (1.44)
Como X,, 2 X cuando n — oo obtenemos, haciendo n — oo en (1.43) v (1.44),

Fx(z —¢) <liminf Fx, (x) <limsup Fx, (2) < Fx(xz +¢)
n—00 n— oo
Esta relacion es valida para todo =z y todo € > 0. Para demostrar la convergencia en distribucién
suponemos que x € C(Fx) y hacemos ¢ — 0. Obtenemos

Fx(z) <liminf Fx, (x) < limsup Fx, (z) < Fx(x),
por lo tanto
lim Fx, (z) = Fx(x),

n—oo

y como esto vale para cualquier x € C(Fx) obtenemos la convergencia en distribucién.

Observacién 1.7 Observamos que si Fy tiene un salto en z, s6lo podemos concluir que

Fx(z—) <liminf Fx, (x) < limsup Fx, (z) < Fx(z),
n—oo n—oo
y Fx(z) — Fx(z—) es el tamano del salto. Esto explica por qué sélo se toman en cuenta los puntos de
continuidad en la definicién de convergencia en distribucién. A

Como mencionamos anteriormente, la convergencia en distribuciéon no requiere que las variables estén
definidas en un mismo espacio de probabilidad, y por lo tanto es méas débil que los otros modos de
convergencia. El siguiente ejemplo muestra que aun cuando las distribuciones conjuntas existan, existen
variables que convergen sélo en distribucién.

Ejemplo 1.31
Sea X una variable con distribucién simétrica, continua y no-degenerada y definimos X7, Xs,... por

Xon =Xy Xop1=—X,n=12,... . Como X, 2x para todo n, tenemos, en particular, X, Lo x
cuando n — oo. Por otro lado, como X tiene distribucién no-degenerada existe a > 0 tal que P(|X| >
a) > 0 (jpor qué?). En consecuencia, para todo € > 0, 0 < € < 2a,

P(IX, — X| > ) 0, para n par,
" — E) =
" P(]X|>§) >0, paran impar.
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Esto muestra que X,, no puede converger en probabilidad a X cuando n — oo, y en consecuencia tampoco
c.s.oen LP. A

Podemos resumir todo lo anterior en el siguiente teorema.
Teorema 1.8 Sean X y X1, Xo,... variables aleatorias, entonces, cuando n — oo,
c.s. P D
X, =X = X, —X =X, —X

i)
x, 2 x

Ninguna de las implicaciones se puede invertir.



