Capitulo 4

Procesos de Poisson

4.1. Distribucién Exponencial

Definicién 4.1 Una variable aleatoria T tiene distribucién exponencial con pardmetro A, T ~ Exp(A),
si su funcién de distribucién estd dada por

Fr(t)=P(T <t)=1—e*, vparat>0.
Equivalentemente, T tiene densidad fr(t) dada por
Xe ™ parat >0,
fr(t) =
0 para t < 0.

Esta distribucién tiene el siguiente valor esperado:

E[T] :/OO tfp(t)dt = /mtAe*”dt

—o0 0

oo ey 1
= — te_kt‘ + / e Mdt = =,
0 0 A

De manera similar podemos calcular E[T] integrando por partes,

E[T?] = / 2 fr(t)dt = / t2xe Md\
—o00 0

) o0 2
—t?e M|+ / 2te Mdt = —
0 0 A

y por lo tanto, la varianza de T es

Var(T) = E[T?] — (E[T])? = —.

4.1.1. Falta de Memoria
Una de las propiedades fundamentales de la distribuciéon exponencial es la siguiente:
P(T>t+s|T>t)=P(T>s).
Para demostrar esta propiedad usamos la definicién de probabilidad condicional

P(T>t+s) e M+
P(T>t) — e

P(T>t+sT>t)= = e = P(T > s).
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4.1.2. Minimo de Variables Exponenciales
Sean S ~ Exp(\) y T ~ Exp(p) variables independientes. Tenemos en primer lugar
P(min(S,T) > t) = P(S > t,T > t)
= P(S > t)P(T > t) = e~ M1,

es decir, min(.S, T') tiene distribucién exponencial de pardmetro A+ u. El mismo cdlculo muestra que para

una coleccién de variables independientes T7, ..., T, con T; ~ Exp(A;), 1 <i < n,
P(min(Ty,...,T,) > t) = P(Ty > t,...,T, > 1)
n n
=[[PT@ >t) =[e " = e Puttanl (4.1)
i=1 i=1

En consecuencia, el minimo de varias variables independientes con distribuciones exponenciales tiene
distribucién exponencial con parametro igual a la suma de los parametros.
Veamos ahora con qué probabilidad una variable exponencial es menor que otra. Sean S ~ £§

T~¢&
'

\/()\) y

(), tenemos
P(T> S) = /OOO P(T > 8|S = s) fs(s)ds

e’} )\ o
— )\e—)\se—usds — / by + i 6_()\+'u)sd8
/0 A+ M Jo ( )

A
A

Para varias variables, el resultado es el siguiente

P(T; =min(Ty,...,T7,))=PT;, <Ty,....T;, <Ti—1,T; < Tiy1,...,T; <T,)
EPTE—w
Para demostrar esta propiedad llamemos S = T; y sea U el minimo de T}, j # 4. Por (4.1) sabemos que
U es exponencial con pardmetro p = (A1 + -+ + A,,) — A;. Usando el resultado para dos variables

Ai Ai

Sea I el indice (aleatorio) de la menor de las variables exponenciales, hemos demostrado que

Ai

Pl=i)=————.
( ) At A,

Lema 4.1 I y V = min(Ty,...,T,) son independientes.

Demostracién. Calculamos la siguiente probabilidad conjunta

P(I:i,V>t) :P(Tl >t,Tj > T, Vj?é’b) :/ P(Tj > s, Vj#l)fTL(S)dS
t

(o) o0
=/ Aie_AiSHe_’\fsds:Ai/ e (5% s
! i#i K
Ai 45 M) :
=— i) = P(I =1)P(V >1t).
/\1_|_..._|_)\ne ! ( Z) ( )

Veamos a continuacion como se distribuye una suma de exponenciales.
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Teorema 4.1 Sean T1,T5,... v.a.i.i.d. con distribucion exponencial de pardmetro \. La suma T, =
Ty + -+ T, tiene distribucion T'(n, \), es decir, la densidad estd dada por

) ?

fr (t) = Xe =1}

para t > 0

y 0 en otro caso.

Demostracién. Haremos la prueba por induccién. Para n = 1, 7y = T} tiene distribucién exponencial
de parametro A, que concuerda con la densidad de la férmula anterior.
Supongamos ahora que la férmula es cierta para n. Tenemos 7,41 = 7, + Tn+1 ¥ por independencia

t
P(rpy1 <t)= / P(rp + Thy1 <t = 5)fr, (s)ds
0

- /0 P(Tpi1 <t —8))fr,(s)ds

Usamos ahora la distribucién exponencial para el primer factor y la formula inductiva para el segundo
obtenemos

t A n—1 A" t A" t
/ (1 _ ef)\(tfs))Aef)\s ( 8) ds = / e*/\ssnflds . / ef)\tsnflds

P 1 t n tn
[ +/ A e s — —67)‘1
0 n n

t
As

- (n—1)!

—s"e”
n

0

t n
= Ae‘ASMdS.
0 n!
[ |

Como consecuencia del teorema anterior, teniendo en cuenta que la distribucién I'(n, A) se obtiene
como suma de v.a.i.i.d. con distribucién exponencial de parametro A, vemos que

n

n
E[Tn] = X7 Va.r(Tn) = ﬁ

También es posible demostrar que la funcién de distribucién de 7, se puede escribir de la siguiente
manera.:

n—1 i oo i
P(Tn < .’L‘) -1 (/\J?) e—)\;c _ Z (Ax) e—)\x

Observacién 4.1 Tenemos los siguientes casos especiales de la distribucién Gamma: I'(1,\) es la dis-
tribucién exponencial de pardmetro A mientras que I'(k,2) es la distribucién Ji-cuadrado con 2k grados
de libertad, x3,. Ademds, si X ~ I'(n, \) entonces cX ~ I'(n, \/c).

4.2. La Distribucion de Poisson

Definicién 4.2 Una variable aleatoria X tiene distribucién de Poisson de pardmetro A > 0 si toma
valores en el conjunto {0, 1,2,...}, con probabilidad dada por

)\k
P(X =k)=pp = e*AH.
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Calculemos la funcién generadora de probabilidad de una variable de este tipo:

bx(s) =E[s¥] = Zske—x% — o Z (S];\') _ A1)

A partir de esta expresion podemos obtener los momentos de la distribucién:

_

E[X] = =T =)
[X] ds ls=1 ¢ s=1 ’
d?¢
E X X -1 7 — 2 )\(571) — 2
[ ( )] d82 s=1 )\ ¢ s=1 )\’

E[X?] = E[X(X - )]+ E[X] =X+ ),
Var(X) = E[X?] — (E[X])2 = A2+ A= A2 =\
Si X ~ Pois(A) e Y ~ Pois(p) son independientes entonces la suma tiene f.g.p.
Ox1v(s) = dx(s)dy (s) = X7 Verloml) — A=)

y vemos que X + Y tiene distribucién de Poisson con parametro A + u.

Lema 4.2 Sea N ~ Pois(\) y condicional a N, M tiene distribucién binomial con pardmetros N y p.
Entonces la distribucion (incondicional) de M es Poisson con pardmetro \p.

Demostracion. Podemos considerar M como la suma de una cantidad aleatoria N de variables de
Bernoulli con probabilidad de éxito p:

M=X+ -+ Xy

donde X;, ¢ > 1 tiene distribucién de Bernoulli con probabilidad de éxito p. La f.g.p. de una variable de
Bernoulli es

¢x(s) = E[s*] = ¢ + sp

y ya hemos visto que la f.g.p. de N es ¢ (t) = e*=1)_ Por lo tanto, la f.g.p. de M es la composicién de
estas dos:

ba1(s) = b (Bx(s)) = AT = ACP=p) — Al

que es la f.g.p. de una v.a. de Poisson con parametro Ap. |

4.3. El Proceso de Poisson

Definicién 4.3 Sean T7,7T5,... v.a.i.i.d. con distribuciéon exponencial de parametro A\, 7o = 0y 7, =
Ty +---+ T, para n > 1. Definimos el proceso de Poisson de parametro o intensidad A por

N(s) =méx{n:7, <s}, s>0.

Las variables T;, representan los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos (llegadas de clientes a
una cola, de llamadas a una central telefénica, de pacientes a la emergencia de un hospital, etc.) y en
consecuencia 7, = 11 + - - - + 1), es el instante en el que ocurre el n-ésimo evento y N(s) es el ntimero de
eventos que han ocurrido hasta el instante s. Llamaremos tiempos de llegada del proceso a las variables
Tn, N > 1.



4.3. EL PROCESO DE POISSON 113

Figura 4.1

Para ver por qué N(s), s > 0, recibe este nombre, calculemos su distribucién: N(s) = n si y sélo
si 7 <8 < Tpi1, es decir, el n-ésimo evento ocurre antes del instante s pero el (n + 1)-ésimo ocurre
después de s. Usando la ley de la probabilidad total, condicionando respecto al instante en el cual ocurre
Tpn, obtenemos

P(N(5) = n) = P(Tyy > 8 > ) = /0 P(rair > slrn = ) o (Dt
= [ P> s =g,

Usando ahora el resultado del teorema 4.1 obtenemos

s n—1
_ / )\efAt (/\t) efA(sft)dt

A" [ As)" .
— e—/\.s tn_ldt _ ( S) 6_>\6.
(n—1)! 0 n!

Por lo tanto hemos demostrado el siguiente resultado

Lema 4.3 N(s) tiene distribucidn de Poisson de pardmetro As.

Veamos algunas propiedades del proceso que acabamos de definir.

Lema 4.4 N(t+s)— N(s), t >0 es un proceso de Poisson de pardmetro X\ y es independiente de N(r),
0<r<s.

Demostracién. Supongamos que N(s) = n y que el n-ésimo evento ocurrié en el instante 7,,. Sabemos
que el intervalo de tiempo para el siguiente evento debe satisfacer T,,+1 > s — 7,,, pero por la propiedad
de falta de memoria de la distribucién exponencial

P(Tpi1>8—Tn +tTps1 > 5 —7,) = P(Tyo1 >t) =e M.

Esto muestra que la distribucién del tiempo de espera hasta el primer evento después de s es exponencial
de parametro A y es independiente de T;, 1 < ¢ < n. Por otro lado 7}, 41,7}, +2,... son independientes
de T;, 1 <7 < n y por lo tanto también de 7;, 1 < ¢ < n. Esto muestra que los intervalos entre eventos
que ocurren después de s son v.a.i.i.d. con distribucién exponencial de parametro A, y por lo tanto
N(t+ s) — N(s) es un proceso de Poisson. [

Como consecuencia de este resultado tenemos

Lema 4.5 N(t) tiene incrementos independientes: Si tog < t1 < ... < t,, entonces
N(t;) = N(to), N(t2) = N(t1), ..., N(tn) — N(tn—1)

son independientes.
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Demostraciéon. El lema 4.5 implica que N(t,) — N(t,+1) es independiente de N(r), r < t,_1 y en
consecuencia también de N(t,—1) — N(tp—2),...,N(t1) — N(to). El resultado sigue por induccién. B

Combinando los dos lemas anteriores tenemos la mitad del siguiente resultado, que es una caracteri-
zacién fundamental del proceso de Poisson.
Teorema 4.2 Si {N(s),s > 0} es un proceso de Poisson, entonces

1. N(0)=0.

2. N(t+s) — N(s) ~ Pois(\t).

3. N(t) tiene incrementos independientes.

Reciprocamente, si 1, 2 y 8 valen, entonces {N(s),s > 0} es un proceso de Poisson.

Demostracion. Los lemas 4.3 y 4.4 demuestran la primera afirmacién. Para ver el reciproco, sea 7, el
instante en el cual ocurre el n-ésimo evento. El primer evento ocurre después de t si y sdlo si no ocurre
ningin evento en [0,¢]. Usando la férmula para la distribucién de Poisson

P(ry >t) = P(N(t) =0) = e M
lo cual muestra que 7 = Ty ~ Exp(N). Para T = 75 — 71 observamos que
P(T, > t|Th = s) = P(no ocurre ningtin evento en (s, s + t]|T; = s)
=P(N(t+s)—N(s)=0|N(r) =0parar < s,N(s)=1)
= P(N(t+s) — N(s)=0)=e

por la propiedad de incrementos independientes, de modo que To ~ Exp(A) y es independiente de T7.

Repitiendo este argumento vemos que 77,75, ... son i.i.d. con distribucién exponencial de parametro A.
|

Ejemplo 4.1

Un cable submarino tiene defectos de acuerdo a un proceso de Poisson de pardmetro A = 0.1 por km. (a)
(Cudl es la probabilidad de que no haya defectos en los primeros dos kilémetros de cable? (b) Si no hay
defectos en los primeros dos kilémetros, ;cudl es la probabilidad de que tampoco los haya en el tercer
kilémetro?

(a) N(2) tiene distribucién de Poisson de pardmetro (0.1)(2) = 0.2. Por lo tanto

P(N(2) =0) = e %2 =0.8187.
(b) N(3) — N(2) y N(2) — N(0) = N(2) son independientes, de modo que
P(N(3) = N(2) =0|N(2) =0) = P(N(3) = N(2) = 0) = e %! =0.9048
A

Ejemplo 4.2
Los clientes llegan a una tienda de acuerdo con un proceso de Poisson de tasa A = 4 por hora. Si la tienda
abre a las 9 a.m. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente un cliente haya entrado antes de las 9:30
a.m. y que un total de cinco hayan entrado antes de las 11:30 a.m.?

Medimos el tiempo ¢ en horas a partir de las 9 a.m. Queremos hallar P(N(1/2) = 1,N(5/2) = 5), y
para esto usaremos la independencia de los incrementos:

P(N(1/2) =1,N(5/2) =5) = P(N(1/2) =1,N(5/2) — N(1/2) = 4)

() e

512
= (2e—2)(7e—8) = 0.0155.
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La importancia de la distribucién de Poisson, y del proceso de Poisson en particular, se debe, al menos
en parte, al siguiente resultado, que se conoce como la ley de los eventos raros.

Consideremos una cantidad grande n de ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad de éxito
p constante. Sea S, el nimero de éxitos en los n ensayos. Sabemos que S,, tiene distribucién Binomial
de pardmetros n y p:

n!
P(S, =k)= ———pF(1 —p)"F.
(Sn =k =g —m? 1P

Supongamos ahora que el niimero de ensayos n tiende a infinito y p tiende a 0, de modo que np = .

Veamos que ocurre con la distribucién de .S, en este caso. Reemplacemos p por A/n en la ecuacién anterior

P(Sn:k):n(nf1)...(n—k+1)<i)k(lié)n_k

k! n n
AE 1) (n—k+1 A\ A\ —F
_ Aol ok )(1—7) (1—7) . (4.2)
k! nk n n
Veamos ahora el comportamiento de estos cuatro factores cuando n — oo. El primer factor no depende
de n. En el segundo hay k factores en el numerador y k en el denominador y podemos escribirlo

nn—1 n—k+1

En virtud de que k esta fijo es facil ver que todos estos factores tienden a 1, y en consecuencia su producto
también. El tercer factor converge a e~*. Finalmente, el tiltimo converge a 1 ya que A/n — 0y la potencia
k de este factor estd fija. Reuniendo estos resultados vemos que la probabilidad (4.2) converge a

PUEEN
He

que es la distribucién de Poisson de pardametro A. El mismo resultado es cierto si en lugar de tener np = A
tenemos que p — 0 cuando n — oo de modo que np — A.

En realidad la ley de eventos raros se cumple con mayor generalidad atn. Es posible suponer que los
ensayos de Bernoulli no tienen una probabilidad de éxito comin, como lo muestra el siguiente teorema.
Primero enunciamos y demostramos un resultado auxiliar.

Lema 4.6 Sean S y T dos variables aleatorias y A un subconjunto medible de R. Entonces
|P(S€ A)—P(T € A)|<P(S#T).
Demostracién.
PSeA)=PSeAS=T)+PSecAS#T)=P(TcAS=T)+P(ScAS#T)

—P(Te€AS=T)+P(T€ASAT)~P(T€AS+T)+P(ScAS+T)
—P(T€A) ~P(TeAS+T)+P(SeAS+T)

Por lo tanto
P(SeA)—PTeA)=PSe€AS#+#T)—PTeAS##T)<P(Se€cAS+T)<PS#£T),

y de manera similar

P(TeA) —P(SeA) <P(S#T),

de modo que
|P(T' € A) = P(S€ A)| < P(S#T),
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Teorema 4.3 (Le Cam) Sean X,,,, 1 < m < n, variables aleatorias independientes con
P(Xm = 1) = Pm, P(XT)'L = 0) =1 — Pm-

Sean

Entonces, para cualquier conjunto A,

—An
P(S,eA) =) e k'
kEA

me

Demostracion. Las variables X, son independientes y tienen distribucién de Bernoulli con pardmetro
Pm. Definimos variables independientes Z,,, ~ Pois(p,,), y como la suma de variables Poisson indepen-
dientes es Poisson, tenemos que Z,, = Z; + - - - + Z,, tiene distribucién Pois(\,) y

A
P(Z, € A)=) e R
keA

Por lo tanto queremos comparar P(S,, € A) y P(Z,, € A) para cualquier conjunto A de enteros positivos.
Por el lema 4.6

|P(S, € A) — P(Z, € A)| < P(Sy # Zy) (ZX ¢Zz)

pero si S, y Z, difieren, al menos uno de los pares X,, y Z,, deben diferir también. En consecuencia
|P(S, € A) — P(Z, € A)| Z (Xom # Zm)
y para completar la demostracién hay que ver que P(X,, # Z,,) < p2,. Para simplificar la notacién sean
X ~ Ber(p) y Z ~ Pois(p) y veamos que P(X # Z) < p?, o equivalentemente, que
1-pP*<PX#Z)=PX=Z=0+P(X=2Z=1).

Este resultado no depende de la distribucién conjunta entre X y Z pues no hemos supuesto ninguna
propiedad de independencia entre ellas. Lo importante es que las distribuciones marginales de X y Z
sigan siendo las mismas. Escogemos la distribucién conjunta de (X, Z) de la siguiente manera: Sea U una
variable con distribucién uniforme en (0, 1] y sean

o0 sio<U<1i—p
)1 sil-p<U<I.

Z=0si0<U<ePyparak=12,...

k—1 pi k pl
_ : -pt -p_
Z =k si Ze i <U§Ze i
i=0 i=0
Es sencillo verificar que X y Z tienen las distribuciones marginales adecuadas. Como 1 —p < e™P tenemos
que X =Z =0siysélosi U<1—p, de modo que
PX=Z=0)=1-p
De manera similar X = Z =1siysélosie ? <U < (1+ple Py

P(X=Z=1)=peP.
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Sumando estas dos expresiones tenemos

3
P(X:Z):1fp+pe*p:17p2+%+~-'Zl—pz.

Corolario 4.1 (Le Cam) Para cada n, sean Xp m, 1 <m <mn, n > 1 variables aleatorias independien-
tes con
P(Xn,m = 1) = Pn,m, P(Xn,m = 0) =1 — Pn,m-

Sean
Sn :Xn,l +"’+Xn,na )‘n :E[Sn] = DPn,1 ++pn,na

y Zp, ~ Pois(\,). Entonces, para cualquier conjunto A,

|P(Sn € A) = P(Z, € A)| < Zpi,m

m=1

El teorema anterior nos da una cota para la diferencia entre la distribucién de S, y la distribucién
de Poisson de pardmetro A, = E[S,,], que podemos usar para obtener una versién general del teorema de
convergencia de Poisson.

Corolario 4.2 Supongamos que en la situacion del corolario anterior A, — A < 00 y maxy ppr — 0,
cuando n — 0o, entonces
mjiX|P(Sn e A)—-P(Z, € A)| —0.

Demostracién. Como p%’m < Pp,m (Méxy, pp i), sumando sobre m obtenemos

n

2 .
Z pn,m S m]?Xpn,k an,m
m=1 m

El primer factor de la derecha va a 0 por hipétesis. El segundo es A, que converge a A < oo y en
consecuencia el producto de los dos converge a 0. |

4.4. Postulados para el Proceso de Poisson

Consideremos una sucesién de eventos que ocurren en [0,00) como por ejemplo las emisiones de
particulas por una sustancia radioactiva, la llegada de llamadas a una central telefénica, los accidentes
que ocurren en cierto cruce carretero, la ubicacion de fallas o defectos a lo largo de una fibra o las llegadas
sucesivas de clientes a un establecimiento comercial. Sea N((a,b]) el nimero de eventos que ocurren en
el intervalo (a,b], es decir, si 71 < 7 < 73--- representan los instantes (o ubicaciones) de los sucesivos
eventos, entonces N((a, b)) es el ntimero de estos instantes 7; que satisfacen a < 7; < b.

Proponemos los siguientes postulados:

1. El numero de eventos que ocurren en intervalos disjuntos son variables aleatorias independientes:
Para cualquier entero m > 2 y cualesquiera instantes tg = 0 < t; < to < -+- < t,,, las variables
aleatorias

N((toatl])a N((tlatQ])v aN((tm—lvtmD

son independientes.

2. Para cualquier instante ¢ y cualquier h > 0, la distribucién de probabilidad de N((t,t+ h]) depende
solo de la longitud del intervalo h y no del instante inicial ¢.
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3. Hay una constante positiva A para la cual la probabilidad de que ocurra al menos un evento en un
intervalo de longitud h es

P((N(t,t +h]) >1) = M+ o(h), cuando h | 0

(la notacién o(h) indica una funcién general indeterminada que representa el resto y satisface
o(h)/h — 0 cuando h | 0, es decir, que es de orden menor que h cuando h | 0). El pardmetro A se
conoce como la intensidad del proceso.

4. La probabilidad de que haya dos o mds eventos en un intervalo de longitud h es o(h):

P(N((t,t+ h]) > 2) =o(h), cuando h | 0.

El niimero de sucesos que ocurren en intervalos disjuntos son independientes por 1, y 2 afirma que
la distribucién de N((s,t]) es la misma que la de N((0,t — s]). Por lo tanto, para describir la ley de
probabilidad del sistema basta determinar la distribucién de probabilidad de N((0,¢]) para cualquier
valor de t. Llamemos N((0,t]) = N(t). Mostraremos que los postulados anteriores implican que N (t)
tiene una distribucién de Poisson:

k,—At
P(N(t) = k) = % para k= 0,1,... (4.3)
Para demostrar (4.3) dividimos el intervalo (0, ¢] en n subintervalos de igual longitud h = t/n y definimos
las siguientes variables de Bernoulli: &, ; = 1 si hay al menos un evento en el intervalo ((i — 1)t/n,it/n] y
&ni=0sino, paral <¢<n.S, =%E&,1+ -+ &, representa el nimero de subintervalos que contienen
al menos un evento y

At t
Pni (6nsi ) " + 0(n)

segun el postulado 3. Sea
n
t
L = Zpi’” = At + no(f).
i=1 "
Usando el teorema 4.3 vemos que

ufleﬂtn
R

P50 <ol ()
= ()\:L)Z + 2/\t0(%) —|—n02(%>,

Como o(h) = o(t/n) es un término de orden menor que h = ¢/n para n grande, se tiene que

oft/n) _,olh)
t/n h

no(t/n) =t

tiende a 0 cuando n crece. Pasando al limite cuando n — oo obtenemos que

ke—p
lim P(S, =k) =25~ conp=t

Para completar la demostracién sélo falta ver que

lim P(S, = k) = P(N((0,4]) = k)

n—oo
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pero S, y N((0,¢]) son diferentes si al menos uno de los subintervalos contiene dos o mds eventos, y el
postulado 4 impide esto porque

|[P(N(t) = k) — P(Sn = k)| < P(N(t) # Sn)

<> P(v((5H ) 22)

— 0 cuando n — 0.

Tomando n suficientemente grande tenemos que

()\t)ke—)\t
k! ’

Esto completa la demostracién de (4.3). [

P(N((0,t]) = k) = para k > 0.

El proceso N((a,b]) se conoce como el Proceso Puntual de Poisson y sus valores, como hemos visto,
se pueden calcular a partir de los del proceso N(t):

N((s,1]) = N(t) = N(s)

Reciprocamente, N (t) = N((0,t]), de modo que ambos procesos son equivalentes, las diferencias son de
enfoque, pero en algunos casos resulta util considerar al proceso de una u otra manera.

A continuacién presentamos sin demostracion otra caracterizaciéon de los procesos de Poisson que
resultara tutil méas adelante.

Teorema 4.4 N(t),t > 0 es un proceso de Poisson con intensidad A si y sélo si
a) Para casi todo w, los saltos de N(t,w) son unitarios.
b) Para todo s,t > 0 se tiene que E(N(t+ s) — N(t)|N(u),u <t) = As.

4.5. Distribuciones Asociadas a un Proceso de Poisson

Hemos visto que los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, T;,,n > 0 son v.a.i.i.d. con distribu-
cién exponencial de parametro A. Los instantes 7,, en los cuales ocurren los eventos, son sumas de las
variables anteriores, y en consecuencia tienen distribucién I'(n, A).

Teorema 4.5 Sea N(t), t > 0 un proceso de Poisson de pardmetro A > 0. Para 0 <u <t y0<k<mn,

P@V@n::kzva):7w::kunfikﬂ(?)k(l_-ﬁ)”ﬂ (4.4)

Es decir, condicional a que para el instante t han ocurrido n eventos, la distribucion del numero de
eventos que han ocurrido para el instante u < t es binomial con pardmetros n y (u/t).

Demostracién.

P(N(u) = KIN(f) =n) = P(N(;)(;g)’ iv(ii ="
P(N(u) = kN () = N(u) = n— b

;'i
=

(t) =mn)
e (O)* kN [e AT (At — w)"*/(n — k)]
e~ M(At)"/n!
n! uk(t —u)nFk
" Kl(n— k) tn '
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Ejemplo 4.3

Si observamos un proceso de Poisson hasta que se registre un nimero prefijado m de eventos, el tiempo
necesario 7, puede usarse para construir intervalos de confianza para la intensidad A del proceso, usando
el hecho de que A7, /2 tiene distribucién x? con 2m grados de libertad. Sean z, /2 Y Z1—qy2 valores tales
que si Z ~ x3,,, entonces P(Z < z4 /) = P(Z > 2z1_4)2) = /2. Tenemos

224 221_ o
l—a=P(za A /2 < 21_40)2) = P(J <A< 17/2)
Tm Tm
En consecuencia, (2za/2/7'm, 221_a/2/Tm) €s un intervalo de confianza para A a nivel 1 — a. A

Ejemplo 4.4

Sean N y M dos procesos de Poisson independientes con pardmetros respectivos A y p. Sean n 'y m
enteros, 7, el tiempo de espera hasta el n-ésimo evento en el proceso N y 7., el tiempo de espera hasta el
m-ésimo evento en el proceso M. Las variables A7, /2 y 7, /2 son independientes y tienen distribuciones
X2 con 2n y 2m grados de libertad, respectivamente. Por lo tanto, bajo la hipétesis de que A = p, la
variable mr, /nvy,, tiene distribucién F' con 2n y 2m grados de libertad, y podemos desarrollar una prueba
de hipétesis para A = p. A

4.6. Procesos de Poisson Compuestos

Asociamos ahora una variable aleatoria Y; a cada evento de un proceso de Poisson. Suponemos que
las variables Y;, ¢ > 1, son i.i.d y también son independientes del proceso. Por ejemplo, el proceso puede
representar los carros que llegan a un centro comercial y las variables asociadas, el niimero de pasajeros
que hay en cada uno de ellos; o el proceso puede representar los mensajes que llegan a un computador
central para ser transmitidos via internet y las variables Y; pueden representar el tamano de los mensajes.

Es natural considerar la suma de las variables Y; como una variable de interés:

S(t) :Y1+"'+YN(t)

donde ponemos S(t) = 0 si N(¢) = 0. Ya hemos visto que para suma aleatorias, la media es el producto
de las medias de N e Y, mientras que la varianza estd dada por

Var(S(t)) = E[N(t)] Var(Y;) + Var(N (1)) (E[Y])2.

En nuestro caso, N(t) ~ Pois(At) y por lo tanto, E[N(¢)] = Var(N(t)) = At, de modo que la férmula
anterior es
Var(S(t)) = At(Var(Y;) + (E[Yi])?) = A E[Y?].

Ejemplo 4.5

El ndmero de clientes de una tienda durante el dia tiene distribucién de Poisson de media 30 y cada
cliente gasta un promedio de $150 con desviacién tipica de $50. Por los cédlculos anteriores sabemos que
el ingreso medio por dia es 30 - $150 = $4.500. La varianza del ingreso total es

30 - [($50)? 4 ($150)?] = 750.000
Sacando la rafz cuadrada obtenemos una desviacién tipica de $ 866,02. A

La funcién de distribucién para el proceso de Poisson compuesto S(t) puede representarse explicita-
mente si condicionamos por los valores de N(¢). Recordemos que la distribucién de una suma de variables
independientes es la convolucién de las distribuciones: Si Y tiene f.d. G,

GMy)=PY1+ - +Y,<y) = /Oo GV (y — 2)dG(z)

— 00



4.6. PROCESOS DE POISSON COMPUESTOS 121

con

G(O)()— 1 paray >0,
v= 0 paray <O.

Ahora

N(t)
P(S(t) < 2) = P(3 Vi < 2)
k=1

o] N(t) ()\t)nef)\t

= Z P()_ Yi < 2|N(t) =n) —
k=1
_ Z Q"™ . (4.5)

Ejemplo 4.6
Sea N(t) el nimero de impactos que recibe un sistema mecdnico hasta el instante ¢ y sea Yy el dafo o
desgaste que produce el k-ésimo impacto. Suponemos que los dafios son positivos: P(Y; > 0) =1, y que

se acumulan aditivamente, de modo que S(t) = chv:(tl) Y}, representa el dano total hasta el instante .
Supongamos que el sistema continua funcionando mientras el dano total sea menor que un valor critico
a y en caso contrario falla. Sea T el tiempo transcurrido hasta que el sistema falla, entonces

{T >t} siysolosi {S(t) <a}.

Teniendo en cuenta esta relacién y (4.5) tenemos

oo

P(T > t) :Z ()"

—At
G (a).

Para obtener el tiempo promedio hasta que el sistema falle podemos integrar esta probabilidad:

E[T]:/O P(T > t)d :i(/ Mdt)G(”)(a)

n=0
=t Z G (a)
n=0

donde hemos intercambiado series e integrales porque todos los términos son positivos. Esta expresion se
simplifica en el caso particular en el cual los danos tienen distribucién exponencial de pardmetro . En
este caso la suma 7, = Y7 + -+ - + Y, tiene distribucién I'(n, u); sea M (t) el proceso de Poisson asociado
a esta variables i.i.d. exponenaaleb, entonces

G (2) = P(r, < z) = P(M(z) > n)

n—1 0
()" S (e
BRRP D e Dl
k=0 k=n
y
o G(n) B oo 0o ua 6 —pa B oo k (ua)ke*““
_ ka 1) (ua)]: _W, =1+ pa

>
Il
o
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Por lo tanto, cuando Y;, ¢ > 1, tienen distribucion exponencial de pardmetro p,

1+ pa

B[T) = —

4.7. Descomposicion de un Proceso de Poisson

En la seccién anterior asociamos a cada evento de un proceso de Poisson una variable aleatoria Y;,
ahora vamos a usar estas variables para descomponer el proceso. Sea N;(t) el ntimero de eventos del
proceso que han ocurrido antes de ¢t con Y; = j. Si, por ejemplo, Y; representa el ntimero de personas en
un carro que llega a un centro comercial, N;(t) representa el nimero de carros que han llegado antes del
instante ¢ con exactamente j personas dentro.

Veamos inicialmente el caso mas sencillo, en el cual las variables Y son de Bernoulli:

para 0 < p < 1 fijo y k > 1. Definimos ahora dos procesos, segtn el valor de las variables Y} sea 0 6 1:

N(t)
Ni(t)=> Yi, vy No(t)=N(t) — Ni(t).
k=1

Los valores de Ni(t) sobre intervalos disjuntos son variables aleatorias independientes, N1(0) = 0 y final-
mente, el lema 4.2 nos dice que Np(t) tiene distribucién de Poisson con media Apt. Un argumento similar
muestra que Ny(t) es un proceso de Poisson con pardmetro A(1 — p). Lo que resulta méas sorprendente es
que N7 y Ny son procesos independientes. Para ver esto calculemos

P(No(t) = j, Ni(t) = k) = P(N(t) = j + k, N1(t) = k)

P(N1(t) =k|N({t) =7+ k)P(N({t) =7 +k)
i+ k)! C(At)IHEe— At

- (j;k!) p"(L—p) ( (;' k)

e Mt pt)kq e MR (1 — p)t)

5 i

= P(N1(t) = k)P(No(t) = j)

para j,k=0,1,2,...

Ejemplo 4.7
Los clientes entran a una tienda de acuerdo a un proceso de Poisson con intensidad de 10 por hora. De
manera independiente, cada cliente compra algo con probabilidad p = 0.3 o sale de la tienda sin comprar
nada con probabilidad ¢ = 1—p = 0.7. ;Cudl es la probabilidad de que durante la primera hora 9 personas
entren a la tienda y que tres de estas personas compren algo y las otras 6 no?

Sea N7 = Ni(1) el niimero de clientes que hacen una compra durante la primera hora y Ny = Ny(1)
el nimero de clientes que entran pero no compran nada. Entonces Ny y N; son v.a.i. de Poisson con
pardmetros respectivos (0.7)(10) = 7 y (0.3)(10) = 3. Por lo tanto

767

REP
P(Ng=6) = Gl =

=0.149,  P(N;=3) ="

= 0.224.

P(No = 6,N; = 3) = P(Ny = 6)P(N; = 3) = (0.149)(0.224) = 0.0334.
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En el caso general las variables Yj;, toman valores sobre un conjunto numerable, por ejemplo sobre
{0,1,2,...}, y el resultado correspondiente es el siguiente teorema, que no demostraremos.

Teorema 4.6 N;(t) son procesos de Poisson independientes con intensidad AP(Y; = j).

4.8. Superposiciéon de Procesos de Poisson

La situacion inversa a la descomposicién de un proceso de Poisson es la superposicién de procesos.
Ya que un proceso de Poisson puede descomponerse en procesos de Poisson independientes, es razonable
esperar que el proceso inverso, la superposicién de procesos de Poisson independientes, produzca un
proceso de Poisson cuya intensidad sea la suma de las intensidades.

Teorema 4.7 Sean Ni(t),...,Nk(t) procesos de Poisson independientes con pardmetros A1,..., Ak, en-
tonces N1(t) + -+ -+ Ni(t) es un proceso de Poisson con pardmetro Ay + - -+ \g.

Demostracion. Haremos la demostracion para el caso k = 2, el caso general se obtiene luego por induc-
cién. Es inmediato que la suma tiene incrementos independientes y que Ny (0) + N3(0) = 0. Para verificar
que los incrementos tienen distribucién de Poisson con parametro igual a la suma de los pardmetros
observamos que si Y = Ny(t + s) — N1(s) ~ Pois(At) y Z = Na(t + s) — Na(s) ~ Pois(Aat), entonces

N(t+5) = N(s) = [N1(t + ) = Ni(s)] + [Na(t + 5) — Na(s)]
=Y + Z ~ 'Poz's((/\l + )\Q)t).

Ejemplo 4.8

Consideremos dos procesos de Poisson, uno con parametro A, que representa las llegadas a la meta del
equipo rojo, y otro, independiente del anterior y con pardmetro i, que representa las llegadas del equipo
verde. ;Cudl es la probabilidad de que haya 6 llegadas rojas antes que 4 verdes?

Observamos que el evento en cuestiéon equivale a tener al menos 6 rojos en los primeros 9. Si esto
ocurre, tenemos a lo sumo tres verdes antes de la llegada del sexto rojo. Por otro lado, si hay 5 o menos
rojos en los primeros 9, entonces tendremos al menos 4 verdes.

Podemos ahora ver el problema en el marco de un proceso de Poisson general que incluye rojos y
verdes, y tiene parametro A + u. Para cada llegada escogemos al azar el color lanzando una moneda con
probabilidad p = A/(\ + p) para rojo. La probabilidad que nos interesa es

> (2t prt

k=6

En el caso particular en el cual ambos procesos iniciales tienen la misma intensidad A = u, p =1/2 y la

expresién anterior es
9
1 9 140
— = — =0.273.
512 kZ_G <k:> 512 0.273

4.9. Procesos No Homogéneos

En el corolario 4.2 vimos qué ocurre si la probabilidad de cada evento individual no es homogénea.
Si, en cambio, el pardmetro del proceso, que representa la intensidad por unidad de tiempo con la cual
ocurren los eventos, no es constante a lo largo del tiempo, tenemos un proceso no-homogéneo.
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Definicién 4.4 Decimos que (N(¢), t > 0) es un proceso de Poisson con tasa A(s), s > 0 si
1. N(0) =0,
2. N(t) tiene incrementos independientes,
3. N(s+1t) — N(s) tiene distribucién de Poisson con media fs+t A(r) dr.

En este caso los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, T,,, n > 1, ya no son independientes
ni tienen distribucion exponencial. Esta es la razén por la cual no usamos nuestra deﬁnlcién inicial
para esta generalizacién. Veamos que esto es efectivamente cierto. Pongamos (¢ fo s)ds, entonces

N(t) ~ Pois(u(t)) y
P(T; > t) = P(N(t) = 0) = e+,

Derivando obtenemos la densidad
P (1) = — S P(Ty > 1) = Atje 5204 = x(ye+®)
para t > 0. La relacion anterior se puede generalizar de la siguiente manera
Frvm, (b1 tn) = A1) -+ At 4 - -+ b ) e HEFFEn),

Ejemplo 4.9
Los clientes llegan a una tienda de acuerdo a un proceso de Poisson no-homogéneo con intensidad

2t para 0 <t < 1,
At) =142 para 1 <t < 2,
4—t para2<t<A4,

donde t se mide en horas a partir de la apertura. ;Cudl es la probabilidad de que dos clientes lleguen
durante las primeras dos horas y dos més durante las dos horas siguientes?
Como las llegadas durante intervalos disjuntos son independientes, podemos responder las dos pre-
guntas por separado. La media para las primeras dos horas es y = fol 2t dt + ff 2dt = 3 y por lo tanto
673(3)2

P(N(2) =2) = =5~ = 0.2240.

4.9.1. Postulados para un proceso de Poisson no-homogéneo

Al igual que para el caso del proceso homogéneo, es posible demostrar que los siguientes postulados
implican que el proceso de conteo N (t) es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de intensidad
At), t>0:

N(0) = 0.

{N(t),t > 0} tiene incrementos independientes.
N(t+h)—N(t)=1) = A{t)h + o(h).
N(t+h)—N(t) > 2) = o(h).
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Muestrear en el tiempo un proceso de Poisson ordinario produce un proceso de Poisson no-homogéneo.
Esto es similar a lo que vimos para la descomposicién de un proceso de Poisson sélo que ahora la
probabilidad de observar un evento del proceso original no es una constante p como ocurria antes, sino
que depende del tiempo: p(t).

Sea {N(t),t > 0} un proceso de Poisson con intensidad constante A y supongamos que un evento
que ocurre en el instante ¢ se observa con probabilidad p(t), independientemente de lo que haya ocurrido
antes. Llamemos M (¢) al proceso de los eventos que hemos logrado contar hasta el instante ¢, entonces
{M(t), t > 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de intensidad A(t) = Ap(¢). Podemos
verificar esta afirmacion comprobando que se satisfacen los axiomas anteriores.

(a) M(0) = 0.

(b) El ntimero de eventos que contamos en el intervalo (¢, ¢+ h] depende tnicamente de los eventos del
proceso de Poisson N que ocurren en (t,t + h|, que es independiente de lo que haya ocurrido antes
de t. En consecuencia el nimero de eventos observados en (¢,¢ + h] es independiente del proceso de
eventos observados hasta el tiempo ¢, y por lo tanto M tiene incrementos independientes.

(¢) Condicionando sobre N((¢,t+ h]):
P(M((t,t+h]) = 1) = P(M((t,t + h]) = 1N ((t,t + h]) = )P(N((t,t + h]) = 1)
+ P(M((t,t+h]) = 1|N((t,t + h]) > 2)P(N((t,t + h]) > 2)
= P(M((t,t + h]) = 1|N((t,t + h]) = D)Ah + o(h)
= p(t)Ah + o(h)

(d) P(M((t,t+h]) > 2) < P(N((t,t + h]) > 2) = oh).

Hay un reciproco (parcial) para este resultado: todo proceso no-homogéneo de Poisson con intensidad
acotada se puede obtener a partir de un proceso homogéneo muestreado en el tiempo. Para ver esto
necesitamos la siguiente proposicion que enunciamos sin demostracién

Proposicién 4.1 Sean {N(t), t > 0} y {M(t), t > 0} procesos de Poisson independientes no-homogéneos,
con funciones de intensidad respectivas a(t) y B(t) y sea S(t) = N(t) + M (t). Entonces
(a) {S(t),t > 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcion de intensidad \(t) = a(t) + B(t).

(b) Dado que un evento del proceso S(t) ocurre en el instante t entonces, independientemente de lo que
haya ocurrido antes de t, un evento en t viene del proceso N(t) con probabilidad a(t)/(a(t) + B(t)).

Demostracion. Ver S.M. Ross, Introduction to Probability Models 10th. Ed. p. 340.

Supongamos ahora que {N(¢), ¢ > 0} es un proceso de Poisson no-homogéneo con funcién de in-
tensidad acotada A(t) tal que A(t) < A para todo t. Sea {M(t), t > 0} otro proceso de Poisson
no-homogéneo con intensidad p(t) = A — A(¢) e independiente de N(t). Por la proposicién anterior

tenemos que {N(t), t > 0} se puede considerar como el proceso que se obtiene a partir del proceso ho-
mogéneo {N(t)+ M (t), t > 0}, donde un evento que ocurre en el tiempo ¢ es observado con probabilidad

p(t) = A()/A.
La funcién p(t) definida por
wu(t) = /o A(s) ds

es continua y no decreciente y representa el valor esperado del nimero de eventos que ocurren en el
intervalo [0,¢t], E(N(t)) = u(t). Definimos su inversa generalizada v(t) por

v(t) = mf{s: u(s) > ¢}, ¢t>0.

Usando estas funciones tenemos el siguiente resultado
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Teorema 4.8 Sea N un proceso de Poisson no homogéneo y sea M(t) = N(v(t)), t > 0. Entonces M
es un proceso de Poisson homogéneo con intensidad 1.

Demostracién. Fijamos s,¢ y ponemos ¢ = v(t), t' + s =v(t+s), s =v(t+s) — v(t). Entonces

E(M(t+s)— M(t)|M(u),u <t)=EN{ +s)— N)|N(u),u<t)
—E(N(¥ +5) = N(t') = u(t' + ) — ()
=t+s—t=s.
Por el teorema 4.4 obtenemos el resultado. [ |

Denotemos por 7, el instante en el cual ocurre el n-ésimo evento de un proceso no-homogéneo
{N(t), t > 0}. Entonces

Pt <t1,<t+h)=P(N(t)=n—1, y un evento ocurre en (¢t,t + h)) + o(h)
= P(N(t) =n — 1)P(un evento ocurre en (¢, + h)) + o(h)

n—1
_ 6”(”% (M) + o(h)] + o(h)

= \(t)e ™ %h + o(h).

Dividiendo por h y haciendo h — 0 obtenemos que la densidad de esta variable es

_ e (@)
fr (£) = A(t)e ()W'

4.9.2. Procesos de Cox

Un proceso de Cox es un proceso de Poisson no-homogéneo en el cual la intensidad (A(t), ¢ > 0) es
a su vez un proceso aleatorio. En general, los incrementos sobre intervalos disjuntos para un proceso de
Cox no son independientes.

Sea (N(t), t > 0) un proceso de Poisson con intensidad constante A = 1. El proceso de Cox més
simple requiere seleccionar el valor de una v.a. © y luego observar el proceso M(t) = N(6t). Dado el
valor de ©, M es, condicionalmente, un proceso de Poisson con intensidad constante A = ©. © es aleatoria
y, tipicamente, no es observable. Si © tiene distribucién continua con densidad f() entonces, por la ley
de probabilidad total obtenemos la distribucién marginal

e’} k‘efﬁt
P(M(t):k):/o %f(@)d&.

4.10. La Distribucion Uniforme

Consideremos un segmento de longitud ¢ y escojamos sobre él n puntos al azar, de manera indepen-
diente y con distribucién uniforme, es decir, consideramos una muestra aleatoria simple de tamano n de
la distribucién uniforme sobre [0, t]. Llamemos Uy, ..., U, a estas variables. La densidad de probabilidad
de ¢/u de ellas es

1
fulu) = 7, Dpara 0<u<t.
Consideremos ahora esta misma muestra pero ordenada y llamemos Uy, 1 <@ < n, a sus valores, de

modo que
U =Up =+ = Uw)-
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La densidad conjunta de U1y, U(g), .., Up) es

n
fU(n,-..,U(n) (u1,...,up) = I para 0 <wuy < -+ - <u, <t (4.6)

como veremos a continuacién. Dada cualquier coleccion X7, ..., X, de v.a.i.i.d. las variables X (1), ..., X(p),
que corresponden a los valores de las variables originales pero ordenadas

X(l) < X(Z) << X(n)a

se conocen como los estadisticos de orden. El préximo teorema nos dice cémo se obtiene su distribucién
en el caso general.

Teorema 4.9 Sean X(1) < X(2) < -+ < X() los estadisticos de orden para una muestra aleatoria simple
de variables aleatorias continuas con densidad f(z). La densidad conjunta de los estadisticos de orden es

nl Lo f@ay), 2oy < < @),

(4.7)
0, en otro caso.

In (1), T(2)s -+ s T(n)) = {

Demostracion. Haremos la prueba para el caso general n y la ilustraremos detalladamente cuando
n = 2. Definimos los conjuntos A = {(x1,...,2,) : 2; € R,2; # xj parai # j} y B = {(zqa),..., %)) :
—00 < x(1) < --- < Xy < oo}. La transformacién que define los estadisticos de orden es una funcién de
A a B pero no es 1-1, ya que cualquiera de las n! permutaciones de los valores observados produce los
mismos estadisticos de orden. Por ejemplo, cuando n = 2, si (z1,22) = (1.3,34) y (z1,22) = (3.4,1.3)
ambos producen (21, z(2)) = (1.3,3.4)

Si dividimos A en n! subconjuntos de modo que ¢/u corresponda a un orden particular de la muestra
observada, vemos que ahora la transformacién que define los estadisticos de orden define una biyeccién
de cada uno de estos conjuntos al conjunto B. Como ilustracién, cuando n = 2, dividimos A en 4; =
{(z1,22) : —00 < 1 < gy < 00} y Ay = {(21,22) : —00 < 29 < 21 < o0}. En el primero de estos
conjuntos la transformacion es w1 = x(1) y T2 = x(2). Por lo tanto el valor absoluto del Jacobiano de la

transformacion es
1 0

i1

mientras que en Ap la transformacién es 1 = w2y y x2 = x(;) y el valor absoluto del Jacobiano de la
transformacién es

0 1
=17 gfI=1.

En el caso general se ve similarmente que el Jacobiano de cada una de las biyecciones de una de las
n! regiones en que dividimos a A sobre B, tiene valor absoluto igual a 1. La densidad conjunta de los
estadisticos de orden es, en consecuencia, la suma de las contribuciones de cada conjunto de la particion.
En el caso particular n = 2 tenemos para —oo < x(1) < x(z) < 00,

9y, v2)) = f(z) f(@@)| 1]+ f(ze)f(ra)] k]
=2f(z)f(z@)-
Para n cualquiera, la densidad conjunta (4.7) se obtiene tomando en cuenta que la contribucién de cada
una de las n! particiones es [T}, f(z(). [

En el caso particular de la distribucién uniforme obtenemos la ecuacién (4.6) para la densidad de los
estadisticos de orden.

Teorema 4.10 Sean 71,72,... los instantes en los cuales ocurren los sucesivos eventos de un proceso
de Poisson de pardmetro . Dado que N(t) = n, las variables 11,72, ... tienen la misma distribucion
conjunta que los estadisticos de orden de n v.a.i. con distribucién uniforme en [0,t].
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Demostracién. Consideremos un proceso de Poisson {N(t), ¢ > 0} y supongamos que en el intervalo
[0,¢] han ocurrido n eventos. Sea [t;,t; + k], 1 < i < n, una sucesién de intervalos disjuntos en [0, ¢].
Dado que han ocurrido n eventos hasta t, la probabilidad de que ocurra exactamente un evento en cada
uno de los intervalos que listamos, y ningin evento fuera de ellos es

P(tl < <ti+hy,. ... t, <7, Stn‘i’hn‘N(t) :TL)
Mhpe= Ao Ap, e M e At—hi = —hn)
= e*)‘t(/\t)"/n!

n!
- fnhl o hy,. (4.8)
Pero, por definicién de la funcién de densidad, el lado izquierdo de (4.8) es, para valores pequenos de
hi, 1 <1i < n, aproximadamente igual a

le,...,Tn|N(t)=n(tla s 7tn)h1 By

Esto es suficiente para demostrar que la densidad condicional de los tiempos 7; dado que han ocurrido n
eventos en el intervalo [0,?] es igual a n!/t™. [

Ejemplo 4.10
El teorema anterior nos da una manera de probar si un conjunto de observaciones es de Poisson. Su-
pongamos que hemos observado el proceso por un periodo de tiempo ¢ durante el cual han ocurrido n
eventos. Sea Ti,...,T, los instantes en los cuales han ocurrido los eventos y sea W1y,...,W,, una per-
mutacion de los instantes escogida al azar. Si los eventos ocurrieron de acuerdo a un proceso de Poisson,
las variables W; son independientes y tienen distribucién uniforme sobre el intervalo [0,¢]. Por lo tanto
podemos hacer un test sobre estas variables para ver si cumplen esta hipétesis, para lo cual podemos
hacer una prueba de Kolmogorov-Smirnov o de Cramér-von Mises. También es posible usar el TCL ya
que para valores moderados o grandes de n, la suma S,, = Z? U; es aproximadamente normal con media
E(S,) = nE(Uy) = nt/2 y varianza Var(S,,) = n Var(U;) = nt?/12.

Por ejemplo, si en t = 10 minutos de observaciéon, n = 12 eventos ocurren, entonces la suma Sy de
los instantes en los cuales ocurren los eventos es aproximadamente normal con media 60 y desviacién
estandar 10. En consecuencia, si Spo satisface las desigualdades

60 — (1.96)10 < Sy5 < 60 + (1.96)10,

aceptariamos la hipétesis de que los eventos provienen de un proceso de Poisson con un nivel de signifi-
cacién de 95 %. A

Ejemplo 4.11
Consideremos una masa de material radioactivo que emite particulas alfa de acuerdo a un proceso de
Poisson de intensidad A. Cada particula existe por un periodo aleatorio de tiempo y luego desaparece.
Supongamos que los tiempos de vida sucesivos Y7, Y5, ... de las diferentes particulas son v.a.i. con dis-
tribucién comin G(y) = P(Yi < y). Sea M(t) el nimero de particulas que existen en el instante ¢.
Queremos hallar la distribucién de probabilidad de M () bajo la condicién de que M (0) = 0.

Sea N (t) el nimero de particulas creadas hasta el tiempo ¢. Observamos que M (t) < N(t). Dado que
N(t) =nsean 11,...,7, <t los instantes en los cuales se crean las particulas. La particula k existe en el
instante t si y sélo si 7 + Y > t. Por lo tanto

POM(t) = mIN(#) =n) = P( Y. Lirtvi = mIN(E) = n).
k=1

Usando el teorema 4.10 y la simetria entre las particulas tenemos

P(Z Lyt = mN(t) = ”) = P(Z L +vi>e = m) (4.9)
k=1 k=1
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donde Uy, Us,...,U, son v.a.. con distribucién uniforme en [0,t]. El lado derecho de (4.9) es una dis-
tribucién binomial con

i)
I

t
P(Uk+Yk2t)=%/ P(Ye > t — u)du
0

- % /O 1= G(t — w)]du = % /0 [ G(2)]dz. (4.10)

Escribiendo explicitamente la distribucién binomial tenemos

P(M(t) = m|N(t) = n) = (;>pm(1 —pnm

con p dado por la ecuacién (4.10). Finalmente

P(M(t)=m) =Y P(M(t)=m|N(t) = n)P(N(t) = n)

> n! _m (At ne A
= X G
,At(AZ') ; (1— Z?;_mn%f)nm (4.11)

La suma es una serie exponencial que se reduce a

i (I—p)" ") i [AL( 1 - _ AM(1-p)

)
= (n—m)! =
y usando esto (4.11) se reduce a
—Apt Apt)™
P(M(t)=m)= e O™ para m > 0,

m!

es decir, el namero de particulas que existen en el instante ¢ tiene distribucién de Poisson de media

Apt = /\/O (1- G(y))dy. (4.12)

Veamos que ocurre cuando ¢t — oo. Sea y = fo (1 — G(y))dy la vida media de una particula
alfa. Vemos a partir de (4.12) que cuando ¢ — oo, la dlstrlbu010n de M (t) converge a una distribucién de
Poisson con parametro Au. Por lo tanto, asintéticamente, la distribucién de probabilidad para el ntimero
de particulas que existen depende unicamente de la vida media pu. A

Ejemplo 4.12

Un procedimiento comun en estadistica es observar un nimero fijo n de v.a.i.i.d. Xy,..., X, y usar su
media muestral

%, — X+ -+ X,
n

como estimador de la media de la poblacién E[X;]. Consideremos en cambio la siguiente situacién: Una
compania nos pide estimar el tiempo medio de vida en servicio de cierto componente de una maquina.
La méquina ha estado funcionando por dos afios y se observéd que el componente original durd 7 meses,
el siguiente durd 5 meses y el tercero 9. No se observaron fallas en los tres meses restantes del periodo de
observacion. La pregunta es si es correcto estimar la vida media en servicio por el promedio observado

(7T+9+5)/3 =7 meses.
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Este ejemplo presenta una situacién en la cual el tamano de la muestra no estd fijo de antemano
sino que se determina a través de una ’cuota’ prefijada ¢ > 0: Observamos una sucesion de variables
i.id. X1, Xo,... y continuamos el muestreo mientras la suma de observaciones sea menor que la cuota t.
Llamemos N (t) al tamaifio de la muestra,

Nt)=méx{n>0:X; + -+ X, < t}.

La media muestral es
X3 +"‘+XN(,5)
N(t) '

Xnwy =

Puede suceder que X; > ¢, en este caso N(t) = 0 y no podemos definir la media muestral. Por lo
tanto tenemos que suponer que N(¢) > 1. Una pregunta importante en estadistica matemadtica es si este
estimador es insesgado. Es decir, jcémo se relaciona el valor esperado de este estimador con el valor
esperado de E[X;]7

En general, determinar el valor esperado de la media muestral en esta situacién es muy dificil. Es
posible hacerlo, sin embargo, en el caso en el cual los sumandos tienen distribuciéon exponencial de
pardmetro comuin A, de modo que N (t) es un proceso de Poisson. La clave es usar el teorema 4.10 para
evaluar la esperanza condicional

Elry | N () = n] = Eméx(Uy, ..., Uy)] :t( r )

n+1
donde Uy, ..., U, son independientes y tienen distribucién uniforme sobre el intervalo [0, ¢]. Observamos
ademas que
()\t)”ef/\t
P(N(t) =n|N(t ="\
(V) = nIN () > 0) =
Entonces,
N () o [N
E[ N(t }: E[—Nt:}PNt: N(t
N IV©) > 0] = S B[N () = 0] PONE) = nlN (@) > 0

3
Il
-

= n ne—At
S I
e n+1
_i (eAtl_ 1) ngl Ezt_)'_ 1)!
:%(e/vl_ 1>(6,\t 1)
:i(l N e/\t/\t_ 1)

Podemos ver el efecto de este tipo de muestreo si expresamos el resultado anterior en términos del cociente
del sesgo entre el verdadero valor de la esperanza E(X;) = 1/A. Tenemos

E[X1] — E[X )] A\t E[N(t)]

E[X4] eM—1  eEIN®I —1°

El lado izquierdo representa la fraccion del sesgo y el lado derecho expresa esta fracciéon como funcién del
tamano esperado de la muestra para este tipo de muestreo. La siguiente tabla presenta algunos valores:
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E(N(t)) Fraccién
0.58
0.31
0.16
0.07
0.03

6 0.015
10 0.0005

T W N~

En el ejemplo inicial, observamos N (¢) = 3 fallas en un perfodo de un ano y en la tabla anterior vemos que
la fraccion del sesgo es del orden de 16 %. Como mencionamos X N(t) = 7, una estimacién mas adecuada
podria ser 7/0.84 = 8.33, que intenta corregir, en promedio, el sesgo debido al método de muestreo. A

Los resultados anteriores se pueden generalizar al caso de procesos no-homogéneos con intensidad
A(r). Sea p(t) = fot A(r)dry g(r) = Ar)/u(t) para 0 < r < t.

Teorema 4.11 Sean Uy, Us,...,U, v.a.i. con densidad g. Dado que N(t) = n, los tiempos de llegadas
Ti,...,Tn tienen la misma distribucion que los estadisticos de orden correspondientes a las variables

U,...,Un.

La demostracién es similar a la del caso homogéneo y queda como ejercicio.

4.11. Procesos Espaciales de Poisson

Sea S un conjunto en un espacio n-dimensional y sea A una familia de subconjuntos de S. Un proceso
puntual en S es un proceso estocdstico N(A) indexado por los subconjuntos A en A que tiene como
valores posibles los elementos del conjunto {0, 1,2,...}. La idea es que los puntos se encuentran dispersos
en S de manera aleatoria y N(A) cuenta los puntos en el conjunto A. Como N(A) es una funcién que
cuenta, hay varias condiciones obvias que debe satisfacer. Por ejemplo, si A y B son disjuntos, estdn en
Ay suunién A U B también estd en A entonces necesariamente N(AU B) = N(A) + N(B).

El caso unidimensional, en el cual S es la semirecta positiva y A es la coleccién de los intervalos
de la forma A = (s,t] para 0 < s < t, lo consideramos al estudiar el proceso puntual de Poisson.
La generalizacion al plano o al espacio tridimensional tiene interés cuando consideramos la distribucién
espacial de estrellas o galaxias en Astronomia, de plantas o animales en Ecologia, de bacterias sobre una
placa de laboratorio en Biologia o de defectos sobre una superficie en Ingenieria.

Definicién 4.5 Sea S un subconjunto de R,R? o R3. Sea A una familia de subconjuntos de S y para
cualquier A € A sea |A| el tamafio (longitud, drea o volumen) de A. Entonces {N(A) : A € A} es un
proceso puntual homogéneo de Poisson de intensidad A > 0 si

1. Para todo A € A, la variable N(A) tiene distribucién de Poisson con pardametro A|A|.

2. Para toda coleccién finita Ay, ..., A, de conjuntos disjuntos de A, las variables N(A;),..., N(A,)
son independientes.

Ejemplo 4.13

Una zona de Londres se dividié en N = 576 = 24 x 24 dreas de 1/4 de kilémetro cuadrado. Esta
drea recibié 535 impactos de bomba durante la II Guerra Mundial, un promedio de 535/576 = 0.9288
por cuadrado. La siguiente tabla presenta N, el nimero de cuadrados que recibieron el impacto de
exactamente k bombas y lo compara con el valor esperado si los impactos tuviesen una distribucién de
Poisson con esta media

k 0 1 2 3 4 >5
N, 229 211 93 35 7 1
Poisson 226.74 211.39 98.54 30.62 7.14 1.57
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El ajuste es muy bueno y puede ser verificado haciendo una prueba x2. A

Muchas de las propiedades que hemos estudiado para el caso unidimensional tienen una extensién
natural para el caso de dimensiones mayores. Veamos, como ejemplo, la propiedad de uniformidad de
la distribucién de la ubicacién de los puntos en una regién dado que conocemos el niimero de puntos.
Consideremos inicialmente una regién A de tamartio positivo |A| > 0 y supongamos que sabemos que A
contiene exactamente un punto: N(A) = 1. Entonces, la distribucién de este punto es uniforme en el
siguiente sentido:

_ 1Bl

PIN(B) = 1IN(4) = 1) =

para cualquier B C A. Para ver esto escribimos A = BUC donde C = A\ B y en consecuencia N(B) y
N(C) son v.a.i. de Poisson con medias respectivas A|B| y A|C|. Entonces

P(N(B)=1,N(C)=0)
P(N(A) =1)
A Ble=MBle=AIC]
A Ale=AlAl
_ 18]
Al

P(N(B) =1|N(4) =1) =

Para generalizar este resultado consideremos una regién A de tamano positivo |A| > 0 que contiene
N(A) =n > 1 puntos. Entonces estos puntos son independientes y estdn distribuidos uniformemente en
A en el sentido de que para cualquier particién disjunta Ap,...,A,, de A, donde A = A; U---UA,, ¥y

para cualesquiera enteros positivos ki, ...,k con ki + --- + k,, = n, tenemos
n! | A1\ Fr | A | Fm
P(N(Ay) =kq,...,N(A) = km|N(A) = :4447@f)“(47)
(VAL = Rt NAm) = BN (A= = 52 T A

es decir, dado que N(A) = n, la distribucién de N(A4;),... N(A,,) es multinomial.

Ejemplo 4.14
Consideremos un proceso de Poisson compuesto sobre la recta y supongamos que las variables asociadas
Ui,Us, ... tienen distribucién uniforme 4(0,1). Esto nos da una sucesién de puntos sobre la banda
{(t,u) : 0 <t < o0, 0 <u < 1}. En este caso, como las U; tienen distribucién continua, el nimero de
puntos sobre una recta fija {(¢,u) : v = z} es 0 con probabilidad uno.

Si en lugar de rectas consideramos bandas

{(t,u) : 0 <t <00, Am-1 <uU< Ay}

ysi0<ag<a; <...<ap, <1, entonces los puntos en las bandas 1 < m < n son independientes.

Usando esta propiedad y la propiedad de incrementos independientes de los procesos de Poisson
unidimensionales obtenemos el siguiente resultado: Sean R, = {(t,u) : ¢m < t < by, e < u < dp}
rectangulos con a,, > 0y 0 < ¢y, < dpy, < 1y sea N(Ry,) el nimero de puntos (T}, U;) que estan en el
rectangulo R,,. Si los rectdngulos R, son disjuntos entonces las variables N(R,,) son independientes y
tienen distribucién de Poisson con media

A = (b — am)(dm — cm) = A|Rum|.
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4.11.1. Procesos no homogéneos en el plano

Decimos que N es un proceso no homogéneo de Poisson con intensidad A(z,y) si cuando R,,, 1 <
m < n son conjuntos disjuntos, las variables N(R,,) son independientes con distribucién de Poisson de
media

(R =/ M, y) dy dz.
(Ly)eRm
Si la integral vale oo, el numero de puntos es co.

Ejemplo 4.15

Sean 79,72,... los instantes en los que ocurren eventos de un proceso de Poisson con intensidad .
Supongamos que si un evento ocurre en el instante s, lo registramos con probabilidad p(s). El proceso de
eventos registrados es un proceso de Poisson no-homogéneo de intensidad Ap(s).

Para ver esto, asociamos a cada 7; una v.a.i. con distribucién uniforme sobre (0, 1), y aceptamos el
punto si U; < p(7;). El ntimero de puntos 7; aceptados en un intervalo (a,b) es igual al nimero de puntos
(15, U;) que caen en la region

{(t,u) ra <t <b0<u<p(t)}

En consecuencia, este niimero es Poisson con media igual al producto de A por el drea del conjunto, es
decir A fab p(s)ds. Es claro que el ntimero de eventos en intervalos disjuntos son independientes, de modo
que tenemos un proceso de Poisson no-homogéneo. Este resultado nos da una manera de construir un
proceso de Poisson no-homogéneo de intensidad dada. A



