Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién

Falta

1.2. Probabilidad y Esperanza Condicional

1.2.1. El Caso Discreto

Definicién 1.1 Sean X, Y variables aleatorias discretas. La funcién o densidad de probabilidad condi-
cional pxy (z|y) de X dado Y =y se define por

prvlaln) = o0 P =y >0,

y no estd definida, o se le asigna un valor arbitrario, si P(Y =y) =0.

En términos de la densidad conjunta y de la densidad marginalde Y, px v (z,y) y py (v) = >, px.,v (z,Yy)
respectivamente, la definicién es

px,y(z,Y)

G o P>

pX\Y(ny) =
Observamos que px|y (z|y) es una densidad de probabilidad en x para cada y fijo:
pxiv(aly) >0, Y pxy(ly) =1, para todo y.
x

Por lo tanto, podemos definir la funcién de distribucién condicional de X dado que Y = y como la f.d.
asociada a la funcién de probabilidad px|y (z|y) (siempre que py (y) > 0):

Fxy(zly) = pxy(zly) = 1%(1/) > pxy(zy).

z<x z<x

La ley de la probabilidad total es

P(X=2)=) P(X=u]Y =y)P(Y =y) =Y _pxjy(zly)py ().
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Ejemplo 1.1
Supongamos que X tiene distribucién binomial de parametros p y N, donde N a su vez tiene distribucién
de Poisson con media A. ;Cudl es la distribucién de X?

Tenemos que

n _
P (kln) = (k)p’%l—p)" b, parak=0.1,...n

A" —A
pn(n) = e' , paran=20,1,...
n!
Usando la ley de la probabilidad total
P(X = k) (k b1 = pyk e
(X = z%pX\N In)pn (n Z Kl(n (1-p) Tl
n= n==k
)\k —/\p > n k ()\p)ke—)\ N
(1-p)
Z - k! € ?
B (Ap)Fe ’\p
N k!
para k =0,1,..., es decir, X ~ Pois(Ap). A

Sea g una funcién tal que E[g(X)] < oo. Definimos la esperanza condicional de g(X) dado Y = y por
la férmula

Elg(X))Y =y] = Zg z)px|y (zly) sipy(y) >0,

y la esperanza condicional no estd definida para valores y tales que py (y) = 0. La ley de la probabilidad
total para esperanzas condicionales es

Z E[g(X)[Y = ylpy ().

La esperanza condicional E[g(X)|Y = y] es una funcién de la variable real y, que denotaremos ¢(y).
Si evaluamos esta funcién ¢ en la variable aleatoria ¥ obtenemos una nueva variable aleatoria ¢(Y), que
denotamos E[g(X)|Y]:

Elg(X)[Y](w) = E[g(X)]Y =Y (w)].

Podemos ahora escribir la ley de la probabilidad total como

E[g(X)] = E[E[g(X)[Y]]

Ejemplo 1.2
Consideremos un dado tetrahedral con 4 resultados posibles: 1, 2, 3 y 4 y probabilidades respectivas
p(i) = p; parai =1,...,4. Lanzamos el dado dos veces y definimos X como el producto de los resultados

y Y como su suma. A continuacién presentamos una descripcién de los resultados posibles del experimento
y de los valores de las variables X e Y.

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 12 3 4 2 3 45
q. 1) (22 (23) (2,4) x. 2 4 6 8 y. 3 456
T (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) 3.6 9 12 405 6 7
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) 4 8 12 16 5 6 7 8
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Calculemos ahora la probabilidad condicional px|y (x|y) para algunos valores de y. Por ejemplo, si
Y =2, el tnico resultado posible es (1, 1) y el valor de X en este caso es 1. Por lo tanto

pX|Y(33|2) = {1 o=t
0 en otro caso.
Algo similar ocurre cuando y = 3,7 u 8: Para cada uno de estos valores de la variable Y hay un sélo valor
de la variable X, que por lo tanto ocurre condicionalmente con probabilidad 1.
Para los otros valores de y la situacién es distinta, pues hay varios valores posibles de x. Veamos, como
ejemplo, el caso y = 5; tenemos dos valores posibles de X : 4, que corresponde a los eventos elementales
(4,1) y (1,4), y 6, que corresponde a los eventos elementales (3,2) y (2,3). Por lo tanto,

P(X =4,Y =5) P1P4
415) = = ’
px|y (4]5) P(Y =5) P1P4 + p2ps
P(X =6,Y =5) P2p3
6|5) = = ’
px|y(6[5) P(Y =5) P1P4 + p2p3

De manera similar se calculan los otros valores de la funcién de probabilidad condicional, que son

para Y = 4:
2

2p1p3 D3
D 34) = ——, P 44) = ———,
xiy (314) 2p1ps + p3 xiy (44) 2p1ps + p3
para Y = 6:
2papa P3
pxiy(8]6) = —22P4__ o 9l6) = — 3
x1v (816) 2papa + P} x1v (916) 2paps + 3

En consecuencia vemos que para cada valor de la variable Y tenemos una funcién de probabilidad
sobre los posibles valores de X. Veamos ahora los distintos valores de la esperanza condicional,

EX[Y =2)=1, E[X[Y =3 =2

2 2
EX|Y =4) =323 4 P2
2pips +p;  2p1ips + 3
EX|Y =5) =41 g P2Ps
D1P4 + P23 D1P4 + P23
2papy P3
2pops +p3 " 2p2pa + 13

EX|Y =7)=12, E[X|Y =8| =16.

E[X|Y =6) =8

Para el caso particular en el cual el dado es simétrico y todos los valores tienen la misma probabilidad
los valores de las tres esperanzas centrales en la expresion anterior son

10 25

E[X|Y:4]:§; E[X|Y = 5] = 5; E[X|Y:6]:§.

Por lo tanto, E[X|Y] es una funcién de los valores de Y, y como Y es una variable aleatoria, también lo es
E[X]Y]. La siguiente tabla muestra los valores de Y, los valores asociados de E[X|Y] y las probabilidades

correspondientes, y representa una descripcién de la variable aleatoria E[X|Y].

y | EX[Y =y] | PY =y)
2 1 1/16
3 2 1/8
4 10/3 3/16
5 5 1/4
6 25/3 3/16
7 12 1/8
8 16 1/16
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Propiedades.

Como la esperanza condicional de g(X) dado Y = y es la esperanza respecto a la densidad de
probabilidad condicional px|y (z|y), las esperanzas condicionales se comportan en muchos aspectos como
esperanzas ordinarias.

Suponemos que X e Y tienen distribucién conjunta, ¢ € R, g es una funcién tal que E[|g(X)|] < oo,
h es una funcién acotada y v es una funcién en R? tal que E[|v(X,Y)|] < cc.

Elc191(X1) + c292(X2)|Y = y| = e1 E[g1 (X1)[Y = y] + c2 E[g2(X2)[Y = y].
2. Si g > 0 entonces E[g(X)|Y =y] > 0.

—_

3. Ep(X, Y)Y =y] = Ep(X,y)[Y =yl

4. E[g(X)|Y = y] = E[g(X)] si X e Y son v.a.i.

5. E[g(X)h(V)]Y =y] = h(y) E[g(X)]Y =y].

6. Elg(X)h(Y)] =32, h(y) E[g(X)|Y = ylpy (y) = E[r(Y) E[g(X)[Y]].
Como consecuencia de 1, 5 y 6 obtenemos

7. Elc]Y =y] =¢,

8. E[p(Y)Y =y] = h(y),

9. E[g(X)] =32, Elg(X)[Y = ylpy (y) = E[E[g(X)|Y]].

Ejemplo 1.3
Usando la propiedad 9 podemos obtener la esperanza de X en el ejemplo anterior:

1 1 1
EX|=EEX|Y|]|]=1X—=4+2x-4---+16 Xx — =6.25
X] = BIEIX[Y] = 1x 1 +2x 54+ 16 % -

y hemos hallado la esperanza de X sin haber usado su funcién de distribucién. A

1.2.2. El Caso Continuo

Sean X, Y v.a. con distribucién conjunta continua de densidad fx,y(x,y). Definimos la densidad
condicional fx|y(z|y) para la variable X dado que Y =y por la férmula

fxy(%y)
Ty (y)

y no estd definida si fy (y) = 0. La f.d. condicional para X dado Y = y se define por

Ixy(zly) = si fy(y) >0,

fXY(Say>
—0o0 fY(y)

La densidad condicional tiene las propiedades que uno esperaria. En particular

Fxy(zly) = ds si fy(y) > 0.

Pla< X <bc<Y <d) / / Fxpy (zly) dz) fy (y) dy

v haciendo ¢ = —o0, d = co obtenemos la ley de probabilidad total

Pla< X <b) = / / Ixiy (zly) dx) fy (y) dy
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Ejemplo 1.4
Sea (X,Y) un vector gaussiano de dimensién 2, de densidad
1 1 x? Ty y?
P (o) = el L (2 g ) ¥
(@y) 2roxoyy/1 — p? 2(1 - p?) \ok pUXUY oy (1)

La variable X es gaussiana, centrada, de varianza 0% y densidad

1 { x?
exp{———-
V2rox P 20%

La densidad condicional de Y dado que X = x es, por lo tanto,

fx(x) =

1. (1.2)

gy

_ 1 1
frix(ylz) = mexp{—m(y - pr)

2

}

que es una densidad gaussiana de media proy /ox y varianza o2 (1 — p?). A

Si g es una funcién para la cual E[|g(X)|] < oo, la esperanza condicional de g(X) dado que Y =y se
define como

mwmwzm:/mmnwmwm s fy () > 0.

Estas esperanzas condicionales satisfacen también las propiedades 1-5 que listamos anteriormente. La
propiedad 6 es en este caso,

E[g(X)h(Y)] = E[h(Y) E[g(X)[Y]] = /h(y) E[g(X)Y = ylfy(y) dy

vélida para cualquier h acotada y suponiendo E[|g(X)|] < co. Cuando h = 1 obtenemos
E[g(X)] = E[E[g(X)[Y]] = /E[Q(X)IY = ylfy (y) dy.

Ejemplo 1.5
Si (X,Y) es un vector gaussiano bidimensional cuya densidad estd dada por (1.1), entonces

o0

EMX:ﬂ:/zmwmw@

es la esperanza condicional de Y dado que X = z. A partir de (1.2) vemos que la densidad condicional
es gaussiana de media proy /ox, de donde

oy

Podemos reunir los casos discreto y continuo en una sola expresién:

E[g(X)h(Y)] = E[n(Y) E[g(X)[Y]] = /h(y) Elg(X)|Y = yldFy (y)

Elg(X)] = E[E[g(X)[Y]] = /E[Q(X)IY = yldFy (y).
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Proposicién 1.1 Sea X,Y wvariables aleatorias tales que el vector (X,Y) tiene densidad fx y. Si existen
funciones o : R = RT, 8 :R? = RY tales que, para todo x,y € R,

Fxy(@y) = a)By) v AB@wa:L

Entonces a(y) = fy(v) v B(z,y) = fx|v(z]y).

Demostraciéon. Observamos que

h@waéhwwwwxzéa@wwwmx=M@Aﬁuwwxzmw

y, teniendo en cuenta que
fxv (@) = fy (@) fxy (@ly) = a(y)B(z, y)
obtenemos que 3(z,y) = fx|y(z|y). [ |

1.2.3. El Caso Mixto

Hasta ahora hemos considerado dos casos para el vector (X,Y): ambas variables discretas o ambas
continuas. En esta seccién consideraremos los dos casos mixtos posibles. Comenzamos por el caso continuo-
discreto. En ambos casos supondremos, sin pérdida de generalidad, que la variable discreta toma valores
en los enteros positivos.

Caso 1: Continuo-Discreto

Sean X y N v.a. con distribucién conjunta donde N toma valores 0, 1,2, ... La funcién de distribucion
condicional Fx|y(z[n) de X dado que N =n es

P(X <z,N=n)

TR si P(N =n) >0,

Fx|n(z[n) =

y la funcién de distribucion condicional no esta definida para otros valores de n. Es sencillo verificar que
Fx|n(z|n) es una f.d. en x para cada valor fijo de n para el cual esté definida.

Supongamos que X es continua y Fx|y(z|n) es diferenciable en 2 para todo n con P(N = n) > 0.
Definimos la densidad condicional de X dado N = n por

Fxin{aln) = -y (aln).

De nuevo, fx|ny(z|n) es una densidad en x para los n para los cuales esta definida y tiene las propiedades
que uno esperaria, por ejemplo

b
Pla<X <bN=n)= / [x|n(z[n)pn(n)de, paraa <b.

Usando la ley de la probabilidad total obtenemos la densidad marginal de X,
fx(z) = Z fx|n(@[n)pN (n).

Supongamos que g es una funcién para la cual E[|g(X)|] < oo. La esperanza condicional de g(X) dado
que N = n se define por

Bp(OIN =] = [ g(a) fx(aln) o

Esta esperanza condicional satisface las propiedades anteriores y en este caso la ley de la probabilidad
total es

E[g(X)] = Y E[g(X)|N = nlpy (n) = E[E[g(X)|N]].
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Caso 2: Discreto-Continuo

Consideremos ahora un vector (N, X). Supongamos que X tiene una distribucién continua de densidad
[x () y, dado el valor z de X, N es discreta con funcién de probabilidad py|x (n|x) para n > 0. Podemos
pensar que X es un pardmetro (aleatorio) de la distribucién de N, y una vez conocido el valor de este
parametro la distribucién de N esta completamente determinada.
La funcién de probabilidad condicional de N dado X es
fN X (n7 Z‘)
pyix(njz) = P(N =n|X =) = =—=———
| fx (@)
siempre que fx(x) > 0, donde fn x(n,z) es la densidad de probabilidad conjunta del vector (N, X). La
funcién de distribucién condicional correspondiente es

n

fxl(x) ZPN\X(Mx)
k=0

Fyix(n,2) = f%(x) Y P(N=kX =x)=
k=0

Ejemplo 1.6
Suponemos que X ~ Bin(p, N) con p ~ U[0,1]. ;Cuél es la distribucién de X?

HX:M:AP@:MW%MﬁMG

1 !
- | et -0t

N —k)
N! kNN —k)! 1
( ) = , k=0,...,N.
kNN —k)! (N +1)! N+1
es decir, X tiene distribucién uniforme en los enteros 0,1,..., N. A

Ejemplo 1.7
Sea Y ~ Exp(f) y dado Y =y, X tiene distribucién de Poisson de media y. Queremos hallar la ley de X.
Usando la ley de probabilidad total

0 > k_—u
k!(l—i—@)k"‘l/o u’e” "du

:W, IfZO,l7

1.2.4. Sumas Aleatorias

Con frecuencia encontramos sumas de la forma T = X; + --- + X, donde el nimero de sumandos

es una variable aleatoria. Consideremos una sucesion X7, Xs,... de v.a.i.i.d. y sea N una v.a. discreta,
independiente de X1, Xs,... con densidad py(n) = P(N =n), n=0,1,.... Definimos la suma aleatoria
T como

T 0 si N =0,
)Xy 4+ Xy siN>0.
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Ejemplos 1.8
a) Colas: N representa el nimero de clientes, X; es el tiempo de atencién de cada cliente, T es el
tiempo total de atencién.

b) Seguros: N representa el nimero de reclamos en un periodo de tiempo dado, X; es el monto de
cada reclamo y T' es el monto total de los reclamos en el periodo.

c¢) Poblacién: N representa el nimero de plantas, X; es el nimero de semillas de cada planta, T es el
total de semillas.

d) Biometria: N es el tamafio de la poblacién, X; es el peso de cada ejemplar y T representa el peso
total de la muestra.

Momentos de una Suma Aleatoria

Supongamos que X y N tienen momentos finitos

E[X:] = u, Var[X] = 02,
E[N] = v, Var[N] = 72.

y queremos determinar media y varianza de T'= X; + - -- + X . Veamos que

E[T] = pv, Var([T| = vo? + p*r2.

Tenemos
ZET\N_npN ZEX1+ -+ XN|N = nlpy(n)
n=0
o0 oo
=Y E[Xi+ -+ X, N =nlpn(n) = Y E[X1+ -+ X,]pn(n)
n=0

o0
= nupn(n) = pv.
n=0

Para determinar la varianza comenzamos por

Var[T] = E[(T — j)?) = E[(T — N+ Ny — vp)?)
— B[(T — N + B2 (N - v)?] + 2E[u(T — Nu)(N — v)].

Calculemos cada uno de estos sumandos por separado, el primero es

E[(T — Np)®| = > E[(T — Nu)*|N = nlpy(n)

n=0

=Y E[(X1+ -+ X — np)’|N = nJpn(n)

n=1
=Y E[(X1+ -+ X — np)’|pn (1)
n=1
=2 Z npy(n) = vo?
n=1

Para el segundo tenemos
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y finalmente el tercero es

E[u(T = Np)(N — )] = p Y E[(T = np)(n — v)|N = nlpy(n)
n=0

— 1> (n— V) E[(T — np)|N = nlpw(n)
n=0

=0.

La suma de estos tres términos demuestra el resultado.

Distribucién de una Suma Aleatoria

Supongamos que los sumandos X7, Xo,... son v.a.d. continuas con densidad de probabilidad f(x).
Para n > 1 fijo, la densidad de la suma X; + - - - + X, es la n-ésima convolucién de la densidad f(z), que
denotaremos por £ (z) y definimos recursivamente por

FO (@) = f(),
0 (x) = /f("_l)(x —u)f(u)du paran > 1.

Como N y X1, X5, ... son independientes, f(”)(x) es también la densidad condicional de T' = X1+ - -+ Xn
dado que N =n > 1.

Supongamos que P(N = 0) = 0, es decir, que la suma aleatoria siempre tiene al menos un sumando.
Por la ley de la probabilidad total, T" es continua y tiene densidad marginal

oo

fr@) =Y f" (@)pn(n).

n=1

Observacion 1.1 Si N puede valer 0 con probabilidad positiva entonces T'= X1 +---+ Xy es una v.a.
mixta, es decir, tiene componentes discreta y continua. Si suponemos que X1, Xo,... son continuas con
densidad f(z), entonces

P(T'=0) = P(N = 0) = pn(0)

mientras que para 0 < a <bda<b<0,

b oo
Pla<T<b) = / (Zf(”)(x)pN(n))dm

Ejemplo 1.9 (Suma Geométrica de Variables Exponenciales)
Supongamos que

Ae~*  para z >0,
-]

0 para x < 0.

pn(n)=B1-B)""" n=12,...

Comenzamos por hallar la convolucién de las densidades exponenciales
f(2) (x) = / flz—u)f(u)du = / 1{z—u20} (u))\e—)\(w—u)l{uzo} (u) e

xr
= )\26_)‘30/ du = x\%e ™
0
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para x > 0. La siguiente convolucién es

f(3 /f x—u) / 1z_u>oy(u N (2 — u)efA(zfu)l{uZO}(u))\efu du
= \e M2 /m(x —u)du = v A3
O 2

para x > 0. Procediendo inductivamente obtenemos que

xn—l

(n) — n_—A\x
La densidad de T'= X1 +---+ Xx es
fT(t) — Z f(n)(t)pN(n) _ Z (n i"l)'tn_le—)\tﬁ(l _ B)n—l
n=1 n=1 ’

VR N ) [ N Ve
= )\/Be Z W = )\66 &
n=1

= )\ﬂefwt

para t > 0, y por lo tanto T ~ Exp(Af). A

1.3. Funciones Generadoras de Probabilidad
Consideremos una v.a. £ con valores enteros positivos y distribucién de probabilidad
P(é-:k):pka k:()ala

La funcién generadora de probabilidad (f.g.p.) ¢(s) asociada a la v.a. £ (o equivalentemente a su distri-
bucién (pg)) se define por

#(s) = B[s*] = iskpk, 0<s<1. (1.3)

A partir de la definicién es inmediato que si ¢ es una f.g.p. entonces

= Zpk =1L
k=0

Resultados Fundamentales:

1. La relacién entre funciones de probabilidad y funciones generadoras es 1-1. Es posible obtener las
probabilidades (pg) a partir de ¢ usando la siguiente férmula

1 d"¢(s)
k! dsk

Pr = (1.4)

s=0

Por ejemplo,

#(s) = po +p15s+p2s®+ -+ = po = $(0)

dé(s)
ds

=p1 +2pas+3p3s® + - = p1 =
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2. Si&,...,&, son v.ad. con funciones generadoras ¢1(s), ¢2(s),. .., dn(s) respectivamente, la f. g. p.
de susuma X =& + & + -+ &, es el producto de las funciones generadoras respectivas
¢x(s) = p1(s)¢a(s) - - dn(s). (1.5)

3. Los momentos de una variable que toma valores en los enteros no-negativos se pueden obtener
derivando la funcién generadora:

d
(Z(S) =p1+2pas+3pss” + -,
s
por lo tanto
do(s
(Zi) =p1 +2p2 + 3p3 + - = E[¢]. (1.6)
s=1
Para la segunda derivada tenemos
d2
d(i(;) =2py+3-2pgs+4-3pys” +- -,
evaluando en s = 1,
d2
¢(28) =2p2+3-2p3+4-3py---
ds s=1
= Z k(k — 1)px
k=2
= E[¢(€ - 1)] = E[¢*] - E[¢] (1.7)
de modo que
d*¢(s) d%¢(s) do(s)
27 _ _
E[é- } - d52 1 + E[é-] - d52 1 + dS - 9
y en consecuencia
d®¢(s) do(s) d®(s) 2
— EI€2] — (ElED? = _ )
Varlg] =Bl - (Bl = S5+ S - (S )
Ejemplo 1.10
Supongamos que § ~ Pois(A):
pk:P(gzk)zﬁe_ , k=0,1,...
Su funcién generadora de probabilidad es
— A
o(s) = Bls] = Y s* e
k=0 ’
o k
=X C S
=e Z ¢ e
k=0
_ ef/\(lfs)
Entonces,
do(s) “A(1-s) do(s)
s = 1.
s e , ds |, A (1.8)
d*¢(s) 2 —A(1—s) d*¢(s) 2
= S = 1
157 Ae , a2 | A (1.9)
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y obtenemos
E[(]=2X  Var(§) =X +1—- (N2 =\

A
1.3.1. Funciones Generadoras de Probabilidad y Sumas de V. A. 1.
Sean &,n v.a.i. con valores 0,1,2,... y con funciones generadoras de probabilidad
¢e(s) =E[s*],  ¢y(s) =E[s"),  [s] <1,
entonces la f.g.p. de la suma & + 1 es
Petn(s) = E[s*1] = E[ss"] = E[s*] E[s"] = ¢¢(s)ey(s) (1.10)
El reciproco tambien es cierto, si ¢¢iy(s) = de(s)Py(s) entonces las variables  y 7 son independientes.
Como consecuencia, si &1,8a,...,&, son v.a.iid. con valores en {0,1,2,...} y f.g.p. ¢(s) = E[s¢]
entonces
B[S+ 6] = 7 (s) (1.11)
. Qué ocurre si el nimero de sumandos es aleatorio?
Proposiciéon 1.2 Sea N una v.a. con valores enteros no-negativos e independiente de £1,&5, ... con f.g.p.
gn(s) = E[sN] y consideremos la suma
X=6++¢N.
Sea hx(s) = E[s*] la f.g.p. de X. Entonces
hx(s) = gn(o(s))- (1.12)
Demostracién.
hx(s) =Y _ P(X =k)s"
k=0
=3 (Y P(X = KN =n)P(N =n))s*
k=0 n=0
=S (S P+ + & = KN =n)P(N = n))s*
k=0 n=0
(oo} (oo}
=3 (X P+ = RPN =n))st
k=0 n=0
-y (ZP(& to b= k:)sk)P(N — n)
n=0 k=0
=Y ¢"(s)P(N =n) = gn(6(s))
n=0
[

Ejemplo 1.11

Sea N una variable aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro A. Dado el valor de NV, realizamos
N experimentos de Bernoulli con probabilidad de éxito p y llamamos X al ntimero de éxitos. En este
caso &; tiene distribuciéon de Bernoulli y su f.g.p. es

¢e(s) = Els*] = sp+q
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mientras que N ~ Pois(A) con f.g.p.
g (s) = B[] = 0=

segun vimos en el ejemplo 1.10. Por la proposicién anterior obtenemos que la f.g.p. de X es

hx(s) = gn(0e(s)) = gn(a+5p) = exp { AL =g —sp)} = exp{ = Ap(1 - 5)}

que es la f.g.p. de una distribucién de Poisson de pardmetro Ap. A

1.4. Funciones Generadoras de Momentos.

Dada una variable aleatoria X, o su funcién de distribuciéon F', vamos a definir otra funcién generadora,

como
My (t) = E(e!X).

siempre que este valor esperado exista.

Notemos que cuando el recorrido de X son los enteros no-negativos, Mx (t) = ¢x(et). Si X estd aco-
tada, Mx estd bien definida para todo t real; en cambio, si X no estd acotada, es posible que el dominio
de M no sea el conjunto de todos los reales. En todo caso, p siempre estd definida en cero, y M(0) = 1.

Si la funcién M estd definida en un entorno de ¢t = 0, entonces las series

X" >t N
: ):1+Z_:IHE(X )

oo
Mx(t) =E(™)=E (1
X0 =B =E(1+ ) =
son convergentes y en consecuencia se puede derivar término a término. Obtenemos
My (0) = B(X); M%(0) = E(X?) y en general M{V(0) = E(X™).

Es por esta dltima propiedad que esta funcién se conoce como funcién generadora de momentos (f.g.m.).

Ejemplos 1.12
1. Si X ~ Bin(n,p) veamos que M (t) = (pe' + 1 — p)™): Un célculo directo muestra que

M(t)=> e (?)pj(l —p)"7 = (pe' +1-p)",

Jj=0

2. Si X ~ Exp(N), es decir, si P(X < x) =1 — e, para z > 0, entonces M(t) = \/(\ — t) para
t< A

El resultado se obtiene a partir del calculo

00 (t—=X)z |° A
M(t) = / Ae e etedy = )\ & - .
0 t—X |, A—t
Observamos que en este caso, M (t) no estd definida si ¢t > A.
1 T
3. Si X ~N(0,1), es decir, si P(X <z) = — e~ /2dz, entonces M(t) = et*/2.

27 J oo
Calculemos

1 > 1 >
M(t) = Wor / el e 2y = Wor / e~ 2@ /24, — (/2

ya que ffooo %e’%(w’”zdx = 1 puesto que el integrando es la densidad de una variable aleatoria

con distribucién N (¢, 1)
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Observacion 1.2 Por la forma en la cual hemos definido la funcién generadora de momentos, cuando
las f.g.m. de dos variables aleatorias X7, X5 coinciden para todos los valores de t en un entorno de t = 0,
entonces las distribuciones de probabilidad de X7 y X5 deben ser idénticas. Este resultado lo enunciamos
en el proximo teorema, sin demostracion

Teorema 1.1 Si X tiene funcion generadora de momentos M(t) que estd definida en un entorno (—a,a)
de 0, entonces M (t) caracteriza a la distribucion de X, es decir, si otra variable Y tiene la misma funcion
generadora de momentos, las distribuciones de X e Y coinciden.

La funcién generadora de momentos resulta particularmente 1til cuando consideramos sucesiones de
variables aleatorias, como lo muestra el siguiente teorema que enunciamos sin demostracion.

Teorema 1.2 (de Continuidad) Sea F,,(x), n > 1 una sucesion de f.d. con funciones generadores de
momento respectivas My(t), n > 1, que estdn definidas para |t| < b. Supongamos que cuando n — oo,
M, (t) = M(t) para |t| < a < b, donde M(t) es la funcién generadora de momentos de la distribucidn
F(x). Entonces F,(x) — F(z) cuando n — oo para todo punto x en el cual F es continua.

Veamos una aplicacién del teorema anterior para demostrar el Teorema de de Moivre y Laplace.

Teorema 1.3 (de Moivre-Laplace) Sea S,, ~ Bin(n,p) paran > 1 y g =1— p. Definimos

_ Sp—np
~ (npg)'/?
Entonces para todo x € R,
xT
1

27Te*””2/2dx.

P(T,<z)— ®(x)= /

— 00

Demostracion. Recordemos que S, es la suma de n v.a.i. con distribucién de Bernoulli de pardmetro p:
S, =1 X;. Usamos esto para calcular la funcién generadora de momentos de T5,.

E(e'™) =E {exp (7“5" R np))} =E [eXp (t(Z?(X)iu_zp)))}

(npq)t/? ] (npq
e [[ew ()] [T [ (L)
(E[ e (opr)])

= (p exp (m) + gexp (ﬁ))n (1.13)

Ahora hacemos un desarrollo de Taylor para las dos exponenciales que aparecen en esta ltima expresién
para obtener

t(1—p) ) ( qt q*t? Cig’t? )
—~— ) =p(1 1.14
pexp ((n;DQ)l/ 2) ~PUT (npq)'/? T onpg T 3!(npq)3/? (1.14)
—pt pt p2t2 02p3t3
" V(11— . 1.15
¢ xp ((npq)1/2) q( (npq)'/? * 2npq * 3!(npq)3/2) (1.15)

La suma de estas dos expresiones nos da 1 + % + O(n=3/?) y sustituyendo en (1.13) obtenemos

t2
B(e™) = (14 - +0(n™%))" = et’/?

que es la f.g.m. de la distribucién normal tipica. |
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1.5. Simulacién de Variables Aleatorias

Los generadores de niimeros aleatorios simulan valores de la distribucién U[0, 1], pero con frecuencia
nos interesa simular valores de otras distribuciones. Vamos a estudiar en esta secciéon dos métodos para
generar valores a partir de una funcién de distribucién F'.

1.5.1. Meétodo de la Distribucion Inversa

Este método se basa en el siguiente resultado:

Proposicién 1.3 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx y sea g una funcion
estrictamente creciente. Definimos Y = ¢g(X) y sea Fy la funcién de distribucion de esta variable.
Entonces

Fy(y) = Fx (97 (v)). (1.16)

Demostracién. Como g es estrictamente creciente los eventos {X < g7 !(y)} y {9(X) < y} son iguales.
Por lo tanto,

Fy(y)=P(Y <y)=Pg(X)<y)=P(X <g'(y) = Fx(g~'(v))

Si g es estrictamente decreciente entonces Fy (y) =1 — Fx (g (y)).

Corolario 1.1 Sea F una funcidn de distribucidn estrictamente creciente para los  tales que 0 < F(x) <
1 y sea U ~ U[0,1]. Entonces la variable Z = F~*(U) tiene distribucién F.

Demostracién. La funcién de distribucién de U es Fy(u) = u para u € [0, 1]. Entonces
Fz(z) = Fy(F(2)) = F(z) (1.17)

de modo que Z tiene funcién de distribucion F. |

Observacién 1.3 El resultado anterior es cierto en general si utilizamos la inversa generalizada F* de
la funcién F' cuando esta no sea estrictamente creciente, que se define por la siguiente expresion:

F(y) = inf{z: F(z) > y}

Por lo tanto, para cualquier funcién de distribucién F', la variable aleatoria Z = F* (U) tiene funcién de
distribucién F'. Para ver que esto es cierto observamos que, a partir de la definicién, es facil demostrar
que

Fr(y <tey<Ft); F(y>tey>F@).

Usando esto obtenemos

El Corolario 1.1 y la Observacién 1.3 nos dan un método para simular una variable aleatoria con
funcién de distribucién F: Generamos el valor u de una variable uniforme en [0, 1] y evaluamos la inversa
generalizada en w: F¥ (u). Sin embargo, dependiendo de la naturaleza de la funcién de distribucién F,
es posible que la inversa generalizada tenga una expresién complicada o incluso no sea posible escribirla
en términos de funciones elementales, como ocurre en el caso de las variables Gaussianas. Por esta razén
hay métodos particulares que resultan mas eficientes en muchos casos.
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Ejemplos 1.13

1. Variables Discretas. Si queremos simular una variable aleatoria finita X con valores x1,...,z,

y probabilidades respectivas p1,...,pn, podemos dividir el intervalo [0, 1] en subintervalos usando
las probabilidades p;:

0.p1);  [pupi+p2)i [ +pep+p2tps); o [Dopidl.
j<n

Ahora generamos una variable U con distribucién uniforme en [0,1] y si el valor cae en el i-ésimo
intervalo le asignamos a X el valor x;. Como la probabilidad de que U caiga en el intervalo ¢ es
igual a la longitud del intervalo, que es p;, vemos que

P(X = ;) = py, paral <i<n.

Esta es una implementacién del método de la distribucién inversa. Desde el punto de vista compu-
tacional es conveniente ordenar los valores segiin el tamano de las p;, colocando estas probabilidades
de mayor a menor, porque para identificar el intervalo en cual cae U tenemos que comparar con
p1, luego con p; + ps, v asi sucesivamente hasta obtener el primer valor mayor que U. Ordenar las
probabilidad hace que se maximice la probabilidad de que U esté en los primeros intervalos, y esto
reduce el nimero de comparaciones que hay que hacer en promedio para obtener el valor de X.

Este método también funciona para variables discretas con una cantidad infinita de valores. La
misma observacién sobre el ordenamiento de los valores de las probabilidades es valida.

. Distribucién de Bernoulli. Un caso particular sencillo es el de la distribucién de Bernoulli con

probabilidad de éxito p. Para generar un valor de la variable X con esta distribucién, generamos U
ysiU<p, X=1ysino, X =0.

. Distribucién Uniforme Discreta. Sea X una variable aleatoria que toma valores {z1, Z2, ...,z }

con igual probabilidad. Para simular esta distribucién generamos un niimero aleatorio U € (0, 1],
dividimos el intervalo [0,1] en n intervalos iguales y le asignamos a la variables el valor xy, si

kE—1 k
<U§77
n n

es decir, el valor de la variable es zj con k = [Un], donde [a] es la funcién techo y representa el
menor entero que es mayor o igual a a.

. Variables Continuas. Si X es una variable continua con funcién de distribucién F invertible, para

simular X basta generar una variable uniforme U y poner X = F~(U). Esto es consecuencia del
corolario 1.1. Por ejemplo, si queremos simular una v.a. X con funcién de distribucién F(z) = a™
para 0 < < 1, observamos que F es invertible y su inversa es F~!(u) = u'/™. Por lo tanto basta
generar una variables uniforme U y poner X = U™,

. Distribucién Uniforme Continua. Si queremos simular la distribucién Ula,b] generamos U

uniforme en [0,1] y usamos la transformacién u — a + u(b — a).

. Distribucién Exponencial. Si X ~ Exp()) su f.d. estd dada por F(z) = 1 — e~ **. La inversa de

esta funcién es )

F~l(u) = Y log(1 — u).
Por lo tanto para generar X podemos generar una uniforme U y ponemos X = —In(1 — U)/A.
Observamos ahora que si U tiene distribucién uniforme en (0,1), 1 — U también. Por lo tanto,
para simular esta distribucién a partir de una variable U ~ U(0, 1) basta hacer la transformacién

—In(U)/ .
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1.5.2. Método de Rechazo
Variables Discretas

Supongamos que tenemos un método eficiente para simular una variable Y que tiene funcién de
probabilidad {g;,j > 1}. Podemos usar este método como base para simular otra variable X con funcién
de probabilidad diferente {p;,j > 1}, siempre que las dos variables tengan el mismo conjunto de valores
posibles o al menos cuando los valores de X sean un subconjunto de los valores de Y. La idea es simular
primero la variable Y y luego aceptar este valor para la variable X con probabilidad proporcional a

py/qy-
Sea ¢ una constante tal que

bi < c¢ para todo j tal que p; > 0, (1.18)
qj

entonces el algoritmo para el método de rechazo es el siguiente,

Algoritmo.
e Paso 1. Simulamos una variable Y con funcién de probabilidad g;.
e Paso 2. Generamos una variable uniforme U.
e Paso 3. Si U < py/cqy, ponemos X =Y y paramos. Si no, regresamos al paso 1.

Veamos que este método efectivamente produce una variable con distribucién p;. Calculemos primero
la probabilidad de obtener el valor j en una sola iteracién:

P(Y = j y este valor sea aceptado) = P(Y = j)P(Aceptar|Y = j)

P
=q;P(U < %)
cqj
Py Py
=g =
cgj c
Si sumamos ahora sobre los valores posibles j obtenemos la probabilidad de que el valor de la variable
generada sea aceptado:

j 1
P(Aceptar el valor de Y) = Z % =
J

Es decir, cada interacién resulta en un valor que es aceptado con probabilidad 1/c y esto ocurre de manera
independiente, de modo que la distribucién del nimero de iteraciones necesarias para aceptar un valor
es geométrica con pardmetro 1/c. En consecuencia

P(X =j)= Z P(j es aceptado en la iteracién n)

1 n—lp.
:Z<1**) = =p;.
m c c

Como el nimero de iteraciones es geométrico con pardmetro 1/c, en promedio es necesario realizar ¢
iteraciones para aceptar un valor. Por lo tanto conviene escoger ¢ lo més pequeno posible, siempre que
satisfaga (1.18).

Ejemplo 1.14

Supongamos que queremos generar una variable aleatoria con la siguiente distribucién: P(X = j) = p;
para j =1,2,3,4y p; = 0.20,p2 = 0.15,p3 = 0.25, p4 = 0.4 usando el método de rechazo. Vamos a usar
una variable Y con distribucién uniforme sobre los valores 1,2, 3,4 y por lo tanto podemos tomar

0.4
c:max{&:1§j<4}

=——=16
Qj - 0.25

y utilizar el algoritmo descrito anteriormente. En este caso en promedio hacemos 1.6 iteraciones por cada
valor aceptado para la variable que queremos generar.
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Variables Continuas

Este método funciona exactamente igual que en el caso discreto. Supongamos que tenemos una ma-
nera eficiente de generar una variable aleatoria con densidad g(z) y queremos generar otra variable que
tiene densidad f(z) con el mismo conjunto de valores posibles. Podemos hacer esto generando Y con
distribucién g y luego aceptando este valor con probabilidad proporcional a f(Y)/g(Y).

Sea ¢ una constante tal que

M < c¢ para todo y,
9(y)

entonces tenemos el siguiente algoritmo para generar una variable con densidad f.

Algoritmo.
e Paso 1. Generamos Y con densidad g.
e Paso 2. Generamos un nimero aleatorio U.
e Paso 3. Si U < % ponemos X =Y y paramos. Si no, volvemos al paso 1.

Al igual que en caso discreto tenemos el siguiente resultado que justifica el método y que presentamos
sin demostracion.

Teorema
(i) La variable generada con el método del rechazo tiene densidad f.
(ii) El nimero de iteraciones necesarias en el algoritmo es una variable geométrica con media c.

Ejemplo 1.15
Vamos a usar el método de rechazo para generar una variable aleatoria con densidad

f(z) =202(1 —2)®, O0<x<l.

Como esta variable aleatoria estd concentrada en el intervalo (0, 1), usaremos el método de rechazo con
la distribucién uniforme
glz)=1, 0<z<l1.

Para determinar la menor constante ¢ que satisface f(x)/g(x) < ¢ para todo z € (0,1) calculamos el
méximo de
f(x)

0 = 90x(1 — x)3.
o) 00
Derivando esta expresién e igualando a cero obtenemos la ecuaciéon
20[(1 —2)* = 3z(1 —2)*)] =0

con soluciones 1 y 1/4. Esta dltima solucién corresponde al méximo y por lo tanto

f(1/4) 201(3)3_ 135

g(1/4) ~ a\1) T s €
En consecuencia fa) 056
T
="z (1-2)
cg(x) 27 #(l-=)

y el algoritmo es

Algoritmo.
e Paso 1. Generamos dos numeros aleatorios Uy y Us.
e Paso 2. Si Uy < 256U, (1 — Uy)3/27 ponemos X = U; y paramos. Si no, volvemos al paso 1.
256

En promedio, el paso 1 se realiza ¢ = 57 ~ 2.11 veces por cada niimero generado.
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1.5.3. Meétodos Particulares
Distribuciéon Binomial

Una manera sencilla de simular una variable con distribuciéon binomial de pardmetros n y p es generar
n variables de Bernoulli con probabilidad de éxito p y sumarlas. Esto resulta un poco pesado si n es
grande, pero en este caso podemos usar el Teorema Central del Limite, (teorema 1.3).

Otra posibilidad es usar el método de la transformada inversa junto con la siguiente relacién iterativa
para la distribucién binomial:

P(S, =i+1) nliltn —9)!  ptl1—p)» Tt n—i p
P(S,=1i)  (i+D(n—i—DL! pi(l—p—t — i+11-p’
es decir,
. . n—1i p .
P(S,=i+1)= Hl—l_pp(sn P).

En consecuencia, generamos una variable uniforme U y comparamos con P(X = 0) = (1 —p)". Si U
es menor que este valor ponemos X = 0, en caso contrario multiplicamos P(X = 0) por pn/(1 — p)
para obtener P(X = 1) y comparamos. Si U es menor que este valor ponemos X = 1, en caso contrario
repetimos el procedimiento hasta conseguir el valor de X. El algoritmo se puede describir como sigue:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.

Paso 2: Ponemos a =p/(1—p);b=(1—p)"; c=0b;i=0.
Paso 3: Si U < ¢ ponemos X =i y paramos.

Paso4: b=ab(n—14)/(i+1);c=c+bi=1i+1.

Paso 5:  Vamos al paso 3.

Distribucién de Poisson

Al igual que para la distribucién binomial, tenemos una relacién recursiva para la funcién de probabi-
lidad que permite aplicar el método de la transformada inversa para generar la distribucién de Poisson:

A
PX=i+1)=——PX =i
( 1+ ) i+ 1 ( Z)v
que es sencilla de demostrar. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.
Paso 2: Ponemos a =e *; b=a; i =0.

Paso 3: Si U < b ponemos X =i y paramos.
Paso4: a=Xa/(i+1);b=b+a;i=1i+1.
Paso 5:  Vamos al paso 3.

Distribucion Geométrica

Una manera de generar variables con distribucién geométrica es generar una sucesion de variables
de Bernoulli hasta obtener el primer éxito, es decir, generamos una sucesiéon de nimeros aleatorios en
[0, 1] hasta obtener el primero que sea menor que p. Sin embargo, si p es pequeno esto puede ser lento
(toma en promedio 1/p pasos). Para evitar esto podemos seguir el método alternativo que describimos a
continuacion. Sea X una v.a. con distribucién geométrica de parametro p, 0 < p < 1y sea U un niimero
aleatorio en [0, 1]. Definimos Y como el menor entero que satisface la desigualdad 1 — ¢¥ > U. Entonces

PY=j)=PQl-¢ >U>1-¢")
=¢ ' —¢d=¢d""1-q) =¢""p,
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de modo que Y también tiene una distribucién geométrica de parametro p. Por lo tanto, para generar Y
basta resolver la ecuacién que la define, es decir,

Y:{bgl—mw

log g

pero como 1 — u y u tienen la misma distribucién, podemos usar

Y:F%WW'

log q

Distribucién Binomial Negativa

Observamos que una variable con distribucién binomial negativa de parametros k y p es la suma de
k variables geométricas con pardmetro p: una por cada éxito en la sucesién de ensayos. Esta observacién
es 1util para generar variables con esta distribucién: si u;, j = 1,..., k son nimeros aleatorios en [0, 1], la
siguiente expresién produce el valor de una variable con distribuciéon binomial negativas:

j=1

Distribucién Normal

La funcién de distribuciéon normal ® no se puede escribir en términos de funciones simples, y lo mismo
ocurre con su inversa, lo que dificulta la aplicacién del método de la transformada inversa. Sin embargo
existen otros métodos y uno de los mas populares es el de Box-Muller, también conocido como el método
polar.

Aun cuando la justificacién del método no es complicada, requiere algunos conceptos que no hemos
introducido, asi que vamos a describir el método sin demostrar que efectivamente lo que obtenemos es el
valor de una variable normal. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos variables uniformes U; y Us.

Paso 2: Ponemos Vi =2U; — 1; Vo = 2Uy — 1; S = V2 + V2.
Paso 3: Si S > 1 regresamos al paso 1.

Paso 4: X y Y son variables normales tipicas independientes:

—2log S —2log S
X=4/—5V Y =/ ———Vs.
g 1, g 2

1.5.4. Generacion de Variables Aleatorias en R

El lenguaje R tiene incorporadas una serie de rutinas para generar variables aleatorias. La sintaxis
precisa de la instruccién correspondiente depende de la distribucion, pero todas tienen el formato comun
rdist, donde dist designa la distribucién; por ejemplo, para generar valores a partir de la distribucién
normal usamos rnorm. Segun la distribucién, puede ser necesario especificar uno o varios pardmetros. La
tabla que presentamos a continuacion presenta las distribuciones més comunes, los parametros requeridos
y sus valores por defecto. n representa siempre el tamano de la muestra.
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Distribucién Funcién en R

Binomial rbinom(n, size, prob)

Poisson rpois(n, lambda)

Geométrica rgeom(n, prob)

Hipergeométrica rhyper(nn, m, n, k)

Binomial Negativa rnbinom(n, size, prob)
Multinomial rmultinom(n, size, prob)
Uniforme runif (n, min=0, max=1)
Exponencial rexp(n, rate=1)

Gaussiana rnorm(n, mean=0, sd=1)

Gamma rgamma(n, shape, scale=1)
Weibull rweibull(n, shape, scale=1)
Cauchy rcauchy(n, location=0, scale=1)
Beta rbeta(n, shapel, shape2)

t rt(n, df)

Fisher rf(n, df1, d4df2)

X2 rchisq(n, df)

Logistica rlogis(n, location=0, scale=1)
Lognormal rlnorm(n, meanlog=0, sdlog=1)

Ademss, R tiene la funcién sample que permite obtener muestras con o sin reposicién de conjuntos
finitos de valores. La sintaxis es

sample(x, size, replace = FALSE, prob = NULL)
donde
= x es el conjunto a partir del cual queremos obtener la muestra, escrito como un vector,
= size es el tamano de la muestra,
» replace permite indicar si se permiten repeticiones (replace = TRUE) o no y finalmente

= prob es un vector de probabilidades si se desea hacer un muestreo pesado y no uniforme.

1.6. Convergencia de Variables Aleatorias

Hay varios modos de convergencia en la Teor{a de Probabilidades. Vamos a considerar algunos de ellos
a continuacién. Sea X,,,n > 1 una sucesion de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad
comun (2, F, P) y sea X otra variable definida sobre este mismo espacio.

Definicién 1.2 La sucesién X, converge puntualmente a X si para todo w € §2 se cumple que

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Notacién: X,, — X.

Definicién 1.3 La sucesién X, converge casi seqguramente o con probabilidad 1 a X si existe un conjunto
nulo N € F tal que para todo w ¢ N se cumple que

lim X, (w) = X(w).

n—roo

Notacién: X, — X c.s. 0 ¢.p.1, o también X, =% X.
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Definicién 1.4 La sucesién X, converge en probabilidad a X si dado cualquier € > 0 se tiene que

lim P(]X, - X| > ) = 0.

Notacién: X, i> X.

Definicién 1.5 La sucesién X,, converge en LP, 1 <p < oo, a X si E[|X,P] < ooy

lim E[|X, — X|?] = 0.
n—oo

. % .
Notacion: X,, — X o también X,, — X en LP.
Definicién 1.6 La sucesion X, converge en distribucion a X

lim Fx (x) = Fx(z), para todo z € C(Fx),

n—oo

donde C(Fx) es el conjunto de puntos de continuidad de Fx.

., D . ., D
Notacién: X,, — X. También usaremos la notacion X,, — Fx

Observacion 1.4

1. Cuando consideramos la convergencia c.s. consideramos para cada w € (2, si la sucesiéon de niimeros
reales X, (w) converge al nimero real X (w). Si esto ocurre fuera de un conjunto de w de medida 0,
decimos que hay convergencia c.s.

2. La convergencia en L? se conoce usualmente como convergencia en media cuadratica.

3. En la definicién de convergencia en distribucion las variables s6lo aparecen a través de sus funciones
de distribucién. Por lo tanto las variables no tienen que estar definidas en un mismo espacio de
probabilidad.

4. Es posible demostrar que una funcién de distribucién tiene a lo sumo una cantidad numerable de
discontinuidades. Como consecuencia C(F'x ) es la recta real, excepto, posiblemente, por un conjunto
numerable de puntos.

5. Es posible demostrar que en cualquiera de estos modos de convergencia el limite es (esencialmente)
Gnico.

Ejemplo 1.16
Sea X,, ~ I'(n,n). Veamos que X, %41 cuando n — .

Observamos que E[X,,] = 1 mientras que Var[X] = 1/n. Usando la desigualdad de Chebyshev obte-
nemos que para todo £ > 0,

1
P(|X,, — X[ >¢) < — — 0 cuando n — oo.
ne

Ejemplo 1.17
Sean X7, Xo,... v.a.i. con densidad comtn

ar~* %, parax>1,a>0,
fz) =
0, en otro caso.
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y sea Y, = n=/e maxi<k<n Xk, n > 1. Demuestre que Y, converge en distribucién y determine la
distribucién limite.
Para resolver este problema vamos a calcular la f.d. comun:

F(x) = / ar ™ ldy=1—27*
1
siempre que x > 1 y vale 0 si no. Por lo tanto, para cualquier z > 0,
_ ¢ 1/ _ 1/a\\M
Fy, (z) = P(lrSn]?%(nXk < zn'/) = (F(an / )
1 —a

= (1 — @)n —e * cuando n — oco.

Ejemplo 1.18 (La Ley de los Grandes Numeros)
Esta es una versién débil de la LGN. Sean X1, Xs,... v.a.ii.d. con media pu y varianza finita o2 y
pongamos S, = X; +---+ X,,, n > 1. La Ley (Débil) de los Grandes Nuimeros dice que para todo & > 0,

Sn
P(|— —p| >¢) =0 cuando n — oo,
n

es decir

Sn P
— — i cuando n — oo.
n

La prueba de esta proposicién sigue de la desigualdad de Chebyshev:

Sy, o2
P(l— —pu|>¢) < — — 0 cuandon — oo.
n ne

Ejemplo 1.19 (Aproximacién de Poisson)
Sea X,, ~ Bin(n,2), entonces

X, 2 Pois(A)

Vemos esto

Si ahora hacemos n — oo la primera fraccién tiende a 1 porque k£ y A estan fijos, mientras que
A
lim (1 — f)n =e
n—o00 n

Por lo tanto
lim P(X, =k)=e¢"—
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1.6.1. Relacion entre los Distintos Tipos de Convergencia

En esta secciéon nos planteamos investigar la relacién entre los distintos tipos de convergencia que
hemos definido, y en particular exploramos la posibilidad de poder ordenar estos conceptos.

I. Convergencia c.s. implica Convergencia en Probabilidad.

Es posible demostrar que X,, <2 X cuando n — oo si y sélo si para todo e >0y 8, 0 < § < 1, existe
no tal que, para todo n > ng

P(({|Xm —X|<e})>1-35 (1.19)

m>n

o equivalentemente
P(|JA{1Xm - X|>¢e}) <.

m>n

Como, para m > n,
{1 Xm - X|>e} c | {1Xm — X| >},

m>n

la sucesién también converge en probabilidad. El siguiente ejemplo muestra que el reciproco es falso.

Ejemplo 1.20

Sean X1, Xo,... v.a.l. tales que
1 1
PX,=1)=1-- y PX,=n)=—-, n>1
n n
Claramente,
1
P(|X,—1>¢)=P(X,,=n)=— —0, cuando n — oo,
n

para todo £ > 0, es decir,

P
X, — 1 cuando n — oo.

Veamos ahora que X, no converge c.s. a 1 cuando n — oo. Para todo e > 0, § € (0,1) y N > n tenemos

N
PV {IXm = X|<e}) = Plim (] {|Xn —X|<c})
m>n m=n+1

=limP( [ {|Xn—X|<e})

m=n+1

N
=1i mel
i [ POXn—11<2)

m=n+1

para cualquier n. Esto muestra que no existe ng para el cual (1.19) valga, y por lo tanto X,, no converge
c.s. a 1 cuando n — oo.
A
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I1. Convergencia en LP implica Convergencia en Probabilidad

Usando la desigualdad de Markov, para € > 0 fijo
1
P(|X,—X|>¢) < E—pEHXn - X1 =0

cuando n — oo, lo que muestra la conclusién.
En este caso el reciproco tampoco es cierto. Para empezar, E[|X,, — X|] no tiene por qué existir, pero
aun si existe puede ocurrir que haya convergencia en probabilidad sin que haya convergencia en LP.

Ejemplo 1.21
Sea a > 0y sea X1, Xo,... v.a. tales que

Como

1
P(|X;, — 1| >¢)=P(X,, =n)=— —0, cuandon — oo,
n

para todo € > 0, tenemos que
P
X, — 1 cuando n — oco.

Por otro lado

1 1 —1)P
n n n
de donde obtenemos que
0, para p < «,
E[|X, -1/ ] =<1, para p = a, (1.20)

+o00, parap > «,

P . .
Esto muestra que X,, — 1 cuando n — oo si p < a pero X, no converge en LP si p > «. Por lo tanto,
convergencia en LP es més fuerte que convergencia en probabilidad. A

Observacién 1.5 Si a =1 y las variables son independientes, cuando n — co
X, 21,
X, <5,
E[X,] — 2,
LP
X,—1 paraO0<p<1,

Xngi para p > 1.

Observacion 1.6 Si o = 2 y las variables son independientes, cuando n — oo
X, 21,

X, “5 1,
E[X,] =1, y Var[X,]—1

XnL—p>1 para 0 <p < 2,

LIJ
X, » parap>2.
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ITI. Convergencia en LP y Convergencia c.s. son Independientes

Ninguna de las dos implica la otra, y esto lo podemos ver de las observaciones anteriores. En el primer
caso, para 0 < p < 1 hay convergencia en LP mientras que no hay convergencia c.s. En el segundo hay
convergencia c.s. pero no hay convergencia en LP para p > 2.

IV. Convergencia en Probabilidad implica Convergencia en Distribucion

Sea € > 0, entonces

Fx, (z)=P(X, <z
— P({X, <2} N {IX, — X| < e}) + P({X, <2} 0 {|X, — X| > e})
<PU{X <z+eln{X,-X|<e})+P(X, - X|>¢)
<PX<z+e)+P(|X,—X|>¢)

es decir,
FX7L($)§F)((.Z‘+€)+P(|X”—X|>E). (121)

De manera similar se demuestra que
Fx(x—¢) < Fx,(z)+ P(|X,, — X| > ¢). (1.22)
Como X,, 5 X cuando n — oo obtenemos, haciendo n — oo en (1.21) y (1.22),

Fx(z —¢) <liminf Fx_(z) <limsup Fx, (z) < Fx(xz +¢€)
n—oo n—00
Esta relacién es valida para todo x y todo € > 0. Para demostrar la convergencia en distribuciéon supo-
nemos que z € C(Fx) y hacemos € — 0. Obtenemos
Fx(z) <liminf Fx, (z) < limsup Fx, (z) < Fx(x),
n—o0 n—00

por lo tanto
lim Fx, (z) = Fx(x),

n—oo

y como esto vale para cualquier « € C(Fx) obtenemos la convergencia en distribucién. A

Observacion 1.7 Observamos que si Fx tiene un salto en z, s6lo podemos concluir que

Fx(z—) <liminf Fx, (x) <limsup Fx, () < Fx(x),
n—00 n—00
y Fx(z) — Fx(z—) es el tamano del salto. Esto explica por qué sélo se toman en cuenta los puntos de
continuidad en la definicién de convergencia en distribucion.

Como mencionamos anteriormente, la convergencia en distribucién no requiere que las variables estén
definidas en un mismo espacio de probabilidad, y por lo tanto es méas débil que los otros modos de
convergencia. El siguiente ejemplo muestra que aun cuando las distribuciones conjuntas existan, existen
variables que convergen sélo en distribucion.

Ejemplo 1.22
Sea X una variable con distribucién simétrica, continua y no-degenerada y definimos Xj, Xs,... por

Xon =Xy X9, 1=—X,n=1,2,... . Como X, 2x para todo n, tenemos, en particular, X, EN's
cuando n — oo. Por otro lado, como X tiene distribucién no-degenerada existe a > 0 tal que P(|X| >
a) > 0 (jpor qué?). En consecuencia, para todo € > 0, 0 < € < 2a,

P(|X X|> o) 0, para n par,
n €)= .
P(|X| > 5) >0, paran impar.
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Esto muestra que X,, no puede converger en probabilidad a X cuando n — 0o, y en consecuencia tampoco
c.s.oen LP. A

Podemos resumir todo lo anterior en el siguiente teorema.
Teorema 1.4 Sean X y X, Xo,... variables aleatorias, entonces, cuando n — oo,
c.s. P D
X,—4X = X, —mX =X, — X

1
x, X x

Ninguna de las implicaciones se puede invertir.



