DINAMICA DE FUNCIONES ELIPTICAS

MONICA MORENO ROCHA

RESUMEN. Notas del minicurso ofrecido en el ler. Taller en Dindmica
Holomorfa y Representacién de Semigrupos, organizado en el Instituto
de Matematicas de la UNAM, Unidad Cuernavaca, del 26 al 28 de no-
viembre, 2012. El taller fue realizado gracias al apoyo de CONACYT,
CB-2010-01, No. 153850.

PARTE I: FUNCIONES ELIPTICAS

Iniciamos con una introduccién a la teoria de funciones elipticas. Si bien
proporcionamos las ideas principales de la mayoria de los resultados, reco-
mendamos ampliamente los libros de L. V. Ahlfors, [1], y de G. A. Jones &

D. Singerman, [6], para mayores detalles.

1. PROPIEDADES FUNDAMENTALES

Definicién 1.1. Dada una funcién meromorfa F' : C — (A:, decimos que F'
es DOBLEMENTE PERIODICA si existen dos valores distintos A1, Ay € C* para
los cuales

F(z4+ M) =F(z) =F(z+ X\2)

para toda z € C.

Se puede verificar que si A2/A; € R (i.e., son linealmente real-dependientes),
entonces tenemos dos casos: si Ada/A\1 € Q, f tiene un tnico periodo, y si
A2/A1 ¢ Q, f es constante. Por lo tanto trabajaremos tinicamente con valo-
res que sean linealmente real-independientes. Denotemos por 7 = A2 /. Sin
pérdida de generalidad, supondremos que Im(7) > 0 (en §5 restringiremos

con més cuidado el dominio de 7).

Observemos que F'(z) es meromorfa con periodos A\; y Ay siy sélosi f(z) =
F(A\1z) es meromorfa con periodos 1 y 7. Por simplicidad estudiaremos las
propiedades de la representaciéon normalizada f con periodos 1 y 7. En este

caso, para toda n,m € Z,

(1.1) f(z+n+m7) = f(2), Vz € C.
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Definicién 1.2. La RETICULA generada por 1y 7 es el subconjunto discreto

del plano complejo
A={w=n+mr|n,meZ}.
Cuando sea necesario enfatizar los generadores, escribiremos A = (1, 7).

No es dificil ver que A es un grupo aditivo que actiia en C por translaciones

T, : z— z+w, para w € A. Asi pues, la ecuacién (1.1) se reescribe como
(Tu(2)) = f(2).

Definicion 1.3. El PARALELOGRAMO FUNDAMENTAL de la reticula A es el

conjunto de puntos
Po={z€C|z=a+br,0<a<1,0<b<1}.

Lema 1.4. Una funcion doblemente periddica estd completamente deter-
minada por sus valores en el paralelogramo fundamental. En general, dicha

funcion estd determinada por sus valores en Py + h, para h € C arbitrario.

La demostracion se basa en la siguiente relacién de congruencia: diremos
que z,w € C son CONGRUENTES MODULO A si z —w € A. En dado caso
escribimos z ~ w. Para verificar que Py es una regién fundamental de f,
debemos mostrar que dado z € C arbitrario, existe Z € Py tal que z ~ Z.

Esto es verdad si al escribir
z—Z=ua+br,

con a,b € R, podemos mostrar que a y b son en realidad nimeros enteros.
También es necesario mostrar que Z es el Unico representante en Py de su
clase de congruencia médulo A.

Finalmente, para h € Cy Z+ h € Py + h, se tiene

f(z) = f(2) = f(Z+h).
Notemos que Py da lugar a una TESELACION del plano complejo, pues

C= U (Po+n+mr).

nmez

Una consecuencia del Lema 1.4, la teselacion y el Teorema de Liouville es

Teorema 1.5. Toda funcion entera y doblemente periddica se reduce a una

constante.

Definicién 1.6. Una FUNCION ELIPTICA es una funcién meromorfa, no

constante y doblemente periddica.
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Denotaremos por £p el conjunto de todas las funciones elipticas defini-
das sobre la reticula A. En §4 veremos que &£\ forma un campo con las

operaciones de adicién y producto de funciones.

2. CEROS, POLOS Y ORDEN

Ya que una funcién eliptica es meromorfa, se sigue que f debe tener un
numero finito de ceros y polos en Py (o en cualquier Py + h). Supongamos
que f tiene Ny > 0 ceros y Ny, > 1 polos en Fy.

Una consecuencia del Teorema de Residuo es
Teorema 2.1. f|Py tiene dos o mds polos, contando multiplicidades.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 0Py no contiene ningin
polo de f (si los tiene, existe un valor h suficientemente pequeno tal que

d(Py + h) no contiene polos). Entonces por el Teorema del Residuo,

Noo
fdz = 2mi Z Res(f,b;),

oP ot

donde cada b; € Py es un polo de f. Ya que las integrales sobre los lados
opuestos del paralelogramo fundamental se cancelan, entonces la integral de
linea es idénticamente cero. Por otro lado, como el residuo de un polo no
puede ser cero, se concluye que existen al menos dos polos cuyos residuos

son inversos aditivos entre si.

Definimos el ORDEN de una funcién eliptica como el ntimero de polos en
el paralelogramo fundamental. Escribimos ord(f) = N&. Una consecuencia

del Principio del Argumento es el siguiente.

Teorema 2.2. Si f € Ep con ord(f) = Noo, entonces f tiene exactamente

Ny ceros en Py.

El Principio del Argumento nos dice

!/

—dz =2mi(Ng — Noo),
ory [

pero la integral es de nuevo cero por la cancelaciéon de integrales a lo largo

de los lados paralelos. Por lo tanto Ny = No.
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3. FUNCION p DE WEIERSTRASS

Dada una reticula A = (1,7), buscamos la funcién eliptica con un tnico
polo de multiplicidad 2 en FPy. En particular, queremos el polo en el punto
0 € A (y por lo tanto en todo elemento de la reticula).

Dicha funcién es conocida como la FUNCION o DE WEIERSTRASS y estd de-

finida por la expresién

o) =mE) =5+ X (o 8)

weA—{0}
Esta serie es absolutamente convergente para todo z € C\ A y uniforme-
mente convergente en compactos del mismo conjunto. Algunas propiedades

de p que podemos enlistar son:

1. es meromorfa con polos dobles en cada w € A,
2. es doblemente periédica con periodos 1 y T,

3. tiene orden 2 y es una funcién par.

Las demostraciones de estas propiedades no son directas (salvo la paridad
y su condicién meromorfa), pueden consultarse en [1] o [6]. En cambio, para

su derivada

(31) o) = 2Y =

1
= -2 -_—
Z (z+n+mr)3
nmeZ

es directo verificar de su expresién que ' es meromorfa, doble periédica con
periodos 1 y 7 (pues substituir z por z+ 1 0 z + 7 no cambia la serie), tiene

polos en A de orden 3 y es claramente impar.

Usando la imparidad y doble periodicidad de g’ se sigue
J(5) = —9(~5) = —p(~5 +1) = ~¢/(3)
de aqui que 1/2 es punto critico de p. Aplicando argumentos similares a
los valores 7/2 y (7 + 1)/2 se obtiene que los puntos criticos de p en el
paralelogramo fundamental son
T 7+1
22
Estos puntos son conocidos como PERIODOS MEDIOS de la reticula A = (1, 7).

N | —

En general, para cualquier reticula A = (A1, A2) los puntos criticos de p en
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el plano complejos son
A A2 A+ Ao
Crit(pn) = {222,
(94) 55 5

Notemos que los periodos medios son todos los ceros que ' puede tener en

b A

Py (pues g’ es de orden 3), lo que implica que cada punto critico de p es

simple. Es usual denotar los valores criticos de g por

€1 = 9(1/2)7 €2 = 9(7/2)7 €3 = p((T + 1)/2)

Notemos que para ¢ # j, e; # e;, pues de otra forma existirian al menos

cuatro soluciones a la ecuacién p(z) = e;, contradiciendo ord(p) = 2.

Teorema 3.1. Las funciones @ y @ satisface la ecuacidn diferencial
(¢'(2))? = 4(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — €3)-

Si denotamos por Q(z) el polinomio 4(z —e1)(z — e2)(z — e3), entonces la
demostracién del teorema anterior se basa en verificar que (¢'(2))? y Q(p(2))
tienen ceros dobles en los periodos medios (y sus transladados por A). Por
otro lado, tanto Q(gp) como (¢'(2))? tienen polos de orden 6 (23 y 32, res-
pectivamente) en los puntos de la reticula. Esto implica que (p’)?/Q(p) en
entera y doble periddica, por lo tanto, constante. Un cédlculo directo muestra

que la constante debe ser 4.

Como el origen es un polo de orden dos para p, podemos representarla
por medio de su serie de Laurent,
(32) 0(2) = — 25 + a7 + sz + O(D),
z 20 28
donde g2 = ¢g2(7) = 60E4(7) v g3 = g3(7) = 140Es(7) son llamados INVA-
RIANTES MODULARES asociados a g en la reticula A, y donde
Bi(r) = I e S
k(T) (n,m%é:(O,O) (n+mr)k weZA wk’
son las SERIES DE EINSENSTEIN. Estas series son convergentes en H' para
k > 3 y definen funciones holomorfas. De hecho, Ex(7) = 0 para k impar.
Las series ademés satisfacen Ey (7 + 1) = Ex(7) y Ex(7) = 7 FEp(=1/7).
Es posible demostrar que la ecuacién diferencial del Teorema 3.1 puede

reescribirse como



6 M. MORENO ROCHA

Al comparar coeficientes en ambas ecuaciones obtenemos las siguientes re-

laciones entre valores propios e invariantes modulares:

g2 g3
e1+ex+e3 =0, erex + eres + ezez = T €162€3 = 7.

4. CAMPO DE FUNCIONES ELIPTICAS

Dado 7 € Ht y A = (1,7), denotemos por &, el conjunto de todas las
funciones elipticas sobre la reticula A. Si f, g pertenecen a £, entonces f+g,
f—g, fg€ &, ysig+#0,entonces 1/g € 5. Esto nos dice que el conjunto
de todas las funciones elipticas sobre A es un campo con las operaciones de
adicién y multiplicacion.

No es dificil ver que el subconjunto de todas las funciones elipticas pares

forman un subcampo de £j. Denotemos tal subcampo por &£} .

Teorema 4.1. Si [ € £} entonces existe una funcidn racional R de grado
d > 0 tal que f = Rop. En general, para cualquier funcion racional f € Ey,
podemos encontrar funciones racionales Ri, Ra con grados dy,do > 0 para

las cuales

f=Riop+ ¢ Rrop.

Observacién 4.2. En otras palabras, £} coincide con el campo racional de

o con coeficientes en C, esto es £ = C(p). Similarmente, £y, = C(p, ¢’).

La demostracion del teorema inicia con el caso de una funcién eliptica par
f € &). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z = 0 no es cero
o polo de f (en caso contrario, existe m € Z* tal que fp™ es eliptica par sin

ceros o polos en el origen). Debido a que p tiene orden 2, la ecuacién

p(z) —p(a) =0
tiene dos soluciones en el paralelogramo fundamental. En particular,

= si a es un periodo medio, entonces hay un tnico cero de orden 2,

s de otra forma, hay dos ceros simples en a y —a.

Por otro lado, como f es par, a es un cero de f si y sdlo si —a es también
un cero. Pero a ~ —a bajo la congruencia médulo A si y sélo si 2a € A. Por

lo tanto
17 7+1
— =, — A
“ {2’ 2’ 2 } 4
lo que implica que a es un cero de orden par (similarmente, si b es un polo,

éste también tiene orden par).
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Si enlistamos los ceros y polos de f por ai,—a1,...,0m, —am vy b1, —b1,
<+ y b, —bp, (contando multiplicidades) la funcién eliptica
[TL, 0(2) — p(ay)
[T7L 0(2) — 0(b))

tiene los mismos ceros y polos de f. Por lo tanto f/F es holomorfa y doble

F(z) =

periddica, y por el Teorema 1.5, constante, f/F = c. La funcién racional

T = pla)
[5G = o(b)

Si f representa una funcion eliptica general, entonces f puede escribirse

buscada es

R(z) =

como la suma h + g donde h es una funcién par y g impar. Ya que g/’ es
par, aplicamos el resultado anterior a h y a g/’ para encontrar las funciones

racionales R; y Rs buscadas.

5. RETICULAS

Dados A1, A2 € R linealmente real-independientes y con Im(A2/\1) > 0,
consideremos la reticula A = (A1, \2). Denotaremos por A, la reticula con
generadores 1 y 7. Ya que cada funcién eliptica esta definida a partir de los
generadores de una reticula, estudiemos primero dos propiedades importan-

tes de estos grupos aditivos.

GENERADORES, BASES Y MODULOS: los valores A1, Ay son generadores de
A = (A1, A2) y forman una base para la reticula. En el caso de la reticula A,
decimos que {1, 7} forma su BASE CANONICA.
Si existen pu1, po valores linealmente real-independientes, con Im(ug/p1) >
0 y que también generan la reticula A, entonces existe un elemento A €
PSL(2,Z) que transforma el vector (1, p2) al vector (A1, A2).
Andlogamente, si los MODULOS 7 = A\y/A\1 y 7 = p2/p1 tienen parte

imaginaria positiva, entonces existe un elemento v del GRUPO MODULAR

F:{zr—> az+b ad—bc:l,a,b,c,dEZ}

cz+d
tal que y(7) = 7’. El grupo modular actiia en el semiplano superior Ht y su
accién determina una REGION FUNDAMENTAL PRIMITIVA, B, definida como

el conjunto

1 1 1
{z€C|si|z| > 1,—5 < Re(z) < 3 si |z| = 1,—5 < Re(z) < 0}.



8 M. MORENO ROCHA

De ahora en adelante elegiremos moédulos en B. Ver Figura 1.
CR
1.75

1.5

R WIF e W aanamee N W
YA YA

FIGURA 1. La accién de T' sobre HT origina una teselacién en
tridngulos hiperbdlicos acotados por las curvas en azul. La regién
sombreada representa el interior de B. Imagen tomada de [9].

SIMILITUD: dos reticulas son similares si difieren por un multiplo constante

no nulo. En otras palabras, toda reticula de la forma
kA = (kX1, kX2)

es similar a A para cada k € C*. Asi pues, A, es similar a A pues kA, = A
para k = A1. La similitud entre reticulas es una relacién de equivalencia, por

lo que a cada clase de equivalencia
[A;] :={kA; | k€ C*}

define una FORMA. Su clasificaciéon se base en la forma geométrica y simetrias

que cada reticula exhibe.

CLASIFICACION DE FORMAS

1. A = (A1, A2) es REAL RECTANGULAR si \; € R y Ay € iR. Todo
elemento de la clase de similitud de A es llamada RECTANGULAR.

2. A = (A1, \2) es REAL ROMBICA si Ay = A;. Elementos en [A] son
llamadas reticulas ROMBICAS.

3. A es CUADRADA si iA = A, en otras palabras, A = (\,i)) para A > 0.

4. A es TRIANGULAR si A = e2™/3A, esto es, si sus generadores son
Ae™/3 v Xe~T/3 para algin \ € C*.

En términos del médulo, las latices rectangulares son aquellas donde 7

pertenece a la interseccion del eje imaginario z = iy con B. El médulo 7 =1
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representa en B todas las reticulas cuadradas. Las rémbicas estdn localiza-
das en la recta 7 = —1/2 + 4y, y > 0 y |7| = 1 con Re(7) < 0. Finalmente,

27i/3

el modulo 7 = ¢ representa todas las reticulas triangulares en B.

PARTE II: DINAMICA DE FUNCIONES ELIPTICAS

Dada una reticula A = (1, 7), queremos definir una familia uniparamétrica
de funciones elipticas y estudiar sus propiedades dindmicas. Nos concentra-
remos en estudiar la dinamica de la funcion p de Weierstrass, que representa,

actualmente, la funcién eliptica mas estudiada en la literatura actual.

6. FAMILIAS HOLOMORFAS

Definicion 6.1. Una FAMILIA HOLOMORFA DE FUNCIONES MEROMORFAS
sobre un conjunto X C C abierto y conexo!, es la aplicacién ® : X x C — C,

definida por
P ()\,Z) = f)\(Z)

donde para cada A, f) : C — C es meromorfa y ® depende holomorfamente
de \. X es llamado el ESPACIO PARAMETRICO de la familia.

Nuestro objetivo es definir una familia holomorfa de funciones elipticas.
Para ello, sea 7 € B fijo y denotemos por f; la funcién eliptica definida sobre
la reticula A.. Entonces, el dominio X = C* define naturalmente el espacio

de pardmetros de la familia
O (k,z) — frr(2),

donde para cada k € C*, fi, es una funcién eliptica definida sobre la reticula
A = (k,kT) que pertenece a la misma forma de A;.

En el caso de las funciones p y ¢, las familia holomorfas asociadas satis-
facen las siguientes PROPIEDADES DE HOMOGENEIDAD: para todo k € C*,

1
orr(kz) = ﬁ@‘r(z)v

1
e (2) = 5 (2).

IDe forma més general, X es una variedad compleja de dimensiéon n > 1.



10 M. MORENO ROCHA

7. DINAMICA DE FUNCIONES ELIPTICAS

Debido a que cada funcién eliptica es a la vez una funcién meromorfa,
existen puntos z € C para los cuales su n-ésima iteracién, esto es f"(z),
no estd bien definida (si f"(z) = oo, decimos que z es un PREPOLO de f).
Asi pues, la iteracién de una funcién meromorfa debe restringirse al abierto
mas grande donde para cada punto z, f"(z) estd bien definido para todo
entero n > 0. Este abierto es

C\ | f*(c0).
k=0

Por el Teorema 2.1, cada f € £ tiene al menos dos polos (contando mul-
tiplicidad), por lo que la cardinalidad del conjunto (J3=, f~*(c0) es infinita.
Y debido a que

/ (6\ U f—k<oo>> cC\ [ F*(),
k=0 k=0
se sigue del Teorema de Montel que el CONJUNTO DE JULIA de f es
J(f) = (o).
k=0
En consecuencia, el CONJUNTO DE FATOU se define por F(f) = C \J(f)-

Denotemos por Sing(f) la clausura del conjunto de todos los valores criti-
cos y asintéticos de la funcion meromorfa f. Si este conjunto tiene cardinali-
dad finita, decimos que f pertenece a la CLASE S de funciones meromorfas.

Notemos que cada funcién eliptica f € £p tiene un ntmero finito de
valores criticos, pues f|Py tiene un numero finito de puntos criticos en Py
y si ¢ € Crit(f|FPp), entonces f(c) = f(c+ w) para toda w € A. Més ain,
la doble periodicidad de cada funcién eliptica implica que no puede tener

valores asintoéticos. Por lo tanto €4 C S. En consecuencia,

Teorema 7.1 (Eremenko & Lyubich; Baker). Si f € &z, entonces f no

tiene dominios de Baker ni dominios errantes.

Teorema 7.2 (Clasificacion de componente de Fatou). Si U es una com-
ponente de Fatou periddica de una funcion eliptica, entonces U es uno de
los siguientes dominios: de Bdttcher, de Keenigs, de Leau, disco de Siegel o

anillo de Herman.



DINAMICA DE FUNCIONES ELIPTICAS 11

Para un estudio completo de la dindmica de funciones meromorfas y pro-

piedades de la clase S se recomienda consultar [2].

8. DINAMICA DE p

En la parte final de estas notas, nos concentraremos en las propiedades
dindmicas de la familia pi, (y familias relacionadas) para ciertos valores
de 7 € B. La mayoria de los resultados a continuaciéon descritos son toma-

dos de los trabajos de J. Hawkins y L. Koss (ver [4], [5], [3] y sus referencias).

El siguiente resultado nos muestra cémo las simetrias de la reticula son

reflejadas en los conjuntos de Julia y Fatou.

Teorema 8.1 (Hawkins & Koss, 2002). Para A, una reticula arbitraria, se

cumple:

T(pa) + A =T (pa), Floa) + A = F(pa)-

(=1)T(pa) = T(pn), (=1)F(pa) = F(pa)-

Si A es real (i.e. A= A) entonces J(pp) = T (pn).

Si U C F(pp) tal que UNR # 0 o UNiR # 0, entonces U es

simétrica con respecto a R o iR.

e o=

5. SiU C F(pa) y contiene un punto critico ¢, entonces U es simétrica

con respecto a ¢ (i.e., c+z €U siy sdlosic—zeU).

El siguiente resultado muestra que para ciertas formas reticulares, si nin-
guno de los valores criticos es un polo de p, entonces los casos de la clasifi-

cacién de componente periddicas se reducen, [4].

Teorema 8.2. Si A = (A1, \2) es una reticula rectangular, rombica cuadra-

da o triangular y si g3(A2/A1) > 0, entonces pa no tiene discos de Siegel.
En contraste, J. Clemons demuestra en su tesis doctoral [3],

Teorema 8.3 (Clemons, 2010). Si A es una reticula cuadrada (y por lo

tanto g3 = 0), entonces pa tiene discos de Siegel.
En el caso de anillos de Herman, en [5] se demostré que

Teorema 8.4 (Hawkins & Koss, 2004). Para toda reticula A, pp no tiene
anillos de Herman.

Para familias relacionadas a la funcién p de Weierstrass, en [7] se establece
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Teorema 8.5 (Koss, 2009). La funcion eliptica par 1/pa no tiene anillos

de Herman sobre latices triangulares.
El resultado anterior ha sido extendido en [8] a otras formas reticulares.

Teorema 8.6 (Pérez Lucas, 2012). Para latices rectangulares cuadradas (y

por lo tanto, rémbicas cuadradas), 1/pa no tiene anillos de Herman.

Problema 8.7. ;Es verdad que sobre cualquier reticula A, 1/pp no tiene

anillos de Herman?

Otro problema interesante es la conectividad del conjunto de Julia para
la funcién p de Weiestrass (y funciones relacionadas). Se ha demostrado que
J(pa) es siempre conexo cuando A es una reticula triangular (Hawkins &

Koss) o cuadrada (Clemons). En particular se sabe

Teorema 8.8. Si ' = (,iv) con invariantes go = 4,93 = 0 y A = (\,i\)
reticula rectangular con X\ = /v?/m,m € N, entonces J(pa) es toda la
esfera de Riemann.

Problema 8.9. Independientemente de la forma reticular, ;es el conjunto

de Julia de pp siempre conexo?

En contraste, la funcién 1/pp puede exhibir conjuntos de Julia total-
mente disconexos para ciertas formas reticulares. Por ejemplo, en [7] se de-

mostré que para latices triangulares,

Teorema 8.10 (Koss, 2009). Para el mddulo T = exp(27i/3), la familia
1/pkr, k € C*, tiene conjunto de Julia conexo o totalmente disconero. El

conjunto de Fatou nunca es vacio.

En [8] se propone extender este resultado sobre reticulas cuadradas reales,
esto es, cuando T = 1.

Problema 8.11. ;Es verdad que el conjunto de Julia de 1/pp siempre

satisface la dicotomia exhibida en latices triangulares y cuadradas reales?
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