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1. Introduccion

Estas notas estan basadas en el mini-curso La ecuacion de Laplace y transformaciones conformes
sobre el plano complejo, impartido del 13 al 15 de diciembre del 2017 en la Escuela de Matematicas
Aplicadas y Control, EMAC, llevada acabo en las instalaciones del Instituto Potosino de Investi-
gacién Cientifica y Tecnologia, IPICyT. Estas notas tiene por objetivo presentar una introduccién
a la ecuacién de Laplace, las funciones holomorfas, arménicas y a las aplicaciones conformes, las
cuales facilitan el tratamiento de ciertos problemas con valores de frontera sobre dominios planos.

En la primera parte revisaremos las propiedades de funciones de variable compleja, sus derivadas
y las funciones armoénicas. Esto dara paso al planteamiento de problemas de frontera asociados
a la ecuaciéon de Laplace y trabajaremos algunos ejemplos concretos. Finalmente, veremos como
las aplicaciones conformes ayudan a reducir problemas de frontera sobre dominios complicados a
problemas sobre el disco o el semiplano superior.

Estas notas estdan escritas bajo la suposicién de que el lector esta familiarizado con integracién en
variable real y propiedades béasicas de los nimeros complejos.

Notacién
= C denota el plano complejo, el cual forma un campo con las operaciones de suma y producto.
» D y H denotan, respectivamente, el disco unitario |z| = 1 y el semiplano superior Im(z) > 0.
= () es un conjunto abierto, no vacio y conexo de C, esto es, ) es un dominio.
= Si U C C es un conjunto dado, su cerradura se denota por U.

» D(zp,7) denota un disco abierto centrado en 2y y de radio r.



2. Funciones Holomorfas

El concepto de continuidad para funciones de variable compleja es muy similar a su contraparte
real: dado un dominio 2 C C, consideremos una funcién f :  — C. Dicha funcién se dice continua
en zp €  si dado € > 0 existe § > 0 tal que para todo z € Q para el cual |z — 29| < 0 se satisface
|f(2) — f(20)] < e. Andlogamente, f es continua en zp si para toda sucesién z1, 22, ... € ) para la
cual limy, o 2, = 20, se satisface lim, o f(2,) = zo. Finalmente, decimos que f es continua en
todo €2 si lo es en cada punto de Q.

» Una consecuencia de la desigualdad triangular es que si f es continua, entonces z — [f(z)] es
una funcién real-valuada y también continua.

Teorema 2.1. Si E C C es un conjunto compacto no vacio y f : E — C es continua, entonces f
es una funcion acotada y su mdrimo y minimo se alcanzan en E.

La demostracién de este resultado es similar para el caso de variable real y se da por sentado.

Definicién 2.2 (Funcién holomorfa). Dado un dominio Q y f: Q — C una funcién, decimos que
f es holomorfa en zg € Q si el cociente

f(z0+h) = f(z0)
h

converge a un tunico limite cuando h — 0 (donde h € C, h # 0y z + h € Q). Si el limite existe,
entonces decimos que la derivada (compleja) de f en zy esta dada por

fm f(z0+h) — f(Zo).

h—0 h

(2.1)

f'(20) =

» Decimos que f es holomorfa en € si lo es en cada punto del dominio. En dado caso escribiremos
feHr).

» Si ¥ C C es un conjunto cerrado, decimos que f es holomorfa en F si lo es en un abierto U C C
para el cual E C U. Esto es, ser holomorfo es una condicién abierta.

Ejemplo 2.3. Usando la definicién de limite, veamos que f(z) = Z no es holomorfa en todo el
plano complejo. Efectivamente, para zy € C arbitrario, si calculamos el cociente en ({2.1)), obtenemos

flzo+h)—f(20) _z0+h—2 _

=240
h h ©

> >

para h = |h|e?, § € [0,27). Esto nos dice que el limite depende de la direccién en la que h converge
a cero, y por lo tanto no es tnico: por ejemplo, si h — 0 sobre la linea real positiva (esto es § = 0) 6
si h — 0 sobre el eje imaginario positivo (esto es, § = 7/2), los limites son 1 y -1, respectivamente.

Contrastemos la definiciéon de derivada compleja con la de derivada real. Para ello, utilicemos la
siguiente notacién: dada f : Q@ — C con Re(f) = u, Im(f) = v, entonces podemos reinterpretar f
como una funcién F : Q ¢ R? — R? donde

F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).
Definicién 2.4 (Derivada real). Una funcién F :  — R? es real-diferenciable en un punto Py =
(x0,%0) € Q si existe una transformacién lineal .J : R? — R? tal que
|F(Po+ H) — F(R) — J(H)|
|H|

—0



cuando el ntiimero H € R? converge a cero en norma. Si F es real-diferenciable en Py, entonces .J
es llamada la derivada de F' en FPy. En su expresién matricial, se tiene

%(l‘()vyﬂ) %(%7?/0)
a9z \ 10, Y0)  7,{T0, Yo
donde cada entrada es una funcién continua. Jr es conocida como la matriz Jacobiana de F' en

(z0,0)-

2.1. Relacién entre Jp y [’

Si f es holomorfa en el punto zg = xg + iyg, esto implica que las parciales con respecto a x y a
y existen y son iguales entre si, pues opr definicién, el limite de (2.1) es el mismo en cualquier
direccion tomada. Entonces, si h = hy + ihs, se tiene

f(xo + h1+iyo) — f(zo +iyo)  Of

’ — I =L 2.2
fz) = Jim - L (z0) (22)
hlao
. o) . 1
ot fzo +iyo +i ‘ 2) = f(wo+iyo) _ fa—f(zo) (2.3)
h1=0 ihs i 0y
h2—>0
Tomando parte real e imaginaria de la expresién 0, f(z0) = —i0y f(20) y reescribiendo las parciales
con respecto a u y v, se obtienen las Ecuaciones de Cauchy-Riemann en el punto zy, dadas por
ou v ou v
ou - - = ) 2.4
O (1'07?/0) 83/ (330711/0) 8y (‘TO)yO) o (x07y0) ( )

Problema 2.5. Mostrar que si f es holomorfa en zy (y las primeras parciales de u y v son
continuas) entonces F' es real-diferenciable y se satisface

det Jp(z0,30) = | f/(20)]*.

» Notemos que la existencia del limite del cociente en no implica que las parciales de f con
respecto a x y a y sean continuas. Sin embargo, mds adelante veremos a partir del Corolario [2.12]
que no sélo u y v son clase C', de hecho, tendran parciales bien definidas y continuas para todos
los 6rdenes.

Teorema 2.6. Sea f = u+iv una funcion complejo-valuada definida sobre un dominio 2. Si u,v
son diferenciables con derivadas parciales continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

descritas en en todo Q, entonces f € H(L).

Ejemplo 2.7 (Funciones Analiticas). Una funcién analitica es aquella que se expresa como una
serie de potencias de la forma

f(Z) = Z an(z - ZO)n
n=0

cuyo dominio de definicién es el disco de convergencia |z — zp| < R, y R es el radio de convergencia
de la serie, con 0 < R < +o00. De la Férmula de Hadamard, se cumple que

B= lim sup |an| /™.

n—oo



Si R =0, f sereduce a la funcién constante f(z) = zp, y si R = +00, decimos que f es una funcién
entera. La convergencia de la serie es absoluta en el disco de convergencia, uniforme para todo disco
|z — 20| <7, para cualquier » < R, y diverge en |z — 29| > R.
Dos ejemplos de funciones analiticas alrededor de zg = 0 son

X _n

z
-5
n!

n=0

con R = oo (es decir, €* es entera), y

1 o
_ n
1_Z_Zz
n=0
con R =1.

Teorema 2.8. Toda funcion analitica de la forma f(z) =Y 7 an(z — 20)" es una funcion holo-

morfa sobre su disco de convergencia. Ademds, su derivada vuelve a ser una funcién analitica dada
por

fl(z)= Z nan(z — 29)" !
n=0

definida sobre el mismo disco de convergencia |z — zo| < R.

» Este resultado nos dice que toda funcién analitica es a su vez una funcién holomorfa. Nos
interesa demostrar lo contrario: toda funcién holomorfa es analitica. Para ello, debemos trabajar
con la integracién de funciones holomorfas sobre curvas.

2.2. Integracion

sea v C C una curva con una parametrizacién dada por v : [a,b] — C, t — ~(t). Si () es
diferenciable en todo [a,b] (6 salvo en un numero finito de puntos), decimos que ~ es suave (a
trozos). Si y(t1) = v(t2) sélo cuando t; = tg, decimos que 7y es simple, y serd cerrada si y(a) = y(b).
Supondremos también que la parametrizacion elegida satisface 7/(t) # 0 para todo t € [a, b].

Si f:Q — C es continua y = es suave, entonces

b
/ f(w)dw = / SO @)Y (1)t (2.5)

» La continuidad de la funcién f y la compacidad de la curva = son suficientes para que la integral
definida en ({2.5)) sea finita, como lo comprueba el siguiente resultado.

Proposicion 2.9. Si f : Q — C es continua y v C  es suave, se cumple

A f(w)dw

donde long(y) = f; |7/ (t)|dt es la longitud de la curva.

< mix | f(w)|long(y)
wey

El siguiente teorema es fundamental en la teoria de integraciéon de funciones holomorfas.

Teorema 2.10 (Teorema de Cauchy en el disco unitario). Si f € H(D) entonces
/f(w)dw =0
g

para toda curva suave (a trozos) cerrada en D.



El resultado es méas general, pues se cumple no sélo en D, sino en cualquier dominio simplemente
conexo del plano complejo. Para nosotros, sera suficiente esta versién. La idea de la demostracién
se basa en la existencia de una primitiva en . En efecto, se puede definir una primitiva de f dada
por
F(z) = fw)dw, zeD
7%

donde +§ define una curva poligonal constituida por rectas horizontales y verticales que une el
origen con el punto z. Luego, como f tiene primitiva, la conclusion del teorema de Cauchy se sigue
de que v es una curva cerrada.

» Del Teorema de Cauchy se desprenden una gran variedad de resultados que cumplen las funciones
holomorfas. Entre ellas, estd el siguiente teorema que serd fundamental para la solucién de la
ecuacion de Laplace.

Teorema 2.11 (Férmula Integral de Cauchy). Sea f € H(Q2), zo € Q arbitrario y r > 0 suficien-
temente pequeno para que el disco D = D(zg,r) cumpla que su cerradura esté también contenida
en Q. Si C, denota el circulo |z — zo| = r y se le asigna orientacion positiva, entonces

() = QLM /C j(_w)zdw (2.6)

para toda z € D.

Corolario 2.12. Si f € H(Q2), entonces f tiene derivadas complejas de todos los drdenes en §Q.
Para cualquier disco D y con frontera C, como en el teorema anterior, la n-ésima derivada de f
tiene una representacion integral de la forma

SR AU
21 Jo, (w— z)nt! v

para toda z € D.

» Este teorema implica que si f es holomorfa en un punto zy € €2, podemos encontrar un radio
R > 0 para el cual D(zp, R) esté compactamente contenido en 2 y en el cual, se cumple

f(2) =) an(z—2)"
n=0

donde los coeficientes estdn definidos por

f(”)(zo)

> n=0,1,2,....
n!

ay =
» Concluimos que una funcién es holomorfa si y sélo si es analitica. Con ello, podemos prescindir
de la hipétesis de continuidad en las primeras parciales de u y v en el Problema [2.5] y concluir
directamente que diferenciabilidad compleja implica diferenciabilidad en el sentido real.



3. Funciones Armonicas

La ecuacién de Laplace en dos dimensiones es una ecuacion diferencial parcial definida por la expresién
0%u  O%u
Au=—+—5=0
ox? 0y

donde u : © € R? — R es una funcién escalar al menos de clase C? y A denota el operador de
fod 9?2

Laplace, A = 55 + B2

Definicién 3.1. La funcién u : Q € R?2 — R es armdnica si

= sus primeras y segundas parciales existen y son continuas,

= v u es solucién a la ecuacién de Laplace, esto es Au = 0.

Teorema 3.2. Si f = u + iv es holomorfa en un dominio Q C C, entonces u y v son funciones
armonicas.

Demostracion. Como f € H(S2), entonces f es analitica en €2, lo que implica que las derivadas de
todos los ordenes existen y son continuas. Luego, las parciales de v y de v existen y son continuas
para todos los érdenes. Resta concluir que u y v satisface la ecuacién de Laplace. Para el caso de
u, utilizando la primera ecuacién de Cauchy-Riemann, obtenemos

O (0w _ 0 (v _ Pu_ Pv v _0 (o

ox \ 0z ) 0z \dy 0x2  Qxdy Oydx Oy \ Oz
donde la continuidad garantiza el intercambio entre parciales. Usando la segunda expresion de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, se obtiene

P _ 0 (o) _ 0 (_on)_ o
0x?2 oy \ox) Oy oy)  0Oy?

por lo tanto Au = 0 en todo 2. El argumento es similar para el caso de v. O

Definicién 3.3. Siu: Q C R? = R es arménica y v : 2 — R es otra funcién arménica que satisface
u+ v € H(2), decimos que v es una funcién arménica conjugada a wu.

» Es facil ver que v es tnica salvo adicién de una constante.

Ejemplo 3.4. La funcién u(z,y) = xy es claramente un funcién bien definida en todo R?, sus
primeras parciales son du/dz =y, Ou/dy = x y por lo tanto, 0"u/dx"™ = 0"u/dy"™ = 0, para todo
entero n > 2. Concluimos que u es armoénica en todo el plano real.

Para calcular una funcién arménica conjugada, usamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann e inte-
gracion:

ou v y?
o V" 5, v(x,y) + h(z),
ou ov x2
M=o = hiz)= -2 4 C
oy o ox () () 2
para C una constante real. Tenemos que
2 2
? oy
=—— 4+ 4+C
y si f = u + iv, entonces, en su expresién compleja, se tiene f(z) = —iz?/2 4 C (verificar).



La existencia de funciones armoénicas conjugadas es un problema delicado, y estd fuertemente re-
lacionado a la existencia del logaritmo en el dominio de definicién. El siguiente resultado nos
proporciona una condicién suficiente para la existencia de funciones armoénicas conjugadas.

Teorema 3.5. Si u es una funcion armdnica definida sobre un dominio simplemente conexo,
entonces existe una funcion armonica conjugada sobre dicho dominio.

» Sera suficiente trabajar con funciones arménicas definidas sobre discos del plano real.

Gracias a la relacion descrita en el Teorema podemos derivar propiedades para las funciones
armonicas que son similares a las de las funciones holomorfas.

Teorema 3.6 (Principio de Médulo Maximo para Funciones Arménicas). Sea D C R? un disco
abierto y u una funcién armdnica y no constante en D. Entonces (x,y) — |u(z,y)| no alcanza su
mdzimo o su minimo en D.

Demostracion. Como D es simplemente conexo, el Teorema [3.5] garantiza la existencia de una
funcién f € H(D) tal que Re(f) = u. Sea g(z) = exp(f(z)), notar que g € H(D) y ademsds,
lg(2)| = exp(u(z,y)). Se sigue del Teorema que |g(z)] = €*®¥ alcanza su maximo en la
frontera de D o es constante. Como la funcién exponencial (de variable real) ¢ — e’ una funcién
mondétona creciente, se sigue que u(z,y) alcanza su maximo en 0D o es constante. Por hip6tesis,
se concluye que |u(z,y)| no alcanza su maximo en D. Para el caso del minimo, se argumenta de
forma similar usando —u(z,y). O

3.1. Campos conservativos

Sea F' : Q C R? — R? un campo vectorial de tipo C'. Decimos que F' es conservativo si existe un
potencial escalar ¢ : Q — R de clase C? tal que

_ vy, (2% 02
F=Ve= (8:U’6y>

Un resultado similar al Teorema de Cauchy para campos conservativos se deriva del siguiente
teorema.

Teorema 3.7. Sea v C Q una curva suave parametrizada por r : [a,b] — Q dada por t — r(t) =
(z(t),y(t)). Denotemos con A = r(a) y B = r(b) los puntos extremos de . Si F es conservativo
en §Q, entonces

b
/F-dr ::/ F(r(t)) - (t)dt = o(B) — p(A).
¥ a
La conclusién de este teorema suele traducirse como

El trabajo realizado por un campo de fuerza para llevar una particula del punto A al
punto B es independiente de la trayectoria.

Corolario 3.8. Si F : Q — R? es un campo vectorial conservativo, entonces para cualquier curva
cerrada v C £ y se tiene
/F -dr =0.
¥

» Ejemplos de campos vectoriales conservativos que se derivan de la fisica son



= campo de velocidades de un fluido,
= campo electromagnético,
= campo gravitacional.

En todos estos casos, F' = Vi para algin potencial escalar. Cuando se admiten condiciones extra
sobre los fenémenos fisicos (por ejemplo, cuando se supone condiciones sobre la viscosidad, la
comprensiblilidad y rotacién del fluido) se puede concluir que el potencial ¢ es ademds una funcién
armonica.

Definicién 3.9. Sea ¢ : Q C R? — R un potencial escalar asociado al campo vectorial conservativo
F'. Si ¢ es armonica y existe una funcién ¢ : 2 — R que es armonica conjugada a ¢, decimos que
la funcién f = ¢ + i) es el potencial complejo asociado a F'.

» La funcién v se le conoce como la funcién corriente del flujo. Veremos en los ejemplos que las
curvas de nivel asociadas al potencial escalar y la corriente de flujo serdn siempre ortogonales entre

st (jpor qué?).

Ejemplo 3.10. Consideremos un campo vectorial constante dado por F' = («, ), donde «, 8 € R.
Notemos que F estd bien definido en todo R? y es conservativo, pues para o(z,y) = az + By,
se tiene F' = V. El potencial ¢ es claramente una funcién arménica en todo R?, pues al ser
una funcion lineal en z y y, todas sus parciales de orden n > 2 son nulas. Como el plano real es
simplemente conexo, existen funciones arménicas conjugadas a ¢. Un calculo directo muestra que
el potencial complejo asociado a F es f(z) = (o —if)z.
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Figura 1: Curvas de nivel para el potencial escalar (en gris) y la corriente de flujo (en naranja) para
el campo F = (2,1).



Ejemplo 3.11. Dado el potencial complejo f(z) = log(z) definido para z € H, calcular el campo
vectorial conservativo asociado, su potencial escalar y su funcién de corriente de flujo.

De variable compleja sabemos que la funcién logaritmo complejo puede escribirse como

f(z) = log(z) =log|z| + iarg(2)
donde arg(z) € (0,27) para que f sea holomorfa en H. Por el Teorema se sigue que u(z,y) =

log(v/22 + y2) y v(z,y) = tan~!(y/z) son funciones arménicas en H. Definimos el campo vectorial
conservativo

2 + y2 ) 2 + y2
el cual estd bien definido en H. En notacién compleja, tenemos que F(z) = €'8()/|z|, lo que

nos muestra que el vector F(z) con punto base en z apunta en la misma direccién que z pero su
magnitud es inversamente proporcional a la magnitud de z (ver Figura 2).
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Figura 2: Curvas de nivel para el potencial escalar (en gris) y la corriente de flujo (en naranja) para
el potencial complejo f(z) = log(z).

3.2. Problemas con Valores de Frontera

Un problema con valor de frontera se refiere a una ecuacién diferencia parcial cuya solucion, definida
sobre un conjunto U, satisface una condicién sobre la frontera de U. Estos problemas se pueden
clasificar como:
= Problema de Dirichlet:
Ap=0 enU
p=g endU
= Problema de Neumann:
{ Ap=0 enU

do _
an en OU

» Problemas de tercer tipo (o de Robin) surgen al proponer condiciones de frontera que son una
combinacién lineal de las condiciones de Dirichlet y Neumann, esto es

d
ap + bdi = g, para constantes a,b.
n

Las condiciones de frontera de tipo Robin suelen aparece en ecuaciones de conveccion-difusion.



4. Funciones Conformes

Definicion 4.1. Sea 2 C C un dominio y f : 2 — C una funciéon dada. Decimos que f es conforme
en (o también, univalente en Q) si f es holomorfa e inyectiva en todo .

» Algunos autores definen funcién conforme como aquella que es holomorfa y ademaés satisface una
de las siguientes condiciones:

1. su derivada no se anula en todo punto de €2; o
2. la funcién preserva dngulos entre vectores tangentes.

Sin embargo, la definicién que nosotros utilizaremos implica que f'(z) # 0 en todo Q y que f
preserva angulos. Por otro lado, la funcién f(z) = 22 definida en C — {0} es una funcién holomorfa
y con derivada no nula en todo su dominio, pero f no es inyectiva.

Ejemplo 4.2. Consideremos la funcién z — exp(z), la cual es una funcién entera, esto es, holomorfa
en todo el plano complejo C. Como la exponencial compleja es 27i periddica, es decir

exp(z + 2mik) = exp(z), para todo k € Z
entonces no puede ser inyectiva en todo el plano. Si restringimos la accién de exp(z) a la banda
B={ze€C| —7m<Im(z) <}

entonces exp : B — C — {0} es inyectiva y holomorfa, por lo tanto, conforme. En la figura X
se muestra la accion de la exponencial compleja restringida en B sobre dos familias de curvas
ortogonales entre si: estas son Re(z) constante (segmentos de recta color naranja) y Im(z) constante
(rectas blancas). Las familias correspondientes en la imédgen resultan de nuevo ortogonales.

Figura 3: La accion de la exponencial compleja sobre el dominio B.

Problema 4.3. Consider la funcién f(z) = 2%. Encuentra un dominio del plano complejo donde
f sea conforme y haz un bosquejo de la accion de f sobre dos familias de curvas ortogonales.
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Ejemplo 4.4. Definamos la funcién 7 : D — H por

o= (15)

Como T es el cociente de dos funciones lineales (por lo tanto, cociente de holomorfas) cuyo deno-
minador se anula Unicamente en z = —1 ¢ D, entonces T" es holomorfa en todo el disco unitario.
Vemos que T toma valores en el semiplano superior H. Para ello, debemos mostrar que si z € D,
entonces Im(7'(z)) > 0. Efectivamente, como Im(iz) = Re(z), se tiene

_ 1l—z—1y
Im(T(z)) = Re <1—|—m+iy>’
B (1—2x—dy)(1+ 2z —iy)
e (U )
1=+
T Ot

pues |z| < 1y por lo tanto, 2 +y? < 1. Veamos ahora que no solo T es inyectiva, de hecho, es una
biyeccién holomorfa entre I y H. Para ello, calculamos su inversa: sea w = T'(z), y definamos

T — W
1+ w

S(w) =

la cual es holomorfa salvo en w = —i ¢ H, por lo que S € H(H). Notar también que S : H — D,
pues si Im(w) > 0, entonces |w —i| < |w + 4| (la distancia entre w e i es mas pequefia que la
distancia entre w y —i). Se sigue que

T —w
1+ w

|S(w)| =

<1

Finalmente, un célculo directo muestra que T o S(w) = w y que S o T(z) = z, por lo que S es
efectivamente la inversa de T

7z x|,
iy \

0.0 0

\\ // fz

-1.0 -3
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -3 -2 -1 ] 1 2 3

Figura 4: La acciéon de T sobre el disco unitario.
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Definicion 4.5. Si U y V son dos dominios del plano complejo y existe una biyeccién holomorfa
f:U — V, entonces decimos que U es conformemente equivalente a V', y f es un biholomorfismo,
esto es, f y su inversa f~!|V son ambas conformes en sus dominios de definicién. Escribimos U ~ V
para denotar que los dominios son conformemente equivalentes

» El ejemplo nos dice que el disco unitario D y el semiplano superior H son dominios conforme-
mentes equivalentes. De hecho, no es dificil ver del problema que z — 22 es un biholomorfismo
entre el primer cuadrante () := {z € C | Re(z),Im(z) > 0} y H. Podemos entonces considerar la
composicion
Q—H—D
222 71

denotada por H(z) = (T~1(2))?,2 € Q. Luego, H define un biholomorfismo entre @ y D, esto es
Q ~ D (verificar).

Problema 4.6. Demuestra que la existencia de un biholomorfismo entre dos dominios define una
relacién de equivalencia, es decir, se cumplen las siguientes tres propiedades: dados U, V,W dominios
del plano complejo,

= U~VU,
m st U~V, entonces V ~ U,
n st U~V yV ~W, entonces U ~W.

Decimos que la clase conforme del dominio 2 C C son todos los dominios del plano complejo que
son conformemente equivalentes a ). El siguiente resultado describe la clase conforme del disco
unitario.

Teorema 4.7 (Teorema de la Aplicacién de Riemann). Sea Q un dominio no vacio, propio y
simplemente conexo del plano complejo. Entonces Q) es conformemente equivalente a ID. Ademds,
dado zp € Q, si f : D — Q es un biholomorfismo que satisface f(0) = zo y f'(0) > 0, entonces el
biholomorfismo es unico.

5. El Problema de Dirichlet en Discos

Dado R > 0, denotemos por D = {z | |z < R}, y Cr = {z | |z]| = R}. Queremos resolver el
problema de Dirichlet sobre Dpg, esto es

Ap =0 en Dp
p=g enCpg

Para ello, usaremos la teoria de funciones holomorfas y conformes. Ya que la funcién u debe ser
armonica en Dp (y éste dominio es simplemente conexo), existe una funcién f = u + iv, holomorfa
en un dominio 2 que contiene a Dg U Cg. Por la Férmula Integral de Cauchy, se tiene que para
cualquier z € Dgp,

f(z) = 1 de.

= 5.1
21 Jo, w—z (5:1)

Dado un punto z € Dpg, definimos su inversidn a través de Cr, como el valor

R2

z

z

La inversién a través de C'g satisface las siguientes propiedades:
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» [22%] = R?,
» 2z € Dpsiysélosiz* ¢ Dg, y en particular, 0* = oo.

» 2z € Cgrsiysolosiz* € Cg.

Figura 5: Dos ejemplos de inversién. Los colores indican la inversién de cada punto.

Ver Figura [5| Escribamos z = re? para 0 < r < Ry 0 € [0,27). Un cilculo sencillo muestra que
2* = R%e" /r?. La funcién
f(w)

w — z*

w —

es holomorfa para todo w € Dr U Cg, pues f es holomorfa en dicho dominio y el denominador se
anula sélo en el punto z* ¢ Dr U Cg. Por el Teorema de Cauchy, se sigue que

) 4 — 0 (5.2)

*
CRU)—Z

Combinando las ecuaciones (5.1)) y (5.2), obtenemos

1 1
(o - L w1 )
2mi Jo, w—z 21 Jo, w— 2*
1 1 1
= — f(w)( - )dw (5.3)
21 Joy, w—z w-—z*
Como R? = ww, escribimos z* = (ww)/z. Tenemos
1 | 11 z
w—z w-—2z*  w-—2z w—wg_w—z WZ — ww
1 w z 1 w z
C ow\w—2z z-w) w\w—-2z w-2z/’
1 fw(w—2)+ 2w - 2)
w\  (w=2z)(w-z)



El numerador de la ultima expresién puede reducirse a
w(w —2)+ 2w — 2) = R? —wz + zw — r? = R? — 12,
y el denominador a
(w—2)(w — 2) = R* — (wZ + zw) + 2.

Usando w = Re' con 7 € [0,27), tenemos wZz + zw = Rre % + Rre'®=" = 2Ry cos(n — 6). Por lo
tanto, reescribimos la expresién en 1' usando formas exponenciales de z = re’ y de w = Re™,
y el cambio de variable dw = ire™dn = iwdn, para n € [0,27). Se obtiene

" 1 27 ) R2 _ 742
)= — Re™ dn. 5.4
f(ret) 27 Jo J(Re) <R2—2chos(n—9)+r2> g (54)
Como u(r,#) = Re(f(re'?)), obtenemos la solucién al problema de Dirichlet en el disco, dada por
1 27
U(T‘, 9) = 27 P(R7 TN = O)U(Ra n)dnv (55)
T Jo

para r < Ry donde
R2 _ 7“2
R2?2 — 2Rrcos(n — 0) + 1?2

P(Rv ryn— 9) =
es conocido como el Kernel de Poisson.
Ejemplo 5.1. Dado un radio R > 0, resolver Au = 0 en Dy con la condicién de frontera

0, 0<n<m,
U(R’m_{ k, m<mn<2m.

Para algin z = re’ € Dg, podemos aplicar directamente la solucién 1) sobre la expresién de u
en la frontera para obtener

k 2w R2 _ 742
u(z) = u(r,6) = 27r/7r R2 — 2Rrcos(n —0) +r?’

Bajo el cambio de variable ¢t = tan(”T_e) ydn = 1+%dt, se obtiene

(r,0) r rctan il
T = — [
YT or M SRy sing )

parar < Ry 0 € (0,7) U (m, 27) (pues la expresion tiene singularidades en 6 = 0, ).

5.1. Unicidad de la solucién al problema de Dirichlet en el disco

Supongamos que existen dos funciones armonicas u; y us que satisfacen el problema de Dirichlet

Au=0 en Dp
u=g¢g enCp

La funciéon w := u; — ug es una funcién armonica en Dpg, pues por la linelidad del operador de
Laplace se cumple
Au = A(ug —ug) = Aug — Aug = 0.
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Por otro lado, la condiciéon de frontera que satisface w es u = uy —ugy = g — g = 0 en todo Cpg.
luego, u es una solucién al problema de Dirichlet

Au=0 en Dp
u =0 en Cgr

Por el Teorema del Principio del Médulo Méximo para funciones armonicas, se sigue que |u| = 0
en todo Dg, por lo que u; = ug en todo D U Cg.

5.2. Invarianza conforme de la ecuaciéon de Laplace

Teorema 5.2. Sean U y V dos dominios del plano complejo que son conformemente equivalentes,
esto es, existe un biholomorfismo M : U — V conw = M(2) y z = x + iy, w = u+ iv. Supongamos
que V' es simplemente conexo.

Si ®(u,v) : V= R es una funcion armdnica en V', entonces la funcion

o(r,y) = @(u(z,y),v(z,9))
es armonica en U.

Demostracion. Hay dos formas de demostrar que ¢ es armonica: una es un largo y tedioso calculo
de las segundas parciales de ¢ con respecto a x y a y. La otra es usando la teoria de funciones
holomorfas, armoénicas y conformes.

Como V es un dominio simplemente conexo, el Teorema [3.5| nos dice que existe una funcién

U(u,v): V=R

que es la arménica conjugada de ®. Sea F(w) = F(u,v) = ®(u,v)+iV(u, v) una funcién holomorfa
en V. Por hipétesis, M : U — V es conforme en U, luego

FoM:U—=C

es una funcién holomorfa en U. Escribiendo esta composicién en términos de las variables x,y y
u, v, se obtiene

FoM(z) = ®(u(z,y),v(x,y)) + ¥ (u(z,y), v(z,y))-

Por el Teorema la parte real de esta funcién es arménica. Esto es p(z,y) = Re(F o M(z)) =
O(u(x,y),v(x,y)) satisface Ap =0 en U.
O

» Concluimos que un problema de Dirichlet definido sobre un dominio U que sea conformemente
equivalente al disco, puede ser resuelto por medio de un cambio de variable conforme que reduzca
el problema en U a un problema en un disco Dg y aplicar entonces la solucién calculada en [5.5
Una vez resuelto en Dp, la inversa de la transformacion conforme regresa la solucién al problema
inicial en U.
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