18VCO01 Variable Compleja 1 Febrero 12, 2026
Limite sobre contornos de integracién

Lema. Sea Q2 C C un dominio y sean zn, z : [a,b] — §) parametrizaciones suaves
(a trozos) de los contornos vn,y C Q donde, cuando n — oo, se satisface

= 2, — z uniformemente en [a,b],

» 2/ — 2/ uniformemente en cada subintervalo de [a,b] donde z, es diferen-
ciable, y

= Y, = 7 como compactos.

Si f:Q — C es una funcion continua, entonces

f(z)dz—>/f(z)dz
g

Tn
cuando n — oo

Observaciones.

1. La versién enunciada en clase no incluia la segunda hipdtesis de convergen-
cia uniforme de las derivadas (sorry!). Sin esa hipdtesis el resultado puede
ser falso.

2. Para la demostracién del lema, requerimos enunciar el siguiente resultado
de Arzeld, su demostracion estd contenida en el articulo de Luxemburg (ver
en la pagina del curso).

Teorema (de convergencia dominada). Sea {gn} una sucesion de funciones
Riemann integrables en el intervalo cerrado [a,b] C R tales que convergen
puntualmente a una funcion Riemann integrable g en [a,b]. Si existe una
constante M > 0 tal que |g,| < M en [a,b] entonces se cumple

b b b

lim gn(z)dr = / lim g,(z)dzx = / g(x)dx.
n—oo a a n—oo a

Demostracion. Por definicién de integral de contorno y la desigualdad triangular

obtenemos
b

< |f(zn(t)) - 2,(t) — f(2(t)) - 2 (t)|dt
b

| (zn(®)] - |2, (t) — &' (B)]dt

(2)dz — A f(2)dz

Tn

IN

a
b

+ 1O 1f () = f(2(2))]dt.

a



Vamos a demostrar que las dos integrales del lado derecho de la segunda
desigualdad convergen a cero cuando n — oo.

Como v, — v como compactos, existe un compacto K C € tal que v,,y C K
para todo n. Por ser f continua en Q, existe M; > 0 tal que |f| < M; en K. La
estimacién estandard para integrales sobre intervalos produce la desigualdad

b
/ [f(zn(®)] - 20, (t) = 2'(B)]dt < (b— a) My sup |2 (t) = 2/ (t)] — 0,

pues por la convergencia uniforme de las derivadas, el supremo converge a cero
cuando n — oo. Para la segunda integral, notemos que f(z,(t)), f(2(t)) son con-
tinuas (por lo tanto, integrables) y g, (t) := f(zn(t)) — f(2(t)) converge uniforme-
mente a cero en [a,b]. Ademds 2/(t) es continua en [a, b], por lo tanto 2'(t)gy,(t) es
integrable. Por continuidad, existe una constante My > 0 tal que |2/ (t)g,(t)| < Ma
para todo ¢ € [a, b]. El Teorema de Convergencia Dominada de Arzeld aplicado a
los médulos de las funciones nos ayuda a concluir

b
[ 01 5ot~ F0)— 0

cuando n — oo. O



