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Capitulo 1

Introduccion.

La optimizacién es una tarea diaria y comtun. La gente optimiza:

» Companias de aerolineas optimizan las asignaciones (calendarios) de las tripulaciones para

reducir costos.
= En inversiones se crean portafolios que reducen riesgos y maximizan las ganancias

= Las manufactureras maximizan la eficiencia y tratan de minizar desperdicios y tiempo.
La naturaleza también optimiza:

» Sistemas fisicos tienden a estados de menor energia.
= Reacciones quimicas minizan energia potencial.

= La luz sigue trayectorias que consumen menor tiempo.

La optimizacion es importante en la toma de decisiones y en el andlisis de sistemas fisicos. Para
optimizar requerimos de definir una medida de desempeno, para ello debemos definir o identificar

una funcién objetivo.

Por ejemplo:

= Ganancia,
= Tiempo,
= Energia potencial,

= Espacio, etc.,



las cuales son cantidades representadas por un ntimero.

El objetivo depende de caracteristicas del sistema denominadas variables o incognitas. La meta es

encontrar los valores de las variables que optimicen el sistema.

Es comun encontrar que las variables tienen restriciciones, por ejemplo el tiempo que requiere realizar

una cierta actividad no puede ser negativo (igualmente las distancias de viaje).
Modelado
Modelado es el proceso de identificar el objetivo, variables y las restricciones para un cierto problema.

Los pasos del proceso de modelado son: modelado, en donde se identifican objetivos, variables y
restricciones para un problema; solucién, en donde se hace uso de dlgebra de optimizacién; validacion,
valida la solucién encontrada en el paso anterior, y finalmente analisis de sensibilidad, en donde se

hace un andlisis del modelo y variables.

| Modelado |
|

| Solucién |
|

| Validacién |
|

| Analisis de Sensibilidad |

1.1. Formulacion Matematica.

Optimizar es minimizar o maximizar una funcién sujeta a restricciones en sus variables.

Notacion:

x : Vector de variables (incégnitas o pardmetros).
f : Funcién objetivo (funcién de x ) a maximizar o minimizar.

¢ : Vector de restricciones en las variables. Funcién vectorial de x. Cada componente de ¢ es una

restriccién en x

Esto puede ser escrito:

ci(x)=0 ieFE

min, .\ f(x) Sujeto a (S.A.) { ci(x)>0 i€l



donde tanto f como las ¢’s son funciones escalares de la variable x (¢'s y f: R" — R), E e I son los

conjuntos de restricciones de igualdad y desigualdad respectivamente.

Por ejemplo:

x%—xggo

i —2)2 4 (29 — 1)? S.A.
min (z1 ) (229 ) { 14 29 <0,

lo podemos escribir en la forma (1.1):

flx) = (21 = 2)* + (22 = 1)?,
| olx) — c1(x)
[] ™ [M

En las restricciones note los cambios de signo, y ademds que I = {1,2} y E =0

—x1 — X2+ 2

. [ —x%—i—xz

Xz
€2
Lt
contornos de £
- S
.. ~
Tegiin A
factihle e \"
‘-.‘I \
! \ 1
I I :
f
/ j
= .—-” i xl
~ = s
. — — \ - -f'f

Figura 1.1: Formulacién matematica. Ejemplo.

1.2. Ejemplo: Un problema de transporte.

Una compania quimica tiene dos plantas: F y F5 y una docena de puntos de distribuciéon Ry, ..., Ris.
Cada planta produce a; toneladas de cierto producto quimico cada semana, donde a; es la capacidad
de la planta i. Cada punto de distribucién demanda b; toneladas del producto. El costo de enviar
una tonelada del producto de la planta F; al punto R; es ¢;;, parai=1,2y j =1,..12.

Problema: Determinar cuanto producto debe ser enviado de cada planda a cada punto de distribu-

cion de tal forma que se satisfagan los siguientes requerimientos al costo minimo:



Cantidad de producto de F; a R; es x;; donde z;; son las variables del sistema, para i = 1,2 y

j=1,2,..,12.

Figura 1.2: Problema de transporte.

Esto puede ser escrito como:

mfanija:ij, parati=1,2 yj=1,2,...,12,
ij
S.A. (sujeto a)

> ;% < ai, cada planta no puede envar mas de lo que produce,
> ;Tij > bj, la demanda debe ser satisfecha,

zi; 2> 0, ya que son envios.

Este es un problema de programacion lineal, ya que la funcién objetivo y las restricciones son lineales.

1.3. Tipos de problemas de Optimizacion.

Continua z;; € ®

Optimizaciéon . o o
Discreta  x;; € Z(restriccién adicional.)

Si en el ejemplo anterior se producen carros, x;; tiene que ser un nimero entero, por lo cual se
tendria un problema de optimizacién discreta.

La Optimizacién continua es generalmente mas facil de resolver dada la suavidad de la funcién

objetivo y de las restricciones.

Es posible encontrar problemas donde:

Tl

T2 z, €ERie
r=| tal que T

: v, €Z 1€

Zn,



Al final veremos estrategias de optimizacién discreta.

., Con restricciones.
Optimizacién ) o
Sin restricciones.

= Con restricciones: restricciones explicitas en las variables.

e cotas: 0 < x; <1
e restricciones lineales: ), z; <16 =1

e restricciones no lineales: >, 27 — cos(z3) < a

= Sin restricciones: a veces son reformulaciones de restricciones que se incorporan como pe-

nalizaciones.

Convexa.
L, Global.
Optimizacién No convexa (dificil).

Local - no convexa, minimo o méaximo local.

Nota: Una funcién convexa es aquella en la cual si se unen con una linea cualquiera dos puntos de
la funcién, esta linea no cruza la funcién. Hay funciones estrictamente convexas y convexas limite.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo de éstas.

v\ \/\ y
Runcidin Corvexa

COvEKa limite

Figura 1.3: Funcién convexa.

., Estocéstica.
Optimizacién .
Determinista.

» Estocastica: No se conoce conprecisién el modelo, sélo posibles escenarios (modelos proba-

bilisticos). Algunas veces es posible predecir escenarios con grados de confianza.

» Determinista: Modelo perfectamente conocido (fijo).

10



1.4. Algoritmos de optimizacion.
Son algoritmos iterativos:

= parten de una condicién inicial y

= generan una secuencia de estimaciones que mejoran la solucién.

Caracteristicas deseables:

Aplicables a problemas parecidos.

= Robustez: . L
Independencia de la condicién inicial.

Tiempo de computo.

» Eficiencia: . .
Memoria requerida.

» Precisién: reducida sensibilidad a errores numéricos.

= existe un compromiso entre las caracteristicas anteriores.

1.5. Convexidad.

= Aplicable a conjuntos y funciones.

S C R™ es un conjunto convexo si el segmento de linea que une a cualesquiera dos elementos s;, s3 € S

estd contenido enteramente en S, esto es, dados dos puntos z,y € S se tiene: ax + (1 —a)y C S Va €
[0,1]. (ver figura 1.4).

T

Convesxo
No convexo

Figura 1.4: Conjunto convexo.

11



Una funcién f es convexa si su dominio es un conjunto convexo y para cualesquiera dos puntos x,y
de su dominio la gréfica de f cae por debajo de la linea en R" ! que une a (z, f(z)) vy y, f(y), esto
es:

flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —-a)f(y) Ya € [0,1]

12



Capitulo 2

Fundamentos de Optimizacién sin

restricciones.

Formulacién:

ming f(x)
reR, n>1,

esto es: f: R™ — R (es una funcién suave).

Ejemplo: dadas las medidas y = [y1,¥2,...ym]? tomadas en tiempos t = [t1,ta,...t,n]7 se desean

encontrar los pardmetros x = |71, T2, ...z6)T del modelo:
o(t;x) = z1 + poe (@0 /s 4 g cos(zet).
El error entre el modelo (dados un vector de pardmetros x) es dado por:

ri(z) =y — o(t;;x), j=1,....m,

este vector r es denomidado wvector residual 6 simplemente residual.

Una estimacién de x puede ser obtenida mediante la solucién del problema

min f(x) = r{(x) + .. + 7 (x) = Z;rﬂx)-
=

13
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Figura 2.1: Problema de minimos cuadrados.

Este problema es conocido como problema de minimos cuadrados no lineales.

Generalmente el modelo propuesto no puede representar exactamente a los datos, es decir: f(x*) # 0,

luego, es necesario definir que es una solucién x.

2.1. Qué es una solucion?

Minimo global.

x* es el minimo global de una funcién f si f(x)* < f(x*) Vx.

Este minimo global es en general muy “dificil” de encontrar dado que no esperamos realizar una

btisqueda exhaustiva.

Minimo local (o minimizador local débil).
x* es un minimo local de una funcién f si existe una vecindad Ny~ de x)* tal que
Fx)* < f(x*) ¥x € Ng-.

Una vecindad Ny« es un conjunto abierto que contiene a x*.

Minimo local estricto (o minimizador local estricto).
x* es un minimo local estricto de una funcién f si existe una vecindad Ny- de x)* tal que

f(x)* < f(x*) Vx € Ny~ con x # x*.

Para identificar un minimo local es necesario examinar toda una vecindad alrededor de x (todos los

puntos). Pero si la funcién es “suave”, es mds eficiente examinar el Gradiente V f(x*) y el Hessiano

V2f(x*).

14
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WY
' 0

Figura 2.2: Ejemplos de minimos.

Definicién de Gradiente y Hessiano.

Sea x = [x1,...,22]T y f(x) una funcién vectorial f : R — R. El Gradiente V f(x) se define por:
Vix) =

La segunda derivada de f conocida como Hessiano se define por:

%f 2’ f ’f
835?2 Ox10xs " Ox10x,
% f 9% f ’f
5 Ce
VQf(X) _ .612(9I1 YD .Bazgazn
9% f 8% f 9% f
O0x,0x1 Oxn,dxy 7 0%z,

= Una funcién f es diferenciable si todas sus derivadas parciales existen.

= Es continuamente diferenciable si todas las segundas derivadas parciales son funciones contin-
uas de x.
= f es dos veces diferenciable si todas las segundas derivadas parciales existen y es dos veces

continuamente diferenciable.

15



» f es dos veces continuamente diferenciable, si el Hessiano (V2 f) es una matriz simétrica, es

. .. 8*fr _  8f .o
decir, si: Dwidz; = Ow;0m; Vi,j=1,2,...,n.

Teorema del Valor Medio.

Si f es continuamente diferenciable, entonces

f(x+p) =f(x)+ Vf(x+tp)'p para alguna t € (0,1) y p € R"

Flx+

5=

X 4 i+p

Figura 2.3: Teorema del Valor Medio.

Teorema Fundamental del Céalculo o Teorema de Newton.

Sea f una funcién f : R — R diferenciable, entonces:
1
£0) =10+ [ 1w
0
Ejemplo: Sea g una funcién g : ® — R diferenciable, entonces: g(1) = g(0) + fol g’ (t)dt

a(1)

5(0) T

0 1
g\ e
— 1

Figura 2.4: Teorema Fundamental del Célculo.

16



Teorema 2.1. Teorema de Taylor.

Suponga f : R” — R continuamente diferenciable, y p € R™, entonces tenemos, por el Teorema del
Valor Medio:
f(x+p) = f(z) + Vf(x+tp)"p para alguna t € (0,1).

Mas atun, si es dos veces continuamente diferenciable, tenemos que:

1
Vf(x+p) =Vf(x)+/0 V2f(x + tp)pdt

y que:
f(x+p)=fx)+Vix)Tp+ %pTvzf(x + tp)p para alguna t € (0,1)

Prueba:

Por el Teorema de Newton: g(1) = ¢g(0) + fol g'(x)dz, entonces:

1
Flx+p) = Fx) + /0 Vf(x+ Ep)pde. ..(1)

Ahora, por el teorema del valor medio:

f(x+p)=f(x)+Vf(x+tp)'p paraunat e (0,1). ..(2)

Luego de (1) y (2):

1
Vf(x+tp)Tp = /0 V f(x + £p)pdé para una ¢ € (0, 1).

Ahora:
Area g+ p)
1 r Vg +m)’ p
Ex)
Area
.
gp
x x+p

Figura 2.5: Demostracién del Teorema de Taylor.

17



Entonces:

1
1
/ Vy(x +&p)pdé = g(x)p + §pg’(x +tp)p para una t € (0,1).
0

Haciendo g(x) = f/(x) tenemos:

1
/0 Vf(x + Ep)pde = f/(x)p -+ 3pf"(x + tp)p para wna t € (0,1). ()

Finalmente de (2) y (3) tenemos:

f(x+p)=fx)+Vfx)Tp+ %pTVQf(ertp)p para una t € (0,1).$

Las condiciones necesarias de optimalidad se derivan asumiendo que x* es un minimizador local, y
luego probando los hechos para Vf(x) y V2f(x).

Teorema 2.2. Teorema de primer orden.

Si x* es un minimizador local y f es continuamente diferenciable en una vecindad abierta Ny,
entonces: V f(x*) = 0.

Prueba:

Por contradiccién asumimos f(x*) # 0. Ahora elegimos un vector p tal que p? Vf(x*) < 0, por
ejemplo p = —V f(x*).

Ahora, por continuidad, V f es continua en una vecindad Ny«, luego, hay un escalar T' > 0 tal que
plVf(x* +tp) <0 parat € [0,T]. Seat € [0,T], luego por el teorema de Taylor:

f(x* +1p) = f(x*) + Ip" Vf(x* + tp),

para alguna t € (0,%), pero tp? Vf(x* +tp) < 0 . De aqui vemos que f(x* +1p) < f(x*), es decir,
hemos encontrado una direccién (—V f(x*)) a lo largo de la cual f(x) decrece.

Por lo tanto x* no es un minimo local. <>
Teorema 2.3. Condiciéon necesaria de segundo orden.

Si x* es un minimizador local de f y V2 f(z) es continuo en una vecindad Ny, entonces V f(x*) = 0
y V2 f(x*) es positiva semidefinida.

Nota:
B es una matriz definida positiva si p” Bp > 0 Vp # 0.
B es semidefinida positiva si p? Bp > 0 Vp.

18



Prueba:

Sabemos por el Teorema 2.2. que Vf(x*) = 0. Por contradiccién asumimos que V2f(x*) no es
positiva semidefinida. Luego podemos elegir un vector p tal que p? V2 f(x*)p < 0, y por continuidad,

hay un escalar 7' > 0 tal que:

p ' V2f(x* +tp)p < 0Vt € [0,T].

Por series de Taylor alrededor de x*, tenemos para toda t € (0,7] y para alguna ¢ € (0,1):
* I * 7.7 * 1_2 T2 * *
F&+1p) = f(x7) +1p" VIx') + 5t'p" VIF (X" +tp)p < f(x7).

para alguna t € (0,%). Como en el caso anterior, encontramos una direccién a partir de x* a lo largo

de la cual f decrece. Por lo tanto x* no es un minimizador. <

Nota: Serie de Taylor: f(z) = f(a) + f/(_a) (x —a)+ f”(.a) (r —a)?.

Teorema 2.4. Condiciones suficientes de segundo orden.

Suponga V2f continua en un conjunto abierto alrededor de x* y que Vf(x*) = 0y V2f(x*) es

positiva definida. Entonces x* es un minimizador local estricto de f.
Prueba:

Dado que el Hessiano es continuo y definido en x*, podemos elegir un radio r > 0 tal que V2 f(x*) se
mantenga definido positivo para toda x en la bola abierta D = {z | ||z — x*|| < r}. Tomando algin

vector p # 0 con ||p|| < r, tenemos x* + p € D y también:

P+ p) = F0) + BTV () + 1TV fm)p = f(x) + 1BV f (D,

donde z = x* + tp para alguna t € (0,1). Dado que z € D, tenemos que p’ V2f(z)p > 0y
f(x*+p) > f(z*). Por lo tanto x* es minimizador local estricto de f. &

Teorema 2.5.

Si f es convexa, cualquier minimizador x* local es un minimizador global de f. Si en adicién f es

diferenciable, entonces cualquier punto estacionario es un minimizador global de f.
Prueba:

Suponga x* es un minimizador local pero no global. Entonces podemos encontrar un punto z € R"

tal que f(z) < f(x*). Considere el segmento de linea que une x* y z, esto es:

19



x=Az+ (1 - A)x"

para alguna A € (0,1). Por propiedad de convexidad de f, tenemos:

fx) S Af(z) + (1= A)f(XT) < f(x).

Cualquier vecindad Ny~ contiene una pieza del segmento descrito, entonces siempre habra puntos

x € Ny~ donde f(x) < f(x*). De aqui que x* no es un minimizador local.$

2.2. Algoritmos (una visién preliminar).

Dada xg, el algoritmo genera una secuencia de iteraciones {xk}zozo, tal que termina cuando no hay

progreso o cuando ha encontrado una solucién con relativa buena resolucion.

Busqueda en linea,

2 tipos de algoritmos o
Region verdadera.

2.2.1. Busqueda en linea.

Dada una direccion pg y la posicion actual xj, la nueva iteracién xj41 busca reducir el valor de la
funcién. El tamano de paso a a lo largo de la direccién pg, se encuentra resolviendo el problema

unidimensional:

min f(xx + apr) (2.1)

X+l

Figura 2.6: Bisqueda en linea.
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2.2.2. Meétodos de regién verdadera.

Se basa en encontrar el minimo de la funcién my (que es la aproximacién simple de f en el punto

x;,) dentro de una “bola” (radio). Esto es:

mgnmk(xk +p), (2.2)

donde xj, + p cae en la region verdadera.

Region
werdadera

Figura 2.7: Métodos de Regién Verdadera.

Generalmente m es una funcién cuadratica:

1
m(xk +p) = fx +P° Vi + §PTV2fkp~ (2.3)

donde fi, = f((2)x), Vi = VI ((2)r) y Vi = V?f((2)r)

En general, no se busca minimizar (2.1) ni (2.2), esto puede ser muy costoso en términos com-

putacionales, sino encontrar una « y p respectivamente que reduzcan “suficientemente” el valor de

f.

Direcciones de bilisqueda para métodos de biisqueda en linea.

La direccién més comin es la direccién de maximo descenso —V fj, (es inclusive obvia e intuitiva).
Para verificarlo, por el Teorema de Taylor:

f(xk+ap) = f(xi) + ap” Vi + %a2pTv2f(Xk +tp)p

*

>0

para alguna ¢ € (0, @),
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minp? Vfi S.A.|p|| =1 (vector unitario),

pero: pT'V fi, = [PV £l cos8 = [V £, | cos.

Luego, el mejor valor de 6 para cos@ es m, cosm™ = —1, es decir:
p— =V
IV £l

de esta forma p es ortogonal a las curvas de nivel de f.

G H@\

Tk

Figura 2.8: Direccién de descenso acelerado para una funciéon de dos variables.

Para una correcta ay, (suficientemente pequena), cualquier vector vy tal que vi-pr > 1 con ||vg| =1

es también una direccién de descenso.

Y

Pe=-Vi

Figura 2.9: Direcciones de descenso.

En el Teorema de Taylor:

f(xk +evi) = f(xx) + epr Vf(xx) + O(€2). (2.4)
Nota: Notacién de orden. O(+), o() y £(+).
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Dadas dos secuencias infinitas de escalares {n;} y {vi},

» Sing = O(vg) — ||Ink]] < C|lvk||, donde C es una constante positiva y para toda k suficiente-

mente grande.

Nk
Vi

} — 0, es decir, limy_, oo & =

= Sing = o(vg) — la secuencia { e

» Sine = Q(vr) —, hay dos constantes ¢1 y ¢2, con 0 < ¢1 < ¢y < 00 tales que ¢ ||vg]| < ||k <

ca|vil-

Ejemplo:

s 7 = O(1) indica que 1 < C para una C > 0 y para toda k.

w g =o0(1) = limg oo =0

Continuando: O(€?) en (2.4) es pequefio para una €2 suficientemente pequefia y py es una direccién
de descenso: (f(xr + epr) < f(xx)).

Direccién de Newton.

Expansién de segundo orden de Taylor:

1 e
Fxi+P) ~ fi + PV fi + 50" V2 ip < mu(p).

Asumiendo que V2f; es definida positiva, p es obtenido tal que minimiza my(p) (el tercer término

estd aproximado respecto al teorema de Taylor).

Haciendo %p(;;) =0, es decir: V fi + VkapliV =0, luego:

pr = —(V2fu) 'V fi.

Esta es una muy buena direccién si en realidad la aproximacién de Taylor es buena, es decir, f(xx+p)

es casi cuadréatica.

Inconvenientes:

» Si V2f;. no es definida positiva, (V2f)~! no existe y el método de Newton no puede ser
definido.

23



s Una mala aproximacién de segundo orden hace que el método falle.
= El principal problema es el célculo del Hessiano V2 fy,)

s Célculo de inversa.

Una forma de evitar el calculo de la inversa es resolver mediante métodos lineales:

V2 f(xk)p = =V f(xx).

El célculo del Hessiano es en general costoso, luego es posible aproximarlo como lo hacen los métodos
Quasi-Newton. H(z) =~ V2 f(xx).

Ejemplo de calculo del Hessiano.
Sean F: R" — R,y x = (21, ..., 7)) 7.

min F(x)

Calculo del gradiente:

El Hessiano:

(x) = oor [Z?Fi(x)a]
x) + F (%) g0 F ()]

H(x) = V?F(x) = 32 AVF(x)} = 5;%;0F
(

Razones de convergencia.

Sea {x}} una secuencia en " que concerge a x*. Se dice que la secuencia tiene convergencia

= Q-lineal si hay una constante r € (0, 1) tal que:

%11 — x|
[[xr — x*||

i

(es decir, la distancia a la solucién decrece en al menos en factor constante) para toda k

suficientemente grande.

s Q-superlineal si
[xr41 — x|

lim =0,
ey
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s QQ-quadratic (cuadrética) si
|

[

para toda k suficientemente grande y para alguna M > 0.

= Q-orden de convergencia p (p > 1) si

para toda k suficientemente grande y para alguna M > 0.

R-Razones de convergencia!(Convergencia mas débil).

R-lineal: Sea {v1} una secuencia de escalares no negativos tal que ||x; — x*|| < v, para toda k y

{vi} converge Q-linealmente a cero. Se dice que la secuencia {||xx — x*||} es dominada por {vy}.

1R-root, rafz.
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Capitulo 3
Métodos de Busqueda en Linea.

La ecuacién de recurrencia esta dada por:
Xk+1 = Xg + Ok Pk- (31)

. ., xdetermina la linea de busqueda py,
En cada iteracién: . -
xdetermina el tamano de paso ay.

P« debe ser una direccién de descenso, es decir, kaV fr <0 (f es reducida en cada iteracién).

En general:
pr = —B; 'V, (3.2)

donde By, es una matriz simétrica y no singular.

La diferencia de los métodos de busqueda en linea radica principalmente en la eleccién de Bj:

= Maximo descenso: By = al—kI , con I =matriz identidad.
» Newton: By, = V2 f(x}).

= Quasi-Newton: B, =aproximacién del Hessiano.

Nota: De (3.2) y B definida positiva se tiene:
P, Vi = =Vfi B 'Vfi <0

y por lo tanto, pr es una direccién de descenso.

En los siguientes capitulos se verd como elegir B, pero antes, se vera la forma de determinar el

tamano de paso «ay.
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3.1. Tamano de paso.

Dada una direccién de descenso py, podemos definir la funcién ¢:

(o) = f(xk + axPr), ax > 0. (3.3)

La idea es que:
ag = min ¢(«). (3.4)

En general, la minimizacién en (3.4) es cara.

()

(S
B @ ] !

Minimo local Minimo global

Figura 3.1: Minimizacién de ®.

En vez de minimizar, se elige una secuencia de a’s y se acepta hasta que ciertas condiciones se

cumplan.
Ejemplo:
Dados el intervalo « € [a, b] por biseccién o interpolacion.

La condiciéon de descenso en «y:
f(xk + arpr) < f(xx),

exige reduccion, pero no “suficiente reduccion”.
Condiciones de Wolfe.

aj, debe primeramente garantizar “suficiente descenso”:
F(xk 4+ arpr) < f(xk) + crap V£ pr para alguna ¢; € (0,1). (3.5)
Nota: El lado derecho es la aproximacién de primer orden de Taylor si ¢; = 1.

Entonces, la reduccion a lo largo de pyg debe ser proporcional al tamano del paso.

27



£ <L £

o /J-li‘endiente
A

>

s,

Pasos grandes poco descenso Pasos chicos mayor descenso

Figura 3.2: Tamanos de paso.

A (3.5) también se le denomina condicién de Armijo. (De acuerdo con Nocedal, ¢; generalmente es

pequefia: ¢; = 107%4).
Condicién de curvatura.

El tamanio de paso ay debe satisfacer:

Vf(xx + axpr) pr > 2V £ pr, (3.6)

para alguna constante ¢z € (c1, 1), con ¢1 en (3.5).

) = e+ ape)

Deagu v

para arriba u/ Pendiente de cada

Tangente
Pla,)

Explicacign: (e} = YAz + opn)

Figura 3.3: Condicién de curvatura.

iLo que se busca es que la pendiente en el nuevo sitio xp 1 = X) + apy sea mas positiva que en x!

al menos ¢y veces.

Luego, las condiciones de Wolfe son:

f(xk + arpr) < f(xk) + 1oV fi pr (3.7)
PrVf(xr + arpr) > 2V fipr con0< e <ey < 1. (3.8)
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Condiciones “fuertes” de Wollf.

«y, debe satisfacer:

f(xk + axpr) < f(xx) + cLoxV il i (3.9)
IV f(xr + arpr)| > col[VfEPr| con 0< e < ey < 1. (3.10)

La diferencia con las condiciones anteriores normales (6 débiles) de Wolfe es que no se aceptan

derivadas ¢'(ay) muy positivas.

()

& ‘ / )
Intervalos de aceptacidn.

B(a)

Intervalos de aceptacion

Pide que & nos lleve a una vecindad de un minimo local

Figura 3.4: Condiciones “Fuertes” de Wolf.

Las condiciones de Wolfe son invariantes a escala, es decir, multiplicar la funcién f por un escalar

no afecta.

Nota: Valores tipicos de ¢; y ca.

Newton | Gradiente Conjugado
c | 1074 1074
Co 0.9 0.1
Condiciones de Goldstein.
« debe satisfacer:
FxR) + (1= )V fiipr < f(xk 4+ axpr) < f(xk) + corV fi xp, (3.11)

con0<c<%.
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Primera inecuacién: Condicién de suficiente descenso.

Segunda inecuacion: Introduce control en el tamano de paso.

lT ¢ () =flxropy)

el minimo global es excluido kl/
—i b ——

b=t
&

Intervalos de aceptacion

Figura 3.5: Condiciones de Goldstein.

Backtracking.

Backtracking es un algoritmo para elegir o’s dispensando (3.8).

Algoritmo:

Elijaa@ >0, p,y c€ (0,1) y ponga o «+ @

Repita hasta f(x; + apk) < f(xx) + caV fxy,
a — pa

End (Repetir)

Termine aj, «+— «

La idea es iniciar con a grande o con un método Newton! (o = 1) y p € [pi0, pni] con 0 < pjp <
pni < 1.

Método de descenso. (eleccién de py).

= Por coordenadas.

» Maximo descenso.

Maximo descenso.

Problema en una dimension.
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x, X

X X
Por coordenadas Maxime descenso

Figura 3.6: Métodos de descenso.

A = min ¢(Oé)7
o

donde ¢(a) = f(x1,) + apy.

Caso cuadratico:

m(0) = fxi +apr) = f) + 0V f(xi) P + 50°pE Y xi)p

Solucién cuadrética:

V f(xx) " P

om(a) — Y\ rk) Pk
Pi V2f(xk)Pk

min, m(a), entonces: =5 = V f(xx) ' pi, + api V2 f(xx)pr =0 = a =

Otra forma:

Suponga f(x) = %Xf@xk +bTx; + ¢, donde @ es una matriz definida positiva, entonces f'(xy) =
Qxj + b, luego oy, resuelve:

Q(xx + axpr) +b =0
de donde:

Qxp +b+arQpr =0,

———

I (xk)

multiplicando por pj se tiene:

arp Qpr + Vi pr =0
de aqui que:
Ve

P/, QpPk

o =

Una forma més:
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Jia

Fi

Figura 3.7: Maximo descenso.

Si aj minimiza en la direccién pg, entonces: (f,/€+1)Tpk = 0, es decir, son ortogonales, luego:

[Q(xx + api) + b] pi. = [Q(xx + api)) P + b pi. = (Qx1, + b) ' pr + ap Qpr =0

luego:
Vipr+aplQpr =0
de donde:
_ kaTpk
ngpk

3.2. Algoritmos para seleccion del tamano de paso.

Interpolacién.

Suponga que el tamafio de paso inicial es g (initial guess). Si se cumple:

d(a) < ¢(0) + crao9’(0),

se acepta, es decir, ay = ag. Sino, sabemos que en el intervalo [0, ag] existe un tamano de paso acept-
able, luego se puede calcular una estimacién (segunda aproximacién) por interpolacién cuadratica,

minimizando:
(Z)q(a) _ <¢(O‘O) - QS(Og - O‘OQI) (O)> 042 + QS/(O)O( + ¢(O) (312)

Qg

donde ¢4(0) es una construccion que cumple: ¢4(0) = #(0), ¢, (0) = ¢'(0) y ¢;(0) = ¢"(0)

Nota:
s Aproximacién de 2° orden:

Bafe) % 6(0) + a9/ (0) + 50%6(0)
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» Aproximacién de 22 derivada por diferencias finitas:

~ $(a0)—¢(0)
() = ==
0(a0)—9(0)

gr(ey = 25) [Steo)=e0)=cod'@)].

20 ag

Dlay)

1 (0)

Figura 3.8: Aproximacién de segunda derivada por diferencias finitas.

Luego, el minimizador de la cuadratica define el nuevo valor a;:

—¢'(0)ad
2[¢(a0) — #(0) — ape’(0)]°

min ¢4 (o) — a1 =
«

Si se cumple la condicién de suficiente descenso, se acepta a;. Si no cumple la condicién de suficiente

descenso, es decir, si
¢(a1) # ¢(0) + craod’ (0),
as se calcula como minimizador de ¢, que es la aproximacién ctibica
be(a) = aa® + ba? + ag’(0) 4+ ¢(0),
donde:

a | _ 1 aj  —af ¢(a1) — ¢(0) — a1¢'(0)
b ada?(a — ap) 5 af P(ag) — #(0) — apg’(0)

—Qp o

Diferenciando ¢, respecto a aw, el valor que cae en el intervalo [0, aq] es:

b+ /0%~ 3ad'(0)
- + .

Q2

El proceso (interpolacién ciibica) se repite hasta que la condicién de suficiente descenso se cumpla.

Otras estrategias:

Otro caso: Dado un intervalo [a,b]: a < ag < b, y asumiendo conocidos ¢(a;—1), ¢'(c;i—1), ¢(a;) y
@'(av;); utilizando una interpolacién cibica:

¢'(ai) +da — dy
¢ (i) — ¢ (@i-1) + 2da

aip1 = o; — (o — 1)

33



con
di = ¢ (ci_1) + ¢ () — gbim1—¢(o)

Qj—1— Qg
1

dy = [d} — ¢/ (vi1)¢' (ci)]=.

Para el tamano de paso inicial:

= Asumir que el cambio de primer orden en la funcién al iterar x; serd la misma que la obtenida
en el paso previo. En otras palabras, escoger ag tal que aoVfIpy = ar_1Vfi_ pr—1. De

aqui que:

kaTf1pk—1

Qp = Qg—1 kaTpk

= Interpolacién cuadrética de fr_1,fx y ¢'(0) = V I pi, y definir ay como su minimizador.

o — 2(frx — fr—1)
’ ¢'(0)

Converge superlinealmente, esto es, si tomamos: ap = min(1, 1.01«yg), este paso serd eventual-

mente aceptado.

Bisqueda en linea para las condiciones de Wolfe.

Para c1, co tal que 0 < ¢; < ¢3 <1y p es una direcciéon de descenso y f es acotada por abajo en la
direccién p, (f(x) > ¢ > —o0 Vx).

El algoritmo tiene dos etapas:

= intenta una «; inicial y se mantiene incrementando hasta encontrar un paso aceptable 6 un

intervalo que lo contiene.

= Si se tiene un intervalo, invoca a una funcién zoom que sucesivamente decrece el tamano del

intervalo hasta que un tamano de paso es identificado.

Algoritmo 3.2 (Bisqueda en linea).
Set ag « 0, choose a1 > 0 and amax
11

Repeat
Evaluate ¢(a;):
(1) If [¢(a;) > ¢(0) + 100" (0) or (¢(vi) = P(vi—1) and i > 1)]
o, —zoom(a;_1,0;) and stop;

Evaluate ¢'(o);
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(i) IF [ ()| < —c2¢/(0)
set a,, < a; and stop;
(iii) If ¢'(c;) >0
set ., <—z00m(ai7 ai,l) and stop;
Choose ;11 € (@, max)
1— 1+ 1;
End(Repeat).

En la llamada a zoom el intervalo (c;_1, ;) contiene el paso deseado.

(1) Viola suficiente descenso,
(i) ¢p(ai) = ¢(ai-1),
(i) ¢'(a) = 0.

Funcién zoom(a,, ap;) donde agp < e < ap;

Repeat

Interpolar usando (cuadrética, cibica 6 biseccién) para encontrar un

o de prueba: aj, < aj < ap;
Evaluar ¢(a;);
If [¢(aj) > $(0) + cio;¢'(0) or ¢(a;) = plauo)]
Qhi < Q53
else
Evaluate ¢/ (a;);
If |¢'(aj)] < —€29'(0)
set a,, + a; and stop;
If ¢'(o)(ani — o) >0
Qhi < Qo
Qo — Oy

End (Repeat)
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Capitulo 4

Métodos de Region Verdadera.

Métodos de bisqueda en linea.

= Generan una direccion de descenso.

= Encuentran un tamano de paso a.

Los Métodos de Regién Verdadera (MRV) definen una regién alrededor de la iteracién actual y luego
ajustan el modelo y lo minimizan. Los MRV eligen simultaneamente la direccién de descenso y el

tamano de paso.

El tamano 6 radio de la regién verdadera es clave:

= muy chica pierde la oportunidad de hacer un buen avance en la minimizacién de la funcién

objetivo.

= muy grande, el modelo puede ser muy diferende de la funcién objetivo, lo que complica la

minimizacién en la regién verdadera.

Construccién de un modelo de f:

1
my(p) = fu + Vi p+ §PTV2fkp7
donde V2f;, es el Hessiano de f; o mejor atn:
1
m(p) = fu + Vi p+ §pTBkP,

donde By, es una matriz definida positiva. En general esperamos By =~ V2 fj.
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e, region verdadera

Ay "_ métodao de basgueda en linea

k

paso de region
verdadera

Figura 4.1: Métodos de Regién Valida.

El problema de regién verdadera se puede escribir como:

, 1
min mi(p) = fi + VSip+5p o SA. ol < As, (4.1)
donde Ay, es el radio de la regién verdadera, y || - || es la norma euclidiana, (||p||> = p”p).

MRV consiste en minimizaciones sucesivas de (4.1).

El caso trivial de (4.1) es cuando By, es definida positiva y || B 'V fi| < Ag, en este caso:

B ~1
Pr = _Bk vfk7

y p}f es el paso completo. En otros casos, esa solucién no es obvia.

Nosotros buscamos una solucién aproximada (como en el caso de los métodos de bisqueda en linea).

Radio de la Regién Verdadera.

Definimos la razén py como:
fGk) — f(xk + Pr)
my(0) — mi(pk)

P = (4.2)

En (4.2) el numerador es la reduccién real, el numerador la reduccién predicha (> 0) y py es el

minimizador de my,.

Para pj, tenemos lo siguiente:

= Si pr < 0 entonces fi, < f(x + px). Es necesario reducir Ay, y desechar py.
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s Sip=1el modelo my “ajusta” bien a fj y se puede expandir el radio en la siguiente iteracion.
s Sip= 0 ajustar Ay (reducir).
» Si0 < pr <1 acepto Ag (no modificar la regién).

= Sip>1 acepto Ay (posiblemente aumentar Ay).

Algoritmo 4.1 para ajustar Ay.
Dado A > 0 (radio maximo), Ag € (0,A) y n € [0, 1);
for k =0,1,2,...
Obtener py, (approximadamente) resolviendo (4.1) (satisfaciendo pj > 0);
Evaluar p; de (4.2);
if pp < §
Apg1 = iHPkH
else

if pr > § and [[pe|l = Ay
Aj+1 = min(2Ag, A)
else
Apg1 = Ay;
if p >

Xk+1 = Xk + Pk

else
Xk+1 = Xk
end (for)
Nota:
El tamano de radio se incrementa solo si ||pg|| = Ag. Si es menor, lo dejamos.

En la siguiente seccién se verdn algunas estrategias para aproximar el minimo para (4.1).
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4.1. Punto de Cauchy.

Un método para calcular py es punto de Cauchy.
Célculo del punto de Cauchy:

Encuentre pj, que resuelve la versién lineal de (4.1), esto es:

pi =arg min fi+Vfip SA p'p<A; (4.3)

Calcular el escalar 73, > 0 que minimiza my(7p3) sujeta a la regién verdadera, esto es:

T = arg mgglmk(Tpi) SA. ||mpill < Ag; (4.4)

Hacer pg = TP}

De hecho, es fécil escribir una forma cerrada del punto de Cauchy. La solucién de (4.3) es simple-

mente:
Ay,

IV £ill

P, =— V fr

Para obtener 75, explicitamente, consideraremos los casos V f,? BVf, <0y V fkT BV fr. > 0 sepa-

radamente. El primer caso es cuando la solucién cae dentro de la regién verdadera, y en este caso:

Ay

c
Py = Tk Ve
IV fill
donde
{ 1 si VIIBLV fr <0
Tk = ‘ IV fill® )
min (Aka{;”Bkak ,1) en otro caso.

En el segundo caso my(7p;) es convexa y cuadrética, entonces 7y es el minimizador de la cuadrética

o el valor de frontera 1, esto es:
) 1
Tk = min fi, + T(p7) Vi + 572(pZ)TBkPZ-
Derivando respecto a 7, e igualando a cero, tenemos:

(Py)" Ve +7(P;) Bipj =0

de donde: "
_ —(PR)"Vik
(P3)" Brpj,
sustituyendo
s V [
Pr = Ao
: IV fil
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tenemos:

T =

AV

_ IV fell?
i VBV AV BV fil

. Region verdadera

contornos de my,

g -
R |

minimizacion cuadratica

Figura 4.2: Punto de Cauchy.
El método Dogleg. (“del camino torcido” ,Dogleg = pata de perro)

Revisar el efecto del radio A de la regién verdadera en:

, de 1
min mg(p) ] fe +VHp+ -p'Bip
peR™ 2
donde By, es el Hessiano.

Cauchy:

= Si A es muy pequena el efecto del término cuadrético es despreciable, luego, my(p) puede

pH(A) ~ AT

aproximarse muy bien por el término lineal y la soluciéon éptima estard dada por el punto de
IV
dado por:

para A pequena, con ||p|| < A.

B _
P
y la solucién éptima sera:

= Para A suficientemente grande, si B es definida positiva, el minimizador es el punto de Newton,
—B,: 1ka

P (A) =p;

st [pxll < A
= Para A intermedios se tiene una trayectoria curva.

Una mejor aproximacién que el punto de Cauchy para A’s no necesariamente chicas es

U _ g"

~ ¢TBg

g donde g “y f
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Trayectoria curva de 2
dependiendo del A

Figura 4.3: Punto de Cauchy y solucién de Newton.

trayectoria curva

\‘..‘ ;! ___:_:__=—=-"""‘
L A
“\‘_.' p.B
N paso completo
. & g .
P \\\_g
po R

Figura 4.4: Método de Dogleg.

que es la solucién de my(p) en la direccién de V fi sin restricciones.
Es posible crear un conjunto de soluciones usando pU y p? (con combinaciones lineales de ellas.)
Dadas pY y p?, sea 7 € [0, 2]

p(7) =

mpY 0<r<1
pY + (1= 1)(p? —pY) en otro caso

El método Dogleg elige p como el minimizador del modelo m:

1
. T T
== - B
min m(p) = fi+ g p+5p Bp,

a lo largo de la trayectoria definida por (4.7) sujeto a la restriccién de la regién verdadera.

Dado que la trayectoria intersecta a lo mucho una vez la frontera de la region verdadera, este punto
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puede ser calculado analiticamente.
Es posible demostrar que m(0) > m(pY) > m(p?).
Lema 4.1.

Sea B definida positiva. Entonces:

i) ||p(7)]| es una funcién incremental de 7, y
1) m(p(7)) es una funcién decremental de .
Prueba:
Para 7 € [0, 1] es f4cil probar y ver para 7 € (1,2].

Para i) definamos:

1
h(a) = §IIPU +a(p? = pY)||? con a > 0

1 1
= §||pU||2 +a(”)"(p? -pY) + §a2llpB -pY|I?

luego calculando h'(a):

W (a)=pY (" - pY) +alp? - pY|?

tenemos:
T T
s ZpU pU_pB __ 99 gT(_ g9 g+B_1g> _
A (1 (9792 > -0
g7 Bg (9" Bg)(9"Btg)) ~

Para i) definimos B(a) = m(p(1+ «)) y se muestra que f’(a) < para « € 0,1 sustituyendo (4.7) en
(4.5) y diferenciando respecto al argumento.

Luego, siguiendo del Lema 4.1: p(7) intersecta la regién en un punto si ||p?| > A y en ningtin lugar

en otro caso.

El valor de 7 para el caso de interseccién resielve la ecuacién cuadratica:
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Ip” + (=" -pY)|I* =

vectoralcuadrado

A2
~~

radio

Algoritmo Dogleg. Finalmente el algoritmo estd dado por:

Dada una A calculada con el procedimiento de regién verdadera:

a) Calcular p¥, pZ:
T def
V= _7%“ng (—g‘) con g = Vf

b) Luego:

Silpfll <A — p* =p”
i pV) > A — p* = —AgZy
Sino (otros): p* = p(7*) donde 7 resuelve ||pY + (1 —1)(p? —pY)||? = A2, S.A. 7 € [1,2].
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Capitulo 5

Métodos de Gradiente Conjugado.

Utilidad:

= Resolver sistemas lineales grandes.

= Problemas de optimizacién cuad’ratica (no lineal).

Tres definiciones importantes:

» A es definida positiva y simétrica si: xT Ay = y? Ax (simétrica), y xTAx > 0 (xTAx = 0 &
x =0)

» SixTAy =07y x #y entonces x y y son A—conjugados.

s Siy’x=x"y =0y x #y entonces x y y son ortogonales.

Maximo descenso

Problema con A definida positiva:
minyexn f(2) = xT Ax —x'b, (5.1)

equivale a resolver:

Formula iterativa de actualizacion de x:

Xpt1 = X + @ Pks (5.3)
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Figura 5.1: Actualizacién de x en método de descenso.

donde oy, es el tamano de paso y px es la direcciéon de descenso.

Asumiendo py como una direccién de descenso, el cdlculo del tamano de paso «y, satisface:
X .
ay = ming f(Xx + apg),
o lo que es lo mismo:

PLgii1 = 0 = pig(xk + arpk) = 0.

El gradiente en xj1 es ortogonal a la direccion de descenso actual.

ggﬂpk =0= (Axp41 — b)TPk =0
[A(x), + arpi) — b]" pr =0

[Axy, + arApy —b] pr =0

Pi [k Apy + 1] =0

luego:
T
Py 8k
Q. — (54)
P Ap
En particular para py = —g:
- BiBE (5.5)
8rAgk

5.1. Meétodo de Gradiente Conjugado lineal.

Direcciones principales de A definida positiva.

Si descendemos por las direcciones correspondientes a los eigenvectores podemos minimizar f (o

resolver g) en a lo mds jn iteraciones! usando pasos de mdximo descenso.

45



§=[8,5,,....,8,] donde 1= rank(a)

Figura 5.2: Direcciones principales.

desafortunadamente, el célculo de los eigenvectores (vectores propios) es tan costoso como resolver

el sistema con el método de Gauss.

Direcciones conjugadas de A definida positiva.

Curvas de nivel,
por gjemplo

; FAr-b=1

AN
\ elipsoides
\. v

Figura 5.3: Direcciones conjugadas.

= Una linea ¢ orientada conforme un vector cualquiera v, cruza a lo mas en dos puntos cualquier

curva de nivel de la forma cuadrética x¥ Ax.

= Cada linea ¢; de la familia de curvas L = /4, ..., {,, orientadas por v,, también cruzan las curvas

de nivel de xT Ax en a lo més dos puntos.
= Los puntos medios de las cuerdas estan alineados y orientados por vs.

= El punto medio de la cuerda que pasa por el origen o centro de las curvas de nivel x* es x*.
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Figura 5.4: Propiedades de direcciones conjugadas.

Las direcciones vy y vi son A—conjugadas, es decir:
V2AV1 = 0, (56)

ino necesariamente ortogonales! (vivy # 0).

El ndmero de direcciones conjugadas de una matriz A positiva definida es igual a rank(A) (rango
de A).

De nuestro ejemplo, vemos que las familias de direcciones conjugadas posibles en A es infinito y

depende de mi vector inicial v;.

El procedimiento de méaximo descenso a lo largo de las direcciones conjugadas minimiza f en el
nimero de pasos igual al nimero de direcciones conjugadas jrank(A)!.

iEl problema ahora es como calcular las direcciones conjugadas!.

Sea py la direccién anterior de descenso, la nueva direccién pgy1 debe ser conjugada, es decir,

pr Apji1 =0. (5.7)

La nueva direccién pg41 la elegimos como una combinacion lineal del gradiente en x;41 y Pk:

Pi+1 = —8k+1 + OPk, (5.8)

sujeta a (5.7):
Pir1A(—8kt1 + BPr) = —8r+1APk + AP} APk

Por lo tanto: T 4
-8 Pk
B= bt 22, (5.9)
Py Apy

Si A es positiva definida, el cdlculo del gradiente puede ser facilmente actualizado usando:

ght1 = AXpy1 — b = A(xp + arpr) — b= Axy — b+ ap Aps.
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entonces:

8k+1 = 8k + APk (5.10)

De (5.10) podemos ver que o Apx = gr+1 — k-

Luego, la férmula para g3,

Bors gr 1 APk
1=
T peTApy
puede ser simplificada, de (5.10) tenemos:
1
Apr = —(8k+1 — 8k),
875
luego
g%ii,laik(gk-‘rl - gk)
ﬂk+1 = 1 )
el - (k1 — 8k)
donde

811 (8ht1 — 8k) = 8 418k+1 — Bhy18k-

Teorema 5.2. Sea xo € ™ un punto de inicio y suponga que la secuencua {x,} es generada por el
algoritmo de direcciones conjugadas, entonces:

gipi=0 parai=01,...k—1 (5.11)

“Todos los residuales son ortogonales a todas las direcciones previas de bisqueda”.
Prueba:

Asumiendo que ay es el minimizador. Tenemos que gf pp=0, luego por induccién construimos la

hipétesis g}, p; = 0, luego:

pf,lgk = qu(gk—l + Oék—1p;‘£,114pk—1) =0,
para la i—ésima direccién (p; con ¢ = 0,1,...,k —1):

plegr =pl'gr 1 +ar_1p! Apr_1 = 0.
—— ~——

=0 =0
Por lo tanto: p? g = 0. ¢
Nota: p! Apx_1 = 0 porque todas las direcciones son conjugadas.
Teorema 5.3.

Todos los gradientes (residuos) son ortogonales, esto es:

glgi=0 parai=0,1,...,k—1. (5.12)
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Prueba:

Por el Teorema 5.2 tenemos que g{pi = 0 para ¢ = 0,1,....k — 1. Usando p;

tenemos:

gi(—gi +betapi—1) = —grgi+ 6 glpi =0.
——

=0portma.5.2

Por lo tanto, gf g; = 0. &

Usando el teorema 5.3y 5.2y px = —8r_1 + OBPr_1

T
8r118k+1
Br+1 = ol o
g 8k+1

Algoritmo 5.1. Gradiente Conjugado. (versién preliminar).

Dado xg;
Poner gy = Axg, po = —go y k = 0;
while gi, # 0 (k < rank(A) y |lg| <€)

gL Pk
pi Aps

o = —
Xk4+1 = Xk + QkPk

8i+1 = AXp41 —b

gz+1 Apg
pPi Apk

Br+1 =
Pk+1 = —8k+1 + k1P
k=k+1

end (while)
Algoritmo 5.2. Versién practica de GC-lineal

Dado xg;
Poner gy = Axp, po = —8o y k =0;
while gy, # 0 (k < rank(A) y ||gk|| <€)

_ Ergk

o =
k p{ Aps

Xk+1 = Xk + agPk

8ik+1 = 8k + arApy

T
8r+18k+1

6k+1 - nggk

Pkt1 = —Ek+1 + Br+1Pk

49

= —g!' + Bpi-1,

(5.13)



k=k+1

end (while)
Sistemas grandes y ralos.

A es una matriz con pocos elementos distintos de cero y con rango rank(A) grande (por ejemplo

digamos Assgxas6 0 mayor) y bandada (sélo tres diagonales son distintas de cero):

F@) =) (9(x) =g(2))* + AY_IVg@)* ..(1)

T

Suponda el problema donde g(z) es una funcién discreta de N muestras (r = 0,1, ..., N —1). Calcular

g(x) usando (1).

N-1 N-1
F@) =3 (92) = §@)* + A 3 (@) — Gz — 1)
=0 r=1
Del procedimiento de minimizacién:
10F(@) _
209(k)

tenemos:

(9(k) = g(k))(=1) + A(g(k) — g(k = 1)) = Mg(k + 1) —g(k)) =0
g(k) —g(k) +2Xxg(k) = Ag(k —1) = Ag(k +1) =0

g(0) 9(0)
T4+A =\ . .
“A 142% - ' ‘
gk=1) | | gk—=1)
Y\ 14+2) =) ) = o(F)
A 14+ ; :
g(N —1) g(N —1)

Almacenar A es muy costoso, mas eficiente es contar con una funcién que calcule el producto de A

por un vector z.

void producto_Az(float *Az, float *z, int N)

{
for (int i =0;i < N;i++)

{
float producto= z[i];
if (i' =0)
producto + = lambdax(z[i] — z[i — 1]);
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if (i <N-1)
producto + = lambdax(z[i] — z[i + 1]);

Az[i] =producto;

} // end for

En el caso de Newton: X1 = xXj + dx41 donde:

§k+1 = A_lgk.
T
818k C oA
5k+1 = 7g£A*1gk gr Sl Ax1T.
g H)+gk—-1
g(k) = gk + )\(g(lkJi_Q))\ ok )) (Gauss — Seidel).

Precondicionamiento.

Cambiar el vector de incégnitas x por X por medio de una matriz C' no singular:

1~

Xx=0x—x=0""%,

luego, del problema cuadratico:

P(x) = %XTAX —xb.

tenemos:

P(X) = %ATC*TAC”% —xTCTp.

Calculando el gradiente (para minimizar):
(c~TAC™Hx =C"Tp.

Ahora, la razén de convergencia dependera de los eigenvalores de la matriz C~7T AC~! en vez de sélo
Al

Debemos elegir C' tal que la nueva matriz sea mas conveniente, es decir, que sea fécil de invertir y
que el nimero de condicién de A sea mucho mayor que el niimero de condicién de C~TAC™!, esto

es: K(C-TAC™!) << K(A).

Nota: Numero de condicién de una matriz A:
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donde A es el eigenvalor mayor, A, es el eigenvalor menor y n = rank(A).

Definiendo M = CTC y aplicando los pasos anteriores para el GC podemos llegar al siguiente

algoritmo:
Algoritmo 5.3. GC-Precondicionado

Given X, the preconditioner M;
Set gg = Axg — b;

Solve Myy = go for yo;

Set po = —go, k = 0;

while (||go]| > € && k < N)

{

T
gr Yk
Pi Apk

o =
Xk4+1 = Xk + Ok Pk
8rk+1 = 8k + arApy

Myp+1 = gr+1 (Solve for yx11)

T
Er41Yk+1
grye

Bry1 =
Pkt+1 = —Yk+1 + Bet1Pk

k=k+1

Para M = I GC-Precondicionado es GC.

Precondicionadores.

No hay un mejor precondicionador.

Puntos recomendables:

» M eficiente, estoess M ~ A~V 6 M 1A~ I.
s Fécil de calcular (rdpidamente).
= Requerimientos minimos de almacenamiento.

= Facil de resolver: My = g.

La eleccion del precondicionador depende del problema.
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My = g es una simplificacién al problema Ax = b. Por ejemplo en caso de imédgenes 6 ecuaciones
diferenciales parciales (un problema més grueso).

Precondicionadores de tipo general.

= Symetric onerrelaxation.
» Incomplete Cholesky (tal vez el més efectivo)
A=LTL Cholesky

A~ LY  Incompleto.

Nota en convergencia de GC.

log(llx-x*llﬁ)

eigenvalores clusterizados!
=

o Teee o

~
o

-5 eigenvalores uniformemente
distribuidos

{ | | B IS W R S
1 2 3 4 5 6 7

iteracion

Figura 5.5: Convergencia de GC.

s Gradiente Conjugado:

2k
K(A)—1
nm—fA<(LLL)|m—fm

K(A)+1
» Steepest descent (en fuertemente convexas cuadraticas):

2
e =13 < (32520) e — 7%

En precondicionador con factorizacién de Cholesky: A = LT L. Si aproximamos L por L (mds rala
que L), tenemos que A ~ LLT. Eligiendo C' = ET, obtenemos M = LLT y

CTAC ' =L 'LL"L T~ 1,

luego la distribucién de eigenvalores de C~TAC~! es favorable. En realidad no se calcula M ex-

plicitamente, sino que resolvemos el sistema My = g usando dos sustituciones triangulares de L.

Problema: Qué tanto se debe truncar el Cholesky? Depende del problemal!
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5.2. Gradiente Conjugado No Lineal.

El algoritmo GC fue estudiado para minimizar funciones cuadréticas convexas. Ahora lo veremos en

su adaptacién a:

= Funciones generales convexas.

» Funciones no lineales.
Propuesta de Fletcher-Reeves (FR).

» «; (que minimiza ¢ a lo largo de py) necesita ser calculada con un algoritmo de bisqueda en

linea.

= g es el gradiente de ¢ en la iteracion k.

Algoritmo 5.4. FR-GC (No Lineal)

Dada xg;

Evaluate fo = f(x0); Vfo =V f(x0);
Set po = —Vfy, k=0;

while (||VEg] > €)

{

Compute ay as the minimum of ¢(xx + axpr)
Set Xk+1 = Xk + Pk

Evaluate V fr11 (6 gk+1)

FR _ g£+1gk+1
k41 nggk

Pk+1 = —8k+1 + ﬂ,ff‘lpk

k=k+1

Si f es fuertemente convexa y cuadratica y «aj es el minimizador exacto, el algoritmo se reduce al
GC-lineal.

Nota: En la eleccion de oy, dado que pr = —gr + ﬁf:Rpk,h luego

gipe = —llgell® + B gk pr-s (5.14)
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Note que si ay es el minimizador exacto g,{pk,l = 0 y tenemos que ngp;c < 0, luego pi es una
direccién de descenso, pero si la bisqueda en linea no es exacta el segundo término en (5.14) puede
dominar y hacer que gfpk > 0, lo que implica que px no sea una direcciéon de descenso. Esto se

resuelve imponiendo las condiciones fuertes de Wolfe.

f(X]C + Ozk;pk) < f(Xk;) + C10ékagI)k (5.15)
IV f(xk + cwpr) Prl < 2| Vi Pl (5.16)

donde 0 < ¢ < e < %

“Cualquier procedimiento de bisqueda en linea que da una ayj que satisface las condiciones fuertes

de Wolfe asegura que py sea una direcciéon de descenso de f”.
El GC de Polak Ribiére. (No lineal).

Es una variante de GC-FR que difiere (como muchos otros) de la forma en que se elige [Gj:

ﬁpR . ng+1(gk+1 — gk)
k — .

(5.17
g{gk )

En el algoritmo 5.3, si f es fuertemente cuadratica convexa, ng+1gk = 0y se tiene:

PR _ aFR
Br =0

i(5.17) y las condiciones de Wolfe (5.15 y 5.16) no garantizan que py sea una direccién de descenso!.

Luego, si definimos el algoritmo GC-PR™, con:
B =max {55, 0},
ahora si, con las condiciones de Wolfe (5.15 y 5.16) pj, serd una direccién de descenso.

La propuesta de GC-Hestene-Steifel (GC-HS) es:

HS _ gl 1(8r+1 — k)
R (g —gr) T

da un algoritmo con propiedades tedricas y practicas de convergencia similares al GC-PR.
Reinicios.

Una forma de “resetear” la memoria de GC es reiniciarlo cada n iteraciones 6 cuando dos gradientes

T
consecutivos sean muy lejanos de la ortogonalidad, es decir: % > v (tipicamente v = 0.1).
k
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MUMERICAL PERFORMAMNCE

Table 5.} illustrates the performance of Algorithms FR-CG, PR-CG, and PR+ without
restarts. For these tests, the parameters in the strong Wolfe conditions (5.42) were chosen to
be ¢, = 107* and ¢3 = 0.1, The iterations were terminated when

17 filoo < 107°(1 + | il),

or after 10,000 iterations (the latter ic denoted by a = ).

The final column, headed “mod,” indicates the number of iterations of Algorithm
PR+ for which the adjustment (5.44) was needed to ensure that 5* = 0. An examination
of the results of Algorithm FR-CG on problem GENROS shows that the method takes very
short steps far from the salution that lead to tiny improvements in the objective function,

The Polak-Ribiére algorithm, or its variation PR+, are not always more efficient than
Algorithm FR-CG, and it has the slight disadvantage of requiring one more vector of storage,
Nevertheless, we recommend that users choose Algorithm PR-CG or PR+ whenever possible,

BEHAYIOR OF THE FLETCHER-REEVES METHOD

We now investigate the Fletcher-Reeves algorithm, Algorithm 5.4, a little more closely,
proving that it is globally convergent and explaining some of its observed inefficiencies,

The following result gives conditions on the line search that guarantee that all search
directions arc descent directions. It assumes that the level set £ = (x : flx) = f(x)) is

Table 5.1 lterations and function/gradient evaluations required by three
nonlincar conjugate gradicnt methods on 4 set of test problems.

Alg FR Alg PR Alg PR+
Problem n g ivi-g itf-g o
CALCVARZ 200 || 2808/5617 | 263175263 | 2631/5263 0
GENROS 500 ff 106BI2151 | 106772149 1
XPOWSING 1000 || 533/1102 | 212473 977229 E]
TRIDIA! 1000 || 264/531 | 2621527 | 264527 0
MSQRTI 1000 || 422/84% | 113231 13231 0
XPOWELL 1000 || 568/1175 | 2127473 97/229 3
TRIGON 1000 || 2317467 092 40792 0
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Problema: Minimizar;U(f(x,y)), donde:

U(f(z,9) = > (flx,y) — glz,y))* + A Yo ()~ fla—-1,y)° +
(=,y) (z,y),(z—1,y)

(f(z,y) = flz,y —1))?

(x,y),(z,yfl)

_ j2mua

DFT{f(z — a,y)} = Flu,v)e
Tarea: Resolver con GC-PR (16x16)

U0) = (fi(x) — falx +X0))%.

X

Para esto, aproxime a%(;) ~ g(z) — g(x — 1). Por ejemplo:
0, —1
d 02
a—alfg(X+X9):f2(X+X(9)—f2 X—|—X .
ts

Probar con § = 0.001, 0.1.
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Capitulo 6

Introduccion al Calculo

Variacional.

= Kl Célculo Variacional nos muesta como encontrar extremos de funciones.
= El extremo de expresiones que dependen de funciones méas que de parametros.
= Estas expresiones se denominan funcionales.

= Los extremos estdn condicionados por ecuaciones diferenciales en vez de por ecuaciones alge-

braicas ordinarias.

6.1. Problema sin restricciones.

Considere la integral simple:
T2
I :/ F(x, f, f)dz.
x1

Aqui F depende de la funcién desconocida f y su derivada f.

Asumamos que f debe pasar por los puntos f1 = f(z1) y fo = f(z2), ahora suponga que f(x) es la

solucién del problema extremo (minimo o maximo).
Esperamos que una pequena variacién en f* no cambie la integral significativamente.
Ahora usamos la funcién de prueba n(z). Si agregamos en(z) a f(x), la integral cambiard en un

monto proporcional a €2 para pequeiios valores de €. Si variamos linealmente €, incrementaremos o

decrementaremos el valor de la integral y de esta manera no serd un punto extremo.
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Nosotros buscamos %k:o = 0 (extremo), lo cual es cierto para cualquier funcién de prueba 7.

En nuestro problema tenemos n(x1) = 0 y n@2) = 0 para satisfacer las condiciones de frontera. Si
reemplazamos f(z) por f(z) +en(z), y f'(z) por f/'(x) + en'(x), la integral se convierte:

T2
I = / F(x, f+en, f' +en)dx.

T

Si F' es diferenciable expandemos por series de Taylor:

Fla,f+en ' +en) = Fla, f, ') + e%F(a:, L+ eaif,F(x, £ e,

donde e contiene los términos de altas potencias, luego
T2
I= / (F +en(z)Fy + en'Fp + €)dz,
1
diferenciando con respecto a € e igualando a cero:

2
/ (nFy +1'Fy)dz = 0.

1

Usando integracién por partes ([ f(z)g(z)dz = F(z)g(z) — [ F(x)g'(x)dz), vemos que:

2

T2 d
| Fpde =@ Fpgz ~ [ o) Fpde

Z1 Z1

Dadas las condiciones de frontera, el primer término es cero, luego la integral se convierte en:

| @) — S Fp e+ o) Py

1

Lo cual es cierto para todas las funciones de prueba 7n(zx), entonces la forma de conseguir el cero es:

d
Fy— —Fp =0.

Esta es llamada la ecuaciéon de Euler para el problema.

Generalizaciones.

La condicién natural de frontera (Newman) Fyy = 0 en & = 21 y & = x5 también resulta en la misma

ecuacién de Euler.

1=//DF(I,y,f,fx,fy)dxdy-
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Usando condiciones de frontera de Newman:

0 0

Fr= 5. =5,

F, =0

Y

La ecuacién de Euler resulta en una ecuacién diferencial parcial.

Problema a resolver con GC-Precondicionado.

Usando como precondicionador un esquema multigrud con gradiente conjugado precondicionado y

el precondicionador un GC (ya no precondicionado).

U = [ [ {0 - gle)? + N F@ )P} dedy. .1

La ecuacién de Euler correspondiente es:

f—g—=AV2f=0. ..(2)

Aproximando por primeras diferencias:

0 YY) — —h, ef
O o) = i TEVZICZRD) gy po—1m Y Az

Usando Aff — AL f = f(z+ 1,y) — 2f(z,y) + f(z — 1,y) (diferencias adelantadas y atrasadas),

tenemos:

9?2  fx+hy) —2f(z,y) + flz—h,
52/ (@ y) = lim (z+hy) (}xl y) + [l y),

luego (2) se puede escribir como:

f(xay) + )\[—f(il' + ]-7y) + 2f(1',y) - f(l' - 1; y)](x-‘rl,y),(ac,y),(x—l,y)EL «— cond. de frontera
A= fl@,y+ 1) +2f (2, y) — f(2,9 — D](eyt1).(2.9),(zy—1)eL < cond. de frontera

En una dimension esto corresponde al sistema lineal

1 =) f(0) 9(0)
A 1420 —A f(1) g9(1)
Y\ 1+2\ =\ : =
f(n—2) g(n—2)
—A 1 fn—=1) g(n—1)

El cual es un sistema lineal jAf = g!. (Las componentes Ao y A,—1,,—1 representan las condiciones

de frontera).
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Ahora discretizando desde un inicio la funcional:

U(f) =D _[f(x,y) - glz,y)* + A > (f(z,y) = fl@—1,))?

Y stackrel(z,y)(x—1,y)€L

+A > (f(z,y) = flz,y = 1))%

stackrel(z,y)(x,y—1)€L
oU(f) _ q.
of(xyy) — 0:

f@y) —g(@,y) + Mf(@,y) = f(@ = L,y) (D) @y),(e-1,9)eL
Sz + Ly) = f@9)) (D) @), e+19)er

)(1)

(=1)(

Obtenemos de

+)\(f(£17 )7 ( -1 )(1 (z,y),(z,y—1)EL

A2y +1) - ( y)(=1

(zy),(z,y+1)€
=0.

iImpusimos las condiciones de frontera al discretizar!.
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Capitulo 7

Métodos de Newton Practicos.

Recordando el método de Newton, la férmula de recurrencia es:
X1 = X + axPr [/ax =1,

luego, para calcular la direccién de descenso py:

1 de
f(xk+Pr) & fu + PLV i + §pgv2fkpk 2 m(P),

donde fi < f(xy)

Luego, haciendo %mk(p) =0, es decir:
vfk + vzp = 07
luego, el paso de Newton p” resuelve el sistema

V2 fipr = =V fi. (7.1)

Note que si el Hessiano V2fj, es definido positivo, podemos usar un método iterativo (GC) para
resolver pY. En otro caso, si V2 f; no es positivo definido o xj, es cercano a un punto singular, pi

puede ser una direccién de ascenso o ser excesivamente largo.

Hay dos etrategias para resolver esto:

» La primer estrategia es resolver (7.1) con GC y terminar si una curvatura negativa es encon-

trada, usando:
—Busqueda en linea.
—Regién verdadera (véalida o de confianza)

Este método es denominado Newton-GC.
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» La segunda estrategia es modificar la matriz Hessiana V?2f; antes o durante la solucién al
sistema (7.1) de tal forma que garanticemos sea positiva definida. Este método se denomina
Newton modificado.

Otros puntos referentes al método de Newton:

= Si el sistema (7.1) no es resuelto exactamente, se calcula una py ~ pffv y se denomina buisqueda

inexacta.

» Generalmente el mayor problema es calcular la matriz Hessiana V2 fy, si no es disponible en

su forma analitica es posible usar técnicas de diferenciaciéon automaticas.

) — Explotar la esparcidad (ralez).
Ingredientes i ] . ) L
— Busqueda inexacta. — Técnicas de diferenciacion.

Los métodos de Newton son los més eficientes y poderosos para resolver problemas sin restricciones
ya sea grandes o pequerios.

7.1. Newton con pasos inexactos.

Cuando detener las iteraciones?. Si nos basamos en el residual
vy = V2 fupr + V fi, (7.2)

donde pg es el paso inexacto. Note que (7.2) es sensible a la escala, luego nosotros terminamos la

iteracion del “solver” cuando

llrxll < mel|V frll, (7.3)

(para reducir el efecto de la escala) donde la secuencia {nz} (con 0 < n < 1 para toda k) es

denominada la secuencia de force.

La convergencia de los métodos de Newton depende de la secuencia de force elegida (ver libro

Nocedal). Para obtener convergencia:

» superlineal 7, = min(0.5, \/||V f«||)

» cuadratica n, = min(0.5, ||V fx|]).

Esto para cuando xj, estd “cerca” de x*. Recordemos que para xj, lejos de x* los métodos de Newton

oscilan o inclusive no convergen.
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Hasta ahora hemos asumido que a; = 1 en

Xg+1 = Xk + QkPk,

donde oy es el tamano de paso.

Podemos calcular ay, tal que corresponda a un método de bisqueda en linea o de regién de confianza.

7.2. Métodos de Newton con bisqueda en linea.

El tamano de paso ay puede ser seleccionado tal que satisfaga

a) Condiciones de Wolfe
b) Condiciones de Goldstein

¢) Backtracking - Armijo.

En todos los casos, ai = 1 debe ser la primera opcién.
Newton-GC con busqueda en linea.

pr es calculada usando GC truncado, pardndolo cuando se satisfaga (7.3) é en cuanto una direccién
de bisqueda del GC con curvatura negativa sea generada (V2f), puede no ser positiva definida y
hace fallar el GC).

Para usar GC (que resuelve sistemas de la forma Ax = b), hacemos A = V2f;,, b= —Vf. y x = p;.

Denotamos por {x"} y {p(?} las secuencias de solucién y direccién de descenso internas de la
iteracién de GC, usadas para encontrar py (diferentes) y x; (la x(* sera p;). No confundir con
{xx} v {pr} del método de Newton.

Hay tres requerimientos en GC para resolver (7.1)

(a) El punto de inicio de la iteracién en GC es x(©) = 0.
(b) Prueba de curvatura no negativa. Si la direccién p(*) generada por GC satisface:
(PNTAp® <o, (7.4)

checamos si es la primera iteracién (i = 0), si si, completamos la iteracién (primera). Si no,

detener el GC y x(*) es el resultado xf (final).

(c) El paso de Newton pj, = x(/) donde x(/) es la iteracién final de GC.
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Si la condicién (7.4) no se satisface, continuamos con nuestra iteracién de GC.
Algoritmo 7.1. Método Newton-GC con buisqueda en linea.

Dado un punto inicial xg;
for k=1,2,..

Calcular la direccién de descenso py mediante GC para V2 fi.pr = —V fx, con punto de inicio
x(© y terminar GC cuando ||rg|| < min(0.5, ||V f])||V fxl, 6 si se encuentra una curvatura en
p¥ no positiva.

Poner x;11 = xj, + arpk, donde oy satisface las condiciones de Wolfe, Goldstein 6 Armijo-
Backtracking.

end (for)

Este método se comporta bien para problemas grandes, sin embargo, cuando el Hessiano V2 fj, es casi
singular, la iteraciéon Newton-GC puede ser excesivamente larga requiriendo muchas evaluaciones de

la funcién.
Una mejor opcién serd un método de regién de confianza Newton-GC.

Métodos de Newton Modificado.

» En muchas aplicaciones es deseable usar técnicas de dlgebra lineal para resolver (7.1).

7

= Si el Hessiano no es definido positivo 6 es casi singular, este puede ser modificado antes o
durante el proceso de solucién para asegurar que py, satisfaga idénticamente (7.1) excepto por

que la matriz de coeficientes es reemplazada por una aproximacion.

» El Hessiano modificado:

{ — Matriz diagonal positiva. — Matriz completa del verdadero Hessiano.

La informacién de la transformada rapida de Fourier (FFT) estd en el Numerical Recipes C. La FFT
es un algoritmo para calcular eficientemente la transformada discreta de Fourier y esta definida para
datos unidimensionales cuyo tamano es potencia de 2.

Ademsds la DTF impone condiciones de frontera periédicas.

rw) =3t = [ T f@)e T ds
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oo

flx)=F YF} = / F(u)e??™ dy

—0o0

N-1 N
Fy=DFT(f) =Y fre X"
x=0

N-1
1 j2rus
Ji =IDFT(F) = = Y ' Fe v

u=0
donde j = v/—1.

fzy - A(fz+l,y - 2fr,y + fz—l,y) - )‘(fm,y—H - Qfac,y + fz,y—l) = Gzy (1)

N—-1[M-1 N-1 N ) (/\ H
—j2mvy —j2mux -~ —j2mux -~ —j2ru(z—
DFT{ferl,y} = § § ferl,ye N e N = § for10e” ¥ = § f}:q,e N
=0 -

=0 Ly=0

r=1
N ~ N ~
~ j2mu —j2mux j2mu -~ —j2rux j2mu
:EfAeNeN :eNEAeN =e N F,
z,v x,v
=1 =1
Aplicando DFT a (1):
i2mu —j2mu j2mv —j2mv ]
Fu,v - A |:Fu,ve N = 2Fu,v + Fu,ve N :| - A |:Fu,ve Mo — 2Fu,v + Fu,ve M = Gu,v

2mu 270\ \ |
Fyy {1 + A (2 — 2cos <N)> + A <22cos (M)> = Guw
Fuu [1023 (1—cos [ Z)) 12 (1—cos (Z2))] = ¢
o cos | cos | =~ | = Guo

Asi pues: Fy, = g” , v podemos resolver My = r haciendo:

R =TFFT(r)
y=12
y = IFFT(Y)

Algoritmo 7.2. Newton Modificado con bisqueda en linea.

Dado un punto inicial xg;
for k=1,2,...

Factorice la matriz By, = V{ x;) + Ey, donde Ej, = 0 si V2f(xy) es suficientemente definido

positivo. En otro caso Fj se elige tal que By sea suficientemente definido positivo.

Ponga xj4+1 = xi, + aipr donde oy satisface las condiciones de Wolfe, Goldstein o Armijo-
Backtracking.

66



end (for)

La eleccion de Ej es crucial para la eficiencia del método.

Tarea: Problema 6.1 del Nocedal. Programe Newton-GC para
1
f(x)= §XTX +0.250 (xT Ax)?

donde ¢ es un pardmetro y

que es estrictamente convexa.

Punto inicial: x = [cos 70°, sin 70°, cos 70°, sin 70°]7. Tratar o = 1 y mayores.

7.3. Técnicas de Modificacion del Hessiano.

Modificacién de Eigenvalores.

Considere la factorizacién (SVD)
n
V2 =QAQ" = Z i
i=1
donde:
A = Matrix diagonal de eigenvalores = Diag(\1, Mg, ..., A2),
@ son los eigenvectores por columna y
Q7 son los eigenvectores por renglén.

Una opcién es tomar los eigenvalores negativos y hacerlos positivos tal que V2 f;, sea ahora definido

positivo.

Por ejemplo:
V] = Diag(10,3,-1) y Vfi = (1,-3,2).
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Luego, el determinante de V2 f;, es negativo, luego, no es definido positivo, entonces hacer:
E, = DZClg(O, 0, +A3 + 6)7

donde 4 se elige como & = /u con u igual a la mayor precisién de la computadora (por ejemplo:

Vu =107%), luego:
By = diag(10, 3, \/u).

Note que By, es claramente definida positiva.

Anadiendo un miltiplo de la identidad.

Ey :v2f7€+7-la

con 7 constante. En Ej, recorre todos los eigenvalores.

Por ejemplo:
7 =méx(0, — A\ip (4)). (7.5)

Asegurando que I produzca una matriz suficientemente definida positiva.
» El problema con (7.5) es que en general no tenemos una buena estimacién del eigenvalor mas

pequeno de Vi.

» Una estrategia: el eigenvalor mayor en valor absoluto de una matriz A esta acotado por la
norma de Frobenius ||A| r, definida como: ||A||% = Zij(aij)Q.

Cholesky con Identidad Aumentada. Sea A =Ave fr-

Poner § = ||A||lr

if min(a;) >0
70+ 0

else

8

TO<—§

end (if)
for k=1,2,...

Usar Cholesky para factorizar en L, LLT = A+ 7,1
if La factorizacion fue exitosa

stop y regrese L
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else
Tr+1 — max (27, g)
end (if)
end (for)

Esta estrategia es simple, pero presenta dos problemas:

= 7 puede ser innecesariamente grande.

= Cada iteracién de 7 requiere una factorizacién numérica completa de A + 741

Factorizacién de Cholesky Modificada.

= Garantiza que los factores de Cholesky existan y con norma cercana al Hessiano actual.

= No modifica el Hessiano si es suficientemente definido positivo.

Sea una matriz A simétrica y positiva definida, luego, A = LDL” donde L=triangular inferior con

unos en la diagonal y D es una matriz diagonal.
Algoritmo 7.4. Cholesky (A = LDLT)

for j=1,2,...n
¢jj = aj; — 2021 o3
dj = cjj
fori=75+1,...,n
Cij — = A2y dilisls;

lij — 7,

end (for)
end (for)
1 0 O d 0 0
L= 621 1 0 D = 0 dz 0
l31 32 1 0 0 ds

Nota: Si se desea la factorizacién estdandar A = MMT hacemos M = LD%. Si A es indefinida,
A = LDL" puede no existir y el algoritmo 7.4 es numéricamente inestable porque L y D pueden
convertirse arbitrariamente grandes.
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El siguiente algoritmo modifica A tal que:

1 No sea muy diferente de la A original.
2 Los elementos de D y L no sean muy grandes.

3 Todos los elementos en D son suficientemente positivos.

Algoritmo 7.5. Cholesky Modificado (pagina 148)

Dados § >0, 8 >0
for k=1,2,...,n

Ckk = Qkk

end (for)
Encontrar el indice ¢ tal que |cqq| > |ciil
Intercambiar renglén y columna i y ¢ para q # i

for j =1,2,...,n (calcula la j—ésima columna de L)

for s=1,....57—-1

s
ejs — d”;

s

end (for)
fori=j+1,...n
Cij = @iy — 2021 LsCis;
end (for)
0; «— 0;
if j<n
0 — max;j<i<n |cijl;
end (if)
d; — méx{|ci;], (%)%, 6}
if j<n
fori=45+1,...,n
2.
Cii = Cii — 3.}
end (for)

end (if)
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end (for)
Pardmetros:

Sea u la precisién de la computadora, entonces
0 = umdx(y(A) +£(4),1),

donde v(A) y £(A) son:

» y(A) = maxi<;<n |a;;| < méximo en la diagonal de A.

v §(A) = méx;»; |a;;| < maximo fuera de la diagonal de A.

Para ( (sugieren Gill, Murray & Wright)

8 = méx (wA),f(—A)l,u)%.

Otras modificaciones (ver Nocedal):

s Gershgorin’s

» Factorizacion simétrica indefinida.

7.4. Meétodos de Newton de Region Valida.

A diferencia de los métodos de buisqueda, no se requiere que el Hessiano sea definido positivo.

Podemos usar directamente by, = V2 f;, para resolver el modelo:

. def 1
minpesnmi(p) 2 fr + VD + §pTka SA. |p| < Ak

Si V2 fy, es no definido positivo, podemos usar una modificacién (ver lo anterior) que si lo sea (By).

El paso de dogleg estd (como antes) dado por:

_ Y 0<7r<1
p(T) = :

pU+(r—-1)pPP-pY) 1<7<2

y By, una aproximacién del Hessiano V2 fy,, luego:

. 1
minpmi(p) = fr + Vfip+ §pTka SA. |Ip| < A,
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Regiin de
confianza

\/\ g 7~ f m

e

Figura 7.1: Paso de dogleg.

donde p € span{V fr,p?} (span{V fr,p?} es el subespacio que contiene todas las combinaciones
lineales de V fi y p?).

Definicién:
Subespacio de Krylov de grado k para rg:
1) def k
R(ro; k) = span{rg, Aro, ..., A%rp},

donde span{po, 1, ..., Px} €s el conjunto de todas las combinaciones lineales de po, p1, ..., Pk-
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Capitulo 8

Calculo Numeérico de Derivadas.

Muchas veces las derivadas de funciones no pueden ser calculadas analiticamente o son muy dificiles.
Algunas técnicas para calcularlas son:

= Diferenciacién Finita.
= Diferenciacién Automética.

= Diferenciacién simbdlica.

Diferenciacion Finita:

Tiene sus raices en la serie de Taylor.

Of _ f(x+ee;) — f(x—ee;)

~
~

aiEZ' 2€ ’

donde € es un escalar pequefio y e; es el i—ésimo vector unitario. Por ejemplo, en 13, e; = [1,0,0]7.
Diferenciacién Automatica:

Descompone el cédigo para evaluar la funcién en operaciones aritméticas elementales a las cuales le
aplica la regla de la cadena.

Diferenciacién Simbdlica:

Manipulacién de la expresion algebraica de la funcién para producir una nueva expresion algebraica
de la derivada.
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8.1. Aproximacion por diferencia finita.

Una forma popular de diferenciacion es la derivada de un lado.

of _ flx+eei) — f(x) (8.1)

ox; €

~

o0x; €

0f _ F(x) = flx—ce))

El gradiente se calcula aplicando la férmula para i = 1,2, ...,n donde x € R™.

Anélisis de la diferenciacién finita del Teorema de Taylor:

f(x+p)=fx)+VFx)Tp+ %xTvzf(x +tpp) para alguna t € (0,1). (8.2)

Si decimos que L = méxxeq || V2f(x)||, donde Q es una regién de interés, luego el tltimo término

en (8.2) esté acotado por 3||p||?, por lo tanto:

176+ 0) = 100 = 97607l < (5 ) ol (53

Ahora elegimos p = ce;; tenemos que:

of
8xi ’

Vix)Tp=eVfx)Te, =

Arreglando (8.3):
eglando (8.3) of f(x+ee;) — f(x)

5y 9= - + 6. (8.4)

donde |5 < (Le).

Note que (8.1) ignora el término de error d.. Este término se vuelve més pequetio en tanto € tiende

a cero.
iImportante la eleccién del parametro e! debe ser lo mas pequenio posible.
No estamos considerando errores numéricos ain (precisién de la computadora).

Es decir, la “pequeniez” de € tiene un limite inferior determinado por la precisiéon de la computadora,

en la cual se calcula la derivada numérica.

74



Consideremos a u la precisién de la computadora (es decir, u = 10716), luego sea L ¢ el valor maximo

que toma |f| en la regién de interés y comp(x) el valor calculado de x:

|comp(f(x)) — f(x)| < uly
lcomp(f(x +ee;)) — f(x+ex;)| <uLy.

Si usamos el valor calculado de f en (8.4) en vez de su valor exacto, tenemos que el error estard aco-

tado por:
L L
comp(de) = (5) e+ 2u=L.
€

Note que el término (%) € de la ecuacion anterior es pequeno para € chicas, mientras que el término

L .
2’U,Tf crece con € chicas.

Buscamos que € haga este error lo més pequeno posible, esto es:

62 _ 4qu
L )
donde Lyf/L es la razén del valor de la funcién y sus segundas derivadas (su “curvatura”); asumimos

que toma un valor moderado (modesto), es decir, es una funcién suave.

Concluimos que la € cercana dptimamente es € = \/u que es el valor que se usa en los paquetes de

optimizacion.
Las derivadas centrales son mas precisas. Por el Teorema de Taylor:

fx+eer) = [(x) + ek + 12 9L 4+ O(e%)
Flx —ee) = f(x) — 2L + 129 1 O(e).

Restando ambas expresiones (note que las O(e?) no son iguales) y dividiendo por 2e:

of f(x+eei) — f(x — cei)

oz, (x) = 7e +O(é?).

Obviamente O(e?) es menor que O(e) (jpara € pequefias es menor que 1!).
Introduccién a minimos cuadrados no lineales.

Considera la forma (minimos cuadrados no lineales):
e
F00 =5 > m,
j=1

donde 7; es una funcién suave de R a . Denominamos r; el residual y asumimos que m > n.



Es decir: sea r(x) = (r1(x),72(X), ..., 7 (%)) una funcién vectorial, luego

£ = 5r" (x)r(x)

y su Jacobiano (gradiente)

Por el Teorema de Taylor
1
r(x+p) =r(x) + Vrixp + §pTV2r(x +tp)p para alguna t € (0, 1),

luego
L
Ir(x +p) —r(x) = Jx)pll < S[IpIP*,
donde L es la constante de Lipschitz para J en la regién de interés, luego el producto Jacobiano, J

por un vector p puede aproximarse por:

J(x)p ~ r(x +ep) — r(x) ,

€

eligiendo una € pequetia, con precisién O(e).

Ahora, si lo que requerimos es una aproximacién completa del Jacobiano J(x), podemos calcular

una columna a la vez haciendo p = e;. La i—ésima columna estard dada por:

or r(x + ee;) — r(x) .

(x) ~

axi €
El Jacobiano puede ser, entonces, estimado mediante n + 1 evaluaciones de la funcién r.
Tarea: GC-Membrana con el producto Ax aproximado numéricamente.

Aproximacién del Jacobiano de funciones objetivo ralas.

Sea U(f) =3 i—1yer(fi — fi—1)?, luego

QU(E)  U(f+ee)—UE) (fr—Ffo—€>+ i neriizolfi = fi-1)?

ofy € - € B
(e f0)? + X vyerioaizo(fi = fim1)? _(hi—fo—e?—(fi— f0)2.

€ €

Para kA0, N — 1:
OU(f) _ (fi = fimr + 6+ (forr — fs — ) (e = fe1)® = (frtr = f)*

Ofr € €
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Aproximacién del Hessiano V?f(x).

Cuando las segundas derivadas existen y son Lipschitz continuas, el Teorema de Taylor implica que:

Vf(x+p)=Vix) + VI x)p+O(pl*).

Sustituyendo p = ee;:

VQf(X)ei _ a(Vf) (x) ~ Vf(x+ee;)+ Vf(X)’

8xi €

con aproximacién O(e), asumiendo que se cuenta con V f(x) o una aproximacién, tenemos la aprox-
imacién de un renglén del Hessiano H;. Podemos usar también diferencias centrales (con O(e?)) con

el costo adicional de calcular V f(x — ee;).

Debido a la aproximacion, H puede no ser exactamente simétrica, esto lo podemos resolver haciendo:

HT + H

H —
2

El Algoritmo Newton-GC no requiere conocimiento del Hessiano, sino del producto V2 f(x)p para

un vector dado p, luego:
Vf(x+ep) = Vf(x)

2 ~
\Y% f(x)p"" € )

con aproximacién O(e).

Si los gradientes no estéan disponibles, podemos usar el Teorema de Taylor de nuevo para derivar la

férmula de aproximacion del Hessiano.
Usando la férmula (7.8):
1
f(x+p)=fx)+Vfx)Tp+ ipTV2f(X +tp)p para alguna t € (0,1)

= F(x) + VI p + 5pT VA (B + OB,

y sustituyendo p = ee;, pee; y p = €(e; + €;) en esa férmula y combinando los resultados apropi-

adamente:

. Bg x) = f(x+ee; +eej) — f(x —|—26ei) — f(x+ee;) + f(x) L 0().
TiO0T €
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Capitulo 9

Métodos Quasi - Newton.

= Propuestos por Davison en los 1950’s.
= Publicado (aceptado) hasta 1991 STAM Journal on Optimization.

= Estudiado y analizado por Broyden, Fletcher, Goldfar & Powell. Analizan y estudian la propiedad

de convergencia.

9.1. El método BFGS.

El método Quasi-Newton mas popular es el BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfar, Shano).

Considere el modelo cuadratico:

1
mi(p) = fr + Vip+ §pTka,

donde By, € R"*™ es una matriz simétrica definida positiva. By, requiere ser actualizada o recalculada
en cada iteracion.
La direccién de biisqueda se encuentra resolviendo:
=-B;'V
pPr = —B; "V fi,

donde oy, satisface Wolfe 6 Goldstein.

A diferencia de los métodos de Newton, B; es una aproximacién del verdadero Hessiano para toda
k.

— No recalcula desde cero Bj, en cada iteracién.

Davidon — ) .
— Aprovecha By_1 y la actualiza eficientemente.
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Figura 9.1: Construccién de nuevo modelo.

Construir un nuevo modelo en xj4; basado en Bjy1.

1
M1 (P) = fr1 + VP + §PTBk+1p’
Con dos restricciones:

i) el gradiente (pendiente) de my41 en x4 sea igual a V fiq1

ii) el gradiente de my41 en xj, sea igual a V fi.

iLa primera condicién es gratis! Vmy41(0) = V fr41. De la segunda condicién tenemos:

Vpmyy1(pP) = Vfet1 + Brg1p.

Evaludndolo en xg, el punto anterior (—aypg), tenemos que:

Vemisi(—axp) = V fig1 — o Bryipr = V fi.

Rearreglando tenemos:
Byyiaxpr =V fr41 — V.

Definiendo:

Yi = Vfkr1 — Vi

Sk = Xk+1 — Xg = QkPk;
tenemos:

Bii1sky = yr <« Ecuacién secantel.

Lo que nos dice es que el Hessiano aproximado By1 debe mapear sy en yy (restriccién). Multipli-
cando ambos lados por sl

T T
Sk Bk+1sk =Sr Yk,
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el lado izquierdo es > 0 si Bjy41 es simétrica definida positiva y luego
siyr >0, (9.1)

que es la condicién de curvatura.

Nota: (9.1) es una restriccién, si la funcién es fuertemente convexa es facil de satisfacer, si no, es
necesario forzarla explicitamente usando condiciones de Wolfe en el calculo de a.

Si hacemos esto:
xi sk > (c2 — D)agV i pr,

donde ca < 1y (ca—1) <1y VfIpr <1 dado que py, es una direccién de descenso.

Si se satisface la condicién de curvatura, luego la ecuacion secante impone n restricciones, pero By
(simétrica) tiene n(n + 1)/2 grados de libertad.

El requerimiento de definida positiva impone n restricciones adicionales, pero n(n+1)/2 > 2n, luego

Davidon propuso que Bjy41 sea parecida a la anterior By como restriccion!.

Es decir:

ming||B — B|| Sujeto a B = BY, Bs; =y;. (9.2)

La norma usada (de las muchas posibles para matrices) fue la norma pesada de Frobenius:
[Allw = [WY2AW Y2 g,

donde

_ 2
ICr =22 e
i g
donde W es una matriz cualquiera que satisface W'/2s;, = yy.

Se usa como peso (W) el Hessiano promedio desde x;, a Xj41,

B 1
W =Gy = [/ V2 f(xp + Takpk)dT:| )
0

Cada uno de los Hessianos satisface V2 fys; = yi.

La solucién a (9.2) encontrada por Davidon es:

Big1 = (I = yyrsi)Biu(I — vuseyi ) + Wyryi »

con

1
Ve = .
YkSk
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Nota: Férmula de Morrison-Woodbury.

Sea la matriz A = A+ ab”, con a,b € R” y no singular, luego:

o ATara
1+bTA-1p
Tambén sean U,V € e"*P para p € [0,n], y sea
A=A+UVT,

luego
A=A - AU +vtATID) VT AT

Sea H = B~!. Por lo tanto, si queremos calcular Hj 1, usamos la férmula de Morrison-Woodbury:

Hyyry} Hy n SkS}

Hk+1 = Hk - .
vy Hyyg Yi Sk

Si en vez del problema original (Ecuacién secante) Br11Sk = Yk, se resuelve el problema Hy 1y, = sg
y procediendo de igual manera:

ming ||H — Hy|| Sujetoa H = H', Hyy = sy,

con la norma de Frobenius pesada de nuevo, tenemos:

(BFGS) Hyt1 = (I — pesiyi ) Hi(I — prywsi) + prsesy , (9.3)
donde
1
k= —7 -
P y?sk

Existen variantes para problemas grandes donde el almacenar H es completamente prohibitivo.
Algoritmo BFGS

Dado el punto inicial xg, tolerancia € > 0 y una aproximacion inicial Hg;
Hacer £ — 0
Mientras ||V fi| > €

Calcular pp, = —HiV fi
Poner xx41 = xj, + aipr con oy, satisfaciendo condiciones de Wolfe.

Definir

Sk = Xk4+1 — Xk
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Yi = Vi1 = Vi
Calcular Hyyq usando (BFGS) (9.3)
k=k+1

end (mientras)

Una buena eleccion de Hy es:

yfsk]
T b
Yi. Y&

H0<—

donde y}yy intenta calcular la dimensién de (V f41) L.
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Capitulo 10
Minimos Cuadrados No Lineales.

La funcién objetivo tiene la forma:

fo =35 rix) (10.1)
=1

N | =

donde cada fraccién r; es una funcién suave, r; : R — R. r; es conocido como residual.

Es comun encontrarlos en:

Quimica

= Fisica

= Finanzas

= Economia

» Ingenierfa Civil (estructuras)

» Inteliegencia Artificial (visién, aprendizaje)

Son métodos robustos que explotan la estructura especial de f y sus derivadas. Su forma especial lo

hace mas facil de resolver que otros problemas de optimizacion sin restricciones.

Sea el vector de residuo r : R” — R™ definido por:
r(x) = [r1(x),72(X), ., T (x)] (10.2)
luego f puede ser escrita como:

£ = 3G
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La derivada de f se expresa en términos del Jacobiano de r (J(x)):

87"]'
_ |9 10.
I () {633]} j=1,.m (10:3)
1=1,...,n
luego:
er X)Vr;(x) = J(x)Tr(x), (10.4)
y m
Z Vr;(x)Vrj(x) + Z Vr;(x)V
j=1
entonces:

V2 f(x) = J(x)"T(x) + > ri(x)V2r;(x). (10.5)
j=1
Note que calcular el Jacobiano de r(x), J, permite calcular el gradiente Vf(x) y la primera parte
del Hessiano V2 f(x).

Si definimos por S(x) el Hessiano de r;(x), (10.5 se puede escribir como:)

V2 f(x) = J(x)7J(x) + S(x)r(x).
En general, el término J7.J es més importante porque:

» Casi linearidad del modelo, cercana a la solucién V?r;(x) es pequetio.

= Por pequenos residuos de r.

Varios algoritmos explotan esta estructura del Hessiano.

Entonces es posible aproximar el Hessiano de f por
V2 f(x) = I (%) (x),
este método se conoce como Gauss-Newton (es un Quasi-Newton).

Para problemas de gran escala, sin embargo, resulta a veces mas conveniente calcular el gradiente

en forma numérica.
Fundamentos del Modelado.

Sean los datos y;, de un experimento
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Considera que dada nuestra experiencia, la siguiente funcion:
P(x,t) = 1 + ot + €7

representa el comportamiento de los datos medidos experimentalmente, donde:

» X = [11, 22, 73] es el vector de pardmetros (R?),
s t € R representa el tiempo y nuestras mediciones y

= y; € % las m mediciones realizadas, para j =1,...,m, y € ™.

Luego:
1 m
f(X) = 5 Z[yj - ¢(X7tj)]27
j=1
6 podemos
1 m
160 = 5 3l — 006x.15)),
j=1
6 bien,

Porqué elegimos minimos cuadrados?

Definamos el error
€ =yj — o(x,t5),
. . . . . . ’ . . . . . 2
si asumimos que los €; son independientes e indénticamente distribuidas con varianza o“ y con
distribucién de probabilidad g, (-).

La verosimilitud de un conjunto de observaciones particulares dados los pardmetros del modelo,

esta dada por:
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Un criterio para elegir los mejores pardmetros x seran aquellos que maximicen P(y;x,0), esto se

denomina Maximizador de la Verosimilitud (ML).

Asumamos que g, (t) es la distribucién normal:

luego
- 1= (g5 — ¢(x,15))°
. _ 2\—m/2 _ = J )
Plyix,0) = (270%) " eap [~ ,
de aqui vemos que el estimador de ML se obtiene usando el criterio de minimos cuadrados.
Minimos Cuadrados.
Caso especial: 7; es lineal, luego el jacobiano J es constante
1 2
760 = 51760 + [, (10.6)
donde r = r(0) (r dado no es el residuo, son datos), luego:
Vf(x)=J"(Jx+r),
Vif(x)=JTJ.
Note que el segundo término de (10.5) desaparece porque V?2 fj =0 Vi.

(10.6) es convexa (no siempre satisfecho en el caso no lineal). La solucién se encuentra haciendo:
Vif(x) =0,

luego, esto debe satisfacer
JTJx* = —JTx, (10.7)

el cual es un problema de Algebra Lineal.
Algoritmo para problemas de Minimos Cuadrados no Lineales.

Los métodos tipo Newton requieren:
V2 f(xr)p = =V f(xk)
luego el Gauss-Newton simplifica (Quasi-Newton)
V2(x) =~ JT(xp)J(x) = JL T (10.8)
Requiere sélo calcular el Jacobiano J!
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No es necesario calcular el Hessiano individual V2r;,i =1,2,3,...,m.

Ventajas del Método de Gauss-Newton.

1. No es necesario calcular los Hessianos indivivuales V?r;(x), para j = 1,2, ...,m.

2. En muchas situaciones el término J7.J es més significativo por lo que la solucién no cam-
bia dra’sticamente, ni el desempeno del algoritmo se ve disminuido si se omite el término

2211 r;V2r;, esto es en casos que |rj(x)|||nabla®r;(x)|| es significativamente menor que los

eigenvalores de J7TJ.

Ocurre cuando:

el residual r; es pequeno (pequenios residuos) 6

= 7; es casi lineal.

3. Si J(x) es de rango completo y el gradiente V f(x) es no cero, la direccién de descenso p&V
es una direccién de descenso de f(x), y por lo tanto una direccién vélida para hacer busqueda
en linea.

(PPN Vi = (pF™N) ek = —(p8™) T Jepre = 1Tk < 0,

donde la desigualdad es estricta, a menos que V fi = 0! (ver (10.4)).

4. Ventaja: La ecuacion de Gauss-Newton es la solucién al problema de minimos cuadrados
ming | Jip + fil3, (10.9)
es decir, p (el paso) puede ser calculado resolviendo (10.9) con cualquier método.
De (10.9) podemos deducir otra motivacién mas al método Gauss-Newton. En vez de formar un

modelo cuadrético de f(x), estamos usando un modelo lineal de la funcién vectorial r(x + p) ~

r(x) + J(x)p, luego el paso p se calcula sistituyendo este modelo lineal en la expresién:

£ = I GoIB,

y minimizar con respecto a p.
Levenberg-Marquart

Gauss-Newton requiere que J7'J sea definida positiva. Si esto no es el caso: (LM) propone
H(x) ~ JT(x)J(x) + A,

donde A se escoge tal que H(x) sea positiva definida. Puede usarse una motivacién de regién ver-

dadera.

Newton con regién verdadera = LM.
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Problema con Gauss-Newton-GC

Ut)y=>"(fr—g)%+ > 0*(fr = fo)

T <r,s>

1. Verlo en 1D.
2. Asumir el caso simple de p(z) = x.
3. Analizar quien es J, y cémo se calcula J7J,.

4. Generalizarlo para cualquier p(x).

88



