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Clases de 4, 6 y 11 de septiembre 2018

Comprensién, modelacién, intuicién y simulacién

Matriz de Wishart (algo mds)
Ensamble Gaussiano Ortogonal (GOE)
Distribucién conjunta de valores propios
Distribucién empirica espectral y su importancia
Teorema de Wigner
@ Motivacion en fisica nuclear
@ Universalidad.
Breviario cultural: Distribucién del semicirculo y probabilidad libre
Ensambles de matrices de correlaciéon y Wishart

@ Ley de Marchenko-Pastur
@ Teorema de Tracy-Widom
@ Primeras aplicaciones a estadistica

00000

© Teoremas limites para otros ensambles

@ Ley del circulo
@ Jacobi
@ Laplaciano
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Matriz Wishart

Resultados distribucionales para dimensiones fijas

o Para A matriz aleatoria con distribucién Wishart W, (n,X),~ > 0
e Funcién caracteristica (notas)

n I
ca(T) =det(I, +2iTX) 2, T > Ep' T>0.

e Conferencia Rogelio Ramos: densidad en RP(P+1)/2

det(X)—"/2 1 ~ I
f(A) = Mexp(—zn(z LA)) det(A)" P2 A>0,n>p
P
Lp(3) = [TrG+(1=0)/2).a> (p+1)/2
J:

o Ademis Tr(A) ~ X%p+p(1fp)/2 y

det(A P _ . .
detEZ§ ~ EX%*J'H'X%#H independientes, j =1, ..., p.
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Otras propiedades de la Wishart

Usando funcién caracteristica se prueban facilmente los siguientes
resultados (Cap. 3, Gupta y Nagar (2000), Cap. 3. Muirhead (1982)):

@ SiA~ W,(nX)y® e M,(R) es no singular, entonces
OAG®' ~ W, (n, O=O").
o A~ W,(nX)y XL ! =00, entonces OAQ! ~ W, (n,1,).

@ Si A~ W,(n1,)y O € O(p) es constante o aleatoria independiente
de A, entonces
OAOQ' ~ A.

e Si Aj ~ W,(n;, L) son independientes, j = 1, ..., k, entonces

.
Il x
._\I ]

k
Ai ~ Wy (Y ni, B).
j=1
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Otros resultados en Cap. 3, Gupta y Nagar y Cap. 3. Muirhead:

o A~ W,(n X)y ®© matriz gxp con rango(®) = q < p, entonces

OAB! ~ W,(n, OZO").

o A~ W,(n X) ey vector aleatorio px1 independiente de Ay
P(y # O) = 1 entonces

y'Ay

yt2y

~ X% y es independiente de y.

A~ W,(n L) siysélosi A= Z!Z con Z ~ N, (0,1, 0 X).

@ Momentos, distribuciones marginales y condicionales a bloques.

Distribucién conjunta de valores propios de A ~ W, (n,X).

Densidad de A~!, la Wishart inversa.

Resultados asintéticos de funciones de A ~ W, (n, X) para p fijay
n — 09,
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Resultado de primordial relevancia

Teorema 3.2.17 de Muirhead (1982)

Si A > 0 es una matriz aleatoria pxp con funcién de densidad f(A), la
densidad conjunta de sus valores propios Ay > Ay > ---A, es

7-[P2/2 P

E LI =20 [ (L (am)

2 i<j
donde L = diag(A1,...,Ap) y u es la distribucién de Haar en O(p).

En particular, cuando A es invariante bajo conjugaciones ortogonales, la
densidad conjunta es

i FOTT - A
rp(%P) ( )E( J /)

y los vectores y los valores propios de A son independientes y los vectores
propios tienen la distribucién de Haar.
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Ensamble GOE

e B, matriz n x n real simétrica gaussiana GOE(n):
B,(j, k),1 <j <k <n v.a. independientes

B,(1,1) --- By(1,n)
B, =
B,(n,1) --- Bp(n,n)
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Caracterizaciéon de GOE (n)

Dimensién fija: Escrito de Victor Amaya y José Angel Sénchez

Teorema: Una matriz aleatoria n X n simétrica B, es GOE(n) si y sélo si
las siguientes dos condiciones se cumplen:

a) B, es invariante bajo conjugacién ortogonal (simetria):

las distribuciones de OB,0" y B, son las mismas VO € O(n)

b) B, tiene entradas independientes en la diagonal y arriba de la
diagonal (matriz de Wigner)

Victor Pérez-Abreu CIMAT, Gto.
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Densidad conjunta de valores propios de GOE (n)

o Férmula de Weyl: valores propios A,1 > ... > A, , de B,

o (50 ) = ki lnexp(_x )] L]:yxj_m]

independencia repulsién
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Densidad conjunta de valores propios de GOE (n)

o Férmula de Weyl: valores propios A,1 > ... > A, , de B,

o (50 ) = ki lnexp(_x )] L]:yxj_m]

independencia repulsién

@ Si los valores propios fueran independientes:

Prntecdinn (XL Xn) = F, (xa) -+ L (Xn).
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Densidad conjunta de valores propios de GOE (n)

o Férmula de Weyl: valores propios A,1 > ... > A, , de B,

o (50 ) = ki lnexp(_x )] L]:yxj_m]

independencia repulsién

@ Si los valores propios fueran independientes:

f)\n,l ----- Ann (Xl' T Xn) = fAn,l (X1> T f/\n,n (Xn)'

@ Todo lo contrario A1, ..., Ay, son fuertemente dependientes. Hay
contribuciones de independencia y repulsion.
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Densidad conjunta de valores propios de GOE (n)

o Férmula de Weyl: valores propios A,1 > ... > A, , de B,

o (50 ) = ki lnexp(_x )] L]:yxj_m]

independencia repulsién

@ Si los valores propios fueran independientes:

f)\n,l ----- Ann (Xl' T Xn) = fAn,l (X1> T f/\n,n (Xn)'

@ Todo lo contrario A1, ..., Ay, son fuertemente dependientes. Hay
contribuciones de independencia y repulsién.

@ Fenémeno general en matrices aleatorias con entradas continuas:
Jacobiano funcién del determinante de Vandermont: x = (xi, ..., xp)

A(x) = det ({Xjkl};’k:1> —TT (5 —x)-

j<k
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Densidad conjunta de valores propios de GUE (n)

@ Férmula de Weyl: valores propios A, 1 > ... > A, , de B,
Ensambles Gaussiano Unitario = 2

Pntrdon XLy oo Xn) = knp Lli{exp (—fﬁ)] lHk |x; _Xk|/3]
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Densidad conjunta de valores propios de GUE (n)

@ Férmula de Weyl: valores propios A, 1 > ... > A, , de B,
Ensambles Gaussiano Unitario = 2

Pntrdon XLy oo Xn) = knp Lli{exp (—fﬁ)] lHk |x; _Xk|/3]

e f=1204.
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Densidad conjunta de valores propios de GUE (n)

@ Férmula de Weyl: valores propios A, 1 > ... > A, , de B,
Ensambles Gaussiano Unitario f = 2

Pntrdon XLy oo Xn) = knp Lli{exp (—f)f)] lHk |x; _Xk|/3]

°ef=1204

@ Referencia recomendada: Sec. 2.5 libro Anderson, et al. (2010).
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Densidad conjunta de valores propios de GUE (n)

@ Férmula de Weyl: valores propios A, 1 > ... > A, , de B,
Ensambles Gaussiano Unitario f = 2

Pntrdon XLy oo Xn) = knp Lli{exp (—f)f)] lHk |x; _Xk|/3]

°ef=1204

@ Referencia recomendada: Sec. 2.5 libro Anderson, et al. (2010).

e Demostracién
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Densidad conjunta de valores propios de GUE (n)

@ Férmula de Weyl: valores propios A, 1 > ... > A, , de B,
Ensambles Gaussiano Unitario f = 2

Pntrdon XLy oo Xn) = knp Lli{exp (—f)f)] lHk |x; _Xk|/3]

°ef=1204

@ Referencia recomendada: Sec. 2.5 libro Anderson, et al. (2010).

o Demostracién
o Constantes kj g
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Densidad conjunta de valores propios de GUE (n)

@ Férmula de Weyl: valores propios A, 1 > ... > A, , de B,
Ensambles Gaussiano Unitario f = 2

Pntrdon XLy oo Xn) = knp Lli{exp (—f)f)] lHk |x; _Xk|/3]

°ef=1204

@ Referencia recomendada: Sec. 2.5 libro Anderson, et al. (2010).

e Demostracién
o Constantes kj g
o Densidad cuando Ap 1, ..., Ap,n no estdn ordenados
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Densidad conjunta de valores propios de GUE (n)

@ Férmula de Weyl: valores propios A, 1 > ... > A, , de B,
Ensambles Gaussiano Unitario f = 2

Pntrdon XLy oo Xn) = knp Lli{exp (—f)f)] lHk |x; _Xk|/3]

e f=1204
@ Referencia recomendada: Sec. 2.5 libro Anderson, et al. (2010).

Demostracion
Constantes kj g
Densidad cuando A 1, ..., Ay, no estan ordenados

o
o
o
o Vectores propios tienen distribucion de Haar en esfera unitaria 87!
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Densidad conjunta de valores propios de GUE (n)

@ Férmula de Weyl: valores propios A, 1 > ... > A, , de B,
Ensambles Gaussiano Unitario f = 2

Pntrdon XLy oo Xn) = knp Lli{exp (—f)f)] lHk |x; _Xk|/3]

e f=1204
@ Referencia recomendada: Sec. 2.5 libro Anderson, et al. (2010).

Demostracién

Constantes kj g

Densidad cuando A 1, ..., Ay, no estan ordenados

Vectores propios tienen distribucién de Haar en esfera unitaria 87!
Valores y vectores propios son independientes.
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Motivacién de Wigner: estudio del nicleo atémico

ENERGY (aV]

Remnﬁ;gu:rrt;.l. _uﬂjl'uw DEUITeN resonznce cross-sections on
With permission from The American Physical Society

: v, Rahn et al., Ne

Specroscopy, X, Phys. Rev. C 6, 18541869 (1972, g

thorium 232 and uranj
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Espectro

Motivacién de Wigner

o Wigner observé que un niicleo pesado es una gota liquida compuesta
de muchas particulas con fuertes interacciones desconocidas.
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Espectro

Motivacién de Wigner

o Wigner observé que un niicleo pesado es una gota liquida compuesta
de muchas particulas con fuertes interacciones desconocidas.

@ Modelo propuesto: valores propios de una matriz aleatoria.
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Espectro
Motivacién de Wigner

Wigner observé que un niicleo pesado es una gota liquida compuesta
de muchas particulas con fuertes interacciones desconocidas.

@ Modelo propuesto: valores propios de una matriz aleatoria.

o ;Cudl es la distribucion de estas particulas?.
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Espectro

Motivacién de Wigner

o Wigner observé que un niicleo pesado es una gota liquida compuesta
de muchas particulas con fuertes interacciones desconocidas.

@ Modelo propuesto: valores propios de una matriz aleatoria.
o ;Cudl es la distribucion de estas particulas?.

@ ;Qué tipo de matrices aleatorias deben usarse?.
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Espectro

Motivacién de Wigner

Wigner observé que un niicleo pesado es una gota liquida compuesta
de muchas particulas con fuertes interacciones desconocidas.

Modelo propuesto: valores propios de una matriz aleatoria.

i Cudl es la distribucién de estas particulas?.

; Qué tipo de matrices aleatorias deben usarse?.

@ Lecturas recomendadas de Wigner sobre Matrices aleatorias:
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Espectro

Motivacién de Wigner

Wigner observé que un niicleo pesado es una gota liquida compuesta
de muchas particulas con fuertes interacciones desconocidas.

Modelo propuesto: valores propios de una matriz aleatoria.

i Cudl es la distribucién de estas particulas?.

; Qué tipo de matrices aleatorias deben usarse?.

@ Lecturas recomendadas de Wigner sobre Matrices aleatorias:

o Annals of Mathematics, 1955, 1958.
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Espectro

Motivacién de Wigner

o Wigner observé que un niicleo pesado es una gota liquida compuesta
de muchas particulas con fuertes interacciones desconocidas.

@ Modelo propuesto: valores propios de una matriz aleatoria.
o ;Cudl es la distribucion de estas particulas?.

@ ;Qué tipo de matrices aleatorias deben usarse?.

@ Lecturas recomendadas de Wigner sobre Matrices aleatorias:

e Annals of Mathematics, 1955, 1958.
e Random Matrices in Physics, SIAM Review, (7th Von Neumann

Lecture) en 1967.
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Espectro

Motivacién de Wigner

Wigner observé que un niicleo pesado es una gota liquida compuesta
de muchas particulas con fuertes interacciones desconocidas.

Modelo propuesto: valores propios de una matriz aleatoria.

i Cudl es la distribucién de estas particulas?.

; Qué tipo de matrices aleatorias deben usarse?.

Lecturas recomendadas de Wigner sobre Matrices aleatorias:

e Annals of Mathematics, 1955, 1958.
e Random Matrices in Physics, SIAM Review, (7th Von Neumann
Lecture) en 1967.

Wigner (1902-1995) gano Premio Nobel en 1963 por sus estudios
sobre el niicleo atémico.
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Universalidad teorema de Wigner

Matrices de Wigner y distribucién empirica espectral

@ Matrices aleatorias de Wigner re-escalada

. . 1 (Zy sij<k
fi =

{Zik}jc AYi}jsy iid. EZip =EY1 =0, EZf, = 1.
o Ap1 < ... < A,y valores propios de X,,.

@ Distribucion empirica espectral:
~ 12
Falx) =~ Z; Lo, <0
J:

@ El estudio asintético de It',, no es trivial debido a la fuerte
dependencia entre los valores propios.
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Espectro asintético: Universalidad

Distribucién empirica espectral asintética

e Teorema Wigner (1955): V f € Cp(R) y € > 0,

n—oo

lim P ('/f(x)dﬁn(x) —/f(x)w(x)dx

>e):O

donde w(x)dx es la distribucion del semicirculo en (—2,2) con

densidad 1
w(x)==—V4—x2, |x] <2

27T
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Espectro asintético: Universalidad

Distribucién empirica espectral asintética

e Teorema Wigner (1955): V f € Cp(R) y € > 0,

lim P ('/f(x)dﬁn(x) —/f(x)w(x)dx

n—oo

>e):O

donde w(x)dx es la distribucion del semicirculo en (—2,2) con

densidad 1
w(x)==—V4—x2, |x] <2

27T

o En otras palabras: la distribucién empirica espectral F, converge (en
cierto sentido) a la distribucion del semicirculo en (—2,2).

Victor Pérez-Abreu CIMAT, Gto. Curso de Matrices Aleatorias 2018



Simulacion teorema de Wigner

Eigenvalue density of a 1000x1000 symmetric random matrix
0.35 T T T T T

-2 -1
Histogram of the empirical eigenvalue density and its theoretical limit
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Il. Buena prediccion para n pequeia

n=5 and 20

Probability
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Resultados limites cldsicos en probabilidad

Universales vs no universales

@ Xi, Xo, ...variables aleatorias independientes con misma distribucién
FyseaS, =X+ -+ X,.

e Ley de grandes nimeros: Si media y y varianza o2 finita, Ve > 0

I|m]P(5—y‘ )zO.

e Teorema Central del Limite: t, = \/n(S,/n— u)/c converge en
distribucién a una normal standard:

lim P(t, < x)

i Pl <2) = o [ e

@ Teorema de Glivenko-Cantelli: Con probabilidad uno la distribucién
empirica F(x) = 14 {j; X; < x} converge uniformemente a F:

2
e 7dt.

IP(sup |Fp(x) — F(x)| — 0)=1.
x€R n—oo
@ Resultados adn vélidos si Xi, X5, - - no son tan rdrependirerrlters.r 7
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La distribucion de Wigner y probabilidad libre

Lo veremos mds adelante en el curso

@ Distribucién del semicirculo

Es la distribucion gaussiana en probabilidad libre.

@ Es la distribucion limite en el teorema central del limite libre.

@ Da lugar al movimiento browniano libre.
1
wi(x) = §\/4t—x2, x| < 2Vt
@ Independencia libre, independencia libre asintética (Dan-Virgil

Voiculescu, 90 s).

@ Divisibilidad infinita libre y procesos de Lévy libres

Victor Pérez-Abreu CIMAT, Gto. Curso de Matrices Aleatorias 2018



Algunas sugerencias para el Teorema de Wigner

Breviario cultural

@ Ver una demostracién en el articulo de Dominguez y Rocha Arteaga
(2011), Misceldnea Matematica No. 52.

e MATRICES ALEATORIAS, PROBABILIDAD NO CONMUTATIVA.
Y TEMAS AFINES

Red mexicana de investigadores y estudiantes en estos temas

http://pnc.cimat.mx/es/Inicio_pnc
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Relaciones inesperadas en matemdticas y fisica nuclear

Breviario cultural: Conjetura de Dyson y Montgomery
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Matrices aleatorias y la funcién zeta de Riemann

Breviario cultural

@ Funcién zeta: Para Re(s) > 1
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Matrices aleatorias y la funcién zeta de Riemann

Breviario cultural

@ Funcién zeta: Para Re(s) > 1
1

s _ p—sS
n>1 n p primo p

@ Ecuacién funcional para todo complejo s # 1

o(s) = 25n5—lsen(§)r(1 —$)Z(1—s).
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Matrices aleatorias y la funcién zeta de Riemann

Breviario cultural

@ Funcién zeta: Para Re(s) > 1
1

(=L =11 1

s _ p—sS
n>1 n p primo p

@ Ecuacién funcional para todo complejo s # 1
o(s) = 25n5—lsen(§)r(1 —$)Z(1—s).

@ Hechos: Ceros triviales de { en —2, —4, ...y los no triviales en (0, 1).
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Matrices aleatorias y la funcién zeta de Riemann

Breviario cultural

@ Funcién zeta: Para Re(s) > 1
1

s _ p—sS
n>1 n p primo p

@ Ecuacién funcional para todo complejo s # 1
o(s) = 25n5—lsen(§)r(1 —$)Z(1—s).

@ Hechos: Ceros triviales de { en —2, —4, ...y los no triviales en (0, 1).

@ Hipétesis de Riemann: Ceros no triviales en Re(s) = 1/2.
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Matrices aleatorias y la funcién zeta de Riemann

Breviario cultural

@ Funcién zeta: Para Re(s) > 1
1
{(s) = - = H T e
n>1 n® P primo1 - P °
@ Ecuacién funcional para todo complejo s # 1
o(s) = 25n5—lsen(§)r(1 —$)Z(1—s).

@ Hechos: Ceros triviales de { en —2, —4, ...y los no triviales en (0, 1).

@ Hipétesis de Riemann: Ceros no triviales en Re(s) = 1/2.

e Conjetura de Dyson y Montgomery (1973): Los ceros no triviales de
la funcidn zeta se parecen a los valores propios de una matriz
aleatoria de dimensién grande y es la misma que la distribucién de
valores consecutivos de valores altos de energia en un ntcleo.
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Matrices aleatorias y la funcién zeta de Riemann

Breviario cultural

@ Funcién zeta: Para Re(s) > 1
1
{(s) = - = H T e
n>1 n® P primo1 - P °
@ Ecuacién funcional para todo complejo s # 1
o(s) = 25n5—lsen(§)r(1 —$)Z(1—s).

@ Hechos: Ceros triviales de { en —2, —4, ...y los no triviales en (0, 1).
@ Hipétesis de Riemann: Ceros no triviales en Re(s) = 1/2.

e Conjetura de Dyson y Montgomery (1973): Los ceros no triviales de
la funcidn zeta se parecen a los valores propios de una matriz
aleatoria de dimensién grande y es la misma que la distribucién de
valores consecutivos de valores altos de energia en un ntcleo.

@ Hay 70 millones de ceros calculados por Andrew Odlyzko.
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Matrices aleatorias y la funcién zeta de Riemann

Lecturas sugeridas a los interesados

e P. Diaconis & M. Coram (1999): (Statistical) Tests of the
correspondence between unitary eigenvalues and the zeros of
Riemann’s zeta. Jour. Physics A: Math. and General, 36 (12).
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Matrices aleatorias y la funcién zeta de Riemann

Lecturas sugeridas a los interesados

e P. Diaconis & M. Coram (1999): (Statistical) Tests of the
correspondence between unitary eigenvalues and the zeros of
Riemann’s zeta. Jour. Physics A: Math. and General, 36 (12).

e F. Mezzadri y N. Snaith (2005). Recent Perspectives in Random
Matrix Theory and Number Theory. Editorial Cambridge.
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Matrices aleatorias y la funcién zeta de Riemann

Lecturas sugeridas a los interesados

e P. Diaconis & M. Coram (1999): (Statistical) Tests of the
correspondence between unitary eigenvalues and the zeros of
Riemann’s zeta. Jour. Physics A: Math. and General, 36 (12).

e F. Mezzadri y N. Snaith (2005). Recent Perspectives in Random
Matrix Theory and Number Theory. Editorial Cambridge.

@ Tesis de Licenciatura de Julio Cesar Galindo, UNAM, 2013.
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correspondence between unitary eigenvalues and the zeros of
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Seminario Interinstitucional Anual de Matrices Aleatorias

o http://sima2015.eventos.cimat.mx/

Trabajos de Eduardo Duefiez.
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Matriz de correlacion: estudio asintético

Distribucién empirica espectral asintética

e H = (H,(j, k)) matriz aleatoria n X p.
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Matriz de correlacion: estudio asintético

Distribucién empirica espectral asintética

e H = (H,(j, k)) matriz aleatoria n X p.
o {H,(jk);ij=1,...nk=1,..,p}iid.

o Matriz aleatoria de correlaciones (Wishart): W, = H*H €S
e Marchenko-Pastur (1967): E(H;1) =0, E(H7,) =1

1
Sp=-H'H €S,
n

o Valores propios A > ... > Ajy

Fa(A) = %# {i=tm a7<ap
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Matriz de correlacion: estudio asintético

Distribucién empirica espectral asintética

e H = (H,(j, k)) matriz aleatoria n X p.
o {Hy(,k);j=1,..,nk=1 . p}iid.
o Matriz aleatoria de correlaciones (Wishart): W, = H*H €S

e Marchenko-Pastur (1967): E(H;1) =0, E(H7,) =1

1
Sp=-H'H €S,
n
o Valores propios A > ... > Ajy

~

P = # {i=Lwp A7 <2},

e Sin/p—c>0, Fn converge a la distribucion de
Marchenko-Pastur F. de parametro c.
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Matriz de correlacion

Distribucién de Marchenko-Pastur

e Sin/p—c>0, I?,, converge a la distribucién de Marchenko-Pastur
m¢, de pardmetro ¢

me(dx) = fe (x)dx, if ¢>1
AT - 0)do(dx) + fo(x)dx,  if 0<c<1,

folx) = 5/ (x = 2) (b= x) 1, (%),
a=(1-+/c)? b= (1++c)
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Matriz de correlacion

Distribucién de Marchenko-Pastur

e Sin/p—c>0, I?,, converge a la distribucién de Marchenko-Pastur
m¢, de pardmetro ¢

_ fe(x)dx, if ¢>1
me(dx) = {(1 —¢)do(dx) + f-(x)dx, if 0<c<1,
folx) = 5/ (x = 2) (b= x) 1, (%),

a=(1-+/c)? b= (1++c)

@ Veremos aplicaciones en estadistica multivariada, comunicacién
inalambrica, genética, teoria de la privacidad, otras.
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Matriz de correlacion

Distribucién de Marchenko-Pastur

e Sin/p—c>0, I?,, converge a la distribucién de Marchenko-Pastur
m¢, de pardmetro ¢

_ fe(x)dx, if ¢>1
me(dx) = {(1 —¢)do(dx) + f-(x)dx, if 0<c<1,
folx) = 5/ (x = 2) (b= x) 1, (%),

a=(1-+/c)? b= (1++c)

@ Veremos aplicaciones en estadistica multivariada, comunicacién
inalambrica, genética, teoria de la privacidad, otras.

@ La convergencia es en el mismo sentido que en el teorema de Wigner.

@ Ojo con inconsistencia en literatura y VPA: n/p vs p/n.
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Simulaciéon Ley de Marchenko-Pastur
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Distribucién de Marchenko-Pastur

Victor Pérez-Abreu

1.0

Marchenko-Pastur density

N

c=1/2
c=2/3
c=1
c=3/2
c=2

CIMAT, Gto.
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Distribucion MP parametro 1

¢ =1, densidad f;(x eV X (4 — x 1[04
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Un problema de estadistica multivariada

Dimensién de muestra n igual dimensién de dato p

@ p/n— ¢ >0, da el soporte de Marchenko-Pastur:
a=(1- Vo2, b=(1+vo)].

@ Caso Wishart:
nS, = H,H) ~ W,(n %),

H, matriz de muestra de n i.i.d. the vectores N,(0,X), Z€S, .

@ Problema estadistico: Qué tan bien estiman los eigenvalores
Al > > Ag de S, los eigenvalores o; < ... < 0, de X, sila
dimension de datos p y el tamafo de muestra n son del mismo orden?.

o Johnstone (2001). On the distribution of the largest eigenvalue in
principal component analysis. Ann. Statist.

e Johnstone (2007). High dimensional statistical inference and random
matrices. Proc. ICM. Madrid.
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Un problema de estadistica multivariada

Dimensién de muestra n igual dimensién de dato p

@ Tomemos p =n, ¢ = 1,n =10 y muestra de vectores independientes
Ny(0,2 =1,).

@ Una simulacion de eigenvalores de S19 da
(0.003, 0.036, 0.095, 0.16, 0.30,0.51,0.78,1.12, 1.40, 3.07).

@ Obserevemos lo disperso de estos eigenvalores y alejados de uno.
e El fenémneno lo explica la ley de MP: ya que la DEE (ESD) de S,
with p = n va a la distribucién de MP con soporte:

a=(1-V1)?=0and b= (1+1)2 =4

@ No es facil estimar los valores propios (poblacionales) de ¥ cuando
p, n son del mismo orden..

@ El caso p > n aparece en gendmica.
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Distribuciéon de Tracy-Widom

Distribucion asintética para el eigenvalor maximo de eigenvalores de
matrix de covarianza muestral obteniendo la Tracy-Widom.

Sea Amax = AJ el valor propio mas grande de S, ~ W, (n,1,).
Teorema (Johnstone) Caso Wishart. Con las constantes

rh=vn— = 11/3
n=Vn—14+./p, g, = (ﬁ+\[),

se tiene que
Amax — T

An
donde F; es la distribucién Tracy-Widom

Fi(t) = exp <—; /too (q(x) + (x — t)q(x))2 dx>

donde g es la solucién de la ecuacién diferencial de Painlevé Il

IimlP[

gt =tqg+2q3, q(t) ~ Ai(t.) as t — oo

y Ai es la funcién de Airy. (Célculo de percentiles).
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Distribuciéon de Tracy-Widom

Continuacion de nuestro ejemplo:

@ Supongamos que el eigenvalor maximo observado es 4.25.
@ ;Es esto consistente con la hipétesis Hy : X = 1, 7.

@ Por el teorema anterior, con p=n=10:

2
/\max - n

limIP [
n an

< ] Fi(t)

rm=+vn— = L yis
n 1"’\/5: dn n(\/; \/—)

10(4.25) —
Gn

Por lo tanto no rechazamos Hy con nivel de significancia 5%.

P (Amax > 4.25) ~ Fi( ) — 0.06.

@ ;Converge tan rdpido?
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Distribucién Tracy-Widom

Tracy, Widom Comm. Math. Phys. 1994, 1996).

@ También se tiene para eigenvalor maximo de GOE, GUE vy otros.
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Distribucién Tracy-Widom

Tracy, Widom Comm. Math. Phys. 1994, 1996).

@ También se tiene para eigenvalor maximo de GOE, GUE vy otros.

e ;Condiciones en H,(j, k) (H = (H,(j, k))) para

1
Amax(Sn = =H,HT) =94 TW?
n

Victor Pérez-Abreu CIMAT, Gto. Curso de Matrices Aleatorias 2018



Distribucién Tracy-Widom

Tracy, Widom Comm. Math. Phys. 1994, 1996).

@ También se tiene para eigenvalor maximo de GOE, GUE vy otros.

e ;Condiciones en H,(j, k) (H = (H,(j, k))) para
1
Amax(Sn = ;H,,H,,T) —4 TW?

e Bao, Pan, Zhou, Ann. Statitist. (2015)
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Distribucién Tracy-Widom

Tracy, Widom Comm. Math. Phys. 1994, 1996).

@ También se tiene para eigenvalor maximo de GOE, GUE vy otros.

e ;Condiciones en H,(j, k) (H = (H,(j, k))) para
1
Amax(Sp = —HoHy ) =< TW?

e Bao, Pan, Zhou, Ann. Statitist. (2015)
o El Karoui, Ann. Probab. (2005), caso complejo.
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Distribucién Tracy-Widom

Tracy, Widom Comm. Math. Phys. 1994, 1996).
@ También se tiene para eigenvalor maximo de GOE, GUE vy otros.
e ;Condiciones en H,(j, k) (H = (H,(j, k))) para

1
Amax(Sn = ;H,,H,,T) —9 TW?

e Bao, Pan, Zhou, Ann. Statitist. (2015)
o El Karoui, Ann. Probab. (2005), caso complejo.

o Matrices dispersas (ralas): Hwang, Lee, Schnelli (2018).
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Distribucién Tracy-Widom
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Distribucién Tracy-Widom

Tracy, Widom Comm. Math. Phys. 1994, 1996).

@ También se tiene para eigenvalor maximo de GOE, GUE vy otros.

e ;Condiciones en H,(j, k) (H = (H,(j, k))) para
1
Amax(Sp = —HoHy ) =< TW?

e Bao, Pan, Zhou, Ann. Statitist. (2015)
o El Karoui, Ann. Probab. (2005), caso complejo.

o Matrices dispersas (ralas): Hwang, Lee, Schnelli (2018).

o Convergencia rdpida

o Johnstone, Ma (2012) para GOE y GUE
o Similar a ensambles Laguerre (caso complejo de Wishart) y Jacobi.
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Distribucién Tracy-Widom

@ jRelacién con el curso de valores extremos?
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Distribucién Tracy-Widom

@ jRelacién con el curso de valores extremos?

@ Debido a la fuerte dependencia de los valores propios, la distribucién
[imite no debiéra ser una de las distribuciones de extremos cldsicas
(Gumbel, Fréchet, Weibull).
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Distribucién Tracy-Widom

@ jRelacién con el curso de valores extremos?

@ Debido a la fuerte dependencia de los valores propios, la distribucién
[imite no debiéra ser una de las distribuciones de extremos cldsicas
(Gumbel, Fréchet, Weibull).

@ En el seminario de probabilidad del 10 de octubre, Santiago Arenas
dard ejemplos de ensambles de matrices aleatorias donde el eigenvalor
méximo se va a una Gumbel (circular, circulantes, laplacianas).
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Distribucién Tracy-Widom

@ jRelacién con el curso de valores extremos?

@ Debido a la fuerte dependencia de los valores propios, la distribucién
[imite no debiéra ser una de las distribuciones de extremos cldsicas
(Gumbel, Fréchet, Weibull).

@ En el seminario de probabilidad del 10 de octubre, Santiago Arenas
dard ejemplos de ensambles de matrices aleatorias donde el eigenvalor
méximo se va a una Gumbel (circular, circulantes, laplacianas).

@ Universalidad de distribucién Tracy-Widom:

o Aparece cada dia mds en muchos contextos.

Victor Pérez-Abreu CIMAT, Gto. Curso de Matrices Aleatorias 2018



Distribucién Tracy-Widom

@ jRelacién con el curso de valores extremos?

@ Debido a la fuerte dependencia de los valores propios, la distribucién
[imite no debiéra ser una de las distribuciones de extremos cldsicas
(Gumbel, Fréchet, Weibull).

@ En el seminario de probabilidad del 10 de octubre, Santiago Arenas
dard ejemplos de ensambles de matrices aleatorias donde el eigenvalor
méximo se va a una Gumbel (circular, circulantes, laplacianas).

@ Universalidad de distribucién Tracy-Widom:

o Aparece cada dia mds en muchos contextos.
e No solo en matrices aleatorias
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Universalidad de la distribucién Tracy-Widom

QUANTA maciNE

STATISTICAL PHYSICS

At the Far Ends of a New Universal Law

A potent theory has emerged explaining a mysterious statistical law that arisd
throughout physics and mathematics.
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