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Seŕıa imposible poder mencionar a la gran cantidad de personas que han
influido en mi formación académica a lo largo de mi vida y que indirecta-
mente apoyaron a la realización de este trabajo.

Agradezco inmensamente a mi familia el gran apoyo y respaldo que siem-
pre me han brindado.

A la Dra. Elizabeth Romo Medrano le agradezco el gran apoyo que brindó
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Índice general

1. Probabilidad No Conmutativa 3

1.1. ∗-espacios de probabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2. Distribución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3. Independencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4. Convoluciones aditivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4.1. Convolución aditiva clásica . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4.2. La transformada de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4.3. Otras transformadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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mulantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Introducción

Los polinomios están ı́ntimamente relacionados con la teoŕıa de matri-
ces aleatorias. Por ejemplo, la distribución espectral de matrices aleatorias
coincide con la distribución asintótica de las ráıces de varios polinomios orto-
gonales, y muchos de los resultados que involucran distribuciones espectrales
se han demostrado utilizando esta relación. Por otro lado, la conexión entre
probabilidad libre [NS06] y matrices aleatorias es bien conocida en el régi-
men asintótico. Una pregunta natural es si se tiene también un análogo de
la independencia libre en el nivel finito.

Recientemente Marcus, Spielman y Srivastava [MSS15a] proporcionaron
otro enfoque para una teoŕıa de la probabilidad libre finita, basado en la
noción de convoluciones polinómicas. La conexión con probabilidad libre es
que a medida que d → ∞ esta convolución de polinomios aproxima a la
convolución libre habitual. La motivación original para definir estas con-
voluciones polinómicas no proviene de probabilidad libre, sino a partir del
estudio de familias de polinomios entrelazados en el contexto de la prueba
de la existencia de gráficas de Ramanujan [MSS15b], [MSS15d]. Estas inves-
tigaciones llevaron también a la solución de uno de los grandes problemas
abiertos en matemática, el problema Kadison-Singer [MSS15c].

La probabilidad finita trata de encontrar un v́ınculo directo entre la
probabilidad libre y la teoŕıa de polinomios, no es la primera vez que se trata
de relacionar estas dos áreas, sin embargo es la primera en la que se trabaja
directamente con los polinomios y no con sus propiedades asintóticas. La
principal ventaja de la probabilidad finita, es que proporciona un puente
para relacionar dos áreas aparentemente lejanas, y mediante esta relación
se ven beneficiados ambas partes, la probabilidad libre ofrece una visión
más amplia sobre polinomios y puede ayudar a generar una mejor intuición
sobre cómo se comportan, mientras que las convoluciones de polinomios
proporcionan una herramienta para trabajar conceptos desde un punto de
vista más amigable y concreto como son los polinomios, para después poder
extenderlo a temas de probabilidad libre.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar el concepto de probabilidad
finita libre presentado por Adam Marcus [Mar15] y entender su relación con
la probabilidad libre. Hasta el momento, la relación que hay entre estas dos
áreas es sólo a nivel anaĺıtico. La principal aportación de este trabajo será
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abordar esta relación desde un enfoque combinatorio. Para ello, será nece-
sario un estudio exhaustivo de las herramientas combinatorias previamente
utilizadas en la probabilidad no conmutativa.

En el Caṕıtulo 1 describiremos los objetos principales del marco teórico
que se estudiará en esta tesis. En las primeras secciones definiremos lo que
es un espacio de probabilidad y una distribución. Posteriormente, hablare-
mos de las cuatro principales nociones de independencia y definiremos una
convolución aditiva para cada una de ellas. Finalmente, introduciremos las
principales herramientas anaĺıticas que se han desarrollado para entender el
comportamiento de las medidas de probabilidad bajo estas convoluciones y
presentaremos el Teorema del Ĺımite Central para cada noción de indepen-
dencia. El atractivo principal de este caṕıtulo respecto a trabajos previos,
es que abordaremos de la manera más general posible las cuatro nociones
principales de independencia para tener una mejor idea de las similitudes y
diferencias entre ellas. Esto nos dará una idea más clara de lo que debeŕıamos
esperar de la probabilidad libre finita.

En el Caṕıtulo 2 nos familiarizaremos con todos los conceptos y las herra-
mientas combinatorias básicas que serán necesarios en el siguiente caṕıtulo.
Lo más importante será introducir las ret́ıculas de particiones y calcular la
función de Möbius para estos casos espećıficos.

En el Caṕıtulo 3 hablaremos de los cumulantes y su relación con los
momentos, una herramienta combinatoria que ha resultado bastante útil
para trabajar con los distintos tipos de independencia. De nuevo, una dife-
rencia de este trabajo respecto a otros, sera que abordaremos los distintos
cumulantes desde una perspectiva común, lo cual nos permitirá ver las simi-
litudes y diferencias entre las definiciones y las herramientas que se tienen
para demostrar sus principales caracteŕısticas. Además, esto nos ayudará a
tener una idea más clara de cómo debemos trabajar con los cumulantes en
probabilidad libre finita. Por último, utilizaremos los cumulantes para de-
mostrar de manera sencilla dos teoremas importantes en probabilidad y que
presentaremos desde un enfoque anaĺıtico en el Caṕıtulo 1.

En el Caṕıtulo 4 daremos una breve introducción al concepto de proba-
bilidad libre finita presentado por Adam Marcus [Mar15] y presentaremos
los principales resultados de este art́ıculo en el ámbito de la convulución adi-
tiva libre y su relación con la convolución de polinomios. Posterioremente
daremos la aportación principal de este trabajo, que será utilizar lo vis-
to en los tres primeros caṕıtulos para definir una noción de cumulantes en
probabilidad finita. Veremos que estos cumulantes linealizan la convolución
aditiva simétrica y demostraremos algunos de los teoremas del art́ıculo de
Marcus [Mar15] desde un enfoque combinatorio. Además, encontraremos
una fórmula que relaciona los momentos con los cumulantes finitos la cual
permite entender mejor la relación entre cumulantes finitos y cumulantes
libres.
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Caṕıtulo 1

Probabilidad No
Conmutativa

En este caṕıtulo describiremos los objetos principales del marco teóri-
co que se estudiará en esta tesis. En las primeras secciones definiremos lo
que es un espacio de probabilidad y una distribución, estos conceptos son
fundamentales para el desarrollo de este trabajo. Posteriormente, hablare-
mos de las cuatro principales nociones de independencia y definiremos una
convolución aditiva para cada una de ellas. Finalmente, introduciremos las
principales herramientas anaĺıticas que se han desarrollado para entender el
comportamiento de las medidas de probabilidad bajo estas convoluciones y
presentaremos el Teorema del Ĺımite Central. En general, lo que presenta-
remos en este caṕıtulo sólo es una recopilación de lo básico que se ha hecho
con cada una de las nociones de independencia. Sin embargo, el atractivo
principal de este trabajo respecto a otros será abordar de la manera más
general posible las cuatro nociones principales de independencia para tener
una mejor idea de las similitudes y diferencias entre ellas. Además, nos dará
una idea más clara de lo que debeŕıamos esperar de la probabilidad finita.

1.1. ∗-espacios de probabilidad

En esta sección introduciremos los espacios dónde estaremos trabajando
y los conceptos básicos. Para las definiciones de esta sección nos basaremos
en la monograf́ıa de Nica y Speicher [NS06].

Definición 1.1.1. Un espacio de probabilidad no conmutativo, (A, φ), con-
siste de un álgebra unitaria A sobre C y un funcional lineal unitario

φ : A → C, φ(1A) = 1.

A los elementos de A se les conoce como variables aleatorias no conmutativas
en (A, φ). Por simplicidad, sólo les llamaremos variables aleatorias a ∈ A.
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Diremos que el espacio de probabilidad no conmutativo (A, φ) es tracial si
cumple que

φ(ab) = φ(ba), ∀a, b ∈ A.

La definición anterior sólo pide que A sea un álgebra unitaria, sin em-
bargo en muchas ocasiones será útil trabajar con una ∗-álgebra. Es decir, un
álgebra A equipada con una operación antilineal ∗ : A → A con la propiedad
de que (a∗)∗ = a y (ab)∗ = b∗a∗ para todo a, b ∈ A. A la operación ∗ se
le conoce como involución. Esta involución nos permite hablar de elemen-
tos positivos en un álgebra. Más espećıficamente, decimos que un elemento
b ∈ A es positivo, si se cumple que b = a∗a, para alguna variable a ∈ A. A
veces es deseable que φ mande elementos positivos a R+, esto para poder
hablar de distribuciones asociadas a elementos del álgebra.

Definición 1.1.2. Sea A una ∗-álgebra y (A, φ) un espacio de probabilidad
no conmutativo. Si se cumple que

φ(a∗a) ≥ 0, ∀a ∈ A,

entonces decimos que el funcional φ es positivo y que (A, φ) es un ∗-espacio
de probabilidad.

En el contexto de ∗-álgebras, debemos resaltar algunas variables alea-
torias no conmutativas que son importantes debido a las propiedades que
satisfacen.

Definición 1.1.3. Sea A una ∗-álgebra.

Diremos que a ∈ A es autoadjunto si cumple que a = a∗.

Diremos que u ∈ A es unitario si cumple que u∗u = uu∗ = 1.

Diremos que a ∈ A es normal si cumple que a∗a = a∗a.

Estaremos más interesados en los ∗-espacios de probabilidad ya que tie-
nen mayor estructura y en ellos existen muchos ejemplos interesantes. A
continuación mencionaremos algunas propiedades elementales de estos es-
pacios.

Proposición 1.1.4. Dado (A, φ) un ∗-espacio de probabilidad. Sabemos
que el funcional lineal φ es autoadjunto, es decir, cumple que

φ(a∗) = φ(a), ∀a ∈ A.

Otra consecuencia de la positividad de φ es que tenemos una desigualdad
del tipo Cauchy-Schwarz para ∗- álgebras.
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Teorema 1.1.5. Sea (A, φ) un ∗-espacio de probabilidad. Entonces se cum-
ple la desigualdad

|φ(b∗a)|2 ≤ φ(a∗a)φ(b∗b), ∀a, b ∈ A.

Esta desigualdad se puede probar de la manera estándar en que se prue-
ban las desigualdades del tipo Cauchy-Schwarz.

Observación 1.1.6. Si un elemento a ∈ A cumple que φ(a∗a) = 0, entonces
la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que φ(ba) = 0 para todo b ∈ A,
esto quiere decir que a, de cierta forma, es un elemento degenerado para el
funcional φ. En muchos casos nos gustaŕıa evitar que existan estos elementos
degenerados y eso motiva la siguiente definición.

Definición 1.1.7. Sea (A, φ) un ∗-espacio de probabilidad. Diremos que φ
es fiel si para a ∈ A se tiene que:

φ(a∗a) = 0 ⇒ a = 0.

Observación 1.1.8. En esta tesis sólo trabajaremos con ∗-espacios de pro-
babilidad, aśı que para facilitar la lectura omitiremos el śımbolo ∗ en lo que
resta de este trabajo. Es decir, a menos que se indique lo contrario, al hablar
de un espacio de probabilidad, asumiremos que tiene una involución ∗ y
que el funcional φ es positivo.

1.2. Distribución

Hay una fuerte relación entre los momentos de una variable aleatoria y
su distribución. Sin embargo, al trabajar con espacios de probabilidad en
general, no existe una estructura anaĺıtica amigable que se pueda relacionar
con la distribución y los momentos. En consecuencia, tendremos que definir
la distribución de una manera puramente algebraica.

Notación 1.2.1. Sea a un elemento en un espacio de probabilidad (A, φ).
La subálgebra de A generada por a es

A0 = span{aε(1) · · · aε(k)|k ≥ 0, ε(1), . . . , ε(k) ∈ {1, ∗}}.

Es decir, es la expansión lineal de las “palabras” que podemos hacer
usando las “letras” a y a∗. Los valores de φ para esas palabras son conocidos
como momentos.

Definición 1.2.2. Sea a una variable aleatoria en un espacio de probabili-
dad (A, φ). Una expresión de la forma

φ(aε(1) · · · aε(k)) con k ≥ 0 y ε(1), . . . , ε(k) ∈ {1, ∗}}

es un momento de a.
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Notación 1.2.3. Denotaremos como C〈X,X∗〉 al álgebra unitaria generada
libremente por dos indeterminadas no conmutativas X y X∗. De manera
concreta, los monomios de la forma

Xε(1) · · ·Xε(k), donde k ≥ 0 y ε(1), . . . , ε(k) ∈ {1, ∗},

son una base lineal de C〈X,X∗〉, y la multiplicación de dos monomios se
hace por concatenación. Además, C〈X,X∗〉 tiene una involución natural, ∗,
determinada al pedir que la involución aplicada a X nos de X∗.

Definición 1.2.4 (Distribución algebraica). Sea a una variable aleatoria en
un espacio de probabilidad (A, φ). La distribución de a se define como el
funcional lineal µ : C〈x, x∗〉 → C determinado por:

µ(xε(1) · · ·xε(k)) = φ(aε(1) · · · aε(k)),

para todo k ≥ 0 y todo ε(1), · · · , ε(k) ∈ {1, ∗}.

La ventaja de definir la distribución de esta manera es que sin impor-
tar el espacio de probabilidad, la distribución siempre está definida en el
mismo espacio C〈X,X∗〉. Esto hace posible comparar las distribuciones de
elementos que viven en espacios distintos.

A pesar de que en general no tenemos una estructura anaĺıtica, obser-
vemos que en el caso particular de los elementos normales a ∈ A (donde
tenemos la igualdad aa∗ = a∗a), la ∗-álgebra unitaria generada por a se
reduce a

A0 = span{ak(a∗)l|k, l ≥ 0}

En este caso es posible definir una distribución anaĺıtica que se parece más
a la noción clásica de distribución.

Definición 1.2.5 (Distribución anaĺıtica). Sea (A, φ) un espacio de probabi-
lidad y sea a un elemento normal deA. Si existe una medida de probabilidad,
µ, con soporte compacto en C tal que:∫

zkzldµ(z) = φ(ak(a∗)l) ∀k, l ∈ N. (1.1)

Entonces µ es única y diremos que es la distribución anaĺıtica de a.

Observación 1.2.6. 1. La unicidad es una consecuencia el teorema de
Stone-Weierstrass.

2. No necesariamente cualquier elemento normal en un espacio de proba-
bilidad tiene una distribución anaĺıtica. Afortunadamente, lo anterior
si es válido para varios ejemplos importantes.
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3. En el caso aún más particular en el que estemos trabajando con un
elemento autoadjunto, a ∈ A, se puede ver que el soporte de la dis-
tribución de a está contenido en los reales, y podemos transformar la
ecuación (1.1) en: ∫

tn = φ(an), ∀n ∈ N.

Además de tener distribuciones para cada elemento, también es impor-
tante poder ver cómo se relacionan los elementos entre śı, por ello también
tenemos el concepto de distribución conjunta. Lo necesario para esta defi-
nición es una generalización bastante directa de lo que hicimos para una
variable, aśı que no daremos tantos detalles.

Definición 1.2.7. Sean a1, . . . , as variables aleatorias en un espacio de pro-
babilidad (A, φ). Una expresión de la forma

φ(aε(1)
r1 · · · a

ε(k)
rk

), con k ≥ 1, 1 ≤ r1, . . . , rk ≤ s y ε(1), . . . , ε(k) ∈ {1, ∗},

es un momento mixto de a1, . . . , as.

Notación 1.2.8. Denotaremos por C〈X1, X
∗
1 , . . . , Xs, X

∗
s 〉 al álgebra unita-

ria generada libremente por las 2s indeterminadas no conmutativas, X1, X
∗
1 ,

. . . , Xs, X
∗
s . De nuevo, los monomios de la forma

Xε(1)
r1 · · ·X

ε(k)
rk

, donde k ≥ 0, 1 ≤ r1, . . . , rk ≤ s y ε(1), . . . , ε(k) ∈ {1, ∗},

son una base lineal de C〈X1, X
∗
1 , . . . , Xs, X

∗
s 〉, y la multiplicación se hace por

concatenación. Además, C〈X1, X
∗
1 , . . . , Xs, X

∗
s 〉 tiene una involución natural,

∗, determinada al pedir que la involución aplicada a Xr nos de X∗r , para
1 ≤ r ≤ s.

Definición 1.2.9 (Distribución conjunta). La distribución conjunta de una
familia de elementos a1, . . . , an ∈ A en un espacio de probabilidad no con-
mutativo (A, φ), es el funcional lineal µa1,...,an : C〈X1, X

∗
1 , . . . , Xn, X

∗
n〉 → C

tal que µa1,...,an(1) = 1 y

µa1,...,an(X
ε(1)
i1
· · ·Xε(k)

ik
) = φ(a

ε(1)
i1
· · · aε(k)

ik
),

para k ≥ 1, 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n y ε(1), . . . , ε(n) ∈ {1, ∗}.

Para que nos quede un poco más claro cómo funciona la distribución
anaĺıtica daremos un ejemplo con un tipo especial de elemento llamado Haar
unitario.

Definición 1.2.10. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad. Un elemento
u ∈ A es Haar unitario si uu∗ = u∗u = 1 (es unitario) y cumple que

φ(uk) = 0 ∀k ∈ Z\{0}. (1.2)
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Observación 1.2.11. El nombre “Haar unitario” viene del hecho de que
si u es un Haar unitario en un espacio de probabilidad, entonces la medida
de Lebesgue normalizada (también llamada medida de Haar) en un ćırculo
sirve como distribución de u. En efecto, para todo k, l ∈ N ∪ {0} tenemos
que

φ(uk(u∗)l) = φ(uk−l) =

{
0 si k 6= l

1 si k = l

es igual a la integral ∫
T
zkzldz =

∫ 2π

0

ei(k−l)t

2π
dt

donde T = {z ∈ C : |z| = 1} y dz es la medida de Haar normalizada en T.

Ejemplo 1.2.12. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad, y sea u ∈ A un
Haar unitario. Entonces el elemento autoadjunto u+ u∗ ∈ A si tiene distri-
bución.

Demostración. Si calculamos los momentos de u+ u∗ obtenemos que:

φ((u+ u∗)k) =

∫
T
(z + z)kdz =

1

π

∫ π

0
(2 cos t)kdt.

Y si hacemos el cambio de variable r = 2 cos t, concluimos que

φ((u+ u∗)k) =

∫ 2

−2
rk

dr

π
√

4− r2
=

∫
R
tkµ(t)dt k ≥ 0,

donde la distribución µ(t) es la densidad del arcoseno en [-2,2]:

µ(t) =

{
1

π
√

4−r2 si |t| < 2

0 si |t| ≥ 2.

Además, a partir de la ecuación (1.2) y el hecho de que u∗ = u−1 podemos
derivar la siguiente fórmula para los momentos:

φ((u+ u∗)k) =

k∑
j=0

(
k

j

)
φ(u2j−k) =

{
0 si k es impar(
k
k/2

)
si k es par.

La distribución que acabamos de obtener es conocida como la ley del
arcoseno y será importante para resultados futuros. Otras distribuciones
espećıficas que también serán importantes después son las siguientes:

Definición 1.2.13. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad y x ∈ A un
elemento autoadjunto con varianza σ2.
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1. Diremos que x es una variable Gaussiana si tiene distribución normal,

es decir, si su distribución es igual a e−t
2/2σ2

√
2πσ2

.

2. Diremos que x es una variable semicircular centrada de radio 2σ si su
distribución es igual a 2

π(2σ)2

√
(2σ)2 − t2 en el intervalo [−2σ, 2σ].

3. Diremos que x es una variable Bernoulli simétrica si su distribución
es la medida de probabilidad 1

2(δ−σ + δσ).

Observación 1.2.14. 1. Los momentos de una variable Gaussiana, z,
son:

φ(zn) =

{
σn(n− 1)(n− 3) · · · 3 · 1 si n es par

0 si n es impar.

2. Los momentos de una variable semicircular, s, son:

φ(sn) =

{
σnCn/2 si n es par

0 si n es impar,

dónde Ck = 1
k+1

(
2k
k

)
es el k-ésimo número de catalán.

3. Los momentos de una variable Bernoulli simétrica, b, son:

φ(bn) =

{
σn si n es par

0 si n es impar.

4. Los momentos de una variable, x, cuya distribución es la ley del arco-
seno son:

φ(xn) =

{(
σ
2

)n ( n
n/2

)
si n es par

0 si n es impar.

1.3. Independencia

Después de definir los conceptos de distribución de un elemento y la dis-
tribución conjunta de varios elementos, estamos listos para introducir uno
de los conceptos fundamentales cuando trabajamos con espacios de probabi-
lidad, el concepto de independencia. Observemos que si conocemos la distri-
bución conjunta de a1, . . . , an (dónde a1, . . . , an son variables aleatorias de
un espacio de probabilidad (A, φ)) entonces podemos obtener la distribución
de cada una de las ai, con 1 ≤ i ≤ n. Basta con fijarnos exclusivamente en
los momentos que contienen ai o a∗i . Sin embargo, si quisiéramos recobrar
la distribución conjunta de a1, . . . , an a partir de la distribución de cada
elemento, en general no será posible, ya que los momentos que contienen
distintas variables aleatorias no necesariamente están relacionados con las
distribuciones de las variables aleatorias involucradas.
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Si analizamos la noción de independencia en la probabilidad clásica, en
el fondo, se puede entender como una estructura universal que justamente
nos proporciona una regla para calcular los momentos mixtos a partir de
los momentos de cada variable. Aunque trabajar sólo con variables inde-
pendientes nos limita un poco, simplifica mucho el manejo de distribuciones
conjuntas. Además, las variables independientes encajan bastante bien con
muchos procesos naturales en los que se aplica la probabilidad clásica. Por
supuesto, la independencia clásica no es la única que se puede aplicar a pro-
cesos importantes, y es por eso que a lo largo de la historia se han definido
y estudiado otros tipos de independencia, es decir, otras reglas para obte-
ner estos momentos mixtos. A continuación abordaremos las nociones más
importantes de independencia de un manera general, con el mismo enfoque
que se da en [HS11b], esto con el objetivo de tener un terreno común para
compararlas y tener una visión más clara de las similitudes y diferencias
entre las nociones.

Definición 1.3.1 (Independencia). Sea (A, φ) un espacio de probabilidad
y {Aλ : λ ∈ Λ} una familia de ∗-subálgebras de A. Sea φ(a1a2 · · · an) un
momento mixto tal que ai ∈ Aλi , ai /∈ C1 y tal que elementos consecutivos
son de distintas subálgebras (λ1 6= λ2 6= · · · 6= λk−1 6= λk). Entonces decimos
que:

1. (Independencia clásica o tensorial). {Aλ} es independiente en el sen-
tido clásico (o tensorial) si se cumple que

φ(a1a2 · · · an) = φ(a1)φ(a2 · · · an)

cuando λ1 6= λr para todo 2 ≤ r ≤ n. O si tenemos que

φ(a1a2 · · · an) = φ(a2 · · · ar−1(a1ar)ar+1 · · · an),

cuando r es el menor número tal que λ1 = λr.

2. (Independencia libre [Voi85]). {Aλ} es libre si se cumple que

φ(a1a2 · · · an) = 0

cuando φ(a1) = φ(a2) = . . . = φ(an) = 0.

3. (Independencia booleana [SW97]). {Aλ} es independiente en el sentido
booleano si se cumple que

φ(a1a2 · · · an) = φ(a1)φ(a2 · · · an).

4. (Independencia monótona [Mur00]). Supongamos que el ı́ndice Λ tiene
un orden lineal <. {Aλ} es monótonamente independiente si se cumple
que

φ(a1 · · · ai · · · an) = φ(ai)φ(a1 · · · ai−1ai+1 · · · an)

cuando i cumple que λi−1 < λi > λi+1 (en los casos i = 1 o i = n la
desigualdad correspondiente no se considera).
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Observación 1.3.2. 1. Si aplicamos sucesivamente la regla para la in-
dependencia clásica, es sencillo llegar a una regla equivalente para la
independencia clásica. {Aλ} es independiente en el sentido clásico si
se cumple que

φ(a1a2 · · · an) =
∏
λ∈Λ

φ

−−−−−→∏
i:ai∈Aλ

ai


donde

−−−−−→∏
i∈V ai es el producto de los ai, con i ∈ V , en el mismo orden

en el que aparecen en a1a2 · · · an.

2. También existe una quinta noción de independencia conocida como
independencia antimonótona. La regla para calcular los momentos, es
basicamente la misma que para la monótona, pero se debe cumplir
λi−1 > λi < λi+1 en lugar de λi−1 < λi > λi+1. Esta noción es
completamente análoga a la de independencia monótona y por lo tanto
no la abordaremos en este trabajo.

Podemos extender cualquiera de las cuatro nociones de independencia a
subconjuntos arbitrarios de A, como nos muestra la siguiente definición.

Definición 1.3.3. 1. Diremos que {Xλ ⊆ A : λ ∈ Λ} son independientes
(en el sentido clásico, libre, booleano o monótono) si {Aλ : λ ∈ Λ}
son independientes (en el sentido clásico, libre, booleano o monótono),
donde Aλ = alg(1, Xλ) es la ∗-álgebra unitaria generada por Xλ.

2. Diremos que una familia de elementos {aλ ∈ A : λ ∈ Λ} es indepen-
diente si la familia de subconjuntos {{aλ} ⊆ A : λ ∈ Λ} es indepen-
diente.

1.4. Convoluciones aditivas

Ya que tenemos una noción de independencia, cualquiera de las cuatro
que queramos elegir, la primera duda que nos podŕıa surgir es cómo se com-
porta la distribución de la suma de dos variables aleatorias independientes.
Para poder hablar de ello de una manera más concisa primero definiremos
la suma de dos medidas de probabilidad.

Definición 1.4.1. Sean µ y ν medidas de probabilidad en R con soporte
compacto. Sean x y y variables aleatorias autoadjuntas en algún espacio
de probabilidad C∗ tales que x tiene distribución µ y y tiene distribución
ν, y tales que x y y son independientes (en el sentido clásico, libre, boo-
leano o monótono). Entonces la convolución aditiva clásica, libre, booleana
o monótona de µ y ν será la distribución de la suma x+ y y la denotaremos
como µ ? ν, µ� ν, µ ] ν y µB ν, respectivamente.
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Observación 1.4.2. 1. Es importante mencionar que dadas µ y ν, y
para cualquier tipo de independencia, siempre podemos encontrar va-
riables x y y como se piden en la definición. Además, la suma de la
distribución sólo depende de la distribución µ de x y de la distribución
ν de y, es decir, no importa cuáles realizaciones x y y nos tomemos.
Por lo tanto, la convolución aditiva está bien definida para cualquier
independencia.

2. Como x + y es autoadjunto y acotado, entonces su distribución tam-
bién es una medida de probabilidad con soporte compacto en R. Por lo
tanto, las convoluciónes serán operaciones binarias sobre el espacio de
medidas de probabilidad con soporte compacto en R. Estas convolu-
ciones se pueden extender a medidas con soporte no compacto. Como
esta tesis estudia principalmente los aspectos combinatorios, nos res-
tringiremos a medidas con soporte compacto.

En cada caso se han desarrollado herramientas anaĺıticas para poder
encontrar de manera sistemática la convolución aditiva de dos medidas de
probabilidad. La idea es codificar la información de los momentos de µ y de
ν en una serie formal de potencias, luego transformar estas series en otras
que se comporten de manera lineal con respecto a la convolución, de esta
forma obtener la sumar es un paso directo. Por último, debemos utilizar la
inversa de la transformación anterior para regresar a la serie de potencias
que codifica los momentos de la suma y recobrar la medida a partir de esta
serie.

1.4.1. Convolución aditiva clásica

El caso de la convolución clásica es el más conocido y ha sido amplia-
mente estudiado, para su análisis debemos codificar la información de los
momentos utilizando la transformada de Fourier.

Definición 1.4.3. Sea µ una medida de probabilidad en R. Definimos la
transformada de Fourier de µ como

Fµ(z) =

∫
R
e−iztdµ(t).

Observación 1.4.4. En el caso en que µ tiene soporte compacto podemos
tomar la expansión en serie de potencias de la función exponencial

e−izt =
∞∑
n=0

(−izt)n

n!

y luego integrar termino a termino, con ello obtenemos que

Fµ(z) =
∞∑
n=0

(−iz)n

n!
mn,
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donde mn :=
∫
R t

ndµ(t) es el n-ésimo momento de µ, para n ≥ 0.

El siguiente teorema explica la relación entre la transformada de Fourier
y la convolución aditiva clásica.

Teorema 1.4.5. Si µ y ν son medidas de probabilidad en R con soporte
compacto e independientes en el sentido clásico, tenemos que

logFµ?ν(z) = logFµ(z) + logFν(z).

Demostración. Tomemos x y y variables aleatorias autoadjuntas e indepen-
dientes en el sentido clásico, en algún espacio de probabilidad C∗ tales que
x tiene distribución µ y y tiene distribución ν. De la observación anterior y
la definición de independencia clásica podemos obtener que:

Fµ?ν(z) =

∞∑
n=0

(−iz)n

n!
φ((x+ y)n)

=
∞∑
n=0

(−iz)n

n!

n∑
j=0

(
n

j

)
φ(xj)φ(yn−j)

=
∞∑
n=0

n∑
i=0

(−iz)j

j!
φ(xj)

(−iz)n−j

(n− j)!
φ(yn−j)

=

( ∞∑
n=0

(−iz)n

n!
φ(xn)

)( ∞∑
n=0

(−iz)n

n!
φ(yn)

)
= Fµ(z)Fν(z).

Por lo tanto, si aplicamos logaritmo de ambos lados, obtenemos el resultado
deseado.

1.4.2. La transformada de Cauchy

Para los otros tipos de independencia la transformada de Cauchy resulta
ser más útil para codificar la información de los momentos.

Definición 1.4.6. Sea µ una medida de probabilidad en R. La transformada
de Cauchy de µ es la función Gµ definida en el semiplano superior C+ =
{s+ it | s, t ∈ R, t > 0} por la fórmula:

Gµ(z) =

∫
R

dµ(t)

z − t
, z ∈ C+.

Observación 1.4.7. 1. Es sencillo verificar que Gµ es anaĺıtica en C+ y
que toma valores en C− = {s+ it | s, t ∈ R, t < 0}.
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2. Supongamos que µ tiene soporte compacto, y denotemos r := sup{|t| |
t ∈ sop(µ)}. Para |z| > r podemos expandir:

1

z − t
=
∞∑
n=0

tn

zn+1
, ∀t ∈ sop(µ).

La convergencia de esta serie es uniforme para t ∈ sop(µ) y por lo
tanto podemos integrar la serie término a término y aśı obtenemos la
siguiente expansión en serie de potencias:

Gµ(z) =
∞∑
n=0

mn

zn+1
, |z| > r,

donde mn :=
∫
R t

ndµ(t) es el n-ésimo momento de µ, para n ≥ 0.

3. Observemos que si tomamos la expansión anterior alrededor del punto
al infinito, una consecuencia obvia es que:

ĺım
z∈C+,|z|→∞

zGµ(z) = 1.

Observación 1.4.8. Podemos recuperar la medida de probabilidad µ a
partir de su transformada de Cauchy, Gµ, utilizando la fórmula de inversión
de Stieltjes. Si denotamos

hε(t) := − 1

π
Im[Gµ(t+ iε)], ∀ε > 0, ∀f ∈ R

(donde Im es la operación de tomar la parte imaginaria de un numero com-
plejo), entonces la fórmula de inversión de Stieltjes dice que

dµ(t) = ĺım
ε→0

hε(t)dt.

El ĺımite lo estamos considerando en la topoloǵıa débil sobre el espacio de
medidas de probabilidad en R, y por lo tanto, se refiere al hecho de que∫

R
f(t)dµ(t) = ĺım

ε→∞

∫
R
f(t)hε(t)dt,

para toda función continua y acotada f : R→ C.

1.4.3. Otras transformadas

Definición 1.4.9. Sea µ una medida de probabilidad en R.

1. La transformada K de µ es la función inversa (con respecto a la com-
posición) de Gµ(z):

Kµ(z) := G−1
µ (z).
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2. La transformada R de µ es la serie formal de potencias tal que:

Rµ(z) := Kµ(z)− 1

z
= G−1

µ (z)− 1

z
.

3. La transformada F de µ es la rećıproca de la transformada de Cauchy:

Fµ(z) :=
1

Gµ(z)
.

4. La transformada B de µ es la serie formal de potencias tal que:

Bµ(z) :=
1

z
− Fµ(1/z) =

1

z
− 1

Gµ(1
z )
.

Teorema 1.4.10. Sean µ y ν medidas de probabilidad en R con soporte
compacto.

1. Si µ y ν son libres, tenemos que

Rµ�ν(z) = Rµ(z) +Rν(z).

2. Si µ y ν son independientes en el sentido booleano, tenemos que

Bµ]ν(z) = Bµ(z) + Bν(z).

3. Si µ y ν son monótonamente independientes, tenemos que

FµBν(z) = Fµ(Fν(z)).

A diferencia del caso clásico, para dar una demostración anaĺıtica de
estos teoremas es necesario introducir varias herramientas anaĺıticas que
quedan fuera de los objetivos de esta tesis, por ello, nos limitaremos a dar
una demostración combinatoria en el Caṕıtulo 3.

1.5. Teorema del Ĺımite Central

Una vez que hemos entendido cómo funciona la suma de medidas de
probabilidad, una pregunta bastante natural es cómo se comporta la suma
cuando tenemos muchas variables con la misma distribución. Para el caso
clásico, es bastante conocido que tenemos el Teorema del Ĺımite Central
(de ahora en adelante abreviaremos TLC) que justamente nos habla del
comportamiento de

a1 + . . .+ aN√
N
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cuando N tiende a infinito y donde a1, a2 . . . son variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas. En esta sección recordaremos este
teorema y hablaremos sobre los teoremas análogos que se obtienen con los
distintos tipos de independencia.

Primero, necesitamos definir el concepto de convergencia. El TLC clásico
normalmente aparece en términos de convergencia débil, sin embargo para
poder hablar del TLC en probabilidad no conmutativa es mejor definir con-
vergencia de otra forma. A continuación mencionaremos ambas definiciones
de convergencia y veremos porque en el caso que estamos trabajando, no
importa cuál de las dos elijamos.

Definición 1.5.1. Sean (AN , φN ) (con N ∈ N) y (A, φ) espacios de probabi-
lidad no conmutativos y consideremos variables aleatorias a ∈ A y aN ∈ AN
para cada N ∈ N.

1. Si se cumple que

ĺım
N→∞

φN (anN ) = φ(an) ∀n ∈ N,

entonces decimos que aN converge en distribución a a cuando N →∞
y lo denotamos como

aN
distr−→ a.

2. Si µN y µ son las distribuciones en el sentido anaĺıtico de aN y a,
respectivamente, entonces diremos que aN converge débilmente en dis-
tribución a a si µN converge débilmente a µ, es decir:

ĺım
N→∞

∫
f(t)dµN (t) =

∫
f(t)dµ(t) ∀f continua y acotada.

Observación 1.5.2. Utilizando el teorema de Stone-Weierstrass, la conver-
gencia de todos los momentos es suficiente para asegurar la convergencia de
todas las funciones continuas f en el soporte compacto de µ. Por lo tanto,
en este caso, ambas nociones de convergencia coinciden.

La observación anterior sólo aplica en situaciones en el que el elemento
ĺımite a tiene una distribución con soporte compacto (que es lo que se pide
en la Definición 1.2.5). Debido a que la densidad normal no tiene soporte
compacto, el teorema clásico no cae en el caso anterior. Sin embargo, la
distribución normal tiene la propiedad de que está determinada por sus
momentos, y eso nos permite llegar a la misma conclusión.

Definición 1.5.3. Sea µ una medida de probabilidad en R con momentos

mn :=

∫
R
tndµ(t) ∀n ∈ N.

16



Decimos que µ está determinada por sus momentos, si µ es la única medida
de probabilidad en R con estos momentos, es decir, si para cualquier medida
de probabilidad ν en R tenemos que∫

R
tndν(t) = mn ∀n ∈ N ⇐⇒ ν = µ.

Observación 1.5.4. 1. La importancia de las medidas de probabilidad
determinadas por sus momentos radica en los siguientes dos hechos
bastante conocidos de la probabilidad clásica:

La distribución normal está determinada por sus momentos.

Sean µ y µN (con N ∈ N) medidas de probabilidad en R tales
que µ está determinada por sus momentos y µN tiene momentos
de todos los órdenes. Si tenemos que

ĺım
N→∞

∫
R
tndµN (t) =

∫
R
tndµ(t) ∀n ∈ N,

entonces µN converge débilmente a µ.

Estos dos hechos implican que para demostrar la convergencia débil
de variables aleatorias clásicas a una distribución normal, es suficiente
con mostrar la convergencia de todos los momentos. Por lo tanto, para
demostrar el TLC clásico, solo hará falta demostrar la convergencia de
todos los momentos, que es lo mismo que trabajar sólo con la nueva
noción de convergencia en distribución.

2. Con la definición anterior, tiene sentido ampliar un poco nuestra defi-
nición de distribución anaĺıtica y permitir medidas de probabilidad que
están determinadas por sus momentos aún cuando no tengan soporte
compacto. Esto nos da una mayor flexibilidad para conectar nuestras
consideraciones combinatorias con las consideraciones anaĺıticas clási-
cas.

Con la introducción anterior, ya estamos listos para presentar el TLC
para cada una de las independencias desde una plataforma común.

Teorema 1.5.5 (Teorema del Ĺımite Central). Sea (A, φ) un espacio de
probabilidad y sea a1, a2, . . . ∈ A una sucesión de variables aleatorias auto-
adjuntas idénticamente distribuidas. Además, supongamos que las variables
son centradas (φ(an) = 0 para toda n ∈ N) y denotemos por σ2 := φ(a2

n) a
la varianza común de las variables. Entonces tenemos que:

1. (Clásico) Si las variables aleatorias a1, a2, . . . son independientes en el
sentido clásico entonces

a1 + . . .+ aN√
N

distr−→ z,

donde z es una variable Gaussiana de varianza σ2.
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2. (Libre) Si las variables aleatorias a1, a2, . . . son libres entonces

a1 + . . .+ aN√
N

distr−→ s,

donde s es una variable semicircular de varianza σ2.

3. (Booleano) Si las variables aleatorias a1, a2, . . . son independientes en
el sentido booleano entonces

a1 + . . .+ aN√
N

distr−→ b,

donde b es una variable Bernoulli de varianza σ2.

4. (Monótono) Si las variables aleatorias a1, a2, . . . son independientes en
el sentido clásico entonces

a1 + . . .+ aN√
N

distr−→ x,

donde x es una variable aleatoria con distribución ley del arcoseno de
varianza σ2.

Esta demostración también la dejaremos para el Caṕıtulo 3, ya que con-
temos con las herramientas suficientes para dar una demostración combina-
toria clara y concisa.
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Caṕıtulo 2

La Función De Möbius En
Ret́ıculas De Particiones

El objetivo de este caṕıtulo es familiarizarnos con todos los conceptos
y las herramientas combinatorias básicas que serán necesarios para el si-
guiente caṕıtulo. Una de las herramientas más importantes es la fórmula de
inversión de Möbius, para hablar de ella, primero necesitamos introducir el
concepto de álgebra de incidencia, que a su vez necesita de otros conceptos
más básicos. Posteriormente hablaremos de particiones, que será un concep-
to fundamental para lo que resta de este trabajo. Luego, nos concentraremos
en las ret́ıculas de particiones y calcularemos la función de Möbius para es-
tos casos espećıficos. Por último, hablaremos de familias multiplicativas de
funciones, que nos ayuda a formalizar una propiedad importante que cumple
la función de Möbius.

2.1. Conjuntos parcialmente ordenados y ret́ıculas

Las nociones de conjunto parcialmente ordenado y de ret́ıcula son unas de
las más básicas en matemáticas, aśı que nos limitaremos a dar las definiciones
de los conceptos que utilizaremos y las observaciones básicas para que el
lector se familiarice con la notación que utilizaremos en lo que resta de este
trabajo.

Definición 2.1.1. Un conjunto parcialmente ordenado (copo), (P,≤), es un
conjunto, P , junto con una relación binaria, ≤ (escribiremos ≤P si puede
haber confusión), que satisface los siguientes tres axiomas:

1. Reflexividad: t ≤ t para todo t ∈ P .

2. Antisimetŕıa: si s ≤ t y t ≤ s, entonces s = t.

3. Transitividad: si s ≤ t y t ≤ u, entonces s ≤ u.
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Para simplificar, nos referiremos a (P,≤) sólo como P , (teniendo en cuenta
que por lo general le asignaremos un solo orden, ≤).
Utilizaremos la notación s < t para referirnos a s ≤ t y s 6= t. Diremos que
dos elementos s y t de P son comparables si s ≤ t ó t ≤ s. En caso contrario,
diremos que s y t son incomparables.

Definición 2.1.2. 1. Dos copos P y Q son isomorfos, y escribimos P ∼
Q, si existe una biyección φ : P → Q que preserve el orden y cuya
inversa también preserve el orden. Es decir,

s ≤P t⇐⇒ φ(s) ≤Q φ(t).

2. El producto directo (o cartesiano) de los ordenes parciales sobre los
conjuntos P1, . . . , Pn es el orden parcial sobre el producto cartesiano
de los conjuntos, P1 × · · · × Pn, definido como

(s1, . . . , sn) ≤P1×···×Pn (t1, . . . , tn) ⇐⇒ si ≤Pi ti ∀i = 1, . . . , n.

Definición 2.1.3. Sea (P,≤) un copo.

1. Diremos que (Q,≤Q) es un subconjunto parcialmente ordenado o sub-
copo de (P,≤P ) si Q ⊂ P y ≤Q es tal que para todo s, t ∈ Q tenemos
que

s ≤Q t ⇔ s ≤P t.

2. Un tipo especial de subcopo de P es el intervalo cerrado que se define
como [s, t] = {u ∈ P : s ≤ u ≤ t} siempre que s ≤ t. (El conjunto
vaćıo no es cerrado). Denotaremos por P (2) al conjunto de intervalos
cerrados de P , es decir,

P (2) := {[x, y] | x, y ∈ P, x ≤ y}.

3. Si todos los intervalos de P son finitos, entonces decimos que P es un
copo localmente finito.

4. Decimos que P tiene un mı́nimo si existe un elemento 0P ∈ P tal que
0P ≤ t para todo t ∈ P . Análogamente, P tiene un máximo si existe
un elemento 1P ∈ P tal que t ≤ 1P para todo t ∈ P .

Definición 2.1.4. Sea (P,≤) un copo.

1. Una cadena (o conjunto totalmente ordenado, coto) es un copo en
el que cualesquiera dos elementos son comparables. Diremos que un
subconjunto C de un copo P es una cadena, si C es una cadena cuando
la vemos como subcopo de P .
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2. La longitud, l(C), de una cadena finita se define como l(C) := #C−1.
La longitud o rango de un copo finito es

l(P ) := máx{l(C) : C es una cadena de P}.

Por simplicidad, a la longitud de un intervalo [s, t] la denotaremos
como l(s, t).

Para este trabajo solo nos importará un tipo muy espećıfico de copo,
conocido como ret́ıcula.

Definición 2.1.5. Sea P un copo finito. Y sean s, t ∈ P .

1. Si el conjunto U = {r ∈ P : r ≥ s y r ≥ t} es no vaćıo y tiene
un mı́nimo r0, entonces decimos que r0 es el supremo de s y t, y lo
denotamos como s ∨ t.

2. Si el conjunto L = {r ∈ P : r ≤ s y r ≤ t} es no vaćıo y tiene
un mı́nimo r0, entonces decimos que r0 es el ı́nfimo de s y t, y lo
denotamos como s ∧ t.

3. Decimos que el copo P es una ret́ıcula si cualesquiera dos elementos
de s, t ∈ P tienen un ı́nfimo y un supremo.

Observación 2.1.6. 1. Sea P una ret́ıcula finita. Inductivamente pode-
mos ver que cualquier familia finita de elementos t1, . . . , tn ∈ P tiene
un supremo (menor cota superior común), t1 ∨ · · · ∨ tn, y un ı́nfimo
(mayor cota inferior común), t1 ∧ · · · ∧ tn. En particular, si tomamos
todos los elementos de P , entonces tenemos que existe un elemento
mı́nimo 0P y un elemento máximo 1P .

2. Sea P un copo finito. Es útil observar que si P tiene un elemento
máximo y cualesquiera dos elementos de P tienen ı́nfimo, entonces
P es una ret́ıcula. Análogamente, si P tiene un elemento mı́nimo y
cualesquiera dos elementos de P tienen supremo, entonces P es una
ret́ıcula.

3. Si P1, . . . , Pn son ret́ıculas, entonces P = P1 × · · · × Pn también es
una ret́ıcula. Además, el supremo y el ı́nfimo en P se pueden obtener
encontrando componente por componente el supremo y el ı́nfimo:

(t1, . . . , tn) ∨ (s1, . . . , sn) = (t1 ∨ s1, . . . , tn ∨ sn),

(t1, . . . , tn) ∧ (s1, . . . , sn) = (t1 ∧ s1, . . . , tn ∧ sn).
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2.2. Álgebras de incidencia

En esta sección introduciremos las álgebras de incidencia, nos basaremos
en las definiciones y propiedades básicas que se pueden encontrar en [Sta12].

Definición 2.2.1. Sea P un copo localmente finito yK un campo. El álgebra
de incidencia, I(P,K), de P sobre K, es la K-álgebra de todas las funciones

F : P (2) → K

(con la estructura usual de espacio vectorial sobre K), donde definimos la
multiplicación o convolución como

(F ∗G)(s, u) =
∑
s≤t≤u

F (s, t)G(t, u),

(escribiremos F (x, y) en lugar de F ([x, y]) para simplificar).

Observación 2.2.2. 1. Como P es localmente finito entonces la suma
anterior es finita y por lo tanto la convolución F ∗G está bien definida.

2. Si P es finito, podemos etiquetar a los elementos de P con t1, t2, . . . , tp
de tal forma que ti < tj ⇒ i < j. Entonces, tenemos que I(P,K) es
isomorfo al álgebra de las matrices triangulares superiores sobre K,
M = (mij)

p
i,j=1, que cumplen que mij = 0 si ti y tj son incomparables.

Para el isomorfismo hay que asignarle a cada función F ∈ I(P,K) la
matriz MF = (mij)

p
i,j=1 tal que

mij =

{
F (ti, tj) si ti ≤ tj
0 en cualquier otro caso.

3. La convolución que acabamos de definir corresponde al producto de
las matrices triangulares superiores correspondientes, es decir,

MF∗G = MFMG.

Por lo tanto, podemos deducir que la convolución será asociativa,
tendrá elemento identidad (que será la identidad por ambos lados y es
única), los inversos por un lado serán únicos (y también serán inver-
sos por el otro lado), y la convolución será distributiva respecto a las
operación de tomar combinaciones lineales de funciones en P (2).

Definición 2.2.3. A la identidad de I(P,K) la denotamos como δ y está
definida de la siguiente manera:

δ(s, t) =

{
1 si s = t

0 si s 6= t.

Es claro que δ es la identidad en I(P,K) debido a que Mδ es la matriz
identidad.
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Proposición 2.2.4. Sea f ∈ I(P,K), entonces tenemos que f es invertible
respecto a la convolución si y sólo si f(t, t) 6= 0 para todo t ∈ P .

Demostración. La proposición f ∗ g = δ implica que

f(s, s)g(s, s) = 1 ∀s ∈ P. (2.1)

Esto nos dice que si f es invertible, entonces f(t, t) 6= 0. Por otra parte, de
la ecuación

g(s, u) = − 1

f(s, s)

∑
s<t≤u

f(s, t)g(t, u) ∀[s, u] ∈ P con s < u, (2.2)

podemos observar que si s < u entonces g(s, u) depende sólo del intervalo
[s, u]. Y por lo tanto, si f(s, s) es distinto de cero, entonces podemos definir
g(s, u) recursivamente sobre la longitud de [s, u]. Es decir, empezamos de-
finiendo los valores para los intervalos en los que s = u, luego en los que u
cubre a s, luego en los que l(s, u) = 2 y aśı sucesivamente. Como la proposi-
ción f ∗ g = δ es equivalente a las ecuaciones (2.1) y (2.2), podemos concluir
que la inversa, g, de f existe si y sólo si f(s, s) 6= 0 para todo s ∈ P .

A continuación presentamos las dos funciones más importantes de un
álgebra de incidencia, I(P,K). La función zeta y su inversa la función de
Möbius.

Definición 2.2.5. 1. La función zeta de P denotada como ζ ∈ I(P,K)
está definida como

ζ(s, u) = 1, ∀(s, u) ∈ P (2).

2. La inversa de ζ respecto a la convolución es conocida como la función
de Möbius de P y se denota por µ.

Observación 2.2.6. También podemos definir µ recursivamente. Esto es
porque la relación µ ∗ ζ = δ es equivalente a

µ(s, s) = 1 ∀s ∈ P,

µ(s, u) = −
∑
s≤t<u

µ(s, t) ∀s < u en P. (2.3)

La convolución con la que hemos estado trabajando es para funciones
cuyo dominio es P (2), es decir, funciones que guardan información dada
por los intervalos de P . Sin embargo, también será muy útil trabajar con
funciones que sólo guardan información de P , es decir, funciones de la forma
f : P → K.

A continuación presentaré otro tipo de convolución para cuando tenemos
una función con dominio en P y una con dominio en P (2) y cuya convolución
nos dará otra función con dominio en P .
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Definición 2.2.7. Para una función f : P → K y una función G : P (2) → K
se define la convolución f ∗G : P → K dada por la fórmula:

(f ∗G)(s) :=
∑
t≤s

f(t)G(t, s).

Utilizando la misma lista del segundo inciso en la Observación 2.2.2
podemos asignarle a las funciones f : P → K un vector de tamaño n y
de esta forma el segundo tipo de convolución que definimos se puede ver
también como un producto de matrices con un vector. Sin embargo, para
el caso en el que P tiene un elemento mı́nimo, 0P , resultará más sencillo
ver a las funciones con dominio en P como un subconjunto especial de las
funciones con dominio en P (2).

Definición 2.2.8. Sea P un copo con elemento mı́nimo 0P .

1. Diremos que una función F : P (2) → K es unidimensional si cumple
que F (u, r) = 0 para toda u 6= 0P .

2. A cada función f : P → K le podemos asignar una función unidimen-
sional f̄ : P (2) → K tal que

f̄(u, r) :=

{
f(r) si u = 0P

0 si u 6= 0P .

Observación 2.2.9. De la definición que acabamos de dar es sencillo ob-
servar que la operación f̄ que acabamos de definir es una biyección entre las
funciones de P en K y las funciones unidimensionales. Además con está ope-
ración queda mucho más clara la relación entre los dos tipos de convolución
que definimos, ya que tenemos que:

f ∗G = h⇔ f̄ ∗G = h̄,

(observemos que la convolución del lado izquierdo es la segunda que defini-
mos, mientras que la del lado derecho es la primera).

2.3. Inversión de Möbius

La teoŕıa de las álgebras de incidencia ha sido ampliamente desarrollada
de manera general, sin embargo, en este caso sólo será necesario trabajar
con álgebras bastante espećıficas, en las cuales P es una ret́ıcula finita. De
ahora en adelante nos concentraremos en el caso espećıfico en el que el copo
P es una ret́ıcula finita. Esto nos dice que en particular podemos usar la
operación f̄ que acabo de definir, (para el caso general en el que P es finito
pero no tiene mı́nimo, también se puede definir una operación, un poco más
compleja, para ver que ambas convoluciones están relacionadas).
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Proposición 2.3.1 (Fórmula de inversión de Möbius). Sea P un copo finito
con elemento mı́nimo. Y sean f, g : P → K, dónde K es un campo. Entonces

g(t) =
∑
s≤t

f(s) ∀t ∈ P

si y sólo si

f(t) =
∑
s≤t

g(s)µ(s, t) ∀t ∈ P.

Demostración. La primera fórmula es equivalente a g = ζ ∗ f mientras que
la segunda es equivalente a f = µ ∗ g. Por lo tanto, el resultado se sigue
directamente del hecho de que µ es la función inversa de ζ:

g = ζ ∗ f ⇔ ḡ = ζ ∗ f̄ ⇔ µ ∗ ḡ = f̄ ⇔ f = µ ∗ g.

(Nota: la proposición anterior también se vale cuando quitamos la hipótesis
del elemento mı́nimo)

Proposición 2.3.2 (Teorema del producto). Sean P y Q dos copo local-
mente finitos, y sea P × Q el producto directo. Si (s, t) ≤ (s′, t′) en P × Q
entonces

µP×Q((s, t), (s′, t′)) = µP (s, s′)µQ(t, t′).

Demostración. Sea (s, t) ≤ (s′, t′). Tenemos que

∑
(s,t)≤(u,v)≤(s′,t′)

µP (s, u)µQ(t, v) =

 ∑
s≤u≤s′

µP (s, u)

 ∑
t≤v≤t′

µQ(t, v)


= δss′δtt′ = δ(s,t),(s′,t′).

Para terminar sólo debemos comparar la ecuación anterior con la ecuación
(2.3), que sabemos que determina a µ.

Proposición 2.3.3. 1. Sean P y Q copos finitos y supongamos que
Φ : P → Q es un isomorfismo de copos. Entonces µQ(Φ(s),Φ(t)) =
µP (s, t) ∈ P para todo s, t ∈ P tal que s ≤ t (donde µP y µQ son las
funciones de Möbius de las ret́ıculas P y Q, respectivamente).

2. Sean P1, P2, . . . , Pk copos finitos y considera el producto directo P =
P1 × P2 × · · · × Pk. Entonces para s1 ≤ t1 en P1, . . . , sk ≤ tk en Pk
tenemos que

µP ((s1, . . . , sk), (t1, . . . , tk)) = µP1(s1, t1) · · ·µPk(sk, tk).

Demostración. 1. Este resultado se debe a que la función de Möbius sólo
depende de la estructura del copo y se puede ver como consecuencia
directa de la definición recursiva de µ que mencionamos en la Obser-
vación 2.2.6.
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2. Para este inciso sólo hace falta aplicar varias veces el Teorema del
Producto (Teorema 2.3.2).

La siguiente proposición muestra que, en el contexto de las ret́ıculas, se
pueden escribir versiones parciales de la fórmula de inversión de Möbius.

Proposición 2.3.4. Sea P una ret́ıcula finita y sea µ la función de Möbius
de P . Consideremos dos funciones f, g : P → K que están relacionadas de
la siguiente manera:

g(t) =
∑
s≤t

f(s) ∀t ∈ P.

Entonces, para todo u, t ∈ P con u ≤ t, tenemos la relación:∑
u≤r≤t

g(r)µ(r, t) =
∑
s∨u=t

f(s).

Demostración. Tenemos que∑
u≤r≤t

g(r)µ(r, t) =
∑
u≤r≤t

∑
s≤r

f(s)µ(r, t) =
∑
s≤t

∑
s∨u≤r≤t

µ(r, t)f(s).

Ahora, consideremos s ∈ P con s ≤ t. Como también tenemos que u ≤ t,
entonces s ∨ u ≤ t. Hay dos posibles casos:

El primer caso es s∨ u = t, en donde la suma correspondiente sobre r
se reduce sólo al término r = s ∨ u = t y contribuye con µ(r, t)f(s) =
µ(t, t)f(s) = f(s).

El segundo caso es s∨u < t, en donde la suma correspondiente es igual
a cero debido a la fórmula recursiva (2.3) para la función de Möbius:∑

s∨u≤r≤t
µ(r, t) = 0 si s ∨ u < t.

Entonces la suma que nos quedaba en los cálculos anteriores es igual a∑
s∨u=t
s≤t

f(s).

Como tenemos que s ∨ u = t implica que s ≤ t, concluimos que∑
u≤r≤t

g(r)µ(r, t) =
∑
s∨u=t

f(s).
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Corolario 2.3.5. Sea P una ret́ıcula finita y sea µ la función de Möbius de
P . Entonces, para cada u 6= 0P tenemos que∑

s∨u=1P

µ(0P , s) = 0.

Demostración. Considera la función f : P → K definida por

f(s) := µ(0P , s).

Fijémonos en la función g := fζ (obtenida a partir de f haciendo sumas
parciales), para cada t ∈ P tenemos que

g(r) =
∑
s≤r

f(s) =
∑

0P≤s≤r
µ(0P , s)ζ(s, r)

= µζ(0P , r) =

{
1 si r = 0P

0 en otro caso.

Si utilizamos la proposición anterior con las funciones f y g, elegimos la u
que queremos y tomamos t = 1P . Entonces obtenemos que∑

u≤r≤1P

g(r)µ(r, 1P ) =
∑

s∨u=1P

f(s).

El lado izquierdo de esta ecuación es igual a 0 ya que tenemos que g(r) = 0
para todos los elementos s involucrados en la suma. Por lo tanto el lado
derecho también es 0.

2.4. Particiones

En esta sección introduciremos todos los conceptos necesarios para poder
definir formalmente las ret́ıculas con las que trabajaremos.

Definición 2.4.1. Sea S un conjunto finito totalmente ordenado.

1. Decimos que π = {V1, . . . , Vr} es una partición del conjunto S si y sólo
si los Vi (1 ≤ i ≤ r) son subconjuntos no vaćıos de S, son disjuntos
por parejas y cumplen que V1 ∪ · · · ∪ Vr = S. Decimos que V1, . . . , Vr
son los bloques de π. Denotamos por |π| al número de bloques de π.
Al conjunto de todas las particiones de S lo denotamos como P(S).

2. Cualquier partición define una relación de equivalencia en S y vicever-
sa. Dados dos elementos p, q ∈ S y una partición π ∈ P(s) escribiremos
p ∼π q si y sólo si p y q pertenecen al mismo bloque de π.
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3. Diremos que una partición π del conjunto S se cruza si existen p1 <
q1 < p2 < q2 en S tales que p1 ∼π p2 �π q1 ∼π q2. En caso contrario
diremos que π es una partición que no se cruza. Al conjunto de las
particiones que no se cruzan de S lo denotamos por NC(S).

4. Diremos que un bloque V de una partición π ∈ P(n) es un intervalo,
si es de la forma V = {a, a+1, a+2, . . . , b−1, b} donde 1 ≤ a ≤ b ≤ n.
Denotamos por IB(n) al conjunto de todos los intervalos de [n].

5. Una partición de intervalos es una partición π tal que todos sus bloques
son intervalos. Al conjunto de las particiones de intervalos de S lo
denotamos por I(S).

Observación 2.4.2. Es claro que I(S), NC(S) y P(S) sólo dependen del
número de elementos en S. Por lo tanto, en el caso especial en el que
S = [n] = {1, . . . , n}, los denotaremos como I(n), NC(n) y P(n), res-
pectivamente. En el futuro, si |S| = n utilizaremos la identificación natural
P(S) ∼= P(n) (respect. NC(S) ∼= NC(n), I(S) ∼= I(n)) que a cada elemento
i = 1, . . . , n le asigna el elemento s ∈ S que está en la i-ésima posición (de
menor a mayor) en el orden de S.

Definición 2.4.3. Sean π, σ ∈ P(n). Escribimos π ≤ σ si cada bloque de
π está completamente contenido en alguno de los bloques de σ (es decir, si
podemos obtener a π como un refinamiento de la estructura de bloques de
σ). El orden parcial que obtenemos de esta manera en P(n) es conocido como
el orden de refinamiento inverso. Como I(n) y NC(n) son subconjuntos de
P(n), también podemos definir un orden parcial en ellos si nos restringimos
sólo a sus elementos.

Observación 2.4.4. I(n), NC(n) y P(n) tienen un elemento máximo y
uno mı́nimo respecto al orden de refinamiento inverso y resulta ser el mismo
para los tres. El máximo es la partición que consiste de un sólo bloque y la
denotamos como 1n. El mı́nimo es la partición que consiste de n bloques,
cada bloque con un elemento, y la denotamos como 0n.

Figura 2.1: Ejemplos de una partición, una partición que no se cruza y una
partición de intervalos.

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
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Proposición 2.4.5. El orden parcial de refinamiento inverso induce una
estructura de ret́ıcula en I(n), NC(n) y P(n).

Demostración. Sea L = I, NC o P. Dadas π, σ ∈ L(n), tales que π =
{V1, . . . , Vr} y σ = {W1, . . . ,Ws}, es inmediato observar que

π ∧ σ = {Vi ∩Wj | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, Vi ∩Wj 6= ∅}.

Además, como L(n) tiene un elemento máximo, por la Observación 2.1.6
podemos concluir que L(n) es una ret́ıcula.

Definición 2.4.6. 1. Si S (totalmente ordenado) es la unión de dos con-
juntos disjuntos S1 y S2, entonces, para π1 ∈ P(S1) y π2 ∈ P(S2),
denotaremos por π1 ∪ π2 a la partición de S cuyos bloques son los
bloques de π1 y los bloques de π2.

2. Sea S un conjunto totalmente ordenado. Sea W un subconjunto no
vaćıo de S en el que consideramos el orden inducido por S. Para π ∈
P(S) denotaremos por π|W la restricción de π a W . Es decir:

π|W = {V ∩W | V es un bloque de π}.

Observemos que en el caso particular en el que W es la unión de
algunos de los bloques de π, la igualdad anterior se reduce a

π|W = {V ∈ π | V ⊂W}.

Observación 2.4.7. 1. Es importante observar que si π1 y π2 son par-
ticiones que no se cruzan, π1 ∪ π2 no necesariamente es una partición
que no se cruza. Por ejemplo, en la Figura 2.2 se puede apreciar que

π1 = {(1, 3), (4, 6)} ∈ NC({1, 3, 4, 6})

y

π2 = {(2, 9, 10), (5, 8), (7)} ∈ NC({2, 5, 7, 8, 9, 10}),

mientras que

π1 ∪ π2 = {(1, 3), (4, 6), (2, 9, 10), (5, 8), (7)} /∈ NC(10).

2. En el caso de la restricción, es claro que si π ∈ NC(S) entonces
π|W ∈ NC(W ). En la Figura 2.3 podemos ver que la restricción de
{(1), (5), (7), (4, 6), (2, 9, 10), (3, 8), } ∈ NC(10) respecto a {2, 4, 6, 7, 8, 10}
resulta ser {(2, 10), (4, 6), (7), (8)}.
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1 3 4 6 2 5 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.2: Ejemplo de la unión de dos particiones.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 4 6 7 8 10

Figura 2.3: Ejemplo de restricción.

2.5. La función de Möbius en ret́ıculas de parti-
ciones

El objetivo de esta sección es calcular los valores de la función de Möbius
para los tres tipos de ret́ıculas de particiones que conocemos, I(n), P(n)
y NC(n). En toda esta sección escribiremos L(n), n ≥ 1, para referirnos
indistintamente a cualquiera de las ret́ıculas I(n), P(n) o NC(n), a menos
que se indique lo contrario. Hay que recordar que para cada uno de los tres
casos tenemos una ret́ıcula distinta para cada n ≥ 1, es decir, P(1) es un
ret́ıcula, P(2) es otra, P(3) es otra, etc. A pesar de que tenemos muchas
ret́ıculas distintas, esto no representará ningún problema ya que, de hecho,
es más conveniente analizar la función de Möbius de las ret́ıculas para todos
los valores de n al mismo tiempo. En los tres casos seguiremos la misma
ĺınea:

Primero, veremos a cada intervalo como producto de ret́ıculas comple-
tas L(n), es decir,

[π, σ] ∼= L(1)k1 × L(2)k2 × · · · × L(n)kn .

Después, calcularemos los valores de la función de Möbius para las
ret́ıculas completas, es decir, encontraremos µL(n)(0n, 1n), para n ≥ 1.

Por último, utilizaremos la Proposición 2.3.3 para calcular el valor de
la función de Möbius en cualquier intervalo [σ, π] ∈ L(n) a partir de la
factorización del primer inciso y los valores encontrados en el segundo
inciso.

30



Cabe mencionar que debido a la estructura de las ret́ıculas NC(n), nece-
sitaremos introducir herramientas más complejas para esta ret́ıcula, además,
la factorización en intervalos será más complicada y por lo tanto no daremos
una fórmula expĺıcita para calcular los valores de la función de Möbius, sino
que daremos un algoritmo sencillo para obtenerlos de manera general.

Antes de trabajar de manera particular con cada tipo de ret́ıcula, veamos
una factorización en intervalos que se cumple para los tres tipos de ret́ıculas
y que además motiva una definición de la siguiente sección.

Lema 2.5.1 (Factorización en intervalos). Sea [π, σ] ∈ L(n)(2) y suponga-
mos que σ = {V1, . . . , Vr} y que

π = {W1,1, . . . ,W1,j1 ,W2,1, . . . ,W2,j2 , . . . ,Wr,1, . . . ,Wr,jr}

donde Wi,1 ∪ . . . ∪Wi,ji = Vi, para 1 ≤ i ≤ r. Entonces tenemos el siguiente
isomorfismo de ret́ıculas:

[π, σ] ∼=
r∏
i=1

[τi, 1|Vi|]

donde para cada 1 ≤ i ≤ r tenemos que τi es la imagen de τ |Vi bajo la
biyección que preserva el orden entre Vi y {1, . . . , |Vi|}.

Demostración. Si tomamos un elemento π ≤ ρ ≤ σ, por definición nece-
sitamos que los bloques de ρ estén contenidos en los bloques de σ, por lo
tanto podemos partir a ρ = ρ1 ∪ . . . ∪ ρr de forma que ρi ∈ L(Vi) para
1 ≤ i ≤ r, además es claro que {Wi,1, . . . ,Wi,ji} ≤ ρi. Es decir, tendre-
mos que π|Vi ≤ ρ|Vi ≤ σ|Vi , y para cada 1 ≤ i ≤ r se deben cumplir estas
condiciones de manera independiente, por lo tanto tendremos que

[π, σ] ∼=
r∏
i=1

[π|Vi , σ|Vi ].

La igualdad deseada se sigue de ver que para cada 1 ≤ i ≤ r, la biyección que
preserva el orden entre Vi y {1, . . . , |Vi|} manda a [π|Vi , σ|Vi ] en [τi, 1|Vi|].

Definición 2.5.2. 1. Dado un segmento [π, σ] ∈ P(n)(2). La clase del
segmento [π, σ] es una sucesión (k1, . . . , kn), donde ki es el número de
bloques en π que son la unión de exactamente i bloques de σ.

2. Para una partición π ∈ P(n), la clase de la partición π se define como
la clase del segmento [0n, π].

Observación 2.5.3. 1. De la definición anterior es claro que

|σ| =
n∑
i=1

iki y |π| =
n∑
i=1

ki.
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2. Observemos que si π ∈ P(n) es una partición de clase (k1, . . . , kn),
entonces eso quiere decir que π tiene exactamente ki bloques de tamaño
i para i = 1, 2, . . . , n.

3. Si tenemos que σ = {V1, . . . , Vr} y que

π = {W1,1, . . . ,W1,j1 ,W2,1, . . . ,W2,j2 , . . . ,Wr,1, . . . ,Wr,jr}

donde Wi,1 ∪ · · · ∪Wi,ji = Vi, para 1 ≤ i ≤ r. Entonces [π, σ] es un
intervalo de clase (k1, . . . , kn) donde ki cuenta la cantidad de j’s que
son iguales a i, es decir:

ki = |{t ∈ {1, . . . , r} : jt = i}|.

Antes de continuar veamos un lema que tiene que ver con la cantidad de
particiones de cierta clase y que nos será útil en el último caṕıtulo.

Lema 2.5.4. Dado un entero positivo n y enteros r1 ≥ 0, ..., rn ≥ 0 tales
que r1 + 2r2 + . . .+ nrn = n entonces:

1. La cantidad de particiones con puros intervalos (π ∈ I(n)) de clase
(r1, . . . , rn) es:(

r1 + r2 + . . .+ rn
r1, r2, . . . , rn

)
=

(r1 + r2 + . . .+ rn)!

r1!r2! · · · rn!

2. La cantidad de particiones que no se cruzan (π ∈ NC(n)) de clase
(r1, . . . , rn) es:

n!

r1!r2! · · · rn!((n+ 1)− (r1 + r2 + . . .+ rn))!

3. La cantidad de particiones (π ∈ P (n)) de clase (r1, . . . , rn) es:

n!

r1!r2! · · · rn!(1!)r1(2!)r2 · · · (n!)rn

Demostración. 1. Como son intervalos, la partición quedará definida una
vez que sepamos el tamaño del primer bloque, el tamaño del segundo
bloque y aśı con cada uno de los r1 + r2 + . . .+ rn bloques, (esto es lo
mismo que ver en qué posición están los bloques de tamaño 1, en qué
posición están los bloques de tamaño 2 y aśı sucesivamente). Es claro
que esto se puede hacer de

(
r1+r2+...+rn
r1,r2,...,rn

)
formas.

2. Una demostración de este resultado se puede consultar en [Ari08].
La idea importante de la demostración es observar que si resolvemos
el problema para cuando los bloques son distinguibles, el resultado
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sólo depende del número de bloques m := r1 + · · · + rn. Para llegar
a eso, debemos hacer una biyección entre las particiones de la forma
(a1, a2, . . . , am) y las particiones de la forma (a1+1, a2−1, a3, . . . , am),
donde ai indica el tamaño del bloque Ai. Como podemos elegir el orden
de los bloques como queramos, si aplicamos el proceso anterior varias
veces, obtenemos que hay una biyección entre las particiones de la for-
ma (a1, a2, . . . , am) y las particiones de la forma (n−m+1, 1, 1, . . . , 1).
La cantidad de particiones de esta forma es fácil de calcular:

n!

(n+ 1−m)!
=

n!

((n+ 1)− (r1 + r2 + . . .+ rn))!
.

Por último, si los bloques no son distinguibles, solo hace falta dividir
entre r1!r2! · · · rn! y de esta forma obtenemos la fórmula buscada. En
[NS06] se puede consultar otra demostración de este hecho que utiliza
caminos de Lukasiewicz.

3.
(

n
r1,2r2,3r3,...,nrn

)
son las formas de definir los r1 elementos que estarán

en bloques de tamaño 1, los 2r2 elementos que estarán en bloques de
tamaño 2, . . ., los nrn elementos que estarán en bloques de tamaño
n. Además, (iri)!

(i!)ri (ri)!
son las maneras en las que puedes formar ri blo-

ques de i elementos cada uno, cuando dispones de iri elementos. Si
multiplicamos todo obtenemos la fórmula buscada.

2.5.1. La función de Möbius en I(n)

Lema 2.5.5. Sea [π, σ] ∈ I(n)(2) un intervalo de clase (k1, . . . , kn). Tenemos
el siguiente isomorfismo de ret́ıculas:

[π, σ] ∼= I(1)k1 × · · · × I(n)kn .

Demostración. Supongamos que σ = {V1, . . . , Vr} y que

π = {W1,1, . . . ,W1,j1 ,W2,1, . . . ,W2,j2 , . . . ,Wr,1, . . . ,Wr,jr}

donde Wi,1∪ . . .∪Wi,ji = Vi, para 1 ≤ i ≤ r. Por el Lema 2.5.1 tenemos que

[π, σ] ∼=
r∏
i=1

[τi, 1|Vi|],

donde τi es una partición de {1, . . . , |Vi|} con ji bloques (las imágenes de
Wi,1, . . . ,Wi,ji). Además, podemos observar que τi es una partición de in-
tervalos y si tomamos τi ≤ ρ ≤ 1|Vi| tendremos que los bloques de τi deben
estar contenidos en los bloques de ρ y a final de cuentas podemos tratar a
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cada bloque (intervalo) de τi como un solo elemento. Formalmente, si iden-
tificamos a la imagen del bloque Wi,j con el elemento j tendremos que

[τi, 1|Vi|]
∼= [{{1}, . . . , {ji}}, {{1, . . . , ji}}] ∼= [0ji , 1ji ]

∼= I(ji).

Por lo tanto, concluimos que

[π, σ] ∼=
r∏
i=1

[τi, 1|Vi|]
∼=

r∏
i=1

I(ji) ∼= I(1)k1 × · · · × I(n)kn ,

donde la última igualdad se debe al tercer inciso de la Observación 2.5.3.

Lema 2.5.6. Para cada n ≥ 1, se tiene que µI(n)(0n, 1n) = (−1)n−1.

Demostración. Para cada n ≥ 1, denotaremos por bn := µI(n)(0n, 1n). Pro-
cederemos por inducción sobre n. Se puede comprobar fácilmente que b1 = 1,
b2 = −1 y b3 = 1. Ahora tomemos un n ≥ 4 fijo y veamos que es cierta la
fórmula suponiendo que es cierta para 1 ≤ k ≤ n− 1.

Utilizaremos el Corolario 2.3.5 con P = I(n) y u = {{1}, {2}, . . . , {n −
2}, {n−1, n}}. Observemos que si π ∈ P(n) es una partición que cumple que
π∨u = 1n entonces sólo hay dos opciones, π = 1n ó π = {{1, . . . , n−1}, {n}}
(para unir al 1 con el n, π debe tener al bloque {1, . . . , n−1}). Por lo tanto,
si utilizamos el Corolario 2.3.5 y la hipótesis de inducción concluimos que

bn = µI(n)(0n, 1n) = −µI(n)(0n, {{1, . . . , n− 1}, {n}})
= −a1an−1

= (−1)n−1.

Con esto terminamos la inducción y obtenemos la fórmula deseada.

Corolario 2.5.7. Sea [π, σ] ∈ I(2)(n) un intervalo de clase (k1, . . . , kn).
Entonces tenemos que

µI(n)(π, σ) = (−1)k2+k4+k6+···.

Demostración. Consecuencia directa de los dos lemas anteriores y la Propo-
sición 2.3.3.

2.5.2. La función de Möbius en P(n)

Lema 2.5.8. Sea [π, σ] ∈ P(n)(2) un intervalo de clase (k1, . . . , kn). Tenemos
el siguiente isomorfismo de ret́ıculas:

[π, σ] ∼= P(1)k1 × · · · × P(n)kn .
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Demostración. Esta demostración es idéntica a la que hicimos para I ex-
cepto en un pequeño paso. Aśı que sólo explicaré con detalle ese paso. Al
igual que en la demostración del Lema 2.5.5, tenemos que

[π, σ] ∼=
r∏
i=1

[τi, 1|Vi|]

donde τi es una partición de {1, . . . , |Vi|} con ji bloques (las imágenes de
Wi,1, . . . ,Wi,ji). Ahora, si tomamos τi ≤ ρ ≤ 1|Vi|, tendremos que los blo-
ques de τi deben estar contenidos en los bloques de ρ y a final de cuentas
podemos tratar a cada bloque de τi como un solo elemento. Formalmente, si
identificamos a la imagen del bloque Wi,j con el elemento j tendremos que

[τi, 1|Vi|]
∼= [{{1}, . . . , {ji}}, {{1, . . . , ji}}] ∼= [0ji , 1ji ]

∼= P(ji).

A partir de aqúı, concluimos de la misma forma que en la demostración del
Lema 2.5.5.

Este isomorfismo de intervalos es el paso diferente en ambas demostra-
ciones, ya que la estructura del intervalo [τi, 1|Vi|] depende de si estamos to-
mando todas las particiones o sólo las que no se cruzan o sólo las particiones
en intervalos. Tal vez en estas dos demostraciones el cambio es imperceptible
ya que este isomorfismo coincide para el caso de I y P, sin embargo, para
NC será distinto.

Lema 2.5.9. Para cada n ≥ 1, se tiene que µP(n)(0n, 1n) = (−1)n−1(n−1)!.

Demostración. La idea de la demostración es similar a la que hicimos para
I. Para cada n ≥ 1, denotaremos por an := µP(n)(0n, 1n). Procederemos
por inducción sobre n. Se puede comprobar fácilmente que a1 = 1, a2 = −1
y a3 = 2. Ahora tomemos un n ≥ 4 fijo y veamos que es cierta la fórmula
suponiendo que es cierta para 1 ≤ k ≤ n− 1.

Utilizaremos el Corolario 2.3.5 con P = P(n) y u = {{1}, {2}, . . . , {n−
2}, {n − 1, n}}. Observemos que si π ∈ P(n) es una partición que cumple
que π ∨ u = 1n entonces hay dos opciones, π = 1n ó π = {U, V } donde
n− 1 ∈ U y n ∈ V (en cualquier otro caso, π tendŕıa un bloque, W , que no
contiene ni a n− 1 ni a n y entonces W también seŕıa bloque de π ∨ω). Por
lo tanto tenemos que

{π ∈ P(n) | π ∨ ω = 1n} = {1n} ∪ {π = {U, V } ∈ P(n) | n− 1 ∈ U y n ∈ V }
= {1n} ∪ {πA ∈ P(n) | A ⊂ {1, . . . , n− 2}}

donde πA = {U, V } con U = A ∪ {n− 1} y V = {1, . . . , n}\U .
Además, sabemos que [0n, {U, V }] ∼= L(|U |) × L(|V |) y por lo tanto

tenemos que
µP(n)(0n, πA) = a1+|A|an−1−|A|.
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Entonces, por el Corolario 2.3.5 y utilizando la hipótesis de inducción con-
cluimos que

an = µP(n)(0n, 1n) = −
∑

A⊂{1,...,n−2}

µP(n)(0n, πA)

= −
∑

A⊂{1,...,n−2}

a1+|A|an−1−|A|

= −
n−2∑
i=0

∑
A⊂{1,...,n−2}
|A|=i

ai+1an−1−i

= −
n−2∑
i=0

(
n− 2

i

)
(−1)i(i)!(−1)n−i−2(n− i− 2)!

= (−1)n−1
n−2∑
i=0

(n− 2)!

= (−1)n−1(n− 1)!.

Con esto terminamos la inducción y obtenemos la fórmula buscada.

Corolario 2.5.10. Sea [π, σ] ∈ P(2)(n) un intervalo de clase (k1, . . . , kn).
Entonces tenemos que

µP(n)(π, σ) =

n∏
i=1

(
(−1)i−1(i− 1)!

)ki .
Demostración. Consecuencia directa de los dos lemas anteriores y la Propo-
sición 2.3.3.

2.5.3. La función de Möbius en NC(n)

Las ret́ıculas de las particiones que no se cruzan son un poco más com-
plicadas y truculentas que las dos anteriores, aśı que primero hablaremos
de algunas propiedades básicas de las particiones que no se cruzan y de las
ret́ıculas NC(n) para familiarizarnos un poco con el concepto y posterior-
mente encontraremos los valores de la función de Möbius en estas ret́ıculas.
Para empezar, será útil tener en cuenta la siguiente descripción recursiva de
las particiones que no se cruzan:

Observación 2.5.11. Una partición π de {1, . . . , n} no se cruza si y sólo
si al menos un bloque V ∈ π es un intervalo y π\V es una partición que no
se cruza. Es decir, para algunos a, b ∈ N tales que 1 ≤ a ≤ b ≤ n tenemos
que V = {a, a + 1, . . . , b − 1, b} y π\V ∈ NC({1, . . . , a − 1, b + 1, . . . , n}) ∼=
NC(n− (b− a+ 1)).
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Proposición 2.5.12. El número de elementos en NC(n) es igual al n-ésimo
número de Catalán, Cn.

Demostración. Para n ≥ 1 denotamos por dn := |NC(n)| y definimos d0 = 1.
Para n ≥ 1 y 1 ≤ i ≤ n denotamos como NC(i)(n) al conjunto de las
particiones que no se cruzan π ∈ NC(n) tales que i es el elemento más
grande del bloque que contiene al elemento 1. Por la condición de que no se
cruza, una partición π ∈ NC(i)(n) se puede descomponer como π = π1 ∪ π2,
donde π1 ∈ NC(i)(i) y π2 ∈ NC({i+ 1, . . . , n}). Entonces tenemos que

NC(i)(n) ∼= NC(i)(i)×NC(n− i).

Sin embargo, si restringimos π1 a {1, . . . , i − 1} podemos ver que NC(i)(i)
está en biyección con NC(i− 1). Se sigue que

NC(i)(n) ∼= NC(i− 1)×NC(n− i).

Como NC(n) =
⋃n
i=1NC

(i)(n) y esta es una unión disjunta, entonces tene-
mos que

dn =

n∑
i=1

|NC(i)(n)| =
n∑
i=1

|NC(i− 1)||NC(n− i)| =
n∑
i=1

di−1dn−i.

Como los números de Catalán cumplen esta misma recursión y C0 = 1 = d0

entonces podemos concluir que dn = Cn como queŕıamos.

Definición 2.5.13. La función complemento de Kreweras K : NC(n) →
NC(n) se define de la siguiente manera. Consideramos los números adicio-
nales 1̄, . . . , n̄ y los entrelazamos con 1, . . . , n de manera que queden en el
siguiente orden:

1 < 1̄ < 2 < 2̄ < · · · < n < n̄.

Sea π una partición que no se cruza de {1, . . . , n}. Entonces su complemen-
to de Kreweras, K(π) ∈ NC(1̄, . . . , n̄) ∼= NC(n) se define como la mayor
partición σ ∈ NC(1̄, . . . , n̄) que tiene la propiedad de que

π ∪ σ ∈ NC(1, 1̄, 2, 2̄, . . . , n, n̄).

Observación 2.5.14. Es sencillo observar que si π ≤ σ, entonces tendremos
que K(σ) ≤ K(π). También tenemos que K(0n) = 1n y que K(1n) = 0n.
Además, si ponemos atención, K2(π) es muy parecida a π excepto por una
permutación ćıclica. Si iteramos esta permutación, deducimos que K2n es el
operador identidad en NC(n) y por lo tanto K es una biyección (también
podemos describir a la inversa expĺıcitamente al copiar la definición de K
pero pidiendo que 1̄ < 1 < 2̄ < 2 < · · · < n̄ < n en lugar de 1 < 1̄ < 2 <
2̄ < · · · < n < n̄). Gracias a las observaciones anteriores, podemos decir que
el operador K es un anti-isomorfirmo de ret́ıculas.
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1 1̄ 2 2̄ 3 3̄ 4 4̄ 5 5̄

Figura 2.4: Ejemplo de complemento de Kreweras.

Con esta introducción a las ret́ıculas NC(n) es suficiente para seguir el
mismo camino que seguimos con los otros dos tipos de ret́ıculas. Lo primero
que queremos es obtener una factorización de los intervalos de NC(n) como
producto de otros NC(k).

Teorema 2.5.15. Para cualquier [π, σ] ∈ NC(n)(2) existe una sucesión
canónica (r1, . . . , rn) de enteros no negativos, tal que tenemos el isomor-
fismo de ret́ıculas

[π, σ] ∼= NC(1)r1 ×NC(2)r2 × · · · × NC(n)rn .

Es importante recalcar que en este caso, (r1, . . . , rn) no necesariamente es
la clase del segmento [π, σ].

Demostración. Al igual que en las demostraciones para I y P. Supongamos
que σ = {V1, . . . , Vr} y que

π = {W1,1, . . . ,W1,j1 ,W2,1, . . . ,W2,j2 , . . . ,Wr,1, . . . ,Wr,jr}

donde Wi,1∪ . . .∪Wi,ji = Vi, para 1 ≤ i ≤ r. Por el Lema 2.5.1 tenemos que

[π, σ] ∼=
r∏
i=1

[τi, 1|Vi|]

donde τi es una partición de {1, . . . , |Vi|}. Aqúı es dónde todo se complica
debido a que [τi, 1|Vi|] � NC(ji) como suced́ıa en los dos casos anteriores. Sin
embargo, aún podemos factorizar a los intervalos de la forma [τ, 1k]. Para ello
utilizamos la función complemento de Kreweras en NC(k) y observamos que
[τ, 1k] es anti-isomorfo a [K(1k),K(τ)] = [0k,K(τ)]. Pero para el segundo
intervalo, de nuevo sabemos que

[0k,K(τ)] ∼=
∏

W∈K(τ)

[0k|W ,K(τ)|W ].

Como cada [0k|W ,K(τ)|W ] es simplemente NC(W ) ∼= NC(|W |), entonces
tenemos que [τ, 1k] es anti-isomorfo al producto

∏
W∈K(τ)NC(|W |). Final-

mente, este producto es anti-isomorfo consigo mismo, y aśı obtenemos la
factorización deseada de [τ, 1k].
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Definición 2.5.16. La descomposición que acabamos de observar en la
demostración anterior es conocida como la factorización canónica de [π, σ].

Lema 2.5.17. Para cada n ≥ 1, se tiene que µNC(n)(0n, 1n) = (−1)n−1Cn.

Demostración. La idea de la demostración es similar a la que hicimos para
I y P. Denotemos sn := µNC(n)(0n, 1n) y veamos que las sn cumplen la
misma recursión que los números de Catalán salvo por un signo. Se puede
comprobar fácilmente que s1 = 1, s2 = −1 y s3 = 2. Ahora tomemos un
n ≥ 4 fijo. Utilizaremos el Corolario 2.3.5 tomando P = NC(n) y

u = {{1}, {2}, . . . , {n− 2}, {n− 1, n}}.

Observemos que podemos describir de manera expĺıcita al conjunto {π ∈
NC(n) | π ∨ u = 1n}. Este es {1n, π1, π2, . . . , πn−1}, donde definimos π1 :=
{{1, . . . , n− 1}, {n}} y para cada 2 ≤ i ≤ n− 1 definimos πi := {{i, . . . , n−
1}, {1, . . . , i− 1, n}}.

Lo anterior se debe a que si π ∈ NC(n) es una partición que cumple que
π∨u = 1n entonces hay dos opciones, π = 1n o π = {U, V } donde n−1 ∈ U
y n ∈ V (en cualquier otro caso, π tendŕıa un bloque, W , que no contiene ni
a n− 1 ni a n y entonces W también seŕıa bloque de π ∨ u). Sea i el menor
elemento de U , entonces forzosamente U = {i, . . . , n− 1} (o de lo contrario
se cruzaŕıa con V ) y por lo tanto π = πi.

Por el Corolario 2.3.5 tenemos que

µn(0n, 1n) +

n−1∑
i=1

µn(0n, πi) = 0.

Para cada 1 ≤ i ≤ n − 1 es inmediato que la factorización canónica del
intervalo [0n, πi] es

[0n, πi] ∼= NC(i)×NC(n− i),

y por lo tanto tenemos que µn(0n, πi) = sisn−i. Y sustituyendo obtenemos
que

sn = −
n−1∑
k=1

sksn−k.

Esto se vale para toda n ≥ 4 pero es sencillo ver que para los valores s1,
s2 y s3 también se cumple. Por lo tanto tenemos una fórmula recursiva que
salvo el signo menos, es la misma que cumplen lo números de Catalán. Como
además sabemos que s1 = 1, entonces sn = (−1)n−1Cn−1.

Corolario 2.5.18. Sea [π, σ] ∈ NC(n)(2) un intervalo cuya factorización
canónica es

[π, σ] ∼= NC(1)k1 ×NC(2)k2 × · · · × NC(n)kn .
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Entonces tenemos que

µn(π, σ) = sk11 s
k2
2 · · · s

kn
n ,

donde sn := µNC(n)(0n, 1n).

Demostración. Se sigue directo de la Proposición 2.3.3 y los dos lemas an-
teriores.

2.6. Familias multiplicativas de funciones

Nos hace falta un pequeño resultado para poder trabajar sin problemas
con el enfoque combinatorio de los cumulantes. Lo que nos falta tiene que
ver con el concepto de familias multiplicativas de funciones y el hecho de
que estas familias sean cerradas bajo la convolución que definimos en 2.2.1.
En la literatura, la definición de familia multiplicativa vaŕıa dependiendo del
tipo de ret́ıculas con las que se trabaja [DRS72], [NS06]. Esto se debe prin-
cipalmente a que la factorización en intervalos es distinta. Para el propósito
de este trabajo, no es necesaria una definición tan espećıfica en cada caso
y será más ilustrativo trabajarlas de forma general tomando como base la
factorización del Lema 2.5.1 que se cumple para los tres tipos de ret́ıculas.

Definición 2.6.1. Diremos que Fn : L(n)(2) → C es una familia multipli-
cativa de funciones en L(2) si para cada [τ, σ] ∈ L(n)(2) se cumple que

Fn(τ, σ) =
r∏
i=1

F|Vi|(τi, 1|Vi|)

donde σ = {V1, . . . , Vr} y para cada 1 ≤ i ≤ r tenemos que τi es la imagen
de τ |Vi bajo la biyección que preserva el orden entre Vi y {1, . . . , |Vi|}.

Observación 2.6.2. Por la Proposición 2.3.3 y el Lema 2.5.1 es claro que
las familias de funciones de Möbius µL(n) : L(n)(2) → C, para n = 1, 2, . . .,

forman una familia multiplicativa en L(2), para L = I, P o NC.

Definición 2.6.3. Diremos que fn : L(n)→ C es una familia multiplicativa
de funciones en L si f̄n : L(n)(2) → C es una familia multiplicativa de
funciones en L(2).

Observación 2.6.4. Si tomamos una n fija y un intervalo [τ, σ] ∈ L(n)(2)

con τ 6= 0, por definición, sabemos que f̄(τ, σ) = 0, además, τ 6= 0 implica
que τi 6= 0 para algún i, y por lo tanto

∏r
i=1 f̄|Vi|(τi, 1|Vi|) = 0. Entonces

para cualquier fn : L(n)→ C tendremos que la condición

f̄n(τ, σ) =
r∏
i=1

f̄|Vi|(τi, 1|Vi|)
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siempre se cumple para τ 6= 0. Esto quiere decir que el hecho de que una
familia de funciones fn : L(n) → C sea multiplicativa radica sólo en que
cumpla la condición

f̄n(0, σ) =
r∏
i=1

f̄|Vi|(0, 1|Vi|)

para cada [0, σ] ∈ L(n)(2). Por como definimos la función f̄ , lo anterior se
traduce en la condición

fn(σ) =
r∏
i=1

f|Vi|(1|Vi|).

Entonces, la multiplicatividad de una familia (fn)n≥1 en L significa que
tenemos una factorización de las fn de acuerdo con la estructura de los
bloques de la partición a la cual le estamos aplicando la fn. Escribiré esto
formalmente como un lema.

Lema 2.6.5. Sea fn : L(n) → C una familia de funciones. Denotemos
por αn := fn(1n), para n ≥ 1. Entonces, fn : L(n) → C es una familia
multiplicativa de funciones en L(n) si y sólo si para toda partición π ∈ L(n)
de clase (r1, . . . , rn) se cumple que

fn(π) := αr11 α
r2
2 · · ·α

rn
n .

Notación 2.6.6. Sea (αn)n≥1 una sucesión de números complejos, y sea
(fn)n≥1 la familia multiplicativa de funciones en L tal que αn = fn(1n) para
n ≥ 1, (por el lema anterior, la familia de funciones queda completamente
definida al conocer los valores de las αn). Utilizaremos la notación

απ := fn(π) para π ∈ L(n)

y nos referiremos a la familia de números (απ)π∈L(n) como la extensión
multiplicativa de (αn)n≥1.

Proposición 2.6.7. Sean (Hn)n≥1 y (Fn)n≥1 dos familias multiplicativas de
funciones en L(2). Entonces la familia (Hn∗Fn)n≥1 también es multiplicativa
en L(2).

Demostración. Para cada n ≥ 1 denotaremos Gn := Hn ∗Fn, y utilizaremos
la notación

βτ := Gn(τ, 1n) =
∑

π∈L(n)
π≥τ

Hn(τ, π)Fn(π, 1n).

Fijemos una n ≥ 1 y una partición σ = {V1, . . . , Vr} ∈ L(n). Consideramos
el isomorfismo de ret́ıculas canónico

Φ : [τ, σ]→ L(|V1|)× · · · × L(|Vr|)
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π 7→ (π1, . . . , πr)

donde πk es la imagen de π|Vk bajo la biyección que preserva el orden entre
Vk y {1, . . . , |Vk|}, para 1 ≤ k ≤ r. Queremos verificar que

Gn(τ, σ) =

r∏
i=1

βτi .

Tomemos un π ∈ [τ, σ] y supongamos que

π = {W1,1, . . . ,W1,j1 ,W2,1, . . . ,W2,j2 , . . . ,Wr,1, . . . ,Wr,jr}

donde Wi,1 ∪ . . . ∪Wi,ji = Vi, para 1 ≤ i ≤ r.
Por la multiplicatividad de Hn tenemos que

Hn(τ, π) =

r∏
i=1

ji∏
j=1

H|Wi,j |(τi,j , 1|Wi,j |) =

r∏
i=1

H|Vi|(τi, πi)

donde τi,j es la imagen de τ |Wi,j bajo la biyección que preserva el orden entre
Wi,j y {1, . . . , |Wi,j |}. Por la multiplicatividad de Fn tenemos que

Fn(π, σ) =

r∏
i=1

F|Vi|(πi, 1|Vi|)

donde πk es la imagen de π|Vk bajo la biyección que preserva el orden entre
Vk y {1, . . . , |Vk|}.

Por lo tanto, utilizando las fórmulas anteriores, el cambio de variable
dado por la biyección Φ y factorizando concluimos que:

Gn(τ, σ) =
∑

π∈[τ,σ]

Hn(τ, π)Fn(π, σ)

=
∑

(π1,...,πr)∈L(|V1|)×···×L(|Vr|)
π1≥τ1,...,πr≥τr

(
r∏
i=1

H|Vi|(τi, πi)

)(
r∏
i=1

F|Vi|(πi, 1|Vi|)

)

=
∑

(π1,...,πr)∈L(|V1|)×···×L(|Vr|)
π1≥τ1,...,πr≥τr

r∏
i=1

H|Vi|(τi, πi)F|Vi|(πi, 1|Vi|)

=
r∏
i=1

 ∑
π∈L(|Vi|)
π≥τi

H|Vi|(τi, π)F|Vi|(π, 1|Vi|)


=

r∏
i=1

βτi ,

que es lo que queŕıamos demostrar.
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Corolario 2.6.8. Sea (fn)n≥1 una familia multiplicativa de funciones en L
y sea (Fn)n≥1 una familia multiplicativa de funciones en L(2). Entonces la
familia (fn ∗ Fn)n≥1 también es multiplicativa en L.
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Caṕıtulo 3

Cumulantes

En este caṕıtulo hablaremos de los cumulantes, que son la principal he-
rramienta combinatoria que tenemos para trabajar con los distintos tipos de
independencia. Empezaremos por dar una idea general de lo que se espera de
un cumulante. Después utilizaremos toda la maquinaria del caṕıtulo anterior
para definir los cumulantes libres, booleanos y clásicos de una manera simple
y veremos que con esa definición, efectivamente se cumplen las propiedades
deseadas. Posteriormente utilizaremos algunas ideas un poco distintas para
definir los cumulantes monótonos y veremos que también cumplen las pro-
piedades deseadas. Por último, utilizaremos los cumulantes para demostrar
los teoremas que quedaron pendientes en el Caṕıtulo 1.

3.1. Cumulantes generalizados

En [Leh04] Lehner menciona condiciones deseables que debeŕıan tener
los cumulantes, en [HS11b] Hasebe y Saigo generalizan un poco esta idea
para incluir a los cumulantes monótonos. Aśı, en esta tesis trabajaremos con
la definición más general de cumulantes, y sólo mencionaremos la propiedad
más fuerte que cumplen los otros tres tipos de cumulantes.

Notación 3.1.1. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad y sean a, a1, . . . , aN ∈
A variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en el sen-
tido de momentos (es decir, ma

n = mai
n para 1 ≤ i ≤ N y para toda n),

entonces escribiremos:

N · a := a1 + · · ·+ aN .

Si N = 0 pensaremos que 0 · a = 0.

Definición 3.1.2 (Cumulantes generalizados). Dada una noción de inde-
pendencia en un espacio de probabilidad no-conmutativo (A, φ) decimos
que una sucesión de aplicaciones κn : A → C, que manda a 7→ κan, para
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n = 1, 2, 3, . . . se llama sucesión de cumulantes (con respecto a la indepen-
dencia) si se cumplen las siguientes tres propiedades:

Propiedad 1. Para cualquier n, existe un polinomio Qn de n− 1 variables
tal que

ma
n = κan +Qn(κa1, . . . , κ

a
n−1).

Propiedad 2. Homogeneidad: para cualquier λ > 0 y cualquier n, se tiene
κλan = λnκan.

Propiedad 3. Extensividad: κN ·an = Nκan.

Observación 3.1.3. 1. La propiedad 1 nos dice que la sucesión de cu-
mulantes contiene la misma información que la sucesión de momentos.
En resumen nos dice que κan es un polinomio en los primeros n mo-
mentos de a con término mayor ma

n.

2. La propiedad 2 nos dice que los cumulantes se comportan bien respecto
a la multiplicación por una escalar. Y por lo tanto, el polinomio es
homogeneo si el grado de κi es igual a i.

Observación 3.1.4. En el caso de la independencia clásica, libre o boolea-
na, la propiedad 3 se puede cambiar por una aún más fuerte:

Propiedad 3’. Aditividad con respecto a la independencia: si a y b son
variables aleatorias independientes, entonces κa+b

n = κan + κbn.

Teorema 3.1.5. Los cumulantes generalizados son únicos y el n-ésimo cu-
mulante está dado por el coeficiente lineal en mN ·a

n .

Demostración. Por las propiedades 1 y 3 obtenemos que

mN ·a
n = κN ·an +Qn(κN ·a1 , . . . , κN ·an−1)

= Nκan +Qn(Nκa1, . . . , Nκ
a
n−1).

Por lo tanto mN ·a
n es un polinomio en N y ma

k con 1 ≤ k ≤ n. Por la
propiedad 2, el polinomioQn no contiene términos lineales ni constantes para
ninguna n. Por lo tanto, el coeficiente del término lineal N es precisamente
κan. Ahora supongamos que hay otros cumulantes κ′n. Por la propiedad 1
existen polinomios Q′n tales que

mN ·a
n = Nκ′n +Q′n(Nκ′1, . . . , Nκ

′
n−1).

Al igualarlo con la primer ecuación, obtenemos una igualdad de polinomios
en N y de manera inductiva podemos concluir que κan = κ′n.
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3.2. Definición v́ıa particiones

Para definir los cumulantes utilizando la función de Möbius, primero
convertiremos nuestro funcional φ en un una sucesión de funcionales mul-
tilineales y luego extenderemos esta sucesión a una familia de funcionales
multilineales. Para esto debemos introducir un poco de notación.

Notación 3.2.1. Sea A un álgebra unitaria y sea φ : A → C un funcio-
nal lineal unitario. A partir de este funcional, definimos una sucesión de
funcionales multilineales en A, (φn)n∈N, de la siguiente manera:

φn : An → C

(a1, . . . , an) 7→ φ(a1 · · · an).

Luego, extendemos esta sucesión a una familia de funcionales multilineales
φπ (n ≥ 1, π ∈ P(n)),

φπ : An → C

(a1, . . . , an) 7→ φπ[a1, . . . , an],

utilizando la siguiente fórmula. Si π = {V1, . . . , Vr} ∈ P(n), entonces:

φπ[a1, . . . , an] := φ(V1)[a1, . . . , an] · · ·φ(Vr)[a1, . . . , an],

donde utilizamos la notación

φ(V )[a1, . . . , an] := φs(ai1 , . . . , ais), para V = {i1, . . . , is}, con i1 < · · · < is.

Utilizaremos paréntesis para los φn y corchetes para los φπ. Los funcionales
φπ en realidad son una extensión de los funcionales φn ya que φn = φ1n , es
decir,

φn(a1, . . . , an) = φ1n [a1, . . . , an]

para toda n ≥ 1 y cualesquiera a1, . . . , an.

Ahora śı, ya teniendo esta definición podemos definir los cumulantes
multivariados booleanos, clásicos y libres. Hay que resaltar que esta es una
definición más general de cumulante que la hecha en la Definición 3.1.2 ya
que también nos permite hablar de cumulantes con distintas variables.

Definición 3.2.2. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad no conmutativo.

1. Los cumulantes booleanos multivariados (bπ)π∈I son, para cada n ∈
N y π ∈ I(n), el funcional multilineal bπ : An → C que manda a
(a1, . . . , an) en

bπ[a1, . . . , an] =
∑

σ∈I(n)
σ≤π

φσ[a1 · · · an]µI(n)(σ, π).

Para cada n ≥ 1 definimos bn := b1n .
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2. Los cumulantes clásicos multivariados (cπ)π∈P son, para cada n ∈
N y π ∈ P(n), el funcional multilineal cπ : An → C que manda a
(a1, . . . , an) en

cπ[a1, . . . , an] =
∑

σ∈P(n)
σ≤π

φσ[a1 · · · an]µP(n)(σ, π).

Para cada n ≥ 1 definimos cn := c1n .

3. Los cumulantes libres multivariados (rπ)π∈NC son, para cada n ∈ N
y π ∈ NC(n), el funcional multilineal rπ : An → C que manda a
(a1, . . . , an) en

rπ[a1, . . . , an] =
∑

σ∈NC(n)
σ≤π

φσ[a1 · · · an]µNC(n)(σ, π).

Para cada n ≥ 1 definimos rn := r1n .

Notación 3.2.3. 1. Sean (aλ)λ∈Λ variables aleatorias en un espacio de
probabilidad (A, φ) y sean (κn)n∈N los correspondientes cumulantes
multivariados (clásicos, libres o booleanos). Diremos que los cumulan-
tes de (aλ)λ∈Λ son todas las expresiones de la forma

κn(a
ε(1)
λ1
· · · aε(n)

λn
),

para n ∈ N, λ1, . . . , λn ∈ Λ y ε(1), . . . , ε(k) ∈ {1, ∗}.

2. Si sólo tenemos una variable aleatoria, a, escribimos

κan := κn(a, . . . , a)

y decimos que (κan)n≥1 son los cumulantes (booleanos, clásicos o libres)
de a.

3. Por lo general es bastante clara la diferencia cuando estamos traba-
jando con una sola variable o con muchas, aśı que a partir de ahora
sólo escribiremos cumulantes para referirnos a los cumulantes multi-
variados.

La maquinaria que desarrollamos sobre funciones multiplicativas e in-
versión de Möbius, es válida para cuando trabajamos con los cumulantes,
(κn)n≥1, de una variable aleatoria a. Sin embargo, también podemos ob-
servar que toda esta maquinaria continúa siendo válida en el contexto más
general de familias multiplicativas de funcionales. Aśı que, a partir de los re-
sultados que obtuvimos en el caṕıtulo anterior, podemos obtener los siguien-
tes resultados básicos sobre cumulantes multivariados (que en particular se
valen para cuando sólo tenemos una variable).
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Proposición 3.2.4. Dada L = I, P o NC. Tomamos (κπ)π∈L la familia de
cumulantes booleanos, clásicos o libres, respectivamente. Entonces tenemos
que:

1. La familia de cumulantes (κπ)π∈L es una familia multiplicativa de fun-
cionales, es decir,

κπ[a1, . . . , an] =
∏
V ∈π

κ(V )[a1, . . . , an].

2. En particular, toda la información sobre los cumulantes está contenida
en la sucesión de cumulantes (κn)n∈N donde κn = κ1n . De hecho, las
definiciones en 3.2.2 se pueden reducir a que los cumulantes son la
familia multiplicativa de funcionales tal que para todo n ∈ N y todo
a1, . . . , an ∈ A tenemos que

κn(a1, . . . , an) =
∑

σ∈L(n)

φσ[a1 · · · an]µL(n)(σ, 1n).

3. Las definiciones de cumulantes en 3.2.2 son equivalentes a decir que
los cumulantes (κπ)π∈L son la familia multiplicativa de funcionales que
cumple que para toda n ∈ N y cualesquiera a1, . . . , an ∈ A tenemos
que:

φ(a1 · · · an) =
∑

π∈L(n)

κπ[a1, . . . , an].

Demostración. Por la Proposición 2.6.8 sabemos que la multiplicatividad de
φ y la multiplicatividad de κ son equivalentes. Y la inversión de Möbius nos
da la equivalencia entre las fórmulas en el inciso 2 y el inciso 3.

Las ecuaciones de arriba se conocen como las fórmulas entre momentos
y cumulantes.

Observación 3.2.5. Todo lo que vimos en la Proposición 3.2.4 sigue siendo
válido cuando hablamos espećıficamente de los cumulantes de una sucesión
de variables aleatorias (aλ)λ∈Λ (ver Notación 3.2.3). Por ejemplo, podemos
observar que la familia de cumulantes de (aλ)λ∈Λ contiene la misma infor-
mación que la familia de momentos mixtos de (aλ)λ∈Λ.

3.3. Relación entre ambas definiciones de cumu-
lantes

En las secciones pasadas, definimos a los cumulantes booleanos, clási-
cos y libres de dos maneras distintas, en esta sección veremos que ambas
definiciones coinciden. Para ello, veremos que los cumulantes (κan)n∈N de la
Notación 3.2.3 efectivamente cumplen con las tres propiedades dadas en la
Definición 3.1.2. Las primeras dos propiedades son prácticamente directas.
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Lema 3.3.1. Dada L = I, P ó NC. Sea a una variable en un espacio de pro-
babilidad con sucesión de momentos (ma

n)n∈N y sea (κan)n∈N su sucesión de
cumulantes booleanos, clásicos o libres, respectivamente. Entonces tenemos
que:

1. Para cualquier n, existe un polinomio Qn de n− 1 variables tal que

ma
n = κan +Qn(κa1, . . . , κ

a
n−1).

2. Para cualquier λ > 0 y cualquier n, se tiene κλan = λnκan.

Demostración. 1. Por las fórmulas entre momentos y cumulantes tene-
mos que

ma
n = φ(an) =

∑
π∈L(n)

κaπ = κan +
∑

π∈L(n)
π 6=1n

κaπ.

Y es claro que la segunda suma se puede ver como un polinomio Qn de
n− 1 variables, que toma cómo valores los primeros n− 1 cumulantes.

2. Tomamos cualquier λ > 0 y cualquier n, de nuevo por las fórmulas
entre momentos y cumulantes tenemos que

κλan =
∑

σ∈L(n)

φσ(λa, . . . , λa)µL(n)(σ, 1n)

= λn
∑

σ∈L(n)

φσ(a, . . . , a)µL(n)(σ, 1n)

= λnκan.

Donde la segunda igualdad se debe a la multilinealidad del funcional:
φλa,...,λaσ = λnφσ(a, . . . , a).

En lugar de demostrar la propiedad 3, veremos que cumplen con una
propiedad más fuerte:

Propiedad 3’. Aditividad con respecto a la independencia: si a y b son
variables aleatorias independientes, entonces κa+b

n = κan + κbn.

Para ver esta propiedad, primero demostraremos un teorema importante de
cumulantes multivariados, que nos dice que la independencia es equivalente
a que los cumulantes mixtos se anulen. Ya que tengamos este teorema, la
propiedad 3’ será consecuencia directa. La demostración de este teorema se
simplifica una vez que conocemos el teorema de cumulantes de productos
como argumentos.
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3.3.1. Cumulantes de productos como argumentos

El comportamiento de los cumuluntes con respecto a la estructura lineal
de A es bastante claro debido a que los cumulantes son funcionales mul-
tilineales. Sin embargo, también existe una relación entre los cumulantes
y la estructura multiplicativa del álgebra. Una de las más importantes es
conocida como la fórmula para productos como argumentos.

La fórmulación y demostración del teorema están basados en la que se
da para el caso libre en el libro de Nica y Speicher [NS06]. Sin embargo le
daremos un enfoque un poco más general para poder realizar la demostración
en paralelo del caso booleano, libre y clásico.

Notación 3.3.2. Dados dos números naturales fijos m < n, y una partición
ω = {V1, . . . Vm} en P(n). Definimos la inclusión de P(m) en P(n) dada por
ω,

·̂ : P(m)→ P(n)

τ 7→ τ̂ ,

de tal forma que τ̂ = f−1 ◦ τ , donde f : {1, . . . , n} → {1, . . . ,m} se define
como f(l) = k para todo l ∈ Vk.
También podemos ver a τ̂ como la partición que obtenemos a partir de
τ , reemplazando cada j ∈ {1, . . . ,m} por Vj ⊂ (1, . . . , n). Es decir, dados
a, b ∈ {1, . . . , n} con a ∈ Vk y b ∈ Vl, tenemos que a ∼τ̂ b si y sólo si k ∼τ l.

Observación 3.3.3. 1. Para el caso particular en el que ω ∈ I(n), es

sencillo observar que Î(m) = I(n) y que N̂ C(m) = NC(n). Es decir,
la inclusión es cerrada en I óNC y entonces podemos definir de manera
análoga la inclusión para I ó NC en lugar de P si nos restringimos a
ω ∈ I(n).

2. A partir de la definición anterior es importante resaltar que la función
τ 7→ τ̂ es inyectiva y tenemos que

1̂m = 1n

0̂m = ω ∈ P(m)

Además, para L = I, P ó NC, esta función preserva el orden parcial
(σ ≤ π implica que σ̂ ≤ π̂) y la imagen de L(m) es

L̂(m) = [0̂m, 1̂m] = [ω, 1n].

En resumen, la función τ 7→ τ̂ es un isomorfismo de ret́ıculas entre
L(m) y [ω, 1n] ⊂ L(n).

3. Como el valor µ(σ, π) de la función de Möbius depende exclusivamente
del intervalo [σ, π], el isomorfismo de ret́ıculas entre [σ, π] ⊂ L(m) y
[σ̂, π̂] ⊂ L(n) implica que para todo σ, π ∈ L(m) tenemos que µ(σ, π) =
µ(σ̂, π̂).
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Teorema 3.3.4 (Cumulantes clásicos de productos como argumentos). Sea
(A, φ) un espacio de probabilidad no conmutativo y sean (κn)n∈N los corres-
pondientes cumulantes clásicos. Dados dos números naturales fijos m < n y
una partición ω = {V1, . . . Vm} en P(n), consideremos la inclusión τ 7→ τ̂ ,
definida anteriormente. Sean a1, . . . , an ∈ A variables aleatorias, para 1 ≤
k ≤ m, denotaremos por Ak := aj1 · · · ajs , suponiendo que Vk = {j1, . . . , js}
con j1 < · · · < js.

1. Para cualquier partición τ ∈ P(m) tenemos la siguiente ecuación:

κτ [A1, A2, . . . , Am] =
∑

π∈P(n)
π∨ω=τ̂

κπ[a1, . . . , an]

2. En particular, para τ = 1m tenemos que:

κm(A1, A2, . . . , Am) =
∑

π∈P(n)
π∨ω=1n

κπ[a1, . . . , an]

Demostración. Por las propiedades básicas de la Observación 3.3.3, obtene-
mos que:

κτ [A1, . . . , Am] =
∑

π∈P(m)
π≤τ

φπ[A1, . . . , Am]µP(m)(π, τ)

=
∑

π∈P(m)
π≤τ

φπ̂[a1, . . . , an]µP(n)(π̂, τ̂)

=
∑

σ∈P(n)

0̂m≤σ≤τ̂

φσ[a1, . . . , an]µP(n)(σ, τ̂)

=
∑

π∈P(n)

π∨0̂m=τ̂

κπ[a1, . . . , an]

Donde la última igualdad se obtiene directamente de la Proposición 2.3.4.

Ahora enunciaremos el teorema que se vale también para las ret́ıculas de
particiones que no se cruzan y de intervalos.

Teorema 3.3.5 (Productos como argumentos). Sea (A, φ) un espacio de
probabilidad no conmutativo y sean (κn)n∈N los correspondientes cumulan-
tes booleanos o libres. Dados dos números naturales fijos m < n y una par-
tición ω = {V1, . . . Vm} en I(n), consideremos la inclusión τ 7→ τ̂ restringida
a L = I ó NC. Sean a1, . . . , an ∈ A variables aleatorias, para 1 ≤ k ≤ m,
denotaremos por Ak := aj1 · · · ajs , suponiendo que Vk = {j1, . . . , js} con
j1 < · · · < js.
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1. Para cualquier partición τ ∈ L(m) tenemos la siguiente ecuación:

κτ [A1, A2, . . . , Am] =
∑

π∈L(n)
π∨ω=τ̂

κπ[a1, . . . , an]

2. En particular, para τ = 1m tenemos que:

κm(A1, A2, . . . , Am) =
∑

π∈L(n)
π∨ω=1n

κπ[a1, . . . , an]

Demostración. La demostración es exactamente igual a la del teorema an-
terior, sólo debemos cambiar P por I ó NC. Observemos que como ω es una
partición de intervalos entonces podemos escribirla de la siguiente forma,
ω = {(1, . . . , i1), (i1 + 1 . . . i2), . . . , (im−1 + 1 · · · im)} y entonces tendŕıamos
que Aj := aij−1+1 · · · aij (para 1 ≤ j ≤ m).

Ahora, veamos un pequeño lema que nos ayudará en la demostración del
teorema importante de esta sección.

Lema 3.3.6. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad no conmutativo, to-
memos L = P, I ó NC y sean (κn)n∈N los correspondientes cumulantes
clásicos, booleanos o libres, respectivamente. Consideremos una n ≥ 2 y
a1, . . . , an ∈ A. Si an = 1, entonces tendremos que κn(a1, . . . , an) = 0.

Demostración. Procederemos por inducción sobre n. Para n = 2, la propo-
sición es cierta ya que en los tres casos tenemos que

κ2(a, 1) = φ(a1)− φ(a)φ(1) = φ(a)− φ(a) = 0.

Ahora supongamos que ya demostramos la proposición para k ≤ n y veamos
que es cierta para n. Tenemos que:

φ(a1 · · · an−1) = φ(a1 · · · an−11)

=
∑

π∈L(n)

κπ[a1, . . . , an−1, 1]

= κn(a1, . . . , an−1, 1) +
∑

π∈L(n)
π 6=1n

κπ[a1, . . . , an−1, 1]

= κn(a1, . . . , an−1, 1) +
∑

σ∈L(n−1)

κσ[a1, . . . , an−1]

= κn(a1, . . . , an−1, 1) + φ(a1 · · · an−1).

Y por lo tanto κn(a1, . . . , an−1, 1) = 0. La penúltima igualdad se debe a
que, por hipótesis de inducción, una partición π 6= 1n contribuye a la suma
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anterior sólo si (n) es un bloque de un elemento de π (en caso contrario, el
bloque que contiene a n vale cero por tener un 1 al final y el producto se
anula), entonces tendŕıamos que π = σ∪ (n) con σ ∈ L(n−1) y por lo tanto

κπ[a1, . . . , an−1, 1] = κσ[a1, . . . , an−1]κ1(1) = κσ[a1, . . . , an−1].

Si hacemos lo anterior para cada π 6= 1n podemos concluir la penúltima
igualdad.

De hecho, en el caso clásico y libre, el lema anterior se vale de manera
más general, para cuando cualquier ai es igual a 1. La demostración se sigue
exactamente igual que la del lema anterior, sólo que ahora el 1 aparece en
cualquier posición del cumulante.

Lema 3.3.7. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad no conmutativo, tome-
mos L = P ó NC y sean (κn)n∈N los correspondientes cumulantes clásicos
o libres, respectivamente. Consideremos una n ≥ 2 y a1, . . . , an ∈ A. Si
existe al menos una i, 1 ≤ i ≤ n, tal que ai = 1, entonces tendremos que
κn(a1, . . . , an) = 0.

Nota: el teorema anterior no se vale para L = I debido a su estructura.
Espećıficamente, en el paso en que separamos al bloque con el 1, debido a
que los bloques son intervalos, estamos partiendo al conjunto en dos partes
independientes, y entonces no es cierto que π = σ ∪ (n) con σ ∈ I(n− 1).

3.3.2. Reformulación de independencia en términos de cu-
mulantes

La razón por la que los cumulantes son tan importantes en el enfoque
combinatorio es debido a que nos proporcionan una forma más sencilla para
verificar independencia, como nos muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.3.8. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad no conmutativo y
sean (κn)n∈N los correspondientes cumulantes booleanos, clásicos o libres
(dependiendo de la independencia que tomemos). Consideremos (Aλ)λ∈Λ

subálgebras unitarias de A. Entonces las siguientes dos proposiciones son
equivalentes.

1. (Aλ)λ∈Λ son independientes (en el sentido booleano, clásico o libre).

2. Para todo n ≥ 2 y para todo aj ∈ Aλj (j = 1, . . . , n) con λ1, . . . , λn ∈ Λ
tenemos que si existen 1 ≤ l, k ≤ n con λl 6= λk entonces se cumple
que κn(a1, . . . , an) = 0.

Demostración. 2⇒ 1. Recordemos que para ver que las variables son inde-
pendientes (en cualquiera de los tres casos), debemos considerar los φ(a1 · · · an)
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tales que aj ∈ Aλj (j = 1, . . . , n) con λ1 6= λ2 6= · · · 6= λn. Por la fórmula
entre momentos y cumulantes, tenemos que:

φ(a1 · · · an) =
∑

π∈L(n)

κπ[a1, . . . , an],

donde L = P, I ó NC dependiendo de la independencia que estemos to-
mando. Observemos que si alguna partición π contiene un bloque, V , con
dos variables de distintas subálgebras, tendremos que κ(V )[a1, . . . , an] = 0
(por la hipótesis de que los cumulantes mixtos se anulan). Esto nos dice
que κπ[a1, . . . , an] =

∏
V ∈π κ(V )[a1, . . . , an] = 0, es decir, la partición π no

aporta nada a la suma. Cómo tenemos que λ1 6= λ2 6= · · · 6= λn en particular
sabemos que si un bloque contiene dos elementos consecutivos, entonces la
partición no aporta nada a la suma. Después de estas observaciones generales
es mejor separar en casos:

1. Caso booleano. Tenemos que

φ(a1 · · · an) =
∑

π∈I(n)

κπ[a1, . . . , an] = κ0n [a1, . . . , an],

ya que cualquier bloque con más de un elemento es un intervalo y por
lo tanto aparea dos elementos consecutivos. Para concluir sólo hace
falta observar que

κ0n [a1, . . . , an] = κ1(a1)κ1(a2) · · ·κ1(an) = φ(a1)φ(a2) · · ·φ(an).

Por lo tanto φ(a1 · · · an) = φ(a1)φ(a2) · · ·φ(an) y eso nos dice que las
(Aλ)λ∈Λ son independientes en el sentido booleano.

2. Caso clásico. Tenemos dos subcasos:

Si λ1 6= λr para todo 2 ≤ r ≤ n entonces tenemos que

φ(a1 · · · an) =
∑

π∈P(n)

κπ[a1, . . . , an] =
∑

π∈P(n)
π≤σ

κπ[a1, . . . , an],

donde σ = {(1), (2, 3, . . . , n)}, (las demás particiones se anulan
por que contienen dos variables de distintas subálgebras). Además
es sencillo observar que

{π ∈ P(n) | π ≤ σ} ∼= P(1)× P(n− 1)

y por lo tanto tenemos que

∑
π∈P(n)
π≤σ

κπ[a1, . . . , an] = κ1(a1)

 ∑
π∈P(n−1)

κπ[a2, . . . , an]

 = φ(a1)φ(a2 · · · an).
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Si r es el menor número tal que λ1 = λr, entonces tenemos que

φ(a1 · · · an) =
∑

π∈P(n)

κπ[a1, . . . , an] =
∑

π∈P(n)
π≤σ

κπ[a1, . . . , an],

dónde σ = {{1, r}, {2, . . . , r − 1, r + 1, . . . , n}}, (las demás par-
ticiones se anulan por que contienen dos variables de distintas
subálgebras). Ahora, tomamos π ≤ σ y sean π′, σ′ ∈ P(n − 1)
las particiones que se obtienen de quitarle a π y σ el elemento 1,
respectivamente. Podemos observar que

κπ[a1, . . . , an] =
∏
V ∈π

κ(V )[a1, . . . , an]

=
∏
V ∈π′

κ(V )[a2, . . . , ar−1, a1ar, ar+1, . . . , an]

= κπ′ [a2, . . . , ar−1, a1ar, ar+1, . . . , an].

Por lo tanto tenemos que

φ(a1 · · · an) =
∑

π∈P(n)
π≤σ

κπ[a1, . . . , an]

=
∑

π∈P(n−1)
π≤σ′

κπ[a2, . . . , ar−1, a1ar, ar+1, . . . , an]

= φ(a2 · · · ar−1(a1ar)ar+1 · · · an).

En ambos casos φ(a1 · · · an) se factoriza como queremos y concluimos
que las (Aλ)λ∈Λ son independientes en el sentido clásico.

3. Caso libre. Queremos ver que para cuando todas las variables aleato-
rias son centradas ( φ(aj) = 0 para todo j = 1, . . . , n), se tiene que
φ(a1 · · · an) = 0. Por la Observación 2.5.11 sabemos que cualquier par-
tición que no se cruza, π, tiene al menos un bloque que es un intervalo.
Si el intervalo es de tamaño 1 entonces κπ[a1, . . . , an] = 0 por la condi-
ción de ser centradas. Si el intervalo es de tamaño mayor a 1, entonces
aparea dos elementos consecutivos y de nuevo κπ[a1, . . . , an] = 0. Con-
cluimos que

φ(a1 · · · an) =
∑

π∈NC(n)

κπ[a1, . . . , an] = 0,

y eso nos dice que las (Aλ)λ∈Λ son independientes en el sentido libre.

1 ⇒ 2. Para esta implicación será más sencillo hacer cada caso por se-
parado, sin embargo, en los tres casos seguiremos la misma ĺınea. Primero
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centraremos las variables en los cumulantes sin cambiar su valor, luego ve-
remos que ciertos cumulantes mixtos valen cero y por último utilizamos
inducción para ver que cualquier cumulante mixto vale cero.

1. Caso booleano. Por la multilinealidad de los cumulantes y el Lema 3.3.6
podemos centrar la última variable sin cambiar el valor del cumulante,
es decir:

κn(a1, . . . , an−1, an − φ(an)1) = κn(a1, . . . , an−1, an)− κn(a1, . . . , an−1, φ(an)1)

= κn(a1, . . . , an).

Y ahora sabemos que φ(an−φ(an)1) = φ(an)−φ(an) = 0. Por lo tanto,
sólo tenemos que demostrar la proposición para el caso φ(an) = 0.
Ahora veamos que κn(a1, . . . , an) = 0 si las variables son alternantes,
es decir, si tenemos que λ1 6= λ2 6= · · · 6= λn. Por la fórmula entre
momentos y cumulantes sabemos que

κn(a1, . . . , an) =
∑

σ∈I(n)

φσ[a1 · · · an]µI(n)(σ, 1n).

Para cualquier σ ∈ I(n) tenemos que sus bloques son intervalos y
como las variables son alternantes, también lo serán en cada bloque.
Como estamos suponiendo independencia booleana, eso nos dice que
cada bloque de σ se puede factorizar y por lo tanto tendremos que
φσ[a1 · · · an] = φ(a1) · · ·φ(an) para todo σ ∈ I(n). Como podemos
suponer que φ(an) = 0, concluimos que todos las particiones se anulan
y por lo tanto κn(a1, . . . , an) = 0.
Para concluir, utilicemos inducción sobre la longitud de los cumulantes.
Base: para n = 2 y a1, a2 libres, es claro que φ(a1a2) = φ(a1)φ(a2) y
por lo tanto

κ2(a1, a2) = φ(a1a2)− φ(a1)φ(a2) = 0.

Ahora tomemos n ≥ 3 y supongamos que ya demostramos el inciso 2
para todo κr con r < n. Queremos demostrar que κn(a1, . . . , an) = 0.
Ya lo hicimos para cuando λ1 6= λ2 6= · · · 6= λn, aśı que el único proble-
ma seŕıa si tenemos variables consecutivas que pertenezcan a la misma
subálgebra. Para lidiar con ello, vamos a pegar estas variables conse-
cutivas usando el teorema de productos como argumentos. Escribimos
a1 · · · an = A1 · · ·Am de manera que las A consecutivas provengan de
diferentes subálgebras. Por el Teorema 3.3.5, tenemos que

κm(A1, . . . , Am) =
∑

π∈I(n)
π∨ω=1n

κπ[a1, . . . , an]

= κn(a1, . . . , an) +
∑

π∈I(n),π 6=1n
π∨ω=1n

κπ[a1, . . . , an]
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donde ω ∈ I(n) está codificando la información de qué elementos aj
consecutivos pertenecen a la misma subálgebra. Como las A son alter-
nantes, ya sabemos que κm(A1, . . . , Am) = 0. Además, para π 6= 1n, el
término κπ[a1, . . . , an] es producto de cumulantes con longitud menor
a n. Entonces, por hipótesis de inducción sabemos que κπ[a1, . . . , an]
es distinto de cero sólo si cada bloque de π agrupa elementos de la
misma subálgebra. Por cómo lo definimos, sabemos que ω también
agrupa elementos de la misma subálgebra y esto implica que los blo-
ques de π∨ω también agrupan elementos de la misma subálgebra. Por
lo tanto, π ∨ ω 6= 1n ya que estamos suponiendo que el cumulante es
mixto, es decir, tiene al menos dos elementos de subálgebras distintas.
Entonces, tenemos que κπ[a1, . . . , an] = 0, para todo π ∈ I(n) tal que
π 6= 1n y π ∨ ω = 1n, lo cuál quiere decir que todos los sumandos de
arriba se anulan. Con esto terminamos la inducción y concluimos que
κn(a1, . . . , an) = 0 para cualquier cumulante mixto.

2. Caso libre. A diferencia del caso booleano, ahora tenemos el Lema
3.3.7 que es más general y nos permite centrar todas las variables sin
cambiar el valor del cumulante, es decir:

κn(a1 − φ(a1)1, a2 − φ(a2)1, . . . , an − φ(an)1) = κn(a1, . . . , an).

Por lo tanto, podemos suponer que todas las variables son centradas.
Ahora veamos que κn(a1, . . . , an) = 0 si las variables son alternantes.
Por la fórmula entre momentos y cumulantes tenemos que

κn(a1, . . . , an) =
∑

σ∈NC(n)

φσ[a1 · · · an]µNC(n)(σ, 1n).

Recordemos que cualquier σ ∈ NC(n) tiene al menos un bloque, V ,
que es un intervalo (Observación 2.5.11), y como las variables son
alternantes, entonces también lo serán en V . Además, como las va-
riables son centradas, la regla de independencia libre nos dice que
φ(V )[a1 · · · an] = 0, y por lo tanto φσ[a1 · · · an] = 0 para todo σ. Esto
nos dice que la suma anterior es cero.
Para concluir, sólo hace falta hacer exactamente la misma inducción
que utilizamos en el caso booleano.

3. Caso clásico. Al igual que el caso libre, podemos utilizar el Lema 3.3.7
para ver que

κn(a1 − φ(a1)1, a2 − φ(a2)1, . . . , an − φ(an)1) = κn(a1, . . . , an).

Por lo tanto, podemos suponer que todas las variables son centradas.
Ahora veamos que κn(a1, . . . , an) = 0 si todas las variables provienen
de distintas subálgebras, (en los dos casos anteriores sólo ped́ıamos
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que las variables consecutivas provinieran de distintas subálgebras, la
razón por la que ahora necesitamos que todas provengan de distintas
subálgebras es que al trabajar con todas las particiones, no necesa-
riamente tendremos un bloque que sea un intervalo, y eso era lo que
nos aseguraba que pod́ıamos encontrar un bloque alternante). Por la
fórmula entre momentos y cumulantes tenemos que

κn(a1, . . . , an) =
∑

σ∈P(n)

φσ[a1 · · · an]µP(n)(σ, 1n).

Como estamos suponiendo independencia clásica y que todas las va-
riables provienen de distintas subálgebras, entonces para cualquier
σ ∈ P(n) tendremos que todos sus bloques se pueden factorizar (utili-
zando la primer regla de la independencia). Factorizando varias veces
cada bloque, obtenemos que φσ[a1 · · · an] = φ(a1) · · ·φ(an) para toda
σ ∈ P(n). Como las variables son centradas, concluimos que todos las
particiones se anulan y por lo tanto κn(a1, . . . , an) = 0.
Para concluir, utilizaremos una inducción análoga a la de los dos ca-
sos anteriores, sólo que ahora necesitamos el teorema más general de
productos como argumentos. El caso base es el mismo. Para el paso
inductivo tomemos n ≥ 3 y supongamos que ya demostramos el inciso
2 para todo κr con r < n. Queremos demostrar que κn(a1, . . . , an) = 0.
Ya lo hicimos para cuando λ1, λ2, . . . , λn son todos distintos, aśı que
el único problema seŕıa si tenemos más de una variable de la misma
subálgebra. Tomamos la partición ω = {V1, . . . , Vn} en P(n), que agru-
pa a los elementos de la misma subálgebra, es decir, tal que k ∼ω l si
y sólo si λk = λl. Por el Teorema 3.3.4, tenemos que

κm(A1, . . . , Am) = κn(a1, . . . , an) +
∑

π∈P(n),π 6=1n
π∨ω=1n

κπ[a1, . . . , an]

Como las Aj provienen de distintas subálgebras, entonces ya sabemos
que κm(A1, . . . , Am) = 0. Y por el mismo razonamiento que usamos en
el caso booleano, podemos llegar a que κπ[a1, . . . , an] = 0, para todo
π ∈ P(n) tal que π 6= 1n y π∨ω = 1n, es decir, que todos los sumandos
de arriba se anulan. Con esto terminamos la inducción y concluimos
que κn(a1, . . . , an) = 0 para cualquier cumulante mixto.

Entonces la segunda implicación se vale para los tres casos y con esto ter-
minamos la demostración del teorema.

Hasta ahora, hemos relacionado a la independencia de subálgebras (De-
finición 1.3.1) con los cumulantes multivariados (Definición 3.2.2). Sin em-
bargo, nos gustaŕıa ver si podemos decir algo más para cuando tenemos
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independencia de variables aleatorias (Definición 1.3.3). Resulta que pode-
mos dar una equivalencia aún más fuerte usando los cumulantes de variables
aleatorias (Notación 3.2.4), cómo lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.3.9. Sea (A, φ) un espacio de probabilidad no conmutativo y
sean (κn)n∈N los correspondientes cumulantes booleanos, clásicos o libres
(dependiendo de la independencia que tomemos). Consideremos (aλ)λ∈Λ va-
riables aleatorias de A. Entonces las siguientes dos proposiciones son equi-
valentes.

1. (aλ)λ∈Λ son independientes (en el sentido booleano, clásico o libre).

2. Para todo n ≥ 2 y para toda λ1, . . . , λn ∈ Λ tenemos que si existen
1 ≤ l, k ≤ n con λl 6= λk entonces se cumple que κn(aλ1 , . . . , aλn) = 0.

Demostración. Por definición, las (aλ)λ∈Λ son independientes si las ∗-subálge-
bras generadas por las variables aλ son independientes. Por el Teorema 3.3.8,
lo anterior es equivalente a que los cumulantes mixtos se anulen. Aśı que lo
que queremos demostrar se reduce a ver que las siguientes dos proposiciones
son equivalentes:

1. Los cumulantes mixtos formados con cualquier elemento de las ∗-
subálgebras generadas por las variables aλ se anulan.

2. Los cumulantes mixtos formados sólo con las variables aλ se anulan.

Claramente 1 implica 2 de forma directa. Lo interesante es precisamente ver
que el inciso 2 es suficiente. Sea Aλ la ∗-álgebra unitaria generadas por el
elemento aλ y consideremos elementos bj ∈ Aλj . Podemos ver a bj como
un polinomio en aλj , entonces, por la multilinealidad de los cumulantes
podemos expresar a cualquier κm(b1, . . . , bm) como suma de cumulantes de
la forma ακm(b′1, . . . , b

′
m) en dónde cada b′j es una potencia de aλj y α

es una escalar. Aśı que sólo hace falta ver que κm(b1, . . . , bm) = 0 dónde
cada bj es una potencia de aλj . Esto es bastante similar a un paso en la
demostración anterior y podemos proceder de la misma manera. Primero
escribimos a b1 · · · bm como aλ1 · · · aλn y utilizamos el teorema productos
como argumentos (3.3.5 y 3.3.4, respectivamente) para ver que

κm(b1, . . . , bm) =
∑

π∈L(n)
π∨ω=1n

κπ[aλ1 , . . . , aλn ]

dónde ω ∈ I(n) está codificando la información de qué elementos aλj con-
secutivos son iguales (pertenecen a la misma subálgebra). Sabemos que
κπ[aλ1 , . . . , aλn ] es distinto de cero sólo si cada bloque de π agrupa ele-
mentos iguales. Y por cómo lo definimos, sabemos que ω también agrupa
elementos iguales y esto implica que los bloques de π ∨ ω también agrupan
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elementos iguales. Por lo tanto π ∨ ω 6= 1n ya que estamos suponiendo que
el cumulante κm(b1, . . . , bm) es mixto, es decir, tiene al menos dos elementos
de subálgebras distintas. Y concluimos que todos los sumandos de arriba se
anulan.

Ya que tenemos este teorema, la propiedad 3’ se sigue de forma directa.

Proposición 3.3.10. Sean a y b variables aleatorias independientes (en el
sentido booleano, clásico o libre) en algún espacio de probabilidad y sean
(κan)n≥1 y (κbn)n≥1 los cumulantes (booleanos, clásicos o libres) de a y b
respectivamente. Entonces tenemos que

κa+b
n = κan + κbn ∀n ≥ 1.

Demostración. Tenemos que

κa+b
n = κn(a+ b, . . . , a+ b)

= κn(a, . . . , a) + κn(a, . . . , a)

= κan + κbn,

ya que los cumulantes que tienen como argumento una a y una b al mismo
tiempo se anulan por el Teorema 3.3.9.

3.4. Cumulantes monótonos

Si observamos, todo lo que desarrollamos en el Caṕıtulo 2 fue para definir
a los cumulantes de una forma que cumplieran directamente con la propie-
dad 1 y 2, y gran parte de la sección anterior (que también está basada en
el caṕıtulo 2) fue corroborar que esa definición de cumulantes efectivamente
cumpĺıa la propiedad 3. A los cumulantes monótonos también podemos re-
lacionarlos con los momentos utilizando ret́ıculas de particiones, pero estás
ret́ıculas son un poco distintas. El problema con estas ret́ıculas es que no
cumplen con ser multiplicativas, que es algo bastante importante en los otros
tres casos. El que no sean multiplicativas tiene que ver con que los cumu-
lantes monótonos no cumplen con la propiedad 3’. Aśı, que este caso lo
abordaremos de manera distinta, seguiremos el art́ıculo [HS11b]. La idea es
definir los cumulantes de manera que cumplan directamente con la propie-
dad 2 y 3, y posteriormente veremos que también cumplen con la propiedad
1. Antes de dar la definición de cumulantes monótonos debemos observar
unas cosas.
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Proposición 3.4.1. Si a y b son variables aleatorias monótonamente inde-
pendientes, entonces se cumple que:

ma+b
n =

n∑
k=0

∑
j0+...+jk=n−k
j0≥0,...,jk≥0

ma
km

b
j0 · · ·m

b
jk

(3.1)

= ma
n +mb

n +

n−1∑
k=1

∑
j0+...+jk=n−k
j0≥0,...,jk≥0

ma
km

b
j0 · · ·m

b
jk
.

Demostración. Tomamos la expansión

(a+ b)n = an + bn +
n−1∑
k=1

∑
j0+...+jk=n−k
j0≥0,...,jk≥0

bj0abj1a · · · abjk

y aplicamos φ de ambos lados. Por la definición de independencia monótona,
llegamos a la ecuación buscada (por la regla que nos da la independencia
monótona, primero debemos factorizar los bji y al final nos quedaran todas
las a juntas).

Podemos observar que la suma de la segunda igualdad en la proposición
anterior se puede expresar en términos de los primeros n−1 momentos de a y
de los primeros n−1 momentos de b, lo cual nos lleva al siguiente resultado.

Corolario 3.4.2. Para cualquier n ≥ 1 existe un polinomio Pn en 2n − 2
variables tal que se cumple

ma+b
n = ma

n +mb
n + Pn(ma

1, . . . ,m
a
n−1,m

b
1, . . . ,m

b
n−1)

si a y b son monótonamente independientes.

Si aplicamos el resultado anterior varias veces para variables aleatorias
idénticamente distribuidas podemos obtener el siguiente resultado.

Proposición 3.4.3. mN ·a
n es un polinomio en N (sin término constante)

para cualquier n ≥ 0.

Demostración. Procedemos por inducción sobre n. Para n = 1 es trivial por
la linealidad de φ. Supongamos que la proposición es cierta para n < l. Por
el corolario anterior, sabemos que

mN ·a
l −m(N−1)·a

l = ma
l + Pl(m

a
1, . . . ,m

a
l−1,m

(N−1)·a
1 . . . ,m

(N−1)·a
l−1 ). (3.2)

Por hipótesis de inducción, Pl es un polinomio en N . Entonces mN ·a
l −

m
(N−1)·a
l es un polinomio en N , si sumamos los polinomios mM ·a

l −m(M−1)·a
l

para M = 1, . . . , N y analizamos cada coeficiente, es sencillo concluir que
mN ·a
l es un polinomio en N . Además, es claro que no tiene término constante

porque m0·a
l = 0.
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Gracias a la proposición anterior, ahora podemos pensar mN ·a
n como un

polinomio sobre todos los reales y no sólo en los enteros, es decir, para cada
variable aleatoria a podemos definir el polinomio M(t) = mt·a

n remplazando
N con t ∈ R. Entonces ahora tenemos un polinomio con respecto a t que
cumple que Mn(1) = ma

n. Además, de la ecuación (3.1) obtenemos que

Mn(t+ s) = Mn(t) +Mn(s) +

n−1∑
k=1

∑
j0+...+jk=n−k
j0≥0,...,jk≥0

Mk(t)Mj0(s) · · ·Mjk(s).

Después de estas observaciones ya estamos listos para definir los cumu-
lantes monótonos.

Definición 3.4.4. Sea hn = han el coeficiente lineal del polinomio Mn(t)
(el coeficiente de N en mN ·a

n ). Decimos que hn es el n-ésimo cumulante
monótono de a.

Proposición 3.4.5. Los cumulantes monótonos satisfacen las propiedades
2 y 3 de los cumulantes generalizados.

Demostración. Tomemos a, a1, a2, . . . variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas. Es fácil ver que

mN ·(λa)
n = mλa1+···+λaN

n = λnma1+···+aN
n = λnmN ·a

n .

Por lo tanto el coeficiente lineal del primer polinomio será λn veces el co-
eficiente lineal del segundo polinomio, (vistos como polinomios en N) y se
sigue la propiedad 2.

Por la asociatividad de la independencia monótona tenemos que N · (M ·
a) = M · a1 + · · ·+ M · aN = (NM) · a y por lo tanto si nos fijamos en los

coeficientes lineales de m
N ·(M ·a)
n = m

(NM)·a
n (vistos como polinomios sobre

N), concluimos que hM ·an = Mhan, que es precisamente la propiedad 3.

Para corroborar la propiedad 1 debemos expresar los momentos en térmi-
nos de los cumulantes, para ello utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.4.6. Se cumplen las siguientes ecuaciones:

dM0(t)

dt
= 0,

dMn(t)

dt
=

n∑
k=1

khn−k+1Mk−1(t) para n ≥ 1,

con condiciones iniciales M0(0) = 1 y Mn(0) = 0 para n ≥ 1.
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Demostración. Por definición, tenemos que Mi(s) = shi+s
2(· · · ), y la ecua-

ción (3.1) nos dice que

Mn(t+ s)−Mn(t) = Mn(s) +
n−1∑
k=1

∑
j0+...+jk=n−k
j0≥0,...,jk≥0

Mk(t)Mj0(s) · · ·Mjk(s).

Ahora sólo hace falta comparar el coeficiente de s en la ecuación anterior.
Sabemos que

dMn(t)

dt
= ĺım

s→0

Mn(t+ s)−Mn(t)

s

que es precisamente el coeficiente lineal de s en el polinomio Mn(t + s) −
Mn(t). Por otro lado, para que sólo quede una s en la suma derecha, nece-
sitamos que sólo uno de j0, . . . , jk sea distinto de cero, entonces tendremos
que ji = n−k y esto nos aportará una hn−k+1 en los k+1 posibles casos (qué
ji es distinta de cero). Eso nos da que el coeficiente lineal del lado derecho
es

hn +
n−1∑
k=1

(k + 1)hn−kMk(t).

Haciendo el cambio de variable k = k + 1 terminamos.

El siguiente teorema nos proporciona una fórmula que expresa a los
momentos en términos de los cumulantes.

Teorema 3.4.7. Sean (mn)n≥1 y (hn)n≥1 las sucesiones de momentos y
cumulantes monótonos de una variable aleatoria, respectivamente. Entonces
tenemos que

mn =

n∑
k=1

∑
1=i0<i1<···<ik=n+1

1

k!

k∏
l=1

il−1hil−il−1
.

Demostración. Si integramos las ecuaciones del lema anterior, obtenemos
que

M0(t) = 1,

Mn(t) =

n∑
k=1

khn−k+1

∫ t

0
Mk−1(s)ds para n ≥ 1.
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Entonces tenemos que

Mn(t) =
n∑

k1=1

k1hn−k1+1

∫ t

0
Mk1−1(t1)dt1

=

n∑
k1=1

k1−1∑
k2=1

k1k2hn−k1+1hk1−k2

∫ t

0

∫ t1

0
Mk2−1(t2)dt2dt1

=
n∑

k1=1

k1−1∑
k2=1

k2−1∑
k3=1

k1k2k3hn−k1+1hk1−k2hk2−k3

∫ t

0

∫ t1

0

∫ t2

0
Mk3−1(t3)dt3dt2dt1

...

=

n∑
k1=1

· · ·
kj−1−1∑
kj=1

j∏
l=1

klhkl−1−kl

∫ t

0
· · ·
∫ tj−1

0
M0(tj)dtj · · · dt1

=
n∑

k1=1

· · ·
kj−1−1∑
kj=1

j∏
l=1

klhkl−1−kl
tj

j!

=
n∑
j=1

∑
1=i0<i1<···<ij=n+1

tj

j!

j∏
l=1

il−1hil−il−1
,

donde il := kn−l. La ecuación que buscamos es cuando tomamos t = 1.

Corolario 3.4.8. Los cumulantes monótonos hn = han satisfacen la propie-
dad 1.

3.4.1. Particiones monótonas

Ahora veamos que podemos escribir la última fórmula de la sección an-
terior de una manera un poco más bonita utilizando una forma especial de
particiones.

Definición 3.4.9. 1. Dados dos bloques V,W de una partición, decimos
que V es un bloque interno de W (o de forma equivalente, decimos
que V está dentro de W , que W es un bloque exterior de V , o que W
cubre a V ) si existen i, j ∈W tales que i < k < j para cada k ∈ V .

2. La profundidad de un bloque V de una partición que no se cruza es
el número de bloques (incluyendo a V ) que cubren al bloque V . La
profundidad de una partición que no se cruza es la mayor profundidad
entre todos sus bloques.

3. Una partición ordenada es una pareja (π, λ) compuesta por una parti-
ción π y un orden lineal λ en sus bloques. Podemos ver a una partición
ordenada como una sucesión (π, λ) = (V1, . . . , Vk) dónde Vi ≤λ Vj si y
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sólo si i ≤ j. También podemos escribirla como (π, λ) := (V1 < V2 <
· · · < Vk). Denotaremos por LP(n) a las particiones ordenadas, y de
manera análoga, denotaremos por LNC(n) y LI(n) al conjunto de las
particiones ordenadas (π, λ) con la restricción de que π ∈ NC(n) ó
π ∈ I(n), respectivamente.

4. Una partición monótona es una partición ordenada (π, λ) con π ∈
NC(n) tal que para V,W ∈ π, V ≥λ W si V es un bloque interior de
W . Denotamos por M(n) al conjunto de particiones monótonas.

Observación 3.4.10. Podemos observar que |LP(n)| =
∑n

k=1 k!|{π ∈
P(n) : |π| = k}|. Y con esta idea podemos reescribir la fórmula entre mo-
mentos y cumulantes clásica de la siguiente manera:

mn =
∑

π∈P(n)

cπ =
n∑
k=1

cπ
k!

k!
|{π ∈ P(n) : |π| = k}| =

∑
(π,λ)∈LP(n)

cπ
|π|!

.

De manera análoga podemos reescribir las fórmulas para el caso booleano y
libre.

Resulta que esta forma de ver a las fórmulas entre momentos y cumu-
lantes es precisamente la que se puede generalizar a el caso monótono.

Teorema 3.4.11. Sean hn los cumulantes monótonos de una medida de
probabilidad con momentos finitos de todos los órdenes. Entonces se cumple
que

mn =
∑

(π,λ)∈M(n)

hπ
|π|!

.

Demostración. Tomemos k y n enteros positivos fijos y sean n1, . . . , nk ente-
ros positivos tales que n1 + · · ·+nk = n. Vamos a contar cuántas particiones
monótonas cumplen que |Vj | = nj para 1 ≤ j ≤ k. Es importante observar
que por definición de partición monótona Vk no tiene ningún bloque en su
interior y por lo tanto debe ser un intervalo, como queremos que |Vk| = nk
tenemos n − nk + 1 opciones para elegir el bloque Vk. Ahora nos olvida-
mos de ese bloque y nos fijamos en π\V , por la Observación 2.5.11 sabemos
que π\V ∈ NC(n − nk), y queremos que tenga k − 1 bloques y que sea
monótona, (no importa el orden que le demos porque sus bloques no estarán
relacionados con Vk). Entonces podemos fijarnos en Vk−1, de nuevo debe ser
un intervalo de tamaño nk−1 en π\V ∈ NC(n− nk) y lo podemos elegir de
n−nk−nk−1+1 maneras. Luego borramos el bloque Vk−1 y repetimos el pro-
ceso hasta terminar con todos los bloques. Es sencillo ver que cada proceso
nos dará como resultado una partición monótona distinta tal que |Vj | = nj
para 1 ≤ j ≤ k. Por lo tanto, las formas posibles de elegir los bloques son
(n−nk+1)(n−nk−nk−1+1) · · · (n−

∑k
j=1 nj+1) =

∏k
m=1(n−

∑k
j=m nj+1).
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Por lo tanto, podemos separar la suma sobre las particiones monótonas de-
pendiendo de la cantidad de bloques, k, que tengan y el tamaño de sus
bloques, n1, . . . , nk, de esta forma obtenemos que

∑
(π,λ)∈M(n)

hπ
|π|!

=

n∑
k=1

∑
n1+...+nk=n
n1≥1,...,nk≥1

hn1 · · ·hnk
k!

 k∏
m=1

(n−
k∑

j=m

nj + 1)


=

n∑
k=1

∑
1=i0<i1<···<ik=n+1

hi1−i0 · · ·hik−ik−1

k!

k∏
l=1

il−1

donde escribimos im := n−
∑k

j=m+1 nj + 1. La última expresión es igual a
mn por el Teorema 3.4.7.

Siguiendo un proceso bastante similar al que seguimos a lo largo de esta
sección para definir los cumulante monótonos univariados y relacionarlos con
los momentos, se pueden definir los cumulantes monótonos multivariados y
relacionarlos con los momentos mixtos, para ver los detalles el lector puede
consultar [HS11a]. La fórmula multivariada es la siguiente.

Teorema 3.4.12. Tenemos la siguiente fórmula para expresar los momentos
en términos de los cumulantes monótonos multivariados (hπ)π∈NC :

mn(a1, . . . , an) =
∑

(π,λ)∈M(n)

hπ[a1, . . . , an]

|π|!
.

3.5. Relación de cumulantes con transformadas

El objetivo de esta sección es relacionar nuestros cumulantes con las
transformadas que definimos en el Caṕıtulo 1, como las transformadas se
definieron para una sola variable, sólo ocuparemos los cumulantes univaria-
dos. Primero demostraremos tres sencillos lemas, que nos simplificarán las
cuentas, cada uno de los lemas corresponde a un tipo de independencia. Los
enunciados son bastante parecidos y las demostraciones son análogas.

3.5.1. Fórmulas que relacionan recursiones

Lema 3.5.1 (Clásico). Sean (am)m∈N y (bm)m∈N dos sucesiones de reales y
definimos a0 = 1. Entonces las siguientes fórmulas son equivalentes:

1.

ak =

k∑
i=1

(
k − 1

i− 1

)
biak−i ∀k ∈ N
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2.

ln

 ∞∑
j=0

aj
j!
sj

 =

∞∑
i=1

bi
i!
si

3.
ak =

∑
π∈P(k)

bπ ∀k ∈ N

Demostración. Veamos que las dos últimas fórmulas cumplen la misma re-
cursión del primer inciso.

Para ello fijamos las b’s y nos tomamos a′′0 = 1 y a′′1, . . . , a
′′
m tales que

ln

1 +

∞∑
j=1

a′′j
j!
sj

 =

∞∑
i=1

bi
i!
si.

Si derivamos de ambos lados obtenemos que∑∞
j=1

a′′j
(j−1)!s

j−1∑∞
j=0

a′′j
j! s

j
=
∞∑
i=1

bi
(i− 1)!

si−1.

Y si pasamos multiplicando concluimos que

∞∑
k=1

a′′k
(k − 1)!

sk−1 =

( ∞∑
i=1

bi
(i− 1)!

si−1

) ∞∑
j=0

a′′j
j!
sj

 =

∞∑
k=1

 ∑
i+j=k

bi
(i− 1)!

a′′j
j!

 sk−1.

Igualando cada coeficiente observamos que:

a′′k
(k − 1)!

=
k∑
i=1

bi
(i− 1)!

a′′k−i
(k − i)!

∀k ∈ N.

Si multiplicamos por (k − 1)! concluimos que los coeficientes a′′i cumplen la
fórmula recursiva:

a′′k =

k∑
i=1

(
k − 1

i− 1

)
bia
′′
k−i ∀k ∈ N.

Por otro lado, si definimos
a′0 = 1

a′k =
∑

π∈P(k)

bπ ∀k ∈ N

Entonces podemos separar la suma sobre todas las particiones, dependiendo
del tamaño del bloque V que contiene al elemento 1. Es sencillo ver que
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hay
(
k−1
i−1

)
bloques de tamaño i que contienen al elemento 1, para cada uno

de ellos, aparecerá un bi que podemos factorizar y lo que queda después
de factorizar es la suma sobre todas las particiones de los k − i elementos
restantes. Es decir:

∑
π∈P(k)

bπ =

k∑
i=1

∑
π∈P(k)
|V |=i

bibπ\V =

k∑
i=1

bi
∑

π∈P(k)
|V |=i

bπ\V =

k∑
i=1

bi

(
k − 1

i− 1

) ∑
σ∈P(k−i)

bσ.

Entonces tenemos que

a′k =
∑

π∈P(k)

bπ =

k∑
i=1

bi

(
k − 1

i− 1

) ∑
σ∈P(k−i)

bσ =

k∑
i=1

bi

(
k − 1

i− 1

)
a′k−i.

Como los coeficientes ak, a
′
k y a′′k cumplen la misma recursión entonces ak =

a′k = a′′k para toda k ∈ N y concluimos que las tres fórmulas son equivalentes.

Lema 3.5.2 (Booleano). Sean (am)m∈N y (bm)m∈N dos sucesiones de reales
y definimos a0 = 1. Entonces las siguientes fórmulas son equivalentes:

1.

ak =

k∑
i=1

biak−i ∀k ∈ N

2.

1− 1∑∞
j=0 ajs

j
=
∞∑
i=1

bis
i

3.

ak =
∑

π∈I(k)

bπ ∀k ∈ N

Demostración. Fijamos las b’s y nos tomamos a′′0 = 1 y a′′1, . . . , a
′′
m tales que

1− 1∑∞
j=0 a

′′
j s
j

=
∞∑
i=1

bis
i.

Si multiplicamos de ambos lados por
∑∞

j=0 a
′′
j s
j obtenemos que

∑∞
j=1

a′′j
(j−1)!s

j−1∑∞
j=0

a′′j
j! s

j
=
∞∑
i=1

bi
(i− 1)!

si−1.
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Y si pasamos multiplicando concluimos que

∞∑
j=0

a′′j s
j − 1 =

( ∞∑
i=1

bis
i

) ∞∑
j=0

a′′j s
j

 =
∞∑
k=1

 ∑
i+j=k

bia
′′
j

 sk.

Igualando cada coeficiente concluimos que los coeficientes a′′i cumplen la
fórmula recursiva:

a′′k =
k∑
i=1

bia
′′
k−i ∀k ∈ N.

Por otro lado, si definimos

a′0 = 1,

a′k =
∑

π∈I(k)

bπ ∀k ∈ N,

entonces podemos separar la suma sobre las particiones de intervalos, depen-
diendo del tamaño del bloque V que contiene al elemento 1. Es sencillo ver
que sólo hay un bloque (intervalo) de tamaño i que contienen al elemento 1,
en este caso aparecerá un bi que podemos factorizar y lo que queda después
de factorizar es la suma sobre todas las particiones de intervalos de los k− i
elementos restantes. Es decir:

∑
π∈I(k)

bπ =
k∑
i=1

 ∑
π∈I(k)
|V |=i

bibπ\V

 =
k∑
i=1

bi

 ∑
π∈I(k)
|V |=i

bπ\V

 =
k∑
i=1

bi

 ∑
σ∈I(k−i)

bσ

 .

Entonces tenemos que

a′k =
∑

π∈I(k)

bπ =

k∑
i=1

bi

 ∑
σ∈I(k−i)

bσ

 =

k∑
i=1

bia
′
k−i.

Como los coeficientes ak, a
′
k y a′′k cumplen la misma recursión entonces ak =

a′k = a′′k para toda k ∈ N y concluimos que las tres fórmulas son equivalentes.

Lema 3.5.3 (Libre). Sean (am)m∈N y (bm)m∈N dos sucesiones de reales y
definimos a0 = 1. Entonces las siguientes fórmulas son equivalentes:

1.

ak =
k∑
j=1

bj
∑

i1,...,ij∈{0,1,...,k−j}
i1+···+ij=k−j

ai1 · · · aij ∀k ∈ N
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2.
∞∑
k=0

aks
k = 1 +

∞∑
j=1

bj

(
s
∞∑
i=0

ais
i

)j
3.

ak =
∑

π∈NC(k)

bπ ∀k ∈ N

Demostración. Fijamos las b’s y nos tomamos a′0 = 1 y a′1, . . . , a
′
m tales que

∞∑
k=0

a′ks
k = 1 +

∞∑
j=1

bj

(
s

∞∑
i=0

a′is
i

)j
.

Cancelamos el término lineal y desarrollamos el lado derecho:

∞∑
k=1

a′ks
k =

∞∑
k=1

bis
i

 ∞∑
j=0

a′js
j

i

=

∞∑
k=1

bis
i
k∑
j=1

∑
i1,...,ij∈{0,1,...,k−j}
i1+···+ij=k−j

(a′i1s
i1) · · · (a′ijs

ij )

=
∞∑
k=1

sk
k∑
j=1

bj
∑

i1,...,ij∈{0,1,...,k−j}
i1+···+ij=k−j

a′i1 · · · a
′
ij .

Igualando cada coeficiente concluimos que los coeficientes a′i cumplen la
fórmula recursiva:

a′k =
k∑
j=1

bj
∑

i1,...,ij∈{0,1,...,k−j}
i1+···+ij=k−j

a′i1 · · · a
′
ij ∀k ∈ N.

Por otro lado, si definimos
a′′0 = 1

a′′k =
∑

π∈NC(k)

bπ ∀k ∈ N

Entonces podemos separar la suma sobre las particiones π que no se cruzan,
dependiendo del tamaño, j, del bloque V de π que contiene al elemento 1.
Es decir,

a′′k =

k∑
j=1

∑
|V |=j

∑
π∈NC(k)
V ∈π

bπ.
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Supongamos que V = {v1, . . . , vj} donde 1 = v1 < · · · < vj . Entonces, por
la condición de que π no se cruza tendremos que

π = V ∪ π1 ∪ · · · ∪ πj ,

donde πr es una partición que no se cruza de {vr + 1, vr + 2, . . . , vr+1 − 1}
(tomamos vj+1 := k). Denotemos ir := vr+1 − vr − 1, entonces podemos
identificar a πr con un elemento de NC(ir), (si ir = 0 podemos olvidarnos
de la partición πr). Por lo tanto tenemos que:∑

π∈NC(k)
V ∈π

bπ =
∑

π=V ∪π1∪···∪πj
πr∈NC(ir)

bjbπ1 · · · bπj

= bj

 ∑
π1∈NC(i1)

bπ1

 · · ·
 ∑
πj∈NC(ij)

bπj


= bja

′′
i1 · · · a

′′
ij .

Además, es sencillo observar que hay una biyección entre los bloques V
de π de tamaño j que contienen al elemento 1 y las j-tuplas i1, . . . , ij ∈
{0, 1, . . . , k − j} tales que i1 + · · ·+ ij = k − j. Por lo tanto las a′′i cumplen
la fórmula recursiva:

a′′n =
k∑
j=1

bj
∑

i1,...,ij∈{0,1,...,k−j}
i1+···+ij=k−j

a′′i1 · · · a
′′
ij .

Como los coeficientes ak, a
′
k y a′′k cumplen la misma recursión entonces ak =

a′k = a′′k para toda k ∈ N y concluimos que las tres fórmulas son equivalentes.

3.5.2. Relación con las transformadas

Definición 3.5.4. Sean (mn)n≥1, (bn)n≥1, (cn)n≥1 y (rn)n≥1 los momentos
y los cumulantes booleanos, clásicos y libres, respectivamente, de una medida
de probabilidad µ con momentos finitos de todos los órdenes. Definimos las
siguientes series formales de potencias:

Mµ(z) := 1 +
∞∑
n=1

mnz
n.

M∗µ(z) := 1 +

∞∑
n=1

mn

n!
zn.

Bµ(z) :=
∞∑
n=0

bn+1z
n.
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Cµ(z) :=

∞∑
n=0

cn+1

n!
zn.

Rµ(z) :=
∞∑
n=0

rn+1z
n.

Observación 3.5.5. Es importante observar que dada una medida de pro-
babilidad µ (con soporte compacto), su serie de momentos Mµ y la trans-
formada de Cauchy Gµ cumplen la relación

Gµ(z) =
1

z
Mµ(1

z ), (3.3)

la cuál se sigue directamente de la definición anterior y la Observación 1.4.7.
Esta relación será importante, ya que las transformadas del Caṕıtulo 1 las
definimos en términos de la transformada de Cauchy.

Ahora veamos la siguiente proposición que se sigue de los tres lemas de
la sección anterior.

Proposición 3.5.6. Dada una medida de probabilidad µ, tenemos las si-
guientes relaciones:

1.

ln(M∗µ(z)) = zCµ(z). (3.4)

2.

1− 1

Mµ(z)
= zBµ(z). (3.5)

3.

Mµ(z) = 1 + zMµ(z)Rµ[zMµ(z)]. (3.6)

Demostración. Sustituimos an = mn y bn = cn en el Lema 3.5.1, an = mn y
bn = bn en el Lema 3.5.2, y an = mn y bn = rn en el Lema 3.5.3. Es claro que
las fórmulas entre momentos y cumulantes son precisamente las fórmulas en
el inciso 3 de cada uno de los lemas. Por lo tanto, se cumplen las fórmulas
del inciso 2 en cada uno de los lemas. Y sustituyendo el nombre que le dimos
a cada serie formal de potencias, llegamos a las fórmulas deseadas.

Teorema 3.5.7. Dada una medida de probabilidad µ, tenemos las siguientes
igualdades:

1.

lnFµ(z) = −izCµ(−iz) =

∞∑
n=0

cn+1

n!
(−iz)n+1.
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2.

Bµ(z) = Bµ(z) =

∞∑
n=0

bn+1z
n.

3.

Rµ(z) = Rµ(z) =

∞∑
n=0

rn+1z
n.

Demostración. 1. Por la Observación 1.4.4 sabemos que Fµ(z) = −izM∗µ(−iz).
Y utilizando la fórmula (3.4) concluimos que lnFµ(z) = −izCµ(−iz).

2. De la ecuación (3.3) podemos deducir que zMµ(z) = Gµ(1
z ), si lo

sustituimos en la ecuación (3.5) dividida entre z concluimos que

Bµ(z) =
1

z
− 1

zMµ(z)
=

1

z
− 1

Gµ(1
z )

= Bµ(z).

3. Utilizando las fórmulas (3.6) y (3.3) podemos observar que como series
formales de potencias tenemos las siguientes igualdades:

zG(z) = M(1
z ) = 1 +

1

z
M(1

z )R

[
1

z
M(1

z )

]
= 1 +G(z)R [G(z)] .

Si dividimos entre G(z) obtenemos que

z =
1

G(z)
+R [G(z)] .

Lo anterior nos dice que G(z) y R(z) + 1
z son inversas. Por lo tanto,

concluimos que

R(z) = G−1
µ (z)− 1

z
= Rµ(z).

Ya estamos listos para dar una demostración del Teorema 1.4.10 que
dejamos pendiente en el Caṕıtulo 1.

Demostración. Tomemos x y y variables aleatorias autoadjuntas en algún
espacio de probabilidad C∗ tales que x tiene distribución µ y y tiene distri-
bución ν.

Si x y y son libres, entonces por el teorema anterior y la linealidad de los
cumulantes libres concluimos que

Rµ�ν(z) =

∞∑
n=0

rx+y
n+1z

n =

∞∑
n=0

rxn+1z
n +

∞∑
n=0

ryn+1z
n = Rµ(z) +Rν(z).
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Si x y y son independientes en el sentido booleano, entonces por el teorema
anterior y la linealidad de los cumulantes booleanos concluimos que

Bµ�ν(z) =
∞∑
n=0

bx+y
n+1z

n =
∞∑
n=0

bxn+1z
n +

∞∑
n=0

byn+1z
n = Bµ(z) + Bν(z).

Caso monótono. De la definición de la transformada F , la ecuación que
queremos demostrar es equivalente a

GµBν(z) = Gµ( 1
Gν(z)).

Por la ecuación (3.3), eso se transforma en ver que

1

z
MµBν(1

z ) =
1

z
Mν(1

z )Mµ

(
1

z
Mν(1

z )

)
.

Si multiplicamos por z y cambiamos el 1
z por z nos queda demostrar que

MµBν(z) = Mν(z)Mµ(zMν(z)).

De la definición de M (y pensando que m0 = 1), esto es lo mismo que ver
que

∞∑
n=0

mx+y
n zn = Mν(z)

( ∞∑
k=0

mx
kz
k (Mν(z))k

)
.

Si del lado derecho metemos a Mν(z) y lo escribimos como serie tenemos
que

∞∑
n=0

mx+y
n zn =

∞∑
k=0

mx
kz
k

 ∞∑
j=0

my
j z
j

k+1

.

Si nos fijamos en el coeficiente de zn del lado derecho, tenemos que para cada
k necesitamos encontrar k + 1 enteros no negativos j0, . . . , jk que sumados
nos den n − k esto para que al multiplicarlo con el zk completemos zn. En
cada uno de esos nos aportará al coeficiente el sumando mx

km
y
j0
· · ·my

jk
. Para

llegar a la igualdad entre series que tenemos arriba vamos a ver la igualdad
coeficiente a coeficiente. Es decir, queremos demostrar que para toda n ≥ 0
se cumple que

mx+y
n =

n∑
k=0

∑
j0+...+jk=n−k
j0≥0,...,jk≥0

mx
km

y
j0
· · ·my

jk

cuando x y y son monótonamente independientes. Pero esto es precisamente
lo que nos dice el Teorema 3.4.1.
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Observación 3.5.8. 1. Siguiendo la misma ĺınea de la demostración que
dimos para los primeros dos incisos, podemos dar una demostración
para el Teorema 1.4.5:

logFµ?ν(z) =

∞∑
n=0

cx+y
n+1

n!
(−iz)n+1

=
∞∑
n=0

cxn+1

n!
(−iz)n+1 +

∞∑
n=0

cyn+1

n!
(−iz)n+1

= logFµ(z) + logFν(z).

2. A pesar de que en la última demostración, pareciera que el caso monótono
es más complicado, esto sólo se debe a que no hab́ıamos hablado nada
sobre la transformada F , mientras que para las otras transformadas
ya hab́ıamos demostrado varios lemas. Si nos ponemos a analizarlo
con cuidado, descubriremos que el caso más sencillo es el monótono ya
que sólo utiliza unas cuantas equivalencias y el Teorema 3.4.1 que se
demuestra expandiendo de forma cuidadosa. De hecho, si observamos
con detalle, para el caso monótono ni si quiera tuvimos que recurrir
a los cumulantes. Recordemos que los cumulantes monótonos no cum-
plen la propiedad 3’ y es por eso que no tenemos una proposición del
estilo la suma de las transformadas es la transformada de la convolu-
ción aditiva, como ocurre en los otros tres casos. Por esta razón, el caso
monótono nos pide ver que la convolución de transformadas nos da la
transformada de la convolución aditiva y esta proposición no hace uso
en ningún momento de los cumulantes.

3.6. Demostración del Teorema del Ĺımite Central

Ya que desarrollamos toda la teoŕıa de cumulantes, estamos listos para
demostrar su poder, dando una demostración sencilla del TLC para cada
una de las independencias.

Demostración. Denotemos por yN las variables que nos interesan,

yN :=
a1 + . . .+ aN√

N
.

Por las propiedades 2 y 3 de los cumulantes generalizados es sencillo observar
que κ1(yN ) = 0, κ2(yN ) = σ2 y que

κyNn = N−
n−2
2 κa1n → 0

cuando N → ∞, para todo n ≥ 3. Y por la propiedad 1 sabemos que los
momentos myN

n convergen a los momentos mn caracterizados por tener los
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cumulantes κ1 = 0, κ2 = σ2 y κn = 0 para todo n ≥ 3. Ahora, como todos
los cumulantes se anulan excepto el segundo será sencillo usar la fórmula
entre momentos y cumulantes en cada independencia para ver qué variables
aleatorias tienen esos cumulantes:

1. Clásico. De la fórmula entre momentos y cumulantes obtenemos que

mn =
∑

π∈P(n)

cπ =
∑

π∈P2(n)

(σ2)n/2 =

{
σn(n− 1)(n− 3) · · · 3 · 1 si n es par

0 si n es impar.

Y ya sabemos que esos son precisamente los momentos de una variable
Gaussiana.

2. Libre. De la fórmula entre momentos y cumulantes obtenemos que

mn =
∑

π∈NC(n)

rπ =
∑

π∈NC2(n)

(σ2)n/2 =

{
σnCn/2 si n es par

0 si n es impar,

Y ya sabemos que esos son precisamente los momentos de una variable
semicircular.

3. Booleano. De la fórmula entre momentos y cumulantes obtenemos que

mn =
∑

π∈I(n)

bπ =
∑

π∈I2(n)

(σ2)n/2 =

{
σn si n es par

0 si n es impar.

Y ya sabemos que esos son precisamente los momentos de una variable
Bernoulli.

4. Monótono. Del Teorema 3.4.7 obtenemos que

mn =
n∑
k=1

∑
1=i0<i1<···<ik=n+1

1

k!

k∏
l=1

il−1hil−il−1

=
∑

i0=1,i2=3,i3=5,...,ik=n+1

1

(n/2)!

n/2∏
l=1

(2l − 1)σ2

=
n!

(n/2)!2n(n/2)!
(σ2)n/2

=

{(
σ
2

)n ( n
n/2

)
si n es par

0 si n es impar.

Y ya sabemos que esos son precisamente los momentos de la distribu-
ción de la ley del arcoseno.
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Caṕıtulo 4

Probabilidad Finita

El objetivo principal de este caṕıtulo es abordar de forma combinatoria el
concepto de libertad finita propuesta por Marcus en [Mar15]. Primero, pre-
sentaremos algunas herramientas necesarias para definir este concepto. Pos-
teriormente, presentaremos algunos de los resultados de Marcus [Mar15]. Por
último, presentaremos la aportación principal de esta tesis: definimos una
noción de cumulantes finitos que linealizan la convolución aditiva simétri-
ca y demostramos algunos de los teoremas del art́ıculo de Marcus desde
un enfoque combinatorio. Además, encontramos una fórmula que relaciona
los momentos con los cumulantes finitos la cual permite entender mejor la
relación entre cumulantes finitos y cumulantes libres.

4.1. Preliminares

En esta sección presentamos las herramientas necesarias para estudiar
la convolución polinomial o finita. Estás herramientas son la Transformada
de Laplace, la Tranformada de Legendre, las Normas Lp y el Determinante
de Fuglede-Kadison. Nuestra exposición se basa en el art́ıculo de Marcus
[Mar15].

4.1.1. Transformada de Laplace

Definición 4.1.1. Dada una función f(x) definida para todo x ≥ 0, la
transformada de Laplace de f para el parámetro s, se define como

L{f}(s) =

∫ ∞
0

e−xsf(x)dx = ĺım
a→∞

∫ a

0
e−xsf(x)dx

donde estamos suponiendo que el ĺımite de la derecha converge, en caso
contrario diremos que f no tiene transformada de Laplace en s.

La transformada de Laplace es muy útil en combinatoria por que nos
ayuda a convertir funciones generadoras exponenciales en funciones genera-
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doras ordinarias (y viceversa). Sólo utilizaremos las siguientes dos propieda-
des sencillas de la transformada de Laplace.

Lema 4.1.2. 1. Si k ∈ N, entonces la transformada de Laplace de xk es:

L{xk}(s) =
k!

sk+1
.

2. La transformada de Laplace es lineal, es decir, si f y g son funciones
con transformada de Laplace en s y α ∈ R, entonces tenemos que

L{αf + g}(s) = αL{f}(s) + L{g}(s).

Demostración. 1. Procedemos por inducción sobre k. Para la base k =
0 claramente L{x0}(s) =

∫∞
0 e−xsdx = 1

s . Para k > 0 utilizamos
integración por partes con v(x) = 1

−se
−xs y u(x) = xk y la hipótesis

de inducción para ver que:

L{xk}(s) =

∫ ∞
0

e−xsxkdx

=
1

−s
e−xsxk

∣∣∣∣∞
0

−
∫ ∞

0

k

−s
e−xsxk−1dx

= 0 +
k

s
L{xk−1}(s)

=
k

s

(k − 1)!

sk

=
k!

sk+1
.

Con esto concluimos la inducción y obtenemos la fórmula deseada.

2. Para este inciso sólo hace falta utilizar la definición y recordar que la
integral es lineal:

L{αf + g}(s) =

∫ ∞
0

e−xs(αf(x) + g(x))dx

= ĺım
a→∞

∫ a

0
e−xs(αf(x) + g(x))dx

= α ĺım
a→∞

∫ a

0
e−xsf(x)dx+ ĺım

a→∞

∫ a

0
e−xsg(x)dx

= α

∫ ∞
0

e−xsf(x)dx+

∫ ∞
0

e−xsg(x)dx

= αL{f}(s) + L{g}(s).
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4.1.2. Transformada de Legendre

Definición 4.1.3. Sea f una función que es convexa en el intervalo X ⊆ R.
Y sea

X∗ =

{
x∗ ∈ R : sup

x∈X
{xx∗ − f(x)} <∞

}
.

La transformada de Legendre se define como la función f∗ : X∗ → R tal que

f∗(s) = sup
x∈X
{xs− f(x)}.

En el caso en el que f es diferenciable tenemos la siguiente relación.

Lema 4.1.4. Si f es una función estrictamente convexa en X y diferenciable
en un punto z ∈ X. Entonces f ′(z) ∈ X∗ y

f∗(f ′(z)) = zf ′(z)− f(z).

Demostración. Tomemos z ∈ X, como f es diferenciable en z y estrictamen-
te convexa, entonces satisface la desigualdad f(x) ≥ f(z)+(x−z)f ′(z) para
todo x ∈ X, además se da la igualdad si y sólo si x = z. Si acomodamos la
ecuación obtenemos que xf ′(z)− f(x) ≤ zf ′(z)− f(z), y como la igualdad
se da cuando x = z, entonces tenemos que

sup
x∈X
{xf ′(z)− f(x)} = zf ′(z)− f(z) <∞.

Por definición esto significa que f ′(z) ∈ X∗ y f∗(f ′(z)) = zf ′(z)− f(z).

Corolario 4.1.5. Si f satisface las condiciones del lema anterior y además
tiene segunda derivada. Entonces

(f ′)−1(z) = (f∗)′(z) y

f ′′((f∗)′(z)) =
1

(f∗)′′(z)
.

Demostración. Si derivamos la ecuación del teorema anterior, obtenemos
que

(f∗)′(f ′(z))f ′′(z) = zf ′′(z) + f ′(z)− f ′(z) = zf ′′(z).

Como f ′′(z) 6= 0 por que f es estrictamente convexa, concluimos que f ′

es la inversa de (f∗)′, y por lo tanto obtenemos la primera ecuación. Esta
ecuación implica que f ′((f∗)′(z)) = z y si derivamos, obtenemos la ecuación
deseada.
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4.1.3. Normas Lp

Definición 4.1.6. Dado un espacio de medida (X,µ) y un real p > 0,
definimos la norma Lp de una función f como

‖f‖p =

(∫
|f |pdµ

) 1
p

.

Para p =∞, definimos

‖f‖∞ = ĺım
p→∞

‖f‖p = ı́nf {a ≥ 0 : µ({x : |f(x)| > a}) = 0} .

Un resultado simple de la teoŕıa de espacios Lp es:

Lema 4.1.7. Si µ es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue y f es continua entonces

‖f‖∞ = sup
x∈X
{|f(x)|}.

Demostración. Tomemos una función f continua fija. Escribiremos s :=
supx∈X{|f(x)|}. Sea E un conjunto medible de X con µ(E) <∞, y tal que
f se anula en el complemento de E. Si µ(E) = 0, entonces s = ‖f‖p = 0 y
no hay nada que demostrar. Si µ(E) > 0, tenemos que

‖f‖p =

(∫
|f |pdµ

) 1
p

≤
(∫

spdµ

) 1
p

≤ sµ(E)
1
p .

Como µ(E)
1
p → 1 cuando p→∞, entonces ĺımp→∞ ‖f‖p ≤ s. Por otro lado,

dado ε > 0, tenemos que

µ({x : |f(x)| > s− ε}) ≥ δ, para alguna δ > 0.

Como esto pasa para una ε arbitraria entonces obtenemos que

‖f‖∞ = ı́nf {a ≥ 0 : µ({x : |f(x)| > a}) = 0} ≥ s.

Por lo tanto, como
s ≤ ‖f‖∞ = ĺım

p→∞
‖f‖p ≤ s,

concluimos que ‖f‖∞ = s = supx∈X{|f(x)|}.

La siguiente observación relaciona la transformada de Legendre con los
espacios Lp.

Corolario 4.1.8. Sea X ⊂ R y µ una medida que es absolutamente conti-
nua con respecto a la medida de Lebesgue. Entonces para cualquier función
continua f : X → R, tenemos que

f∗(s) = ln
∥∥∥exs−f(x)

∥∥∥
∞

para todo s ∈ X∗ (donde la transformada de Legendre y la norma L∞ se
toman sobre el espacio X).
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Demostración. Como f es real, f∗ también es real. Por lo tanto podemos
escribir f∗(s) como

f∗(s) = ln(exp(f∗(s)))

= ln

(
exp

(
sup
x∈X
{xs− f(x)}

))
= ln

(
sup
x∈X
{exp(xs− f(x))}

)
= ln

(
sup
x∈X
{| exp(xs− f(x))|}

)
= ln

∥∥∥exs−f(x)
∥∥∥
∞
.

4.1.4. Determinante de Fuglede-Kadison

El determinante de un operador invertible fue introducido por primera
vez en 1952 por Fuglede y Kadison [FK52]. La noción generaliza al determi-
nante usual y se puede considerar para cualquier operador en un álgebra de
von Neumann finita (N , τ) con traza fiel normal. Dado un elemento normal
invertible, x ∈ N , el determinante de Fuglede-Kadison se define como

∆FK
τ : GL1(N )→ R+

x 7→ exp
(
τ(log(x∗x)

1
2 )
)
.

Algunas de las propiedades básicas de este determinante son las siguientes:

∆FK
τ (ey) = |eτ(y)| para todo y ∈ N ,

∆FK
τ (x) = ∆FK

τ

(
(x∗x)

1
2

)
para todo x ∈ GL1(N ),

∆FK
τ (xy) = ∆FK

τ (x)∆FK
τ (y) para todo x, y ∈ N .

Para el caso en el que tomamos N = Md(C) donde τ(x) = 1
n

∑d
j=1 xj,j es la

traza normalizada y det es el determinante usual, entonces tendremos que

∆FK
τ (A) = det[A]

1
d .

donde A una matriz de d× d positiva definida.
Fuglede y Kadison demostraron que para una sucesión de matrices po-

sitivas definidas A1, A2, . . . que convergen adecuadamente a un operador
ĺımite a, el determinante normalizado converge a un ĺımite bien definido y el
funcional ĺımite tiene muchas de las propiedades usuales que se esperaŕıan
en un determinante. La única propiedad no trivial que utilizaremos en es-
te trabajo es que ∆FK

τ está bien definida y es el ĺımite de sus valores en
una sucesión de matrices adecuada. En lo que resta del trabajo omitiremos
el supeŕındice y sub́ındice para facilitar la lectura, es decir denotaremos al
determinante de Fuglede-Kadison simplemente como ∆(·)

83



4.2. Convolución de polinomios

En esta sección presentaremos la convolución aditiva simétrica que será
la análoga finita de las convoluciones aditivas presentadas en el Caṕıtulo 1.

4.2.1. Convolución aditiva simétrica

La convolución aditiva simétrica que presentaremos se define y utiliza en
[MSS15a] para dar cotas sobre las ráıces de ciertos polinomios.

Definición 4.2.1 (Convolución aditiva simétrica). Sean A y B matrices
reales simétricas de m×m, donde p(x) = det[xI −A] y q(x) = det[xI −B].
La convolución aditiva simétrica de p y q se define como

[p�m q](x) = EQ{det[xI −A−QBQT ]}

donde la esperanza se toma sobre las matrices ortonormales Q distribuidas
uniformemente (usando la medida de Haar).

Observación 4.2.2. Si todas las ráıces de p y de q son reales, entonces
todas las ráıces de p�m q son reales, debido a una teoŕıa mucho más general
desarrollada en [BB09].

En [MSS15a], los autores demuestran que la convolución aditiva simétrica
se puede ver de la siguiente manera:

Teorema 4.2.3. Si p(x) =
∑m

i=0 x
m−i(−1)iapi y q(x) =

∑m
i=0 x

m−i(−1)iaqi
entonces tenemos que

[p�m q](x) =
m∑
k=0

xm−k(−1)k
∑
i+j=k

(m− i)!(m− j)!
m!(m− i− j)!

api a
q
j .

Demostración. Denotaremos por ck(A) al coeficiente de (−1)kxd−k del poli-
nomio caracteŕıstico de una matriz, A, de dimensión d. Es importante obser-
var que ck(A) es la k-ésima función simétrica elemental de los valores propios
de A. Para subconjuntos S, T ⊆ {1, . . . , d}, escribiremos A(S, T ) para la sub-
matriz de A indexada por las filas en S y las columnas en T . Escribiremos
A(S, :) para la submatriz que contiene las columnas de S. Observemos que

ck(A) =
∑
|S|=k

det(A(S, S)).

Para demostrar el teorema veremos la igualdad para cada coeficiente. Es
decir, veremos que si A y B son matrices simétricas de d × d, entonces
tenemos que

EQck(A+QBQT ) =
∑
i+j=k

(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

ci(A)cj(B)
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donde Q es una matriz ortonormal aleatoria.

Si escribimos A = UCUT y B = V DV T donde las matrices C y D son
diagonales y las matrices U y V son ortonormales, entonces podemos ver
que

EQck(A+QBQT ) = EQck(C + UTQVDV TQTU) = EQck(C +QDQT ),

ya que UTQV es una matriz ortonormal. Debido al razonamiento anterior,
podemos suponer que A y B son matrices diagonales. Entonces podemos ver
que

EQck(A+QBQT ) = EQck

∑
i≤d

aieie
T
i +

∑
i≤d

bi(Qei)(Qei)
T


= EQ

∑
S,T :|S|+|T |=k

ck

(∑
i∈S

aieie
T
i +

∑
i∈T

bi(Qei)(Qei)
T

)

= EQ
∑

|S|+|T |=k

ck
(
MST (A(S, S)⊕B(T, T ))MT

ST

)
= EQ

∑
|S|+|T |=k

det
(
MT
STMST (A(S, S)⊕B(T, T ))

)
=

∑
|S|+|T |=k

detA(S, S) detB(T, T ) · (EQ det(MT
STMST ))

donde MST = [I(:, S)|(QI)(:, T )] es una matriz de d×k con columnas {ei}i∈S
y {Qei}i∈T . Ahora podemos ver que la esperanza EQ det(MT

STMST ) depende
solamente de |S| := i y |T | := j. Si fijamos S y T y quitamos los sub́ındices
para simplificar la notación, podemos ver que

EQ det(MTM) = EQci(I(:, S)I(:, S)T )cj(I(:, S̄)TQI(:, T )I(:, T )TQT I(:, S̄))

= EQEΠ(1) · cj(I(:, S̄)TΠQI(:, T )I(:, T )TQTΠT I(:, S̄)),

donde Π es una matriz aleatoria de permutación. Como ΠQ
dist
= Q, entonces

lo anterior es igual a

EQERcj(I(:, R)TQ(:, T )Q(:, T )T I(:, R)),

donde R es un subconjunto aleatorio uniforme de [d] de tamaño |S̄| = d− i.
Ahora, si escribimos P = Q(:, T )Q(:, T )T , tendremos que lo anterior es igual
a

EQ
1(
d
d−i
) ∑
|R|=d−i

cj(P (R,R)) = EQ
1(
d
d−i
) ∑
|R|=d−i

∑
W⊂R,|W |=j

cj(P (W,W )).
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Como cada W de tamaño j = k − i ≤ d− i aparece
(
d−j
d−i−j

)
veces, entonces

lo anterior es igual a

EQ
1(
d
d−i
) ∑
W⊂[d],|W |=j

(
d− j

d− i− j

)
cj(P (W,W )) = EQ

(
d−j
d−i−j

)(
d
d−i
) cj(P ).

Como P es una proyección de rango j la anterior se reduce a(
d−j
d−i−j

)(
d
d−i
) · 1 =

(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

.

Por lo tanto podemos concluir que

EQck(A+QBQT ) =
∑

|S|+|T |=k

detA(S, S) detB(T, T ) · (EQ det(MT
STMST ))

=
∑

|S|+|T |=k

detA(S, S) detB(T, T )
(d− |S|)!(d− |T |)!

d!(d− k)!

=
∑
i+j=k

(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

∑
|S|=i,|T |=j

detA(S, S) detB(T, T )

=
∑
i+j=k

(d− i)!(d− j)!
d!(d− k)!

ci(A)cj(B),

que es lo que queŕıamos.

4.2.2. Transformada U

En el art́ıculo de libertad finita [Mar15], la transformada U juega un
papel importante para formular los lemas y teoremas de una manera más
elegante. Más adelante veremos que podemos olvidarnos de la transforma-
da U y abordar los cálculos desde un enfoque combinatorio, que resultará
un poco más sencillo porque ya contamos con una plataforma similar que
vimos en los caṕıtulos anteriores. El objetivo de esta sección es presentar
la herramienta de la transformada U tal y como se presenta en el art́ıculo
[Mar15], para que posteriormente podamos comparar ambos métodos.

Notación 4.2.4. Dado un multiconjunto S, escribiremos |S| para denotar
al número de elementos en el multiconjunto (con multiplicidad). Por ejemplo
|{1, 2, i, i}| = 4. Abusando de la notación, trataremos a los multiconjuntos
como si fueran variables aleatorias. En cualquier caso, supondremos que
la variable aleatoria está uniformemente distribuida en los elementos del
multiconjunto. Por ejemplo, pensaremos que

1

|S|
∑
si∈S

f(si) y E{f(s)}

representan lo mismo.
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Lema 4.2.5. Sea S un multiconjunto finito de los números complejos con
|S| = m. Entonces existe un único multiconjunto T de números complejos
tal que |T | = m y tal que

E{ln(x− s)m} = lnE{(x− T )m}

para todo x (donde ln es considerado como el valor principal del logaritmo
complejo).

Demostración. Si aplicamos la función exponencial de ambos lados y sim-
plificamos, llegamos a la proposición equivalente:

∏
si∈S

(x− si) =

m∑
k=0

(
m

k

)
xm−k(−1)kE{T k}.

Observamos que ambos lados de la ecuación son polinomios mónicos, aśı que
sólo hace falta mostrar que la igualdad se da para cada uno de los otros m
coeficientes. Cada igualdad se puede ver como tener una restricción en E{T k}
para 1 ≤ k ≤ m. Usando las identidades de Newton, esto es equivalente a
tener restricciones en las primeras m funciones simétricas elementales de
los elementos de T . Sin embargo, esto es equivalente a tener m soluciones
de un polinomio de grado m, el cuál existe (y es único) sobre los números
complejos.

Definición 4.2.6. Dado un multiconjunto S, al multiconjunto T que sa-
tisface las propiedades del Lema 4.2.5 le llamaremos la transformada U de
S.

La expresión que será más útil al utilizar la transformada U es la siguien-
te: ∏

si∈S
(x− si) = E{(x− T )m}.

Es decir, cualquier polinomio mónico de grado m se puede escribir como
combinación lineal de m polinomios, cada uno de los cuales tiene una sola
ráız de multiplicidad m. En particular, si S es el multiconjunto de ráıces
(con multiplicidades) del polinomio p de grado m, entonces tenemos que
p(x) = E{(x− T )m}, donde T es la transformada U de S. La propiedad de
que |T | = |S| es importante como lo veremos en el siguiente lema.

Lema 4.2.7. Sea S un multiconjunto de números reales y sea T su trans-
formada U . Entonces

E{f(s)} ∈ R

para cualquier función f que es anaĺıtica en el soporte de T .
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Demostración. Como todos los elementos de S son reales, entonces todos
los coeficientes de

∏
si∈S

(x− si) =

m∑
k=0

(
m

k

)
xm−k(−1)kE{T k}

son reales. Ahora, si consideramos el polinomio

q(x) =
∏
ti∈T

(x− ti) =
∑
i=0

qix
m−i.

Por las identidades de Newton, los coeficientes qi se pueden expresar en
función de los primeros m momentos (que acabamos de ver que son reales)
y por lo tanto, son reales. Sea AT una matriz real simétrica cuyos valores
propios son los elementos de T . El teorema de Cayley-Hamilton nos dice que
(como ecuación de matrices) q(AT ) = 0. Entonces

0 = tr [AT q(AT )] =
∑
i

qi tr[Am−i+1
T ]

es una expresión para tr [Am+1
T ] como combinación lineal de tr[AkT ] para

k ≤ m con coeficientes reales (y por lo tanto es real). Si procedemos induc-
tivamente, tenemos que tr[AkT ] = E{T k} ∈ R para todo k y por lo tanto lo
mismo será cierto para la función anaĺıtica.

Observemos que si |T | es más grande que |S|, entonces no podemos
garantizar lo anterior. Para ver esto, tomamos k > 0 y podemos usar la
misma lógica que en el Lema 4.2.5 para encontrar un multiconjunto W con
|W | = m+ k cuyos primeros m momentos sean iguales a los de µ, pero que
después el momento m+ 1 sea complejo.

Aunque queramos tratar a nuestros multiconjuntos como distribuciones,
debemos tener cuidado cuando vamos en la dirección contraria. Diremos
que una distribución µ es m-realizable si existe un multiconjunto Sµ, con
|Sµ| = m, tal que la distribución uniforme de Sµ nos de las mismas pro-
babilidades que µ. Diremos que el multiconjunto Sµ es su m-realización.
En particular, la transformada U siempre se debe definir en términos de
la realización de una distribución y no en la distribución tal cual. Es fácil
observar que si una distribución es m-realizable, también será km-realizable
para cualquier entero positivo k. Sin embargo, estas realizaciones serán muy
diferentes.

La utilidad de la transformada U radica en su habilidad para transformar
convoluciones de polinomios en independencia clásica. Esto se muestra en el
siguiente lema:
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Lema 4.2.8. Sean p y q polinomios de grado m con S y T las transformadas
U de sus ráıces. Como podemos tratar a S y T como independientes, entonces
tenemos que

[p�m q](x) = E{(x− S − T )m}.

Demostración. Sea p(x) =
∑m

i=0 x
m−i(−1)ipi. Como observamos anterior-

mente, tenemos que

p(x) = E{(x− S)m} =
m∑
k=0

xm−k(−1)k
(
m

k

)
E{Sk}

y por lo tanto pi =
(
m
i

)
E{Si} (y análogamente qj =

(
m
j

)
E{T j}). Por el

Teorema 4.2.3 tenemos que

[p�m q](x) =
m∑
k=0

xm−k(−1)k
∑
i+j=k

(m− i)!(m− j)!
(m− k)!m!

piqj

=

m∑
k=0

xm−k(−1)k
∑
i+j=k

(m− i)!(m− j)!
(m− k)!m!

(
m

i

)(
m

j

)
E{Si}E{T j}

=

m∑
k=0

xm−k(−1)k
∑
i+j=k

(
m

i, j

)
E{SiT j}

= E{(x− S − T )m}.

Como un corolario directo del Lema 4.2.8, obtenemos que la transforma-
da U es invariante bajo traslaciones o multiplicación por un escalar.

Corolario 4.2.9. Sea T la transformada U del multiconjunto S. Entonces
las transformadas U de

{s+ k : s ∈ S} y {ks : s ∈ S}

son
{t+ k : t ∈ T} y {kt : t ∈ T}

respectivamente.

Demostración. Sólo hay que utilizar el Lema 4.2.8 con q = (x− k)m.

4.3. Transformada R m-finita

En esta sección, primero definiremos para cada m una nueva serie formal
de potencias, a la que denotaremos como transformada R m-finita. Poste-
riormente mostraremos la relación que hay entre estas series y la transfor-
mada R que definimos en el Caṕıtulo 1, con esto quedará claro el por qué
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las denotamos con ese nombre. Por último veremos la relación entre esta
transformada y la convolución de polinomios que introdujimos al principio
de este caṕıtulo. De esta forma mostraremos la relación entre la probabilidad
libre y la convolución de polinomios.

4.3.1. Definición y propiedades básicas

Definición 4.3.1. Sea A un operador real simétrico cuya distribución es-
pectral, µA, tiene soporte compacto. Para un entero m, definimos la serie de
potencias

KmµA(s) = − ∂

∂s
ln ‖e−xs∆(xI −A)‖m

donde el dominio de integración es (ρA,∞). Diremos que KmµA(s) es la trans-
formada K m-finita de µA. Y definimos la serie de potencias

RmµA(s) = KmµA(s)−Kmµ0(s)

donde µ0 es la distribución constante 0. Diremos que RmµA(s) es la transfor-
mada R m-finita de µA.

Observación 4.3.2. 1. La transformada Km es la análoga de la inversa
de la transformada de Cauchy en probabilidad libre. Además, a par-
tir de la definición, es claro que es invariante bajo transformaciones
unitarias de A.

2. Es importante observar que

Kmµ0(s) =

(
1 +

1

m

)
1

s
.

La demostración de este resultado es bastante sencilla, pero la escri-
biremos formalmente como un lema porque sirve para entender cómo
se relacionan los conceptos involucrados en la definición de las trans-
formadas finitas.

3. La transformada Rm es la análoga a la transformada R. En la proba-
bilidad libre a la inversa de la transformada de Cauchy le restamos el
término 1

s para obtener la transformada R, la versión finita de lo ante-
rior es restarle el término

(
1 + 1

m

)
1
s a la transforma Km para obtener

la transformada Rm.

Lema 4.3.3. Sea µ0 la distribución constante 0. Para cualquier entero m
se cumple que

Kmµ0(s) =

(
1 +

1

m

)
1

s
.
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Demostración. Primero calcularemos la norma del determinante utilizando
la transformada de Legendre:

‖e−xs∆(xI − 0)‖m = ‖e−xs(det[xI − 0])
1
m ‖m = ‖e−xsx‖m

=

(∫ ∞
0

e−mxsxmdx

) 1
m

=
(
L{xm}(ms)

) 1
m

=

(
m!

(ms)m+1

) 1
m

=
(m!)

1
m

m
m+1
m s

m+1
m

.

Para concluir solo hay que aplicarle logaritmo a lo que obtuvimos y luego
derivar:

− ∂

∂s
ln ‖e−xs∆(xI − 0)‖m = − ∂

∂s

(
ln

(
(m!)

1
m

m
m+1
m

)
− m+ 1

m
ln(s)

)

=

(
m+ 1

m

)
1

s
.

4.3.2. Relación con probabilidad libre

El siguiente teorema es bastante importante porque muestra la conexión
entre las transformadas finitas y la probabilidad libre. Para su demostra-
ción utilizaremos varias de las cosas que vimos en los preliminares de este
caṕıtulo.

Teorema 4.3.4 (Lema 4.6, [Mar15]). Sea A un operador Hermitiano cuya
distribución espectral, µA, tiene soporte compacto. Entonces

ĺım
m→∞

KmµA(s) = G−1
µA

(s)

en todos los puntos s ∈ (ρA,∞).

Demostración. Primero definimos la función f : (ρA,∞)→ R de tal manera
que f(x) = − ln ∆(xI − A). Es sencillo observar que f está bien definida y
es continua en (ρA,∞). Además, si derivamos obtenemos que

f ′(x) = −tr[(xI −A)−1] = −GµA(x).

Si volvemos a derivar obtenemos que

f ′′(x) = tr[(xI −A)−2] > 0.
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Por lo tanto f es estrictamente convexa y por el Corolario 4.1.5 tenemos que

(f∗)′(s) = (f ′)−1(s) = (−GµA(x))−1(s) = G−1
µA

(−s).

Sustituyendo lo anterior en el Corolario 4.1.8 obtenemos que

G−1
µA

(s) = (f∗)′(−s) = − ∂

∂s
ln ‖e−xse−f(x)‖∞ = − ∂

∂s
ln ‖e−xs∆(xI −A)‖∞.

Por el Lema 4.1.7 concluimos que

ĺım
m→∞

KmµA(s) = ĺım
m→∞

(
− ∂

∂s
ln ‖e−xs∆(xI −A)‖m

)
= − ∂

∂s
ln ‖e−xs∆(xI −A)‖∞

= G−1
µA

(s).

4.3.3. Relación con la convolución de polinomios

Ya que mostramos la relación de la transformada finita con la probabi-
lidad libre, ahora sólo queda ver la relación de la transformada finita con
la convolución de polinomios. Para poder relacionar estas series de poten-
cias que acabamos de definir con los polinomios necesitaremos prescindir de
muchos de los coeficientes de la serie de potencias y quedarnos sólo con los
primeros coeficientes, por ello, antes de seguir adelante introduciremos un
tipo de notación bastante intuitiva.

Notación 4.3.5. Sea f(x) =
∑∞

i=0 aix
i un serie formal de potencias. Para

un entero no negativo k, escribiremos f mod [xk] para denotar al polinomio
formado por los primeros k coeficientes, es decir

f mod [xk] =
k−1∑
i=0

aix
i.

Y escribiremos

f ≡ g mod [xk]

si f − g es el polinomio 0.

Observación 4.3.6. Varias propiedades se pueden derivar fácilmente de la
definición. Por ejemplo, si a, b, c, d y h son series formales de potencias,
entonces el sistema

a(x) ≡ b(x) mod [xk],

c(x) ≡ d(x) mod [xk],
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implica que

a(x) + c(x) ≡ b(x) + d(x) mod [xk],

y también implica que

a(x)c(x) ≡ b(x)d(x) mod [xk].

Además, combinando las dos anteriores podemos concluir que

h(a(x)) ≡ h(b(x)) mod [xk].

Si además sabemos que h es invertible, entonces utilizando la inversa en el
inciso anterior concluimos que:

a(x) ≡ b(x) mod [xk] ⇐⇒ h(a(x)) ≡ h(b(x)) mod [xk].

Ahora śı estamos listos para comenzar, el objetivo principal de esta sec-
ción será vincular la transformada Rm que acabamos de definir en 4.3.1, con
la convolución aditiva simétrica que definimos en 4.2.1. Para ello, seguiremos
la misma idea de demostración que utiliza Adam Marcus en su art́ıculo, lo
primero que haremos es escribir RmµA(s) en términos de la transformada U
de A. La idea en los siguientes dos lemas es hacer los mismos cálculos que
hicimos para la distribución constante 0 en el Lema 4.3.3 pero para cualquier
distribución.

Lema 4.3.7 (Lema 4.3, [Mar15]). Si A es una matriz real simétrica de
m×m, entonces

‖e−xs∆(xI −A)‖mm
‖e−xs∆(xI − 0)‖mm

≡ E{e−msTA} mod [sm+1]

donde TA es la transformada U de λ(A).

Demostración. Para una matriz real simétrica de m × m, A, tenemos la
simplificación

∆(xI −A)m = det[xI −A] = E{(x− TA)m},
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donde TA es la transformada U de λ(A). Entonces

‖e−xs∆(xI −A)‖mm
‖e−xs∆(xI − 0)‖mm

=
(ms)m+1

m!
‖e−xs∆(xI −A)‖mm

=
(ms)m+1

m!

∫ ∞
ρA

e−mxs∆(xI −A)mdx

=
(ms)m+1

m!

∫ ∞
ρA

e−(ms)xE{(x− TA)m})dx

=
(ms)m+1

m!
e−msρA

∫ ∞
0

e−(ms)yE{(y + ρA − TA)m}dy

= E
{

(ms)m+1

m!emsρA
L{(y + ρA − TA)m} (ms)

}
= E

{
(ms)m+1

m!emsρA

m∑
i=0

(
m

i

)
(ρA − TA)m−iL

{
xi
}

(ms)

}

= E

{
(ms)m+1

m!emsρA

m∑
i=0

m!

i!(m− i)!
(ρA − TA)m−i

i!

(ms)i+1

}

= E

{
1

emsρA

m∑
i=0

(ms)m−i(ρA − TA)m−i

(m− i)!

}

≡ E
{

1

emsρA
ems(ρA−TA)

}
mod [sm+1]

≡ E
{
e−msTA

}
mod [sm+1],

que es lo que queŕıamos demostrar.

Corolario 4.3.8 (Corolario 4.4, [Mar15]). Si A es una matriz real simétrica
de m×m, entonces

RmµA(s) ≡ − 1

m

∂

∂s
lnE{e−msTA} mod [sm]

donde TA es la transformada U de λ(A).

Demostración. Si al lema anterior le aplicamos la función logaritmo de am-
bos lados, que es invertible, por la Observación 4.3.6 tendremos que

ln

(
‖e−xs∆(xI −A)‖mm
‖e−xs∆(xI − 0)‖mm

)
≡ lnE{e−msTA} mod [sm+1].

Como estas series de potencias coinciden es los primeros m+ 1 coeficientes,
sus derivadas coinciden en los primeros m coeficientes. Con esto y de la
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definición de la transformada R obtenemos que:

RmµA(s) = KmµA(s)−Kmµ0(s)

= − ∂

∂s
ln ‖e−xsδ(xI −A)‖m +

∂

∂s
ln ‖e−xsδ(xI − 0)‖m

= − 1

m

∂

∂s
ln

(
‖e−xs∆(xI −A)‖mm
‖e−xs∆(xI − 0)‖mm

)
≡ − 1

m

∂

∂s
lnE{e−msTA} mod [sm].

Ya que relacionamos a RmµA(s) con la transformada U de A, utilizare-
mos el Lema 4.2.8 para relacionar la convolución aditiva simétrica con la
transformada U.

Lema 4.3.9 (Lema 4.5, [Mar15]). Sean A y B matrices reales simétricas de
m×m. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1.
RmµA(s) +RmµB (s) = RmµA+B

(s) mod [sm].

2.
det[xI −A]�m det[xI −B] = det[xI −A−B].

Demostración. Sean TA, TB y TA+B las transformadas U de λ(A), λ(B) y
λ(A + B), respectivamente. Por el Lema 4.2.8, sabemos que la proposición
del segundo inciso es equivalente a

E{(x− TA − TB)m} = E{(x− TA+B)m}.

Esto último ocurre si y sólo si los primeros m momentos de TA+TB y TA+B

son iguales. Esto a su vez es equivalente a que

E{e−ms(TA+TB)} = E{e−msTA+B} mod [sm+1]

y como podemos asumir que TA y TB son independientes, lo último es cierto
si y sólo si

E{e−msTA}E{e−msTB} = E{e−msTA+B} mod [sm+1].

Como ln es invertible, por la Observación 4.3.6 tenemos que lo anterior es
equivalente a

fA(s) + fB(s) ≡ fA+B(s) mod [sm+1]

donde fX(s) = − 1
m lnE{e−msTX}. Por lo tanto, por el Corolario 4.3.8, sólo

hace falta mostrar que la ecuación anterior es equivalente a

∂

∂s
fA(s) +

∂

∂s
fB(s) ≡ ∂

∂s
fA+B(s) mod [sm].
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La primer implicación es obvia, (ya hab́ıamos mencionado que si dos series
coinciden en los primeros m+1 coeficientes, entonces sus derivadas coinciden
en los primeros m). Para la segunda implicación sólo hace falta mostrar que
fA(0) + fB(0) = fA+B(0). Sin embargo, lo anterior es sencillo ya que por
definición tenemos que fX(0) = 0 para todo X.

Observemos que en el último lema utilizamos fuertemente que A y B
son matrices de m×m. Esto es porque los primeros m momentos caracteri-
zan completamente la distribución, lo cual es falso para distribuciones más
generales.

4.4. Cumulantes finitos

Hasta ahora, lo único que hemos hecho en este caṕıtulo es repasar los
puntos clave del art́ıculo [Mar15]. En esta sección introduciremos el concep-
to de cumulante finito y demostraremos algunos de los teoremas del art́ıculo
(los cuales presentamos en la sección anterior) pero desde un enfoque com-
binatorio, tomando como base las propiedades que cumplen los cumulantes
para los principales cuatro tipos de independencia.

Los resultados principales de esta sección son parte de un trabajo de
investigación que será mandado a publicación [AP16].

4.4.1. Definición y notación

Definición 4.4.1. A los primeros d coeficientes de RdµA(s) los llamaremos

cumulantes d-finitos y los denotaremos por κAi . Es decir, κA1 , κ
A
2 , . . . , κ

A
d son

tales que:

RdµA(s) ≡
d−1∑
j=0

κAj+1s
j mod [sd].

Observación 4.4.2. Es importante recalcar que estos cumulantes dependen
del entero d. Es decir, para cada d ∈ N estamos definiendo d cumulantes
distintos. La razón para sólo definir los primeros d y no hacerlo para todos
los coeficientes de RdµA(s), es que la relación de la transformada con la
convolución de polinomios sólo depende de los primeros d coeficientes.

Notación 4.4.3. 1. Dada A, una matriz real simétrica de d × d, deno-
taremos por pA(x) := det[xI − A] al polinomio caracteŕıstico de A.
Además, si r1, r2, . . . , rd son los valores propios de A. Entonces defini-
mos:

aA0 := 1.

aAk :=
∑
sym

r1r2 · · · rk para k = 1, . . . , d.
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2. Escribiremos

(d)n :=
d!

(d− n)!
= d(d− 1) · · · (d− n+ 1) para 0 ≤ n ≤ d.

Y denotaremos por (d)π a la extensión multiplicativa de las (d)n.

Observación 4.4.4. 1. De la definición anterior podemos obtener esta
importante relación:

pA(x) = (x− r1) · · · (x− rd) =

d∑
i=0

xd−i(−1)iaAi .

2. Observemos que en el Lema 4.2.3 tenemos que ak = aAk y bk = aBk .
Por lo tanto podemos reescribirlo de la siguiente manera:

apA�dpBk =
∑
i+j=k

(d− i)!(d− j)!
d!(d− i− j)!

aAi a
B
j = (d)k

∑
i+j=k

aAi
(d)i

aBj
(d)j

,

para k = 1, 2, . . . , d.

Con la notación que acabamos de introducir, podemos reescribir el Co-
rolario 4.3.8 (Corolario 4.4, [Mar15]) de la siguiente manera:

Lema 4.4.5. Si A es una matriz real simétrica de d× d, entonces

RdµA(s) ≡ −1

d

∂

∂s
ln

(
d∑
i=0

(−d)iaAi
(d)i

si

)
mod [sd].

Demostración. Por la definición de transformada U y la notación que aca-
bamos de introducir tenemos que

d∑
i=0

xd−i(−1)iaAi = (x− r1) · · · (x− rd) =
d∑
i=0

xd−i(−1)k
(
d

i

)
E{T i}.

Por lo tanto tenemos que aAi = (d)i
i! E{T

i} para i = 1, . . . , d. Entonces mod
[xd+1] observamos que:

E
{
e−dsTA

}
≡ E

{
d∑
i=0

(−ds)iT iA
i!

}
≡

d∑
i=0

(−d)isi
E
{
T iA
}

i!
≡

d∑
i=0

(−d)isi
aAi
(d)i

.

Esta última igualdad es justo lo que estamos reescribiendo, si la sustituimos
en el Corolario 4.3.8, obtenemos esta nueva versión.
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4.4.2. Los cumulantes finitos son lineales

Primero utilizaremos lo que aprendimos en le Caṕıtulo 2 sobre álgebras
de incidencia, para relacionar a los cumulantes finitos, κA, de una matriz A
con los coeficientes, aA, de su polinomio caracteŕıstico.

Lema 4.4.6 (Relación entre cumulantes y coeficientes). Sea A una matriz
de d × d. Sean κAn , para n = 1, . . . , d, los cumulantes finitos definidos a
partir de A y sean aAn , para n = 0, 1, . . . , d, los coeficientes del polinomio
caracteŕıstico pA (ver Notación 4.4.3). Entonces se cumplen las siguientes
dos fórmulas (una inversa de la otra):

aAn =
(d)n

(−d)nn!

∑
π∈P(n)

(−d)|π| κAπ (n− 1)!π para n = 1, . . . , d, (4.1)

donde (n− 1)!π :=
∏
V ∈π(|V | − 1)!.

κAn =
(−d)n

d(n− 1)!

∑
π∈P(n)

(−1)|π|n!πa
A
π (|π| − 1)!

(d)π
para n = 1, . . . , d, (4.2)

donde n!π :=
∏
V ∈π(|V |)!.

Demostración. Por el Lema 4.4.5 sabemos que:

d∑
j=1

κAj s
j+1 ≡ RdµA(s) ≡ −1

d

∂

∂s
ln

(
d∑
i=0

(−1)iaAi d
i

(d)i
si

)
mod [sd].

A partir de lo anterior se nos ocurre definir

ai =
(−d)iaAi

(d)i
i! para i = 0, 1, . . . , d y

bj = −dκAj (j − 1)! para j = 1, . . . , d.

Observemos que aA0 = 1, además si multiplicamos la ecuación anterior por
−d y sustituimos los valores que acabamos de definir llegamos a que

∂

∂s
ln

(
d∑
i=0

ai
i!
si

)
=

d∑
j=1

bj
(j − 1)!

sj−1 mod [sd].

Por el Lema 3.5.1 sabemos que esta fórmula es equivalente a la siguiente:

an =
∑

π∈P(n)

bπ para n = 1, . . . d.
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También podemos utilizar la fórmula de inversión de Möbius en la ecuación
anterior para obtener la ecuación inversa:

bn =
∑

π∈P(n)

aπ(−1)|π|−1(|π| − 1)! para n = 1, . . . d.

Sustituyendo los valores de las an y bn en las dos ecuaciones anteriores
obtenemos que

(−1)naAnd
n

(d)n
n! =

∑
π∈P(n)

(−d)|π| κAπ (n− 1)!π para n = 1, . . . , d

y que

−dκAn (n− 1)! =
∑

π∈P(n)

(−d)naAπ n!π
(d)π

(−1)|π|−1(|π| − 1)! para n = 1, . . . , d.

Si despejamos y simplificamos las fórmulas anteriores obtenemos las fórmulas
deseadas.

Utilizaremos la fórmula anterior para ver que los cumulantes finitos se
comportan de manera lineal respecto a la convolución de funciones. Aunque
aún no hemos definido una independencia de manera formal, cabe mencionar
que esta seŕıa una de las propiedades deseables de los cumulantes.

Proposición 4.4.7. SeanA yB matrices reales simétricas de d×d. Entonces
tenemos que

κpA�dpBk = κAk + κBk para k = 1, . . . , d.

Demostración. Por la reformulación del Lema 4.2.3 (Observación 4.4.4) sa-
bemos que:

apA�dpBk

(d)k
=
∑
i+j=k

aAi
(d)i

aBj
(d)j

.

Si sustituimos
aAi
(d)i

y
aBj
(d)j

utilizando la ecuación (4.1) del lema anterior, el

lado derecho de la ecuación de arriba nos queda igual a

∑
i+j=k

 1

(−d)ii!

∑
π∈P(i)

(−d)|π| (n− 1)!πκ
A
π

 1

(−d)jj!

∑
π∈P(j)

(−d)|π| (n− 1)!πκ
B
π


=

1

(−d)kk!

∑
i+j=k

(
k

i

) ∑
π∈P(i)

(−d)|π| (n− 1)!πκ
A
π

 ∑
π∈P(j)

(−d)|π| (n− 1)!πκ
B
π

 .

Observemos que
(
k
i

)
son las formas de partir a [k] en dos subconjuntos

ordenados, el primero con i elementos y el segundo con j elementos. Por
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lo tanto, podemos tomar la suma para i = 0, . . . , k sobre los subconjuntos
S ⊂ [k] y luego fijarnos en P(S) ∼= P(i) y P(Sc) ∼= P(j), donde Sc = [k]−S.
De esta forma, obtenemos que:

∑
i+j=k

(
k

i

) ∑
π∈P(i)

(−d)|π| (n− 1)!πκ
A
π

 ∑
π∈P(j)

(−d)|π| (n− 1)!πκ
B
π


=
∑
S⊂[k]

 ∑
π1∈P(S)

(−d)|π1| (n− 1)!π1κ
A
π1

 ∑
π2∈P(Sc)

(−d)|π2| (n− 1)!π2κ
B
π2


=

∑
π1∪π2∈P(k)

(
(−d)|π1| (n− 1)!π1κ

A
π1

)(
(−d)|π2| (n− 1)!π2κ

B
π2

)
.

La última suma la podemos reescribir, si primero nos tomamos las particio-
nes π ∈ P(k) y para cada partición nos fijamos en las particiones π1 y π2

cuya unión es π. De esta manera, la última fórmula es igual a

=
∑

π∈P(k)

∑
π1∪π2=π

(
(−d)|π1| (n− 1)!π1κ

A
π1

)(
(−d)|π2| (n− 1)!π2κ

B
π2

)
=

∑
π∈P(k)

∑
π1∪π2=π

(−d)|π1|+|π2|(n− 1)!π1(n− 1)!π2κ
A
π1κ

B
π2

=
∑

π∈P(k)

∑
π1∪π2=π

(−d)|π| (n− 1)!πκ
A
π1κ

B
π2

=
∑

π∈P(k)

(−d)|π| (n− 1)!π
∑

π1∪π2=π

κAπ1κ
B
π2

=
∑

π∈P(k)

(−d)|π| (n− 1)!π(κA + κB)π.

De esta manera, obtenemos que

apA�dpBk =
(d)k

(−d)kk!

∑
π∈P(k)

(−d)|π|(κA + κB)π(n− 1)!π para k = 1, . . . , d.

Por otro lado, la ecuación (4.1) que escribe a los coeficientes en términos de
cumulantes nos dice que:

apA�dpBk =
(d)k

(−d)kk!

∑
π∈P(k)

(−d)|π|κpA�dpBπ (n− 1)!π para k = 1, . . . , d.

Observemos que estas fórmulas son iguales excepto que en la primera te-
nemos κA + κB y en la segunda tenemos κpA�dpB , como sabemos que esta
fórmula tiene inversa entonces podemos concluir que son iguales, es decir:

κpA�dpBk = κAk + κBk para k = 1, . . . , d.
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Teorema 4.4.8 (Linealidad). Sean A, B y C matrices reales simétricas de
d× d. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1.

RdµA(s) +RdµB (s) = RdµC (s) mod [sd].

2.

pA �d pB = pC .

Demostración. La igualdad de las series módulo sd en la primera proposición
ocurre si y sólo si los primeros d coeficientes son iguales, es decir:

κAk + κBk = κCk para k = 1, . . . , d.

Por el lema anterior esto ocurre si y sólo si

κpA�dpBk = κCk para k = 1, . . . , d.

Por las fórmulas que relacionan cumulantes con los coeficientes lo anterior
sucede si y sólo si

apA�dpBk = aCk para k = 1, . . . , d.

Y lo anterior es la igualdad coeficiente a coeficiente de lo que nos dice la
segunda proposición.

Si el lema anterior lo utilizamos con C = A+B podemos concluir como
corolario el Lema 4.5, [Mar15].

Corolario 4.4.9 (Lema 4.5, [Mar15]). Sean A y B matrices reales simétricas
de m×m. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1.

RmµA(s) +RmµB (s) = RmµA+B
(s) mod [sm].

2.

det[xI −A]�m det[xI −B] = det[xI −A−B].

4.4.3. Fórmulas entre momentos y cumulantes finitos

Ya que demostramos los teoremas desde un enfoque combinatorio, nos
gustaŕıa ir un poco más allá y dar una fórmula entre momentos y cumu-
lantes finitos, para ello, primero debemos relacionar a los momentos con las
coeficientes del polinomio caracteŕıstico.
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Lema 4.4.10 (Relación entre momentos y coeficientes). Sea A una matriz
de d × d. Sean mA

n , para n = 1, . . . , d, los momentos de la matriz A y
sean aAn , para n = 0, 1, . . . , d, los coeficientes del polinomio caracteŕıstico pA
(ver Notación 4.4.3). Entonces se cumplen las siguientes dos fórmulas (una
inversa de la otra):

aAn =
(−1)n

n!

∑
π∈P(n)

(−d)|π|mA
π (n− 1)!π para n = 1, . . . , d y (4.3)

mA
n =

(−1)n

d(n− 1)!

∑
π∈P(n)

(−1)|π|aAπ i!π(|π| − 1)! para n = 1, . . . , d. (4.4)

Demostración. Recordemos quemA
k =

rk1+rk2+...+rkd
d y que aAk :=

∑
sym r1r2 · · · rk

para k = 1, . . . , d, entonces, si definimos

b′k = dmA
k = rk1 + rk2 + . . .+ rkd para k = 1, . . . , d

tendremos que las aA y las b′ cumplen la recursión dada por las Identidades
de Newton:

kaAk =
k∑
i=1

(−1)i−1aAk−ib
′
i para k = 1, . . . , d.

Si ahora tomamos

ak = k!aAk para k = 1, . . . , d y

bk = (−1)k(k − 1)!b′k para k = 1, . . . , d

y los sustituimos en la recursión anterior, entonces tendremos que

ak
(k − 1)!

=

k∑
i=1

(−1)i−1 ak−i
(k − i)!

bi
(−1)i−1(i− 1)!

para k = 1, . . . , d.

Si simplificamos obtenemos que

ak =
k∑
i=1

(
k − 1

i− 1

)
biak−i para k = 1, . . . , d.

Y por el Lema 3.5.1 tenemos que

an =
∑

π∈P(n)

bπ para k = 1, . . . , d.

Y podemos usar la fórmula de inversión de Möbius para obtener que

bn =
∑

π∈P(n)

aπ(−1)|π|−1(|π| − 1)! para n = 1, . . . d.

Por último hay que sustituir los valores de las a’s y las b’s y simplificar para
obtener las fórmulas buscadas.
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Ahora śı, ya que relacionamos los cumulantes finitos con las a’s y estas
a su vez las relacionamos con los momentos, podemos concatenar ambas
fórmulas para relacionar a los cumulantes finitos con los momentos.

Teorema 4.4.11. Sea A una matriz de d × d. Sean mA
n y κAn , para n =

1, . . . , d, los momentos y cumulantes de la matriz A, respectivamente. Se
cumplen la siguientes fórmulas (una inversa de la otra):

κn =
dn−1

(n− 1)!

∑
π∈P(n)

(−1)|π|(|π| − 1)!

(d)π

∑
σ≤π

(−d)|σ|mσ(n− 1)!σ,

para n = 1, . . . , d y

mn =
1

dn+1(n− 1)!

∑
π∈P(n)

(−1)|π|(d)π(|π| − 1)!
∑
σ≤π

(−d)|σ|κσ(n− 1)!σ,

para n = 1, . . . , d.

Demostración. La fórmula (4.2) nos dice que

κn =
(−d)n

d(n− 1)!

∑
π∈P(n)

(−1)|π|i!πaπ(|π| − 1)!

(d)π

=
(−d)n

d(n− 1)!

∑
π∈P(n)

(−1)|π|(|π| − 1)!

(d)π

j∏
i=1

|Vi|!a|Vi|

donde estamos suponiendo que π = {V1, . . . , Vj}. El producto que aparece al
final lo podemos escribir en términos de momentos si utilizamos la fórmula
(4.3):

j∏
i=1

|Vi|!a|Vi| =

j∏
i=1

(−1)|Vi|
∑

σi∈P(|Vi|)

(−d)|σi|mσi(n− 1)!σi

= (−1)n
j∏
i=1

∑
σi∈P(|Vi|)

(−d)|σi|mσi(n− 1)!σi

= (−1)n
j∏
i=1

∑
σi∈P(|Vi|)

∏
V ∈σi

(−d)m|V |(|V | − 1)!

= (−1)n
∑

σ=σ1+...+σj
σ1∈P(|V1|),...,σj∈P(|Vj |)

(−d)|σ|mσ(n− 1)!σ

= (−1)n
∑
σ≤π

(−d)|σ|mσ(n− 1)!σ.
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Por lo tanto concluimos que

κn =
(−d)n

d(n− 1)!

∑
π∈P(n)

(−1)|π|(|π| − 1)!

(d)π
(−1)n

∑
σ≤π

(−d)|σ|mσ(n− 1)!σ

=
dn−1

(n− 1)!

∑
π∈P(n)

(−1)|π|(|π| − 1)!

(d)π

∑
σ≤π

(−d)|σ|mσ(n− 1)!σ.

Para la segunda fórmula debemos realizar un procedimiento análogo,
sólo que ahora debemos unir la fórmula (4.4) con la fórmula (4.1).

Observación 4.4.12. Si en las fórmulas del lema anterior, primero suma-
mos sobre las particiones σ y luego sobre las particiones π podemos reescribir
las fórmulas de la siguiente forma:

κn =
dn−1

(n− 1)!

∑
σ∈P(n)

(−d)|σ|mσ(n− 1)!σ
∑
π≥σ

(−1)|π|(|π| − 1)!

(d)π
,

para n = 1, . . . , d y

mn =
1

dn+1(n− 1)!

∑
σ∈P(n)

(−d)|σ|κσ(n− 1)!σ
∑
π≥σ

(−1)|π|(d)π(|π| − 1)!,

para n = 1, . . . , d.

Observación 4.4.13. Las fórmulas expĺıcitas de los primeros cuatro cumu-
lantes finitos en términos de los momentos son:

κ
(d)
1 = m1

κ
(d)
2 =

d

d− 1
(m2 −m2

1)

κ
(d)
3 =

d2

(d− 1)(d− 2)
(2m3

1 − 3m1m2 +m3)

κ
(d)
4 =

d4

(d)4

(
m4 − 4m3m1 −

2d− 3

d− 1
m2

2 +
10d− 12

d− 1
m2m

2
1 −

5d− 6

d− 1
m4

1

)
=

d4

(d)4

mr4 − c4

m− 1

donde r4 y c4 son el cuarto cumulante libre y el cuarto cumulante clásico
respectivamente. Las fórmulas expĺıcitas de los primeros cuatro momentos
en términos de los cumulantes finitos son:

m1 = κ1

m2 =
d− 1

d
κ2 + κ2

1

m3 =
(d− 1)(d− 2)

d2
κ3 +

3(d− 1)

d
κ2κ1 + κ3

1

m4 =
(d)4

d4
κ4 +

4(d− 1)(d− 2)

d2
κ3κ1 +

(d− 1)(2d− 3)

d2
κ2

2 +
6(d− 1)

d
κ2κ

2
1 + κ4

1.
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4.4.4. Análisis de las fórmulas obtenidas

Como podemos observar, las fórmulas para el cuarto momento y cuarto
cumulante ya se empiezan a complicar y para el quinto ya son notoriamente
más complicadas. En esta sección analizaremos la fórmula que escribe a los
momentos en términos de los cumulantes, para ello será más útil la segunda
fórmula obtenida. Antes de comenzar, introduciremos la siguiente notación
para simplificar las cuentas.

Definición 4.4.14. Para cada partición σ ∈ P (n), donde n ∈ N, denotare-
mos como Pσ al siguiente polinomio en d:

Pσ(d) :=
∑
π≥σ

(−1)|π|(d)π(|π| − 1)!.

Teorema 4.4.15. Para todo σ ∈ P(n) tenemos que Pσ(d) es un polinomio

de grado n+ 1− |σ| y su coeficiente principal es (−1)|σ|(n−1)!nσ
(n+1−|σ|)! .

Demostración. Procederemos por inducción sobre n. La base n = 1 es tri-
vial. Supongamos que la afirmación es válida para todo m < n y veamos
que es válida para n. Digamos que σ = {V0, V1, . . . , Vk−1}, (esto quiere decir
que |σ| = k). Supongamos que V0 es el bloque de σ que contiene al elemento
n y digamos que |V0| = j. Podemos distinguir dos casos: j = 1 o j > 1.

Caso j = 1. Definimos σ′ ∈ P(n−1) como σ′ = {V1, . . . , Vk−1}. Y a cada
partición π ≥ σ′ de la forma π = {U1, . . . , Ur} le asociaremos las particiones
π0, π1 . . . , πr ∈ P(n), definidas de la siguiente forma: π0 = {U1, . . . , Ur, {n}}
y πi = {U1, . . . , Ui−1, Ui ∪ {n}, Ui+1, . . . , Ur} para i = 1, . . . , r.

Para las siguientes cuentas es importante recordar que |π| = k y que
(d)πi =

∏k
j=1

d!
(d−|V ij |)!

donde πi = {V i
1 , . . . , V

i
k} (hay que observar que V i

j =

Vj si j 6= i y V i
i = Vi ∪ {n+ 1}).

Si juntamos todas las pequeñas observaciones anteriores, obtenemos las
siguientes igualdades:

|π|∑
i=0

(−1)|πi|(d)πi(|πi| − 1)!

= (−1)|π0|(d)π0(|π0| − 1)! +
r∑
i=1

(−1)|πi|(d)πi(|πi| − 1)!

= (−1)r+1d(d)πr! +

r∑
i=1

(−1)r(d− |Vi|)(d)π(r − 1)!
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= −d(−1)r(d)πr! + (−1)|π|(d)π(r − 1)!

r∑
i=1

(d− |Vi|)

= (−1)r(d)π(r − 1)! (−dr) + (−1)|π|(d)π(r − 1)!(dr − (n− 1))

= (−1)r(d)π(r − 1)! (−dr + dr − (n− 1))

= (−1)|π|(d)π(|π| − 1)! (−n+ 1) .

Por otro lado, es importante observar que si π ≥ σ′, entonces π0, . . . , πr ≥
σ. Además, cada π′ ≥ σ está asociado a exactamente un π ≥ σ′. Por lo tanto
tenemos que:

Pσ(d) =
∑
π′≥σ

(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)!

=
∑
π≥σ′

 |π|∑
i=0

(−1)|πi|(d)πi(|πi| − 1)!


=

∑
π≥σ′

(
(−1)|π|(d)π(|π| − 1)! (−n+ 1)

)
= −(n− 1)

∑
π≥σ′

(−1)|π|(d)π(|π| − 1)!

= −(n− 1)Pσ′(d).

Por la hipótesis de inducción sabemos que Pσ′(d) es un polinomio de
grado (n− 1) + 1− |σ′| = (n− 1) + 1− (k − 1) = n+ 1− k y su coeficiente

principal es
(−1)|σ

′|((n−1)−1)!nσ′
((n−1)+1−|σ′|)! = (−1)k−1(n−2)!nσ

(n+1−k)! . Por lo tanto, concluimos

que Pσ(d) es un polinomio de grado n+ 1− k = n+ 1− |σ| y su coeficiente
principal es

−(n− 1)
(−1)k−1(n− 2)!nσ

(n+ 1− k)!
=

(−1)|σ|(n− 1)!nσ
(n+ 1− |σ|)!

,

que es lo que queŕıamos demostrar.

Caso j > 1. A cada elemento π ∈ P(n) de la forma π = {U0, U1, . . . , Ur−1}
(donde U0 es el bloque de π que contiene al elemento n) le asociamos el ele-
mento π′ = {U0\{n}, U1, . . . , Ur−1} ∈ P(n− 1). Digamos que Uπ = U0\{n}
Es sencillo observar que π ≥ σ si y sólo si π′ ≥ σ′. Además, para todo π ≥ σ
tenemos que |π| = r = |π′| y que (d)π = (d−|Uπ|)(d)π′ . Por lo tanto tenemos
que

Pσ(d) =
∑
π≥σ

(−1)|π|(d)π(|π| − 1)!

=
∑
π≥σ

(−1)|π
′|(d)π′(d− |Uπ|)(|π′| − 1)!
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= d
∑
π′≥σ′

(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)!−

∑
π′≥σ′

(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)!|Uπ|

= dPσ′(d)−
∑
π′≥σ′

(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)!|Uπ|.

Para poder aplicar inducción nos hace falta modificar un poco más la
segunda suma, ya que aparece un factor |Uπ| que no aparece en la hipótesis
de inducción. Lo que haremos será separarla en varias sumas que si cono-
cemos. Primero recordemos que por definición σ′ = {V0\{n}, V1, . . . , Vk}.
Llamemos V := V0\{n}. Definimos las particiones σ1, . . . , σk−1 ∈ P(n − 1)
de la siguiente forma:

σi = {V1, . . . , Vi−1, Vi ∪ V, Vi+1, . . . , Vk−1},

para i = 1, . . . , k − 1. La razón de definir estas particiones es la siguiente.
Si tomamos un π′ ≥ σ′ entonces sabemos que V ⊂ Uπ y por lo tanto debe
ser de la forma Uπ = V ∪ (∪i∈IπVi) donde Iπ ⊂ {1, . . . , k − 1}. Es sencillo
observar que i ∈ Iπ si y sólo si π′ ≥ σi. Por lo tanto tendremos que:

|Uπ| = |V |+
∑
i∈Iπ

|Vi| = |V |+
k−1∑
i=1

1π′≥σi |Vi|.

Utilizando lo anterior podemos separar esa suma de la siguiente manera:

∑
π′≥σ′

(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)!|Uπ|

=
∑
π′≥σ′

(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)!

(
|V |+

k−1∑
i=1

1π′≥σi |Vi|

)

= |V |
∑
π′≥σ′

(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)! +

∑
π′≥σ′

(
k−1∑
i=1

1π′≥σi |Vi|(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)!

)

= |V |Pσ′(d) +

k−1∑
i=1

|Vi|

∑
π′≥σ′

1π′≥σi(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)!


= |V |Pσ′(d) +

k−1∑
i=1

|Vi|
∑
π′≥σi

(−1)|π
′|(d)π′(|π′| − 1)!

= |V |Pσ′(d) +
k−1∑
i=1

|Vi|Pσi(d).

Si sustituimos esta ecuación en la que ya teńıamos anteriormente pode-
mos concluir que:
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Pσ(d) = dPσ′(d)−

(
|V |Pσ′(d) +

k−1∑
i=1

|Vi|Pσi(d)

)
= (d−|V |)Pσ′(d)−

k−1∑
i=1

|Vi|Pσi(d).

Por hipótesis de inducción sabemos que Pσ′(d) es un polinomio en d de
grado (n− 1) + 1− |σ′| = n− k y su coeficiente principal es

(−1)|σ
′|((n− 1)− 1)!nσ′

((n− 1) + 1− |σ′|)!
=

(−1)k(n− 2)!
(
nσ

j−1
j

)
((n− 1) + 1− k)!

=
(−1)k(n− 2)!nσ

(n− k)!j
(j − 1) .

Por lo tanto, al multiplicarlo por d− |V | obtenemos un polinomio de grado
n+ 1− |σ| con el mismo coeficiente principal.

También por hipótesis de inducción sabemos que para i = 1, . . . , k − 1
se cumple que Pσi(d) es un polinomio de grado (n − 1) + 1 − (|σi|) = (n −
1) + 1− (k − 1) = n+ 1− k con coeficiente principal

(−1)|σi|((n− 1)− 1)!nσi
((n− 1) + 1− (|σi|))!

=
(−1)k−1(n− 2)!

(
nσ

j−1+|Vi|
j|Vi|

)
(n+ 1− k)!

.

Por lo tanto, Pσ(d) es un polinomio de grado n+1−|σ| y con coeficiente
principal:

k−1∑
i=1

|Vi|

(−1)k−1(n− 2)!
(
nσ

j−1+|Vi|
j|Vi|

)
(n+ 1− k)!


=

(−1)k−1(n− 2)!nσ
(n+ 1− k)!j

(
k−1∑
i=1

(j − 1 + |Vi|)

)

=
(−1)k−1(n− 2)!nσ

(n+ 1− k)!j
((j − 1)(k − 1) + (n− j)) .

Con lo anterior podemos concluir que Pσ(d) es un polinomio de grado
n+ 1− |σ| y con coeficiente principal:

(−1)k(n− 2)!nσ
(n− k)!j

(j − 1)− (−1)k−1(n− 2)!nσ
(n+ 1− k)!j

((j − 1)(k − 1) + (n− j))

=
(−1)k(n− 2)!nσ

(n+ 1− k)!j
(n+ 1− k)(j − 1) +

(−1)k(n− 2)!nσ
(n+ 1− k)!j

((j − 1)(k − 1) + (n− j))

=
(−1)k(n− 2)!nσ

(n+ 1− k)!j
((n+ 1− k)(j − 1) + (j − 1)(k − 1) + (n− j))

=
(−1)k(n− 2)!nσ

(n+ 1− k)!j
(n(j − 1) + (n− j))

=
(−1)k(n− 2)!nσ

(n+ 1− k)!j
(j(n− 1))

=
(−1)|σ|(n− 1)!nσ

(n+ 1− |σ|)!
,
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que es lo que queŕıamos demostrar.

Teorema 4.4.16. Los cumulantes finitos tienden a los cumulantes libres.
Es decir:

ĺım
d→∞

κ(d)
σ = rσ

para toda σ ∈ P.

Demostración. Primero debemos modificar la fórmula de momentos en térmi-
nos de cumulantes finitos utilizando la notación que introdujimos:

mn =
1

dn+1(n− 1)!

∑
σ∈P(n)

(−d)|σ|κσ(n− 1)!σPσ(d)

=
∑

σ∈P(n)

κσ

dn+1−|σ|
(−1)|σ|(n− 1)!σ

(n− 1)!
Pσ(d)

(4.5)

Sea Qσ(d) := (n+1−|σ|)!
(−1)|σ|(n−1)!nσ

Pσ(d) un polinomio en d. Por el lema anterior

sabemos que Qσ(d) es un polinomio mónico de grado n+ 1− |σ|. Además

(−1)|σ|(n− 1)!σ
(n− 1)!

Pσ(d) =
(−1)|σ|(n− 1)!σ

(n− 1)!

(−1)|σ|(n− 1)!nσ
(n+ 1− |σ|)!

Qσ(d)

=
n!σ

(n+ 1− |σ|)!
Qσ(d).

Entonces tenemos que:

mn =
∑

σ∈P(n)

κσ

dn+1−|σ|
n!σ

(n+ 1− |σ|)!
Qσ(d)

=
∑

σ∈P(n)

n!σ
(n+ 1− |σ|)!

Qσ(d)

dn+1−|σ|κσ

=
∑

σ∈NC(n)

Qσ(d)

dn+1−|σ|κσ.

Donde la última igualdad se obtiene al aplicar el Lema 2.5.4 para las par-
ticiones que no se cruzan y para todas las particiones. Como Qσ(d) es un
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polinomio mónico de grado n+ 1− |σ|, despejando κ
(d)
n concluimos que:

ĺım
d→∞

κ(d)
n = ĺım

d→∞

dn

(d)n

mn −
∑

σ∈NC(n)
σ 6=1n

Qσ(d)

dn+1−|σ|κ
(d)
σ


= mn −

∑
σ∈NC(n)
σ 6=1n

ĺım
d→∞

Qσ(d)

dn+1−|σ|κ
(d)
σ

= mn −
∑

σ∈NC(n)
σ 6=1n

ĺım
d→∞

κ(d)
σ

= mn −
∑

σ∈NC(n)
σ 6=1n

rσ

= rn.

Lo anterior prueba el resultado para toda n ∈ N. Finalmente, por la mul-
tiplicatividad de los cumulantes se sigue el resultado para cualquier parti-
ción.
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1160–1170, 2011.

[Leh04] Franz Lehner. Cumulants in noncommutative probability theory
i. noncommutative exchangeability systems. Mathematische
Zeitschrift, 248(1):67–100, 2004.

[Mar15] Adam W Marcus. Polynomial convolutions and (finite) free pro-
bability. 2015.

[MSS15a] Adam Marcus, Daniel A Spielman, and Nikhil Srivastava. Fi-
nite free convolutions of polynomials. arXiv preprint ar-
Xiv:1504.00350, 2015.

111



[MSS15b] Adam Marcus, Daniel A Spielman, and Nikhil Srivastava. Interla-
cing families i: Bipartite ramanujan graphs of all degrees. volume
128, pages 307–325, 2015.

[MSS15c] Adam Marcus, Daniel A Spielman, and Nikhil Srivastava. Interla-
cing families ii: Mixed characteristic polynomials and the kadison-
singer problem. Annals of Mathematics, 128(1):327–350, 2015.

[MSS15d] Adam W Marcus, Daniel A Spielman, and Nikhil Srivastava. In-
terlacing families iv: Bipartite ramanujan graphs of all sizes. In
Foundations of Computer Science (FOCS), 2015 IEEE 56th An-
nual Symposium on, pages 1358–1377. IEEE, 2015.

[Mur00] Naofumi Muraki. Monotonic convolution and monotonic lévy-
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