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Introduccion

Los polinomios estan intimamente relacionados con la teoria de matri-
ces aleatorias. Por ejemplo, la distribucién espectral de matrices aleatorias
coincide con la distribucién asintética de las raices de varios polinomios orto-
gonales, y muchos de los resultados que involucran distribuciones espectrales
se han demostrado utilizando esta relacién. Por otro lado, la conexion entre
probabilidad libre [NS06] y matrices aleatorias es bien conocida en el régi-
men asintético. Una pregunta natural es si se tiene también un analogo de
la independencia libre en el nivel finito.

Recientemente Marcus, Spielman y Srivastava [MSS15a] proporcionaron
otro enfoque para una teoria de la probabilidad libre finita, basado en la
nocién de convoluciones polindmicas. La conexién con probabilidad libre es
que a medida que d — oo esta convolucién de polinomios aproxima a la
convolucién libre habitual. La motivacién original para definir estas con-
voluciones polinémicas no proviene de probabilidad libre, sino a partir del
estudio de familias de polinomios entrelazados en el contexto de la prueba
de la existencia de graficas de Ramanujan [MSS15b], [MSS15d]. Estas inves-
tigaciones llevaron también a la solucién de uno de los grandes problemas
abiertos en matemaética, el problema Kadison-Singer [MSS15c].

La probabilidad finita trata de encontrar un vinculo directo entre la
probabilidad libre y la teoria de polinomios, no es la primera vez que se trata
de relacionar estas dos areas, sin embargo es la primera en la que se trabaja
directamente con los polinomios y no con sus propiedades asintéticas. La
principal ventaja de la probabilidad finita, es que proporciona un puente
para relacionar dos areas aparentemente lejanas, y mediante esta relacion
se ven beneficiados ambas partes, la probabilidad libre ofrece una vision
m&s amplia sobre polinomios y puede ayudar a generar una mejor intuicion
sobre cémo se comportan, mientras que las convoluciones de polinomios
proporcionan una herramienta para trabajar conceptos desde un punto de
vista més amigable y concreto como son los polinomios, para después poder
extenderlo a temas de probabilidad libre.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar el concepto de probabilidad
finita libre presentado por Adam Marcus [Marl5] y entender su relacién con
la probabilidad libre. Hasta el momento, la relaciéon que hay entre estas dos
areas es sélo a nivel analitico. La principal aportacién de este trabajo serd



abordar esta relacién desde un enfoque combinatorio. Para ello, serd nece-
sario un estudio exhaustivo de las herramientas combinatorias previamente
utilizadas en la probabilidad no conmutativa.

En el Capitulo 1 describiremos los objetos principales del marco tedrico
que se estudiara en esta tesis. En las primeras secciones definiremos lo que
es un espacio de probabilidad y una distribuciéon. Posteriormente, hablare-
mos de las cuatro principales nociones de independencia y definiremos una
convolucién aditiva para cada una de ellas. Finalmente, introduciremos las
principales herramientas analiticas que se han desarrollado para entender el
comportamiento de las medidas de probabilidad bajo estas convoluciones y
presentaremos el Teorema del Limite Central para cada nocién de indepen-
dencia. El atractivo principal de este capitulo respecto a trabajos previos,
es que abordaremos de la manera mas general posible las cuatro nociones
principales de independencia para tener una mejor idea de las similitudes y
diferencias entre ellas. Esto nos dard una idea maés clara de lo que deberiamos
esperar de la probabilidad libre finita.

En el Capitulo 2 nos familiarizaremos con todos los conceptos y las herra-
mientas combinatorias basicas que seran necesarios en el siguiente capitulo.
Lo mas importante serd introducir las reticulas de particiones y calcular la
funcién de Mobius para estos casos especificos.

En el Capitulo 3 hablaremos de los cumulantes y su relacién con los
momentos, una herramienta combinatoria que ha resultado bastante ttil
para trabajar con los distintos tipos de independencia. De nuevo, una dife-
rencia de este trabajo respecto a otros, sera que abordaremos los distintos
cumulantes desde una perspectiva comun, lo cual nos permitira ver las simi-
litudes y diferencias entre las definiciones y las herramientas que se tienen
para demostrar sus principales caracteristicas. Ademads, esto nos ayudara a
tener una idea mas clara de como debemos trabajar con los cumulantes en
probabilidad libre finita. Por dltimo, utilizaremos los cumulantes para de-
mostrar de manera sencilla dos teoremas importantes en probabilidad y que
presentaremos desde un enfoque analitico en el Capitulo 1.

En el Capitulo 4 daremos una breve introduccion al concepto de proba-
bilidad libre finita presentado por Adam Marcus [Marl5] y presentaremos
los principales resultados de este articulo en el &mbito de la convulucién adi-
tiva libre y su relacién con la convoluciéon de polinomios. Posterioremente
daremos la aportacién principal de este trabajo, que serd utilizar lo vis-
to en los tres primeros capitulos para definir una nociéon de cumulantes en
probabilidad finita. Veremos que estos cumulantes linealizan la convolucion
aditiva simétrica y demostraremos algunos de los teoremas del articulo de
Marcus [Marl5] desde un enfoque combinatorio. Ademds, encontraremos
una férmula que relaciona los momentos con los cumulantes finitos la cual
permite entender mejor la relacién entre cumulantes finitos y cumulantes
libres.



Capitulo 1

Probabilidad No
Conmutativa

En este capitulo describiremos los objetos principales del marco teori-
co que se estudiard en esta tesis. En las primeras secciones definiremos lo
que es un espacio de probabilidad y una distribucién, estos conceptos son
fundamentales para el desarrollo de este trabajo. Posteriormente, hablare-
mos de las cuatro principales nociones de independencia y definiremos una
convolucién aditiva para cada una de ellas. Finalmente, introduciremos las
principales herramientas analiticas que se han desarrollado para entender el
comportamiento de las medidas de probabilidad bajo estas convoluciones y
presentaremos el Teorema del Limite Central. En general, lo que presenta-
remos en este capitulo sélo es una recopilaciéon de lo basico que se ha hecho
con cada una de las nociones de independencia. Sin embargo, el atractivo
principal de este trabajo respecto a otros serd abordar de la manera mas
general posible las cuatro nociones principales de independencia para tener
una mejor idea de las similitudes y diferencias entre ellas. Ademas, nos dard
una idea mas clara de lo que deberiamos esperar de la probabilidad finita.

1.1. x-espacios de probabilidad

En esta seccion introduciremos los espacios donde estaremos trabajando
y los conceptos bésicos. Para las definiciones de esta seccién nos basaremos
en la monografia de Nica y Speicher [NS06].

Definicién 1.1.1. Un espacio de probabilidad no conmutativo, (A, ¢), con-
siste de un algebra unitaria A sobre C y un funcional lineal unitario

6:A=C,  g(lg) =1

A los elementos de A se les conoce como variables aleatorias no conmutativas
en (A, ¢). Por simplicidad, sélo les llamaremos variables aleatorias a € A.
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Diremos que el espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) es tracial si
cumple que

o(ab) = ¢(ba), Va,b € A.

La definicién anterior sélo pide que A sea un algebra unitaria, sin em-
bargo en muchas ocasiones sera util trabajar con una x-dlgebra. Es decir, un
algebra A equipada con una operacién antilineal x : A — A con la propiedad
de que (a*)* = a y (ab)* = b*a* para todo a,b € A. A la operacién * se
le conoce como involucion. Esta involucidon nos permite hablar de elemen-
tos positivos en un algebra. Més especificamente, decimos que un elemento
b € A es positivo, si se cumple que b = a*a, para alguna variable a € A. A
veces es deseable que ¢ mande elementos positivos a RT, esto para poder
hablar de distribuciones asociadas a elementos del algebra.

Definicién 1.1.2. Sea A una *-algebra y (A, ¢) un espacio de probabilidad
no conmutativo. Si se cumple que

¢(a*a) >0, Va € A,

entonces decimos que el funcional ¢ es positivo y que (A, ¢) es un *-espacio
de probabilidad.

En el contexto de x-algebras, debemos resaltar algunas variables alea-
torias no conmutativas que son importantes debido a las propiedades que
satisfacen.

Definicién 1.1.3. Sea A una *-dlgebra.
» Diremos que a € A es autoadjunto si cumple que a = a*.
= Diremos que u € A es unitario si cumple que u*u = uu* = 1.
= Diremos que a € A es normal si cumple que a*a = a*a.

Estaremos mas interesados en los x-espacios de probabilidad ya que tie-
nen mayor estructura y en ellos existen muchos ejemplos interesantes. A
continuacién mencionaremos algunas propiedades elementales de estos es-
pacios.

Proposicién 1.1.4. Dado (A, ¢) un x-espacio de probabilidad. Sabemos
que el funcional lineal ¢ es autoadjunto, es decir, cumple que

o(a”) = ¢(a), Va € A.

Otra consecuencia de la positividad de ¢ es que tenemos una desigualdad
del tipo Cauchy-Schwarz para *- algebras.
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Teorema 1.1.5. Sea (A, ¢) un x-espacio de probabilidad. Entonces se cum-
ple la desigualdad

6(b*a)|* < ¢(a*a)e(b*b),  Va,be A.

Esta desigualdad se puede probar de la manera estandar en que se prue-
ban las desigualdades del tipo Cauchy-Schwarz.

Observacién 1.1.6. Si un elemento a € A cumple que ¢(a*a) = 0, entonces
la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que ¢(ba) = 0 para todo b € A,
esto quiere decir que a, de cierta forma, es un elemento degenerado para el
funcional ¢. En muchos casos nos gustaria evitar que existan estos elementos
degenerados y eso motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.1.7. Sea (A, ¢) un *-espacio de probabilidad. Diremos que ¢
es fiel si para a € A se tiene que:

¢(a*a) =0 = a=0.

Observacion 1.1.8. En esta tesis solo trabajaremos con *-espacios de pro-
babilidad, asi que para facilitar la lectura omitiremos el simbolo * en lo que
resta de este trabajo. Es decir, a menos que se indique lo contrario, al hablar
de un espacio de probabilidad, asumiremos que tiene una involucién * y
que el funcional ¢ es positivo.

1.2. Distribuciéon

Hay una fuerte relacién entre los momentos de una variable aleatoria y
su distribucién. Sin embargo, al trabajar con espacios de probabilidad en
general, no existe una estructura analitica amigable que se pueda relacionar
con la distribucién y los momentos. En consecuencia, tendremos que definir
la distribucién de una manera puramente algebraica.

Notacién 1.2.1. Sea a un elemento en un espacio de probabilidad (A, ¢).
La subdlgebra de A generada por a es

Ao = span{a@ ... a“®|k > 0,¢(1),...,e(k) € {1,}}.

Es decir, es la expansién lineal de las “palabras” que podemos hacer
usando las “letras” a y a*. Los valores de ¢ para esas palabras son conocidos
como momentos.

Definiciéon 1.2.2. Sea a una variable aleatoria en un espacio de probabili-
dad (A, ¢). Una expresién de la forma

P(aM ... qk)y conk>0ye(l),...,e(k) e {1,*}}

es un momento de a.



Notacién 1.2.3. Denotaremos como C(X, X*) al dlgebra unitaria generada
libremente por dos indeterminadas no conmutativas X y X*. De manera
concreta, los monomios de la forma

XM ... xek) donde k > 0y e(1),...,e(k) € {1, x},

son una base lineal de C(X, X*), y la multiplicacién de dos monomios se
hace por concatenacién. Ademéas, C(X, X*) tiene una involucién natural, x*,
determinada al pedir que la involucién aplicada a X nos de X*.

Definicién 1.2.4 (Distribucién algebraica). Sea a una variable aleatoria en
un espacio de probabilidad (A, ¢). La distribucion de a se define como el
funcional lineal p : C(x,z*) — C determinado por:

(@t 2t Ry = (=) .. qf Ry,
para todo k > 0y todo &(1),--- ,e(k) € {1, *}.

La ventaja de definir la distribucién de esta manera es que sin impor-
tar el espacio de probabilidad, la distribucion siempre estd definida en el
mismo espacio C(X, X*). Esto hace posible comparar las distribuciones de
elementos que viven en espacios distintos.

A pesar de que en general no tenemos una estructura analitica, obser-
vemos que en el caso particular de los elementos normales a € A (donde
tenemos la igualdad aa* = a*a), la x-dlgebra unitaria generada por a se
reduce a

Ay = span{a®(a*)!|k,1 > 0}

En este caso es posible definir una distribucién analitica que se parece més
a la nocién clasica de distribucién.

Definicién 1.2.5 (Distribucién analitica). Sea (A, ¢) un espacio de probabi-
lidad y sea a un elemento normal de A. Si existe una medida de probabilidad,
1, con soporte compacto en C tal que:

/ Holdu(z) = ¢(ab(@*)) Wkl €N, (1.1)
Entonces p es tnica y diremos que es la distribucion analitica de a.

Observacién 1.2.6. 1. La unicidad es una consecuencia el teorema de
Stone-Weierstrass.

2. No necesariamente cualquier elemento normal en un espacio de proba-
bilidad tiene una distribucién analitica. Afortunadamente, lo anterior
si es vélido para varios ejemplos importantes.
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3. En el caso ain maés particular en el que estemos trabajando con un
elemento autoadjunto, a € A, se puede ver que el soporte de la dis-
tribucién de a esta contenido en los reales, y podemos transformar la
ecuacién (1.1) en:

/t”—¢(a”), Vn € N.

Ademsds de tener distribuciones para cada elemento, también es impor-
tante poder ver cémo se relacionan los elementos entre si, por ello también
tenemos el concepto de distribucién conjunta. Lo necesario para esta defi-
nicién es una generalizacién bastante directa de lo que hicimos para una
variable, asi que no daremos tantos detalles.

Definicién 1.2.7. Sean ay, ..., as variables aleatorias en un espacio de pro-
babilidad (A, ¢). Una expresién de la forma

P(ach) . .-aii’“)), conk>1,1<ry,....,rp <sye(l),...,e(k) € {1,x*},

T1
es un momento mizto de ay, ..., as.

Notacién 1.2.8. Denotaremos por C(X7, X7,..., X, X7) al dlgebra unita-
ria generada libremente por las 2s indeterminadas no conmutativas, X1, X7,
..., X5, XZ. De nuevo, los monomios de la forma

Xﬁgl) - -Xﬁlgk), donde £ > 0,1 <rq,...,rp <sye(l),...,e(k) € {1,x},

son una base lineal de C(X1, X7, ..., X5, X¥), y la multiplicacién se hace por
concatenacién. Ademas, C(X1, X7, ..., X, X¥) tiene una involucién natural,
*, determinada al pedir que la involucién aplicada a X, nos de X, para
1 <r<s.

Definicién 1.2.9 (Distribucién conjunta). La distribucién conjunta de una
familia de elementos aq,...,a, € A en un espacio de probabilidad no con-
mutativo (A, ¢), es el funcional lineal jiq, . q, : C(X1, X7],..., X, X)) = C
tal que fig,, . a,(1) =1y

S0 x50y e g2y,

/’La17---7a7L( i1 o 1k i1 ’ ik
para k> 1,1 <iy,...,ix <nye(l),...,e(n) € {1,x*}.

Para que nos quede un poco mas claro cémo funciona la distribucion
analitica daremos un ejemplo con un tipo especial de elemento llamado Haar
unitario.

Definicién 1.2.10. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad. Un elemento
u € A es Haar unitario si uu* = u*u = 1 (es unitario) y cumple que

p(uF) =0  VkezZ\{0}. (1.2)



Observacién 1.2.11. El nombre “Haar unitario” viene del hecho de que
si 4 es un Haar unitario en un espacio de probabilidad, entonces la medida
de Lebesgue normalizada (también llamada medida de Haar) en un circulo
sirve como distribucién de u. En efecto, para todo k,I € NU {0} tenemos
que

0 sik#1

1 sik=1

2m i(k—1)t
/zkzldz:/ ¢ dt
T 0o 2m

donde T = {z € C: |z| =1} y dz es la medida de Haar normalizada en T.

B (")) = o) = {

es igual a la integral

Ejemplo 1.2.12. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad, y sea u € A un
Haar unitario. Entonces el elemento autoadjunto u + u* € A si tiene distri-
bucién.

Demostracion. Si calculamos los momentos de u + u* obtenemos que:

P((u+u*)k) = /(z +2)dz = 1 /;(2 cost)kdt.

T T

Y si hacemos el cambio de variable r = 2 cost, concluimos que

2 T
o((u+u*)*) = /Qr’“m/j_ir2 —/Rtku(t)dt k>0,

donde la distribucién pu(t) es la densidad del arcoseno en [-2,2]:

u(t) = —— siftf <2
0 si|t] > 2.

Ademss, a partir de la ecuacién (1.2) y el hecho de que u* = u~! podemos
derivar la siguiente férmula para los momentos:

b)) =3 (5ot -

{0 si k es impar
j=0

(k%) si k es par.
O

La distribucion que acabamos de obtener es conocida como la ley del
arcoseno y sera importante para resultados futuros. Otras distribuciones
especificas que también seran importantes después son las siguientes:

Definicién 1.2.13. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad y x € A un
elemento autoadjunto con varianza o?.
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1. Diremos que x es una variable Gaussiana si tiene distribucién normal,

. . . . ., . 7t2/20'2
es decir, si su distribucion es igual a €

Voro?

2. Diremos que x es una variable semicircular centrada de radio 20 si su
distribucién es igual a ﬁ (20)% — t? en el intervalo [—20, 20].

3. Diremos que x es una variable Bernoulli simétrica si su distribucién
es la medida de probabilidad 3(6_, + 05).

Observacién 1.2.14. 1. Los momentos de una variable Gaussiana, z,
son:

o"(n—1)(n—3)---3-1 sinespar

P(z") =

0 si n es impar.
2. Los momentos de una variable semicircular, s, son:

n 0"Cyo sinespar
o =1, "

0 si n es impar,

2k

dénde Cj, = k%rl( k) es el k-ésimo numero de catalan.

3. Los momentos de una variable Bernoulli simétrica, b, son:

o™ sin espar

P(b") =

0  sin esimpar.

4. Los momentos de una variable, z, cuya distribucién es la ley del arco-
seno son: .
¢(l_n) —_ (%) (nr}Q) S% n-es Par
si n es impar.

1.3. Independencia

Después de definir los conceptos de distribucién de un elemento y la dis-
tribucién conjunta de varios elementos, estamos listos para introducir uno
de los conceptos fundamentales cuando trabajamos con espacios de probabi-
lidad, el concepto de independencia. Observemos que si conocemos la distri-
bucién conjunta de ay,...,a, (dénde ay,...,a, son variables aleatorias de
un espacio de probabilidad (A4, ¢)) entonces podemos obtener la distribucién
de cada una de las a;, con 1 < i < n. Basta con fijarnos exclusivamente en
los momentos que contienen a; o a;. Sin embargo, si quisiéramos recobrar
la distribucién conjunta de ai,...,a, a partir de la distribucién de cada
elemento, en general no serd posible, ya que los momentos que contienen
distintas variables aleatorias no necesariamente estan relacionados con las
distribuciones de las variables aleatorias involucradas.



Si analizamos la nocién de independencia en la probabilidad clasica, en
el fondo, se puede entender como una estructura universal que justamente
nos proporciona una regla para calcular los momentos mixtos a partir de
los momentos de cada variable. Aunque trabajar sélo con variables inde-
pendientes nos limita un poco, simplifica mucho el manejo de distribuciones
conjuntas. Ademas, las variables independientes encajan bastante bien con
muchos procesos naturales en los que se aplica la probabilidad clasica. Por
supuesto, la independencia cldsica no es la tinica que se puede aplicar a pro-
cesos importantes, y es por eso que a lo largo de la historia se han definido
y estudiado otros tipos de independencia, es decir, otras reglas para obte-
ner estos momentos mixtos. A continuaciéon abordaremos las nociones mas
importantes de independencia de un manera general, con el mismo enfoque
que se da en [HS11b], esto con el objetivo de tener un terreno comin para
compararlas y tener una visién mas clara de las similitudes y diferencias
entre las nociones.

Definicién 1.3.1 (Independencia). Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad
y {Ax : A € A} una familia de *-subdlgebras de A. Sea ¢(ajaz---a,) un
momento mixto tal que a; € Ay, a; ¢ C1y tal que elementos consecutivos
son de distintas subalgebras (A1 # Ao # - -+ # A\p_1 # A\x). Entonces decimos
que:

1. (Independencia cldsica o tensorial). {Ax} es independiente en el sen-
tido clasico (o tensorial) si se cumple que

¢(araz -~ an) = ¢(ar)d(az - - - an)
cuando A1 # A, para todo 2 < r < n. O si tenemos que
¢(a1a2 e an) = ¢(a2 te arfl(alar)awrl e an),
cuando r es el menor nimero tal que A\; = A,.
2. (Independencia libre [Voi85]). {Ax} es libre si se cumple que
d(arag---ay) =0
cuando ¢(a1) = ¢(az) = ... = ¢(a,) = 0.

3. (Independencia booleana [SW97]). {A\} es independiente en el sentido
booleano si se cumple que

Plarag - - - an) = d(ar)d(az - - - an).

4. (Independencia monétona [Mur00]). Supongamos que el indice A tiene
un orden lineal <. {A\} es mondtonamente independiente si se cumple
que

plar---a;---an) = ¢(a;))p(ar - ai—1ai41 -~ an)
cuando ¢ cumple que \j—1 < A; > Aj+1 (en los casos i =104 =nla
desigualdad correspondiente no se considera).
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Observacion 1.3.2. 1. Si aplicamos sucesivamente la regla para la in-
dependencia clésica, es sencillo llegar a una regla equivalente para la
independencia clésica. {A\} es independiente en el sentido clasico si
se cumple que

——
$laraz--an) = [Jo | [ @

AEA i:a; EAN

—_—
donde [,y a; es el producto de los a;, con ¢ € V, en el mismo orden
en el que aparecen en ajag - - - Gy,

2. También existe una quinta nocién de independencia conocida como
independencia antimondétona. La regla para calcular los momentos, es
basicamente la misma que para la mondtona, pero se debe cumplir
Aic1 > A < Ajp1 en lugar de A1 < Ay > Ajp1. Esta nocion es
completamente andloga a la de independencia mondétona y por lo tanto
no la abordaremos en este trabajo.

Podemos extender cualquiera de las cuatro nociones de independencia a
subconjuntos arbitrarios de A, como nos muestra la siguiente definicién.

Definicién 1.3.3. 1. Diremos que {X) C A: XA € A} son independientes
(en el sentido clasico, libre, booleano o mondtono) si {Ay : A € A}
son independientes (en el sentido clasico, libre, booleano o monétono),
donde Ay = alg(1, X)) es la x-dlgebra unitaria generada por X).

2. Diremos que una familia de elementos {a) € A : A € A} es indepen-
diente si la familia de subconjuntos {{ax} € A : A € A} es indepen-
diente.

1.4. Convoluciones aditivas

Ya que tenemos una nocién de independencia, cualquiera de las cuatro
que queramos elegir, la primera duda que nos podria surgir es como se com-
porta la distribucion de la suma de dos variables aleatorias independientes.
Para poder hablar de ello de una manera mas concisa primero definiremos
la suma de dos medidas de probabilidad.

Definicion 1.4.1. Sean p y v medidas de probabilidad en R con soporte
compacto. Sean z y y variables aleatorias autoadjuntas en algtin espacio
de probabilidad C* tales que x tiene distribucién p y y tiene distribucion
v, y tales que z y y son independientes (en el sentido clasico, libre, boo-
leano o mondétono). Entonces la convolucion aditiva clasica, libre, booleana
o monoétona de p y v sera la distribucién de la suma z + y y la denotaremos
como puxv, pBr, pWvy p> v, respectivamente.

11



Observacion 1.4.2. 1. Es importante mencionar que dadas pu y v, y
para cualquier tipo de independencia, siempre podemos encontrar va-
riables x y y como se piden en la definicién. Ademads, la suma de la
distribucién sélo depende de la distribucion u de x y de la distribucion
v de y, es decir, no importa cudles realizaciones x y ¥y nos tomemos.
Por lo tanto, la convolucién aditiva estd bien definida para cualquier
independencia.

2. Como z + y es autoadjunto y acotado, entonces su distribucién tam-
bién es una medida de probabilidad con soporte compacto en R. Por lo
tanto, las convolucidénes serdn operaciones binarias sobre el espacio de
medidas de probabilidad con soporte compacto en R. Estas convolu-
ciones se pueden extender a medidas con soporte no compacto. Como
esta tesis estudia principalmente los aspectos combinatorios, nos res-
tringiremos a medidas con soporte compacto.

En cada caso se han desarrollado herramientas analiticas para poder
encontrar de manera sistematica la convolucién aditiva de dos medidas de
probabilidad. La idea es codificar la informacién de los momentos de u y de
v en una serie formal de potencias, luego transformar estas series en otras
que se comporten de manera lineal con respecto a la convolucién, de esta
forma obtener la sumar es un paso directo. Por ultimo, debemos utilizar la
inversa de la transformacion anterior para regresar a la serie de potencias
que codifica los momentos de la suma y recobrar la medida a partir de esta
serie.

1.4.1. Convolucién aditiva clasica

El caso de la convolucién clasica es el més conocido y ha sido amplia-
mente estudiado, para su analisis debemos codificar la informacién de los
momentos utilizando la transformada de Fourier.

Definiciéon 1.4.3. Sea p una medida de probabilidad en R. Definimos la
transformada de Fourier de pu como

Fu(z) :/Re"thu(t).

Observacién 1.4.4. En el caso en que u tiene soporte compacto podemos
tomar la expansiéon en serie de potencias de la funcién exponencial

e—izt — i (_iZt)n
n!

n=0

y luego integrar termino a termino, con ello obtenemos que

f#(z) = Z ﬂmna

n!
n=0

12



donde my, := [ t"dpu(t) es el n-ésimo momento de y, para n > 0.

El siguiente teorema explica la relacién entre la transformada de Fourier
y la convolucién aditiva clasica.

Teorema 1.4.5. Si p y v son medidas de probabilidad en R con soporte
compacto e independientes en el sentido clasico, tenemos que

log Fu(2) = log Fu(z) + log Fo(2).

Demostracion. Tomemos x y y variables aleatorias autoadjuntas e indepen-
dientes en el sentido clasico, en algin espacio de probabilidad C* tales que
x tiene distribucién p y y tiene distribucién v. De la observacién anterior y
la definicién de independencia cldsica podemos obtener que:

-Fu*v(z) = Z(_Zz)

R

n=0 )
— = (_Zz)n - n 2 n—j
= go . j§<j>¢( Jo(y"™)
= Ful2)Fu(2)

Por lo tanto, si aplicamos logaritmo de ambos lados, obtenemos el resultado
deseado. O

1.4.2. La transformada de Cauchy

Para los otros tipos de independencia la transformada de Cauchy resulta
ser més tutil para codificar la informacién de los momentos.

Definicion 1.4.6. Sea p una medida de probabilidad en R. La transformada
de Cauchy de p es la funcién G, definida en el semiplano superior C* =
{s+it]s,t € R,t >0} por la férmula:

Go(2) :/Rd“(t) zeCt.

z—t’

Observacién 1.4.7. 1. Es sencillo verificar que G, es analitica en C* y
que toma valores en C~ = {s + it | s,t € R, < 0}.
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2. Supongamos que (4 tiene soporte compacto, y denotemos r := sup{|t| |
t € sop(p)}. Para |z| > r podemos expandir:

1 — "
z—t:Zz”H’ Vit € sop(p).
n=0

La convergencia de esta serie es uniforme para t € sop(u) y por lo
tanto podemos integrar la serie término a término y asi obtenemos la
siguiente expansion en serie de potencias:

(e 9]

m
G#(z) = Z zn_:_ll? |Z| > T,
n=0

donde m,, := fR t"du(t) es el n-ésimo momento de u, para n > 0.

3. Observemos que si tomamos la expansién anterior alrededor del punto
al infinito, una consecuencia obvia es que:

lim  2GL(2) =

z€CH,|z| =00

Observacién 1.4.8. Podemos recuperar la medida de probabilidad pu a
partir de su transformada de Cauchy, G, utilizando la férmula de inversién
de Stieltjes. Si denotamos

1
he(t) := —=Im[G,(t + ie)], Ve>0, VfeR

™

(donde I'm es la operacién de tomar la parte imaginaria de un numero com-
plejo), entonces la férmula de inversién de Stieltjes dice que

du(t) = lim he(t)dt.

e—0

El limite lo estamos considerando en la topologia débil sobre el espacio de
medidas de probabilidad en R, y por lo tanto, se refiere al hecho de que

/f Jd(t) = lim [ Fo)n(d.

E—0OO

para toda funcién continua y acotada f: R — C.

1.4.3. Otras transformadas

Definiciéon 1.4.9. Sea p una medida de probabilidad en R.

1. La transformada KC de p es la funcién inversa (con respecto a la com-
posicién) de G (2):



2. La transformada R de u es la serie formal de potencias tal que:

4. La transformada B de p es la serie formal de potencias tal que:

Bu(z) := % —F,(1/z) = % e 1(1)
KAz

Teorema 1.4.10. Sean p y v medidas de probabilidad en R con soporte
compacto.

1. Si gy v son libres, tenemos que
Rumv(2) = Ru(z) + Ru(2).

2. Si p y v son independientes en el sentido booleano, tenemos que
Byuww(2) = Bu(2) + By (2)-

3. Si p y v son monétonamente independientes, tenemos que

F,ul>l/(z) = F/L(FZ/(Z))'

A diferencia del caso cldsico, para dar una demostracién analitica de
estos teoremas es necesario introducir varias herramientas analiticas que
quedan fuera de los objetivos de esta tesis, por ello, nos limitaremos a dar
una demostracién combinatoria en el Capitulo 3.

1.5. Teorema del Limite Central

Una vez que hemos entendido cémo funciona la suma de medidas de
probabilidad, una pregunta bastante natural es como se comporta la suma
cuando tenemos muchas variables con la misma distribucién. Para el caso
cldsico, es bastante conocido que tenemos el Teorema del Limite Central
(de ahora en adelante abreviaremos TLC) que justamente nos habla del

comportamiento de
a1+ ...+an

VN
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cuando N tiende a infinito y donde a1, a9 ... son variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas. En esta seccion recordaremos este
teorema y hablaremos sobre los teoremas andlogos que se obtienen con los
distintos tipos de independencia.

Primero, necesitamos definir el concepto de convergencia. E1 TLC clasico
normalmente aparece en términos de convergencia débil, sin embargo para
poder hablar del TLC en probabilidad no conmutativa es mejor definir con-
vergencia de otra forma. A continuaciéon mencionaremos ambas definiciones
de convergencia y veremos porque en el caso que estamos trabajando, no
importa cudl de las dos elijamos.

Definicién 1.5.1. Sean (Ay, ¢n) (con N € N) y (A, ¢) espacios de probabi-
lidad no conmutativos y consideremos variables aleatorias a € Ay ay € An
para cada N € N.

1. Si se cumple que

lim ¢n(ay) =d(a")  VneN,
N—oo
entonces decimos que ay converge en distribucion a a cuando N — 0o
v lo denotamos como
distr
an —
2. Si puny y p son las distribuciones en el sentido analitico de ax y a,
respectivamente, entonces diremos que ay converge débilmente en dis-
tribucion a a si uy converge débilmente a u, es decir:

lim /f(t)duN(t) = /f(t)du(t) Vf continua y acotada.
N—00

Observacién 1.5.2. Utilizando el teorema de Stone-Weierstrass, la conver-
gencia de todos los momentos es suficiente para asegurar la convergencia de
todas las funciones continuas f en el soporte compacto de u. Por lo tanto,
en este caso, ambas nociones de convergencia coinciden.

La observacién anterior sélo aplica en situaciones en el que el elemento
limite a tiene una distribucién con soporte compacto (que es lo que se pide
en la Definicién 1.2.5). Debido a que la densidad normal no tiene soporte
compacto, el teorema clasico no cae en el caso anterior. Sin embargo, la
distribuciéon normal tiene la propiedad de que estd determinada por sus
momentos, y eso nos permite llegar a la misma conclusion.

Definicién 1.5.3. Sea p una medida de probabilidad en R con momentos

My = / t"du(t) Vn € N.
R
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Decimos que p esta determinada por sus momentos, si p es la tinica medida
de probabilidad en R con estos momentos, es decir, si para cualquier medida
de probabilidad v en R tenemos que

/ t"dv(t) =m, VYneN = V= [.
R

Observaciéon 1.5.4. 1. La importancia de las medidas de probabilidad
determinadas por sus momentos radica en los siguientes dos hechos
bastante conocidos de la probabilidad clasica:

s La distribucién normal estd determinada por sus momentos.

» Sean u y uy (con N € N) medidas de probabilidad en R tales
que p estd determinada por sus momentos y uy tiene momentos
de todos los érdenes. Si tenemos que

lim [ t"dun(t) = / t"du(t) Vn €N,
R R

N—oo

entonces py converge débilmente a p.

Estos dos hechos implican que para demostrar la convergencia débil
de variables aleatorias cldsicas a una distribucién normal, es suficiente
con mostrar la convergencia de todos los momentos. Por lo tanto, para
demostrar el TLC clasico, solo hara falta demostrar la convergencia de
todos los momentos, que es lo mismo que trabajar sélo con la nueva
nocioén de convergencia en distribucién.

2. Con la definicién anterior, tiene sentido ampliar un poco nuestra defi-
nicién de distribucién analitica y permitir medidas de probabilidad que
estan determinadas por sus momentos ain cuando no tengan soporte
compacto. Esto nos da una mayor flexibilidad para conectar nuestras
consideraciones combinatorias con las consideraciones analiticas clasi-
cas.

Con la introduccién anterior, ya estamos listos para presentar el TLC
para cada una de las independencias desde una plataforma comun.

Teorema 1.5.5 (Teorema del Limite Central). Sea (A, ¢) un espacio de
probabilidad y sea ai, as, ... € A una sucesién de variables aleatorias auto-
adjuntas idénticamente distribuidas. Ademads, supongamos que las variables
son centradas (¢(a,) = 0 para toda n € N) y denotemos por o2 := ¢(a2) a
la varianza comun de las variables. Entonces tenemos que:

1. (Clésico) Si las variables aleatorias aj, as, ... son independientes en el
sentido clasico entonces
ar+...+an  dist
1str
VN
2

donde z es una variable Gaussiana de varianza o~.

2,
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2. (Libre) Si las variables aleatorias aj, ag, ... son libres entonces
ar+...+an  distr
— — 5,
VN
donde s es una variable semicircular de varianza o?.

3. (Booleano) Si las variables aleatorias aj,ag, ... son independientes en
el sentido booleano entonces
a1 +...+an distr
VN
2

donde b es una variable Bernoulli de varianza o~°.

b,

4. (Monétono) Si las variables aleatorias a1, ag, . .. son independientes en
el sentido clasico entonces

ai+...+tay distr

x?
VN

donde x es una variable aleatoria con distribucién ley del arcoseno de

varianza o2.

Esta demostracion también la dejaremos para el Capitulo 3, ya que con-
temos con las herramientas suficientes para dar una demostracién combina-
toria clara y concisa.
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Capitulo 2

La Funcion De Mobius En
Reticulas De Particiones

El objetivo de este capitulo es familiarizarnos con todos los conceptos
y las herramientas combinatorias béasicas que seran necesarios para el si-
guiente capitulo. Una de las herramientas mas importantes es la formula de
inversion de Mobius, para hablar de ella, primero necesitamos introducir el
concepto de dlgebra de incidencia, que a su vez necesita de otros conceptos
mas basicos. Posteriormente hablaremos de particiones, que serd un concep-
to fundamental para lo que resta de este trabajo. Luego, nos concentraremos
en las reticulas de particiones y calcularemos la funcién de M&bius para es-
tos casos especificos. Por ultimo, hablaremos de familias multiplicativas de
funciones, que nos ayuda a formalizar una propiedad importante que cumple
la funcién de Mobius.

2.1. Conjuntos parcialmente ordenados y reticulas

Las nociones de conjunto parcialmente ordenado y de reticula son unas de
las méas basicas en matematicas, asi que nos limitaremos a dar las definiciones
de los conceptos que utilizaremos y las observaciones bésicas para que el
lector se familiarice con la notacién que utilizaremos en lo que resta de este
trabajo.

Definicién 2.1.1. Un conjunto parcialmente ordenado (copo), (P, <), es un
conjunto, P, junto con una relacién binaria, < (escribiremos <p si puede
haber confusién), que satisface los siguientes tres axiomas:

1. Reflexividad: ¢ < t para todo t € P.
2. Antisimetria: si s <ty t < s, entonces s = t.

3. Transitividad: si s <ty t < u, entonces s < u.
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Para simplificar, nos referiremos a (P, <) s6lo como P, (teniendo en cuenta
que por lo general le asignaremos un solo orden, <).

Utilizaremos la notacién s < t para referirnos a s <t y s # t. Diremos que
dos elementos s y t de P son comparables si s <t 6t < s. En caso contrario,
diremos que s y t son incomparables.

Definicion 2.1.2. 1. Dos copos Py @ son isomorfos, y escribimos P ~
Q, si existe una biyeccion ¢ : P — Q) que preserve el orden y cuya
inversa también preserve el orden. Es decir,

s Spt= d(s) <q ¢(t).

2. El producto directo (o cartesiano) de los ordenes parciales sobre los
conjuntos Py, ..., P, es el orden parcial sobre el producto cartesiano
de los conjuntos, P; X --- X P, definido como

(81,...,Sn) §P1><~~~><Pn (tl,...,tn) <~ S Spi t; Yi=1,...,n.
Definicién 2.1.3. Sea (P, <) un copo.

1. Diremos que (Q, <g) es un subconjunto parcialmente ordenado o sub-
copo de (P,<p) si Q C Py <q es tal que para todo s,t € @) tenemos
que

s<gt < s<pt.

2. Un tipo especial de subcopo de P es el intervalo cerrado que se define
como [s,t] = {u € P:s < u < t} siempre que s < ¢. (El conjunto
vacio no es cerrado). Denotaremos por P(?) al conjunto de intervalos
cerrados de P, es decir,

P® = {lz,y] | z,y € Pw <y}.

3. Si todos los intervalos de P son finitos, entonces decimos que P es un
copo localmente finito.

4. Decimos que P tiene un minimo si existe un elemento Op € P tal que
Op <t para todo t € P. Analogamente, P tiene un mdzimo si existe
un elemento 1p € P tal que t < 1p para todo t € P.

Definicién 2.1.4. Sea (P, <) un copo.

1. Una cadena (o conjunto totalmente ordenado, coto) es un copo en
el que cualesquiera dos elementos son comparables. Diremos que un
subconjunto C' de un copo P es una cadena, si C' es una cadena cuando
la vemos como subcopo de P.
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2. La longitud, [(C'), de una cadena finita se define como [(C) := #C —1.
La longitud o rango de un copo finito es

[(P) := méx{l(C) : C es una cadena de P}.

Por simplicidad, a la longitud de un intervalo [s,t] la denotaremos
como (s, t).

Para este trabajo solo nos importard un tipo muy especifico de copo,
conocido como reticula.

Definicién 2.1.5. Sea P un copo finito. Y sean s,t € P.

1. Si el conjunto U = {r € P : r > syr > t} es no vacio y tiene
un minimo 7y, entonces decimos que 7o es el supremo de s y t, y lo
denotamos como s V t.

2. Siel conjunto L = {r € P:r < syr < t} es no vacio y tiene
un minimo rg, entonces decimos que rg es el infimo de s y t, y lo
denotamos como s A t.

3. Decimos que el copo P es una reticula si cualesquiera dos elementos
de s,t € P tienen un infimo y un supremo.

Observacién 2.1.6. 1. Sea P una reticula finita. Inductivamente pode-
mos ver que cualquier familia finita de elementos t1,...,t, € P tiene
un supremo (menor cota superior comun), t; V -+ V t,, y un infimo
(mayor cota inferior comun), t; A - -+ A t,,. En particular, si tomamos
todos los elementos de P, entonces tenemos que existe un elemento
minimo Op y un elemento maximo 1p.

2. Sea P un copo finito. Es 1til observar que si P tiene un elemento
méximo y cualesquiera dos elementos de P tienen infimo, entonces
P es una reticula. Anédlogamente, si P tiene un elemento minimo y
cualesquiera dos elementos de P tienen supremo, entonces P es una
reticula.

3. Si Pyi,..., P, son reticulas, entonces P = P; X --- X P, también es

una reticula. Ademds, el supremo y el infimo en P se pueden obtener
encontrando componente por componente el supremo y el infimo:

(t1y .o ytn) V(S1y-veySn) = (t1V S1, ..y tn V Sp),

(tl,...,tn)/\(sl,...,sn):(tl/\Sl,...,tn/\Sn).
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2.2. Algebras de incidencia

En esta seccién introduciremos las algebras de incidencia, nos basaremos
en las definiciones y propiedades bésicas que se pueden encontrar en [Stal2].

Definicién 2.2.1. Sea P un copo localmente finito y K un campo. El dlgebra
de incidencia, I(P, K), de P sobre K, es la K-élgebra de todas las funciones

F:.P? L K

(con la estructura usual de espacio vectorial sobre K), donde definimos la
multiplicacién o convolucion como

(F*G)(s,u) = > F(s,t)G(t,u),

s<t<u
(escribiremos F'(z,y) en lugar de F([x,y]) para simplificar).

Observacion 2.2.2. 1. Como P es localmente finito entonces la suma
anterior es finita y por lo tanto la convolucién F G esta bien definida.

2. Si P es finito, podemos etiquetar a los elementos de P con t1,1a,...,t,
de tal forma que ¢; < t; = i < j. Entonces, tenemos que I(P, K) es
isomorfo al algebra de las matrices triangulares superiores sobre K,
M = (m”)f j=1> que cumplen que m;; = 0 sit; y t; son incomparables.
Para el isomorfismo hay que asignarle a cada funcién F € I(P, K) la
matriz Mp = (mi;); ;_, tal que

F(ti,tj) si ti < tj
Mis =
“ 0 en cualquier otro caso.

3. La convolucion que acabamos de definir corresponde al producto de
las matrices triangulares superiores correspondientes, es decir,

Mpyqg = MpMg.

Por lo tanto, podemos deducir que la convolucién serda asociativa,
tendré elemento identidad (que serd la identidad por ambos lados y es
tnica), los inversos por un lado serdn unicos (y también serén inver-
sos por el otro lado), y la convolucién sera distributiva respecto a las
operacién de tomar combinaciones lineales de funciones en P(2).

Definicién 2.2.3. A la identidad de I(P, K) la denotamos como § y estd
definida de la siguiente manera:

5(s,1) 1 sis=t
s,t) =
0 sis#t.

Es claro que ¢ es la identidad en I(P, K) debido a que Mjy es la matriz
identidad.
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Proposicién 2.2.4. Sea f € I(P, K), entonces tenemos que f es invertible
respecto a la convolucién si y sélo si f(t,t) # 0 para todo t € P.

Demostracion. La proposicién f * g = ¢ implica que
f(s,8)g(s,s) =1 VseP. (2.1)

Esto nos dice que si f es invertible, entonces f(¢,t) # 0. Por otra parte, de
la ecuacion

g(s,u) = b Z f(s,t)g(t,u) V[s,u] € P con s < u, (2.2)
f(S, 8) s<t<u

podemos observar que si s < u entonces g(s,u) depende sélo del intervalo
[s,u]. Y por lo tanto, si f(s, s) es distinto de cero, entonces podemos definir
g(s,u) recursivamente sobre la longitud de [s,u]|. Es decir, empezamos de-
finiendo los valores para los intervalos en los que s = u, luego en los que u
cubre a s, luego en los que I(s,u) = 2 y asi sucesivamente. Como la proposi-
cién fxg = § es equivalente a las ecuaciones (2.1) y (2.2), podemos concluir
que la inversa, g, de f existe si y sélo si f(s,s) # 0 para todo s € P. O

A continuacién presentamos las dos funciones mdas importantes de un
algebra de incidencia, I(P, K). La funcién zeta y su inversa la funcién de
Mobius.

Definicién 2.2.5. 1. La funcidn zeta de P denotada como ¢ € I(P, K)
estd definida como

C(s,u) =1, Y(s,u) € PP,

2. La inversa de ( respecto a la convolucion es conocida como la funcidn
de Mobius de Py se denota por p.

Observacion 2.2.6. También podemos definir p recursivamente. Esto es
porque la relacién p* ( = § es equivalente a

u(s,s) =1 Vs € P,

(s, u) = — Z p(s,t) Vs < wuen P. (2.3)

s<t<u

La convolucion con la que hemos estado trabajando es para funciones
cuyo dominio es P®?, es decir, funciones que guardan informacién dada
por los intervalos de P. Sin embargo, también serd muy ttil trabajar con
funciones que sélo guardan informacién de P, es decir, funciones de la forma
f:P—>K.

A continuacién presentaré otro tipo de convolucién para cuando tenemos
una funcién con dominio en P y una con dominio en P y cuya convolucién
nos dard otra funcién con dominio en P.

23



Definicién 2.2.7. Para una funcién f : P — K y una funcién G : P®) — K
se define la convolucién f * G : P — K dada por la formula:

(f*G)(s) =) FO)G(t,5).

t<s

Utilizando la misma lista del segundo inciso en la Observacion 2.2.2
podemos asignarle a las funciones f : P — K un vector de tamafio n y
de esta forma el segundo tipo de convolucién que definimos se puede ver
también como un producto de matrices con un vector. Sin embargo, para
el caso en el que P tiene un elemento minimo, Op, resultard més sencillo
ver a las funciones con dominio en P como un subconjunto especial de las
funciones con dominio en P2,

Definiciéon 2.2.8. Sea P un copo con elemento minimo Op.

1. Diremos que una funcién F : P — K es unidimensional si cumple
que F(u,r) =0 para toda u # Op.

2. A cada funcién f : P — K le podemos asignar una funcién unidimen-
sional f : P®) — K tal que

- ) fr) siu=0p
' 0 si u # Op.

Observacién 2.2.9. De la definiciéon que acabamos de dar es sencillo ob-
servar que la operacién f que acabamos de definir es una biyeccién entre las
funciones de P en K y las funciones unidimensionales. Ademaés con esté ope-
racién queda mucho mas clara la relacién entre los dos tipos de convolucion
que definimos, ya que tenemos que:

f*xG=hs fxG=h,

(observemos que la convolucién del lado izquierdo es la segunda que defini-
mos, mientras que la del lado derecho es la primera).

2.3. Inversion de Mobius

La teoria de las algebras de incidencia ha sido ampliamente desarrollada
de manera general, sin embargo, en este caso s6lo sera necesario trabajar
con algebras bastante especificas, en las cuales P es una reticula finita. De
ahora en adelante nos concentraremos en el caso especifico en el que el copo
P es una reticula finita. Esto nos dice que en particular podemos usar la
operacién f que acabo de definir, (para el caso general en el que P es finito
pero no tiene minimo, también se puede definir una operacién, un poco méas
compleja, para ver que ambas convoluciones estan relacionadas).
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Proposicién 2.3.1 (Férmula de inversién de Mdbius). Sea P un copo finito
con elemento minimo. Y sean f,g: P — K, dénde K es un campo. Entonces

o) =S"f(s) VteP
s<t
si y solo si

F6) =" g(s)u(s;t)  VieP.

s<t

Demostracion. La primera formula es equivalente a g = ( % f mientras que
la segunda es equivalente a f = p * g. Por lo tanto, el resultado se sigue
directamente del hecho de que p es la funcién inversa de (:

g=Cxf & g=(xf & puxg=f & [f=px*g.

(Nota: la proposicién anterior también se vale cuando quitamos la hipdtesis
del elemento minimo) O

Proposicién 2.3.2 (Teorema del producto). Sean P y @ dos copo local-
mente finitos, y sea P x @ el producto directo. Si (s,t) < (s/,t') en P x Q
entonces

UPXQ((Svt)ﬂ (3,7t/)) = MP(Sv SI>MQ(t7t/)'

Demostracidon. Sea (s,t) < (s',t'). Tenemos que

Z pp(s,u)pg(t, v) Z pp (s, u) Z 1Q(t,v)

(8,t) <(u,v)<(s,t") s<u<ls’ t<v<t/

= Oss 0y = 5(5,15),(5’,25’)'

Para terminar sélo debemos comparar la ecuacién anterior con la ecuacion
(2.3), que sabemos que determina a f. O

Proposiciéon 2.3.3. 1. Sean P y ) copos finitos y supongamos que
® : P — (@ es un isomorfismo de copos. Entonces pug(®(s), ®(t)) =
pp(s,t) € P para todo s,t € P tal que s <t (donde pup y pg son las
funciones de Mébius de las reticulas Py @, respectivamente).

2. Sean Py, P, ..., P, copos finitos y considera el producto directo P =
Py x Py x --- X P,. Entonces para s1 <ty en Pi,...,s, <t en Py
tenemos que

NP((Slu s 7Sk)7 (t17 s )tk)) = Hp (Slutl) B 0 = (Sk)tk)'

Demostracion. 1. Este resultado se debe a que la funcién de Mobius sélo
depende de la estructura del copo y se puede ver como consecuencia
directa de la definicién recursiva de p que mencionamos en la Obser-
vacién 2.2.6.
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2. Para este inciso s6lo hace falta aplicar varias veces el Teorema del
Producto (Teorema 2.3.2).
O

La siguiente proposicion muestra que, en el contexto de las reticulas, se
pueden escribir versiones parciales de la formula de inversién de Mobius.

Proposiciéon 2.3.4. Sea P una reticula finita y sea p la funcién de Mdobius
de P. Consideremos dos funciones f,g : P — K que estan relacionadas de
la siguiente manera:

gt)=> f(s) VteP.
s<t
Entonces, para todo u,t € P con u < t, tenemos la relacion:
S g = 3 fs).
u<r<t sVu=t

Demostracion. Tenemos que

S gty =D furt) =Y > ulrt)f(s).

u<r<t ulr<t s<r s<t sVur<t

Ahora, consideremos s € P con s < t. Como también tenemos que u < ¢,
entonces s V u < t. Hay dos posibles casos:

= El primer caso es s Vu = t, en donde la suma correspondiente sobre r
se reduce sélo al término r = sV u =t y contribuye con u(r,t)f(s) =

u(t 1) f(s) = f(s).

» Elsegundo caso es sVu < t, en donde la suma correspondiente es igual
a cero debido a la férmula recursiva (2.3) para la funcién de Mobius:

Z p(r,t) =0 sisVu<t

sVu<r<t

Entonces la suma que nos quedaba en los célculos anteriores es igual a

> F(s).

sVu=t
s<t

Como tenemos que sV u = t implica que s < ¢, concluimos que

S gru(r) = 3 f(s).

u<r<t sVu=t
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Corolario 2.3.5. Sea P una reticula finita y sea u la funcién de Moébius de
P. Entonces, para cada u # Op tenemos que

Z u(0p,s) =0.

sVu=1p

Demostracion. Considera la funcién f: P — K definida por

f(s) == p(Op, s).

Fijémonos en la funcién g := f( (obtenida a partir de f haciendo sumas
parciales), para cada t € P tenemos que

gr) = f(s) = > u0p,s)((s,7)

s<r 0p<s<r

1 sir=0p
= :U’C(OPar) = {
0 en otro caso.

Si utilizamos la proposicién anterior con las funciones f y g, elegimos la u
que queremos y tomamos t = 1p. Entonces obtenemos que

S gulrip) = 3 f(s).

u<r<lp sVu=1p

El lado izquierdo de esta ecuacién es igual a 0 ya que tenemos que g(r) =0
para todos los elementos s involucrados en la suma. Por lo tanto el lado
derecho también es 0. O

2.4. Particiones

En esta seccién introduciremos todos los conceptos necesarios para poder
definir formalmente las reticulas con las que trabajaremos.

Definiciéon 2.4.1. Sea S un conjunto finito totalmente ordenado.

1. Decimos que m = {V1,...,V,} es una particion del conjunto S siy sélo
si los V; (1 < ¢ < r) son subconjuntos no vacios de S, son disjuntos
por parejas y cumplen que V4 U--- UV, = 5. Decimos que Vi,...,V,
son los bloques de m. Denotamos por |r| al nimero de bloques de .
Al conjunto de todas las particiones de S lo denotamos como P(5).

2. Cualquier particion define una relacién de equivalencia en S y vicever-
sa. Dados dos elementos p, ¢ € S y una particién 7w € P(s) escribiremos
P~ qsiy solosipy q pertenecen al mismo bloque de 7.
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3. Diremos que una particién 7w del conjunto S se cruza si existen p; <
q1 < p2 < g2 en S tales que p1 ~; P2 »x q1 ~x ¢2. En caso contrario
diremos que 7 es una particion que no se cruza. Al conjunto de las
particiones que no se cruzan de S lo denotamos por NC(S).

4. Diremos que un bloque V' de una particién = € P(n) es un intervalo,
siesdelaformaV ={a,a+1,a+2,...,b—1,b} donde 1 < a <b<n.
Denotamos por IB(n) al conjunto de todos los intervalos de [n].

5. Una particion de intervalos es una particién m tal que todos sus bloques
son intervalos. Al conjunto de las particiones de intervalos de S lo
denotamos por Z(5).

Observacién 2.4.2. Es claro que Z(S), NC(S) y P(S) sélo dependen del
namero de elementos en S. Por lo tanto, en el caso especial en el que
S = [n] = {1,...,n}, los denotaremos como Z(n), NC(n) y P(n), res-
pectivamente. En el futuro, si |S| = n utilizaremos la identificacién natural
P(S) =2 P(n) (respect. NC(S) 2 NC(n), Z(S) = Z(n)) que a cada elemento
i=1,...,n le asigna el elemento s € S que estd en la i-ésima posicién (de
menor a mayor) en el orden de S.

Definicién 2.4.3. Sean 7,0 € P(n). Escribimos m < ¢ si cada bloque de
7 estd completamente contenido en alguno de los bloques de o (es decir, si
podemos obtener a m como un refinamiento de la estructura de bloques de
o). El orden parcial que obtenemos de esta manera en P(n) es conocido como
el orden de refinamiento inverso. Como Z(n) y NC(n) son subconjuntos de
P(n), también podemos definir un orden parcial en ellos si nos restringimos
solo a sus elementos.

Observacién 2.4.4. Z(n), NC(n) y P(n) tienen un elemento maximo y
uno minimo respecto al orden de refinamiento inverso y resulta ser el mismo
para los tres. El maximo es la particién que consiste de un sélo bloque y la
denotamos como 1,,. El minimo es la particién que consiste de n bloques,
cada bloque con un elemento, y la denotamos como 0,,.

Figura 2.1: Ejemplos de una particién, una particién que no se cruza y una
particién de intervalos.
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Proposicion 2.4.5. El orden parcial de refinamiento inverso induce una
estructura de reticula en Z(n), NC(n) y P(n).

Demostracién. Sea L = Z, NC o P. Dadas w,0 € L(n), tales que 7 =
{Vi,...,.Vi;} y o ={Wq,...,Ws}, es inmediato observar que

TAG={VinW; | 1<i <1< <sVinW, 0},

Ademads, como L(n) tiene un elemento méximo, por la Observacién 2.1.6
podemos concluir que L(n) es una reticula. O

Definicién 2.4.6. 1. Si S (totalmente ordenado) es la unién de dos con-
juntos disjuntos S; y So, entonces, para m € P(S1) y m2 € P(S2),
denotaremos por m; U me a la particién de S cuyos bloques son los
bloques de 71 y los bloques de 7.

2. Sea S un conjunto totalmente ordenado. Sea W un subconjunto no
vacio de S en el que consideramos el orden inducido por S. Para w €
P(S) denotaremos por 7|y la restricciéon de m a W. Es decir:

mlw ={V N W |V es un bloque de 7}.

Observemos que en el caso particular en el que W es la unién de
algunos de los bloques de 7, la igualdad anterior se reduce a

mlw={Vern|VCW}

Observacion 2.4.7. 1. Es importante observar que si w1 y 72 son par-
ticiones que no se cruzan, m; U Ty no necesariamente es una particion
que no se cruza. Por ejemplo, en la Figura 2.2 se puede apreciar que

m ={(1,3),(4,6)} € NC({1,3,4,6})

o = {(2,9,10), (5,8),(7)} e NC({2,5,7,8,9,10}),

mientras que

m Ume ={(1,3),(4,6),(2,9,10), (5,8),(7)} ¢ NC(10).

2. En el caso de la restriccién, es claro que si 7 € NC(S) entonces
7lw € NC(W). En la Figura 2.3 podemos ver que la restriccién de
{(1),(5),(7),(4,6),(2,9,10),(3,8), } € NC(10) respecto a {2,4,6,7,8,10}
resulta ser {(2,10), (4,6), (7),(8)}.
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o DL T

5 7 8 9 10 12345678910

Figura 2.2: Ejemplo de la unién de dos particiones.

71 ]

123456789 10 24678 10

Figura 2.3: Ejemplo de restriccion.

2.5. La funcién de Mobius en reticulas de parti-
ciones

El objetivo de esta seccion es calcular los valores de la funcién de Mobius
para los tres tipos de reticulas de particiones que conocemos, Z(n), P(n)
y NC(n). En toda esta seccién escribiremos L(n), n > 1, para referirnos
indistintamente a cualquiera de las reticulas Z(n), P(n) o NC(n), a menos
que se indique lo contrario. Hay que recordar que para cada uno de los tres
casos tenemos una reticula distinta para cada n > 1, es decir, P(1) es un
reticula, P(2) es otra, P(3) es otra, etc. A pesar de que tenemos muchas
reticulas distintas, esto no representard ningtin problema ya que, de hecho,
es mas conveniente analizar la funcién de Mobius de las reticulas para todos
los valores de n al mismo tiempo. En los tres casos seguiremos la misma
linea:

= Primero, veremos a cada intervalo como producto de reticulas comple-
tas L(n), es decir,

[m,0] = L(l)k1 X L(2)k2 NEERRI L(n)k"
= Después, calcularemos los valores de la funcién de Mobius para las
reticulas completas, es decir, encontraremos fir(n)(0n, 1), paran > 1.

= Por tdltimo, utilizaremos la Proposicién 2.3.3 para calcular el valor de
la funcién de Mobius en cualquier intervalo [o, 7] € L(n) a partir de la
factorizacién del primer inciso y los valores encontrados en el segundo
inciso.
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Cabe mencionar que debido a la estructura de las reticulas NC(n), nece-
sitaremos introducir herramientas mas complejas para esta reticula, ademaés,
la factorizacion en intervalos serd més complicada y por lo tanto no daremos
una férmula explicita para calcular los valores de la funciéon de Mdobius, sino
que daremos un algoritmo sencillo para obtenerlos de manera general.

Antes de trabajar de manera particular con cada tipo de reticula, veamos
una factorizacién en intervalos que se cumple para los tres tipos de reticulas
vy que ademas motiva una definicién de la siguiente seccién.

Lema 2.5.1 (Factorizacién en intervalos). Sea [r,0] € L(n)® y suponga-
mos que o0 = {Vi,...,V.} y que

™ = {Wl,la . .,WLJ'I,WQJ, . .,W27j2, . .,Wr’l, e er,jr}

donde W; 1 U...UW,;, =V;, para 1 < ¢ < r. Entonces tenemos el siguiente
isomorfismo de reticulas:

[, o] = [ [Im: 4vi))

=1

donde para cada 1 < i < r tenemos que 7; es la imagen de 7|y, bajo la
biyeccién que preserva el orden entre V; y {1,...,|V;|}.

Demostracion. Si tomamos un elemento 7 < p < o, por definicién nece-
sitamos que los bloques de p estén contenidos en los bloques de o, por lo
tanto podemos partir a p = p; U ... U p, de forma que p; € L(V;) para
1 < i < r, ademds es claro que {Wj1,...,W;;} < p;. Es decir, tendre-
mos que 7|y, < ply; < oy, v para cada 1 < i < r se deben cumplir estas
condiciones de manera independiente, por lo tanto tendremos que

r

[m,0) = [ [xlvi. olvi):

i=1

La igualdad deseada se sigue de ver que para cada 1 < i < r, la biyeccién que
preserva el orden entre V; y {1,...,|V;|} manda a [r|y;, o|y;] en [1, 1)y;]. O

Definicién 2.5.2. 1. Dado un segmento [r,0] € P(n)?. La clase del
segmento [r, o] es una sucesién (ki, ..., k), donde k; es el nimero de
bloques en 7 que son la unién de exactamente ¢ bloques de o.

2. Para una particién = € P(n), la clase de la particion 7 se define como
la clase del segmento [0y, 7.

Observacién 2.5.3. 1. De la definicién anterior es claro que
n n
ol =Y ik oy =)k
i=1 i=1
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2. Observemos que si 7 € P(n) es una particién de clase (ki,...,ky),
entonces eso quiere decir que 7 tiene exactamente k; bloques de tamano
tparat=1,2,...,n.

3. Si tenemos que 0 = {V1,...,V,.} y que
m={Wii,...., Wi, Wor,...,Wojo,...,Wr1,....,Wy; }

donde Wi U---UW,; =V;, para 1 < i < r. Entonces [r, 0] es un
intervalo de clase (ki,...,k,) donde k; cuenta la cantidad de j’s que
son iguales a 7, es decir:

ki={te {1,...,r}: j = i}].

Antes de continuar veamos un lema que tiene que ver con la cantidad de
particiones de cierta clase y que nos serd 1til en el dltimo capitulo.

Lema 2.5.4. Dado un entero positivo n y enteros r; > 0,...,7, > 0 tales
que 71 + 2r2 + ... 4+ nr, = n entonces:

1. La cantidad de particiones con puros intervalos (r € I(n)) de clase
(riy...,mp) es:

rilrgl e ory!

ri+re oA\ (riAdra 4 rp)!
T1,72y...,Tn -

2. La cantidad de particiones que no se cruzan (m € NC(n)) de clase
(ri,...,mp) es:

n!
rilrel - l((n+ 1) — (r +ro+ ...+ 1p))!

3. La cantidad de particiones (7w € P(n)) de clase (r1,...,7y) es:

n!
rilrgl- (1) (20)72 - - (nd)n

Demostracion. 1. Como son intervalos, la particiéon quedara definida una
vez que sepamos el tamano del primer bloque, el tamano del segundo
bloque y asi con cada uno de los r1 + 72 + ...+ 1, bloques, (esto es lo
mismo que ver en qué posicién estan los bloques de tamano 1, en qué
posicién estén los bloques de tamano 2 y asi sucesivamente). Es claro

que esto se puede hacer de (”;:Tf;"'jr") formas.
b ERRERL 17

2. Una demostracién de este resultado se puede consultar en [Ari08].
La idea importante de la demostraciéon es observar que si resolvemos
el problema para cuando los bloques son distinguibles, el resultado

32



sélo depende del ntimero de bloques m := ry 4+ --- + r,. Para llegar
a eso, debemos hacer una biyeccién entre las particiones de la forma
(a1,az,...,an)y las particiones de la forma (a; +1,a2—1,as, ..., am),
donde a; indica el tamano del bloque A;. Como podemos elegir el orden
de los bloques como queramos, si aplicamos el proceso anterior varias
veces, obtenemos que hay una biyeccién entre las particiones de la for-
ma (a1, asg,...,ay,) vy las particiones de la forma (n—m+1,1,1,...,1).
La cantidad de particiones de esta forma es facil de calcular:
n! n!

(n+1-m) (n+1)—(r1+re+...+7m))

Por ultimo, si los bloques no son distinguibles, solo hace falta dividir
entre r1!rs!---r,! v de esta forma obtenemos la férmula buscada. En
[NS06] se puede consultar otra demostracién de este hecho que utiliza
caminos de Lukasiewicz.

3. (T172r273?3’m,mn) son las formas de definir los 1 elementos que estaran
en bloques de tamano 1, los 2ry elementos que estaran en bloques de
tamano 2, ..., los nr, elementos que estaran en bloques de tamano
n. Ademas, % son las maneras en las que puedes formar r; blo-
ques de ¢ elementos cada uno, cuando dispones de ir; elementos. Si
multiplicamos todo obtenemos la férmula buscada.

O

2.5.1. La funcién de Mdobius en Z(n)

Lema 2.5.5. Sea [, 0] € Z(n)® un intervalo de clase (ki, ..., k,). Tenemos
el siguiente isomorfismo de reticulas:

[m,0] 2 Z(1)* x - x Z(n)kn.
Demostracion. Supongamos que o = {Vi,...,V,.} y que
™ = {Wl,la ey Wl,jla W271, ey W27j2, ey Wr,la e 7Wr,jr}

donde W;1U...UW, ;, = V;, paral <7 < r. Por el Lema 2.5.1 tenemos que

r

m, ol = ] [lm L],

i=1
donde 7; es una particién de {1,...,|V;|} con j; bloques (las imagenes de
Wi, ..., Wi;,). Ademds, podemos observar que 7; es una particion de in-

tervalos y si tomamos 7; < p < 1}y, tendremos que los bloques de 7; deben
estar contenidos en los bloques de p y a final de cuentas podemos tratar a
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cada bloque (intervalo) de 7; como un solo elemento. Formalmente, si iden-
tificamos a la imagen del bloque W; ; con el elemento j tendremos que

(7o, Lyl = [ - ot b L g 3] = 0055, 1] = Z2050)-
Por lo tanto, concluimos que

T T

m,0) 2 [[lm vl = [] 200 =2 TR x - x Z(n),

i=1 i=1
donde la ultima igualdad se debe al tercer inciso de la Observacién 2.5.3. [

Lema 2.5.6. Para cada n > 1, se tiene que fi7(,)(0p, 1n) = (—1)" 1.
Demostracion. Para cada n > 1, denotaremos por b, := piz(n)(On, 15). Pro-
cederemos por induccién sobre n. Se puede comprobar facilmente que by = 1,
by = —1 y bg = 1. Ahora tomemos un n > 4 fijo y veamos que es cierta la
férmula suponiendo que es cierta para 1 < k <n — 1.

Utilizaremos el Corolario 2.3.5 con P =Z(n) y u = {{1},{2},...,{n —
2}, {n—1,n}}. Observemos que si 7 € P(n) es una particién que cumple que
mVu = 1, entonces s6lo hay dos opciones, 7 = 1, 6 m = {{1,...,n—1},{n}}
(para unir al 1 con el n, m debe tener al bloque {1,...,n—1}). Por lo tanto,
si utilizamos el Corolario 2.3.5 y la hipdtesis de induccién concluimos que

bn = MZ(n)(Om 17L> = _MI(n)(Om {{17 RN L 1}7 {n}})
= —a1an—1
- v
Con esto terminamos la induccién y obtenemos la férmula deseada. O
Corolario 2.5.7. Sea [r,0] € Z(?)(n) un intervalo de clase (ki,...,ky,).

Entonces tenemos que

Hz(n) (m,0) = (_1)k2+k4+k6+...‘

Demostracion. Consecuencia directa de los dos lemas anteriores y la Propo-
sicién 2.3.3. O

2.5.2. La funcién de Mobius en P(n)

Lema 2.5.8. Sea [, 0] € P(n)® un intervalo de clase (k1, ..., k,). Tenemos
el siguiente isomorfismo de reticulas:

[m,0] =2 P(1)F x - x P(n)kn.
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Demostracion. Esta demostracién es idéntica a la que hicimos para 7 ex-
cepto en un pequenio paso. Asi que sélo explicaré con detalle ese paso. Al
igual que en la demostracion del Lema 2.5.5, tenemos que

T

[,0] = [ [Im. 4vi)]

=1

donde 7; es una particién de {1,...,|V;|} con j; bloques (las imagenes de
Wii,...,Wij,). Ahora, si tomamos 7; < p < Ly, tendremos que los blo-
ques de 7; deben estar contenidos en los bloques de p y a final de cuentas
podemos tratar a cada bloque de 7; como un solo elemento. Formalmente, si
identificamos a la imagen del bloque W; ; con el elemento j tendremos que

[7is gl = L - it L 03 3] = (05, 15 = PG

A partir de aqui, concluimos de la misma forma que en la demostracién del
Lema 2.5.5. 0

Este isomorfismo de intervalos es el paso diferente en ambas demostra-
ciones, ya que la estructura del intervalo [7;, 1jy;|] depende de si estamos to-
mando todas las particiones o sélo las que no se cruzan o sélo las particiones
en intervalos. Tal vez en estas dos demostraciones el cambio es imperceptible
ya que este isomorfismo coincide para el caso de Z y P, sin embargo, para
NC serd distinto.

Lema 2.5.9. Para cada n > 1, se tiene que fip () (On, 1,) = (=1)" " (n—1)!.

Demostracion. La idea de la demostracién es similar a la que hicimos para
Z. Para cada n > 1, denotaremos por a, := ,u,p(n)(()n,ln). Procederemos
por induccién sobre n. Se puede comprobar facilmente que a; = 1, as = —1
y a3 = 2. Ahora tomemos un n > 4 fijo y veamos que es cierta la férmula
suponiendo que es cierta para 1 < k <n — 1.

Utilizaremos el Corolario 2.3.5 con P = P(n) y u = {{1},{2},...,{n —
2},{n —1,n}}. Observemos que si 7 € P(n) es una particién que cumple
que 7V u = 1, entonces hay dos opciones, 7 = 1,, 6 # = {U,V} donde
n—1€U ynéeV (en cualquier otro caso, m tendria un bloque, W, que no
contiene ni a n — 1 ni a n y entonces W también seria bloque de 7V w). Por
lo tanto tenemos que

{rePn)|rvVw=1,} = {1,}Uu{r={0,V}ePn)|n—-1€UyneV}
= {1,}U{maePn)|AcC{l,....,n—2}}
donde mqy ={U,V} conU=AU{n—-1} yV={1,...,n}\U.

Ademads, sabemos que [0,,{U,V}] = L(|U|) x L(|]V]) y por lo tanto
tenemos que

1p(n)(On, Ta) = @144 0n—1-|A|-
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Entonces, por el Corolario 2.3.5 y utilizando la hipétesis de induccién con-
cluimos que

an = ppm)(On, 1) = — Z 1ep(n) (On, ma)
Ac{1,...,n—2}

= - E A141A|An—1—|A|

AcC{1,...,n—2}

n—2
= - g g Ai410n—1—14

=0 Ac{1,...,n—2}

|Al=1
n—2 n—?2 ‘
= =X (") vin-n - i
i=0 !
n—2
= (D)"Y (n-2)!
i=0
= ()" -1
Con esto terminamos la induccién y obtenemos la férmula buscada. O
Corolario 2.5.10. Sea [r,0] € P®(n) un intervalo de clase (k1. .., k).

Entonces tenemos que

ppgy(m o) = [L (D)1= 1™

i=1

Demostracion. Consecuencia directa de los dos lemas anteriores y la Propo-
sicién 2.3.3. O

2.5.3. La funcién de Mobius en NC(n)

Las reticulas de las particiones que no se cruzan son un poco mas com-
plicadas y truculentas que las dos anteriores, asi que primero hablaremos
de algunas propiedades basicas de las particiones que no se cruzan y de las
reticulas N'C(n) para familiarizarnos un poco con el concepto y posterior-
mente encontraremos los valores de la funcién de Mobius en estas reticulas.
Para empezar, sera util tener en cuenta la siguiente descripcién recursiva de
las particiones que no se cruzan:

Observacién 2.5.11. Una particién = de {1,...,n} no se cruza si y sélo
si al menos un bloque V' € 7 es un intervalo y 7\ V' es una particién que no
se cruza. Es decir, para algunos a,b € N tales que 1 < a < b < n tenemos
que V=A{a,a+1,....0—1,0} ym\V e NC({1,...,a—1,b+1,...,n}) =
NC(n—(b—a+1)).
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Proposicién 2.5.12. El ntimero de elementos en N'C(n) es igual al n-ésimo
namero de Catalan, C,.

Demostracion. Paran > 1 denotamos por d,, := |NC(n)| y definimos dy = 1.
Paran > 1y 1 < i < n denotamos como /\/'C(i)(n) al conjunto de las
particiones que no se cruzan © € NC(n) tales que i es el elemento mds
grande del bloque que contiene al elemento 1. Por la condicién de que no se
cruza, una particién m € NC (@) (n) se puede descomponer como 7 = 71 U 7o,
donde 7, € NCW (i) y ma € NC({i +1,...,n}). Entonces tenemos que

NCD (n) = NCD (i) x NC(n —i).

Sin embargo, si restringimos 7 a {1,...,i — 1} podemos ver que NC® (i)
estd en biyeccién con NC(i — 1). Se sigue que

NCOD(n) 2 NC(i — 1) x NC(n —i).

Como NC(n) = U, NC®(n) y esta es una unién disjunta, entonces tene-
mos que

dn =Y INCO ()] = D" INCGE = D|INC(n — i) = > di1ds.
i=1

i=1 =1

Como los nimeros de Cataldn cumplen esta misma recursiéon y Cy = 1 = dy
entonces podemos concluir que d,, = C,, como queriamos. ]

Definicién 2.5.13. La funcién complemento de Kreweras K : NC(n) —
NC(n) se define de la siguiente manera. Consideramos los nimeros adicio-
nales 1,...,7 y los entrelazamos con 1,...,n de manera que queden en el
siguiente orden:

1<1<2<2<---<n<n.

Sea 7 una particién que no se cruza de {1,...,n}. Entonces su complemen-
to de Kreweras, K(n) € NC(1,...,n) = NC(n) se define como la mayor
particién o € NC(1,...,7) que tiene la propiedad de que

TUoeNC(1,1,2,2,...,n,n).

Observacion 2.5.14. Es sencillo observar que si m < ¢, entonces tendremos
que K(o) < K(m). También tenemos que K(0,) = 1, y que K(1,) = 0.
Ademds, si ponemos atencién, K?(7) es muy parecida a 7 excepto por una
permutacion ciclica. Si iteramos esta permutacién, deducimos que K?" es el
operador identidad en N'C(n) y por lo tanto K es una biyeccién (también
podemos describir a la inversa explicitamente al copiar la definiciéon de K
pero pidiendoque 1 <1 <2 <2< ---<n<nenlugardel <1<2<
2 < --- <n < n). Gracias a las observaciones anteriores, podemos decir que
el operador K es un anti-isomorfirmo de reticulas.
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Figura 2.4: Ejemplo de complemento de Kreweras.

Con esta introduccién a las reticulas N'C(n) es suficiente para seguir el
mismo camino que seguimos con los otros dos tipos de reticulas. Lo primero
que queremos es obtener una factorizacién de los intervalos de N'C(n) como
producto de otros NC(k).

Teorema 2.5.15. Para cualquier [r,0] € NC(n)® existe una sucesién
canénica (r1,...,7,) de enteros no negativos, tal que tenemos el isomor-
fismo de reticulas

[r,0] = NC(1)™ x NC(2)™ x -+ x NC(n)"™.

Es importante recalcar que en este caso, (r1,...,7,) NO necesariamente es
la clase del segmento [r,0].

Demostracion. Al igual que en las demostraciones para Z y P. Supongamos
que o ={V1,...,V;} vy que

™= {Wl,17~ . .,W17j1,W271, .. .,WQJQ, .. -’Wr,la . .,anr}

donde W; 1U...UW, ;, = V;, para 1] <17 < r. Por el Lema 2.5.1 tenemos que

[7’(,0’] = H[Ti, 1|Vz\]

i=1

donde 7; es una particién de {1,...,|V;|}. Aqui es dénde todo se complica
debido a que [, 1)y;|] 2 NC(ji) como sucedia en los dos casos anteriores. Sin
embargo, atin podemos factorizar a los intervalos de la forma [7, 1x]. Para ello
utilizamos la funcién complemento de Kreweras en NC(k) y observamos que
[T, 1k] es anti-isomorfo a [K(1x), K(7)] = [0k, K(7)]. Pero para el segundo
intervalo, de nuevo sabemos que

00 KM= J] [Oklw. K(7)lw]-
WeK ()

Como cada [0g|w, K(7)|w] es simplemente NC(W) = NC(|W]), entonces
tenemos que [r, 1;] es anti-isomorfo al producto [ [y ¢ () NC(|W]). Final-
mente, este producto es anti-isomorfo consigo mismo, y asi obtenemos la

factorizacién deseada de [7, 1].
O
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Definicion 2.5.16. La descomposicién que acabamos de observar en la
demostracién anterior es conocida como la factorizacion candnica de [m, o).

Lema 2.5.17. Para cada n > 1, se tiene que ppre(n)(On, 1n) = (—1)"LC,.

Demostracion. La idea de la demostracién es similar a la que hicimos para
T y P. Denotemos s, = pprc(n)(On, 1) y veamos que las s, cumplen la
misma recursién que los nimeros de Catalan salvo por un signo. Se puede
comprobar facilmente que s; = 1, s = —1 y s3 = 2. Ahora tomemos un
n > 4 fijo. Utilizaremos el Corolario 2.3.5 tomando P = NC(n) y

u={{1},{2},....,{n =2}, {n—1,n}}.

Observemos que podemos describir de manera explicita al conjunto {r €
NC(n) | #Vu=1,}. Este es {1,,71,m2,...,Tn_1}, donde definimos 7 :=
{{1,...,n—1},{n}} y para cada 2 < i < n — 1 definimos 7; := {{i,...,n —
1h41,...,i—1,n}}.

Lo anterior se debe a que si m € NC(n) es una particién que cumple que
mVu = 1, entonces hay dos opciones, 7 =1, om = {U,V} donden—1 € U
y n € V (en cualquier otro caso, w tendria un bloque, W, que no contiene ni
an—1niany entonces W también seria bloque de 7V u). Sea i el menor
elemento de U, entonces forzosamente U = {i,...,n — 1} (o de lo contrario
se cruzaria con V') y por lo tanto m = ;.

Por el Corolario 2.3.5 tenemos que

n—1

Mn(Ona 1n) + Z,Un(ona 7ri) =0.

=1

Para cada 1 < i < n — 1 es inmediato que la factorizacién canénica del
intervalo [0, m;] es

[0n, 73] 2 NC(3) x NC(n — i),

y por lo tanto tenemos que fiy, (0, ;) = SiSp—i- Y sustituyendo obtenemos

que
n—1

Sp = — g SkSn—k-
k=1

Esto se vale para toda n > 4 pero es sencillo ver que para los valores si,
s9 v s3 también se cumple. Por lo tanto tenemos una férmula recursiva que
salvo el signo menos, es la misma que cumplen lo nimeros de Catalan. Como
ademds sabemos que s; = 1, entonces s, = (—1)""1C,_;. O

Corolario 2.5.18. Sea [r,0] € NC(n)® un intervalo cuya factorizacién
candnica es

[m,0] = NC(1)F' x NC(2)" x --- x NC(n)kn.
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Entonces tenemos que

k1 Kk k
:un(Tra 0) = 511322 TSR

donde s, := ppre(n)(On, 1n)-

Demostracion. Se sigue directo de la Proposicién 2.3.3 y los dos lemas an-
teriores. ]

2.6. Familias multiplicativas de funciones

Nos hace falta un pequeno resultado para poder trabajar sin problemas
con el enfoque combinatorio de los cumulantes. Lo que nos falta tiene que
ver con el concepto de familias multiplicativas de funciones y el hecho de
que estas familias sean cerradas bajo la convolucién que definimos en 2.2.1.
En la literatura, la definicién de familia multiplicativa varia dependiendo del
tipo de reticulas con las que se trabaja [DRS72], [NS06]. Esto se debe prin-
cipalmente a que la factorizacion en intervalos es distinta. Para el propdsito
de este trabajo, no es necesaria una definicién tan especifica en cada caso
y serd mas ilustrativo trabajarlas de forma general tomando como base la
factorizacion del Lema 2.5.1 que se cumple para los tres tipos de reticulas.

Definicién 2.6.1. Diremos que F, : L(n)? — C es una familia multipli-
cativa de funciones en L(?) si para cada [r, 0] € L(n)® se cumple que

Fn(Ta U) = HF]VZ-\(TIG 1|VZ\)

i=1
donde o = {V4,...,V,} y para cada 1 < i < r tenemos que 7; es la imagen
de 7|y, bajo la biyeccién que preserva el orden entre V; y {1,...,|Vi|}.

Observacién 2.6.2. Por la Proposicién 2.3.3 y el Lema 2.5.1 es claro que
las familias de funciones de Mobius gy : L(n)® — C, paran =1,2,...,
forman una familia multiplicativa en L), para L = Z, P o NC.

Definicién 2.6.3. Diremos que f, : L(n) — C es una familia multiplicativa
de funciones en L si f, : L(n)® — C es una familia multiplicativa de
funciones en L(3).

Observacién 2.6.4. Si tomamos una n fija y un intervalo [, 0] € L(n)®
con T # 0, por definicién, sabemos que f(7,0) = 0, ademés, 7 # 0 implica
que 7; # 0 para algin ¢, y por lo tanto [[;_, f‘m(n, Liy,;) = 0. Entonces
para cualquier f,, : L(n) — C tendremos que la condicién

fulr,0) =TT fva (o i)
=1
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siempre se cumple para 7 # 0. Esto quiere decir que el hecho de que una
familia de funciones f, : L(n) — C sea multiplicativa radica sélo en que
cumpla la condicién

Fa(0,0) = T fvai (0, 1)
=1

para cada [0,0] € L(n)®. Por como definimos la funcién f, lo anterior se
traduce en la condicién

Falo) =TT Aiva(wap)-
=1

Entonces, la multiplicatividad de una familia (f,),>1 en L significa que
tenemos una factorizacion de las f,, de acuerdo con la estructura de los
bloques de la particién a la cual le estamos aplicando la f,. Escribiré esto
formalmente como un lema.

Lema 2.6.5. Sea f, : L(n) — C una familia de funciones. Denotemos
por oy, = fn(l,), para n > 1. Entonces, f, : L(n) — C es una familia
multiplicativa de funciones en L(n) siy sélo si para toda particiéon = € L(n)
de clase (rq,...,r,) se cumple que

Tn

() = altay? - agr.

Notacién 2.6.6. Sea (oy,),>1 una sucesién de nimeros complejos, y sea
(fn)n>1 la familia multiplicativa de funciones en L tal que o, = f(15,) para
n > 1, (por el lema anterior, la familia de funciones queda completamente
definida al conocer los valores de las a,,). Utilizaremos la notacién

= fn(m) para m € L(n)

y nos referiremos a la familia de nimeros (ax)rer(n) como la extensién
multiplicativa de (ay)n>1-

Proposicién 2.6.7. Sean (Hy,)p>1y (F)n>1 dos familias multiplicativas de
funciones en L(?). Entonces la familia (Hp* Fy,)n>1 también es multiplicativa
en L),

Demostracion. Para cada n > 1 denotaremos G, := H,, x F,,, y utilizaremos
la notacién

Bri=Gn(T,1,) = Y Hy(7,m)Fu(m, 1).

w€L(n)
T>T

Fijemos una n > 1 y una particiéon o = {Vi,...,V,} € L(n). Consideramos
el isomorfismo de reticulas canénico

O [r,0] = L(|V1]) x -+ x L(|V,|)
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T (T, .., Ty)

donde 7, es la imagen de |y, bajo la biyeccién que preserva el orden entre
Viey {1,...,|Vk|}, para 1 < k < r. Queremos verificar que

U) = Hﬁn
1=1

Tomemos un 7 € [7,0] y supongamos que
™= {WLl, ceey Wle,WQ’l, ey Wg’jz, ey Wr,la ceey Wr,jr}

donde W; 1 U...UW;;, =V;, paral <i <.
Por la multiplicatividad de H,, tenemos que

T Ji

.
Hy(r,7) = H HH|W¢,j|(Ti,ja Liw, ;) = HHM\(Tiﬂri)
=1

i=1j=1

donde 7; ; es la imagen de T\Wm. bajo la biyeccién que preserva el orden entre
Wiy {1,...,|W;;|}. Por la multiplicatividad de F), tenemos que

T
Fo(m,0) = [ ] Fvi(mi 1)
=1

donde 7, es la imagen de |y, bajo la biyeccién que preserva el orden entre

Vk y {17 sy ‘Vk|}
Por lo tanto, utilizando las féormulas anteriores, el cambio de variable
dado por la biyeccién @ y factorizando concluimos que:

Gn(r,0) = Z H,(r,m)F, (7, 0)

we[T,0]

= > (HHM(TW”)> (Hﬂw(%hw))
(1) EL(VA ) X X L Vi) \i=1 i=1

TL2TL ey T 2Tr

r

= Z HHIV\ (7is mi) Fly; (25 Ly )

(71500 mr) EL(IVA|) X - X L(|V|) =1

TL2T ey T 2 Tr

T

= [I| X Hw@mEy(m )
i=1 \ reL(vil)

T>T;
r
= H 51'1"
=1

que es lo que queriamos demostrar. O
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Corolario 2.6.8. Sea (f,),>1 una familia multiplicativa de funciones en L
y sea (Fp)p>1 una familia multiplicativa de funciones en L), Entonces la
familia (f,, * F,)p>1 también es multiplicativa en L.

43



44



Capitulo 3

Cumulantes

En este capitulo hablaremos de los cumulantes, que son la principal he-
rramienta combinatoria que tenemos para trabajar con los distintos tipos de
independencia. Empezaremos por dar una idea general de lo que se espera de
un cumulante. Después utilizaremos toda la maquinaria del capitulo anterior
para definir los cumulantes libres, booleanos y cldsicos de una manera simple
y veremos que con esa definicién, efectivamente se cumplen las propiedades
deseadas. Posteriormente utilizaremos algunas ideas un poco distintas para
definir los cumulantes monétonos y veremos que también cumplen las pro-
piedades deseadas. Por tltimo, utilizaremos los cumulantes para demostrar
los teoremas que quedaron pendientes en el Capitulo 1.

3.1. Cumulantes generalizados

En [Leh04] Lehner menciona condiciones deseables que deberfan tener
los cumulantes, en [HS11b] Hasebe y Saigo generalizan un poco esta idea
para incluir a los cumulantes mondtonos. Asi, en esta tesis trabajaremos con
la definicién mas general de cumulantes, y sélo mencionaremos la propiedad
mas fuerte que cumplen los otros tres tipos de cumulantes.

Notacién 3.1.1. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad y sean a, a1, ...,ay €
A variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en el sen-
tido de momentos (es decir, m% = m% para 1 < ¢ < N y para toda n),
entonces escribiremos:

N-a:=a1+---+ap.
Si N = 0 pensaremos que 0 - a = 0.

Definicién 3.1.2 (Cumulantes generalizados). Dada una nocién de inde-
pendencia en un espacio de probabilidad no-conmutativo (A, ¢) decimos
que una sucesion de aplicaciones k, : A — C, que manda a — k%, para
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n =1,2,3,... se llama sucesién de cumulantes (con respecto a la indepen-
dencia) si se cumplen las siguientes tres propiedades:

Propiedad 1. Para cualquier n, existe un polinomio @,, de n — 1 variables
tal que

My, = iy + Qn(KT, -5 Ky1)-

Propiedad 2. Homogeneidad: para cualquier A > 0 y cualquier n, se tiene
KA = NP2,

Propiedad 3. Extensividad: k)¢ = Nx2.

Observacién 3.1.3. 1. La propiedad 1 nos dice que la sucesién de cu-
mulantes contiene la misma informacién que la sucesién de momentos.
En resumen nos dice que k% es un polinomio en los primeros n mo-
mentos de a con término mayor m2.

2. La propiedad 2 nos dice que los cumulantes se comportan bien respecto
a la multiplicaciéon por una escalar. Y por lo tanto, el polinomio es
homogeneo si el grado de k; es igual a i.

Observacién 3.1.4. En el caso de la independencia clésica, libre o boolea-
na, la propiedad 3 se puede cambiar por una atin mas fuerte:

Propiedad 3’. Aditividad con respecto a la independencia: si a y b son
variables aleatorias independientes, entonces k%t = k2 + K0,

Teorema 3.1.5. Los cumulantes generalizados son tnicos y el n-ésimo cu-
mulante estd dado por el coeficiente lineal en m2 2.

Demostracion. Por las propiedades 1 y 3 obtenemos que

mnN.a = ’irjy.a + Qn(’iiv.a’ ) ﬁanLl)

= Nk&p 4+ Qn(NkS,...,Nkp_1).
Por lo tanto mfy'a es un polinomio en N y m{ con 1 < k < n. Por la
propiedad 2, el polinomio @), no contiene términos lineales ni constantes para
ninguna n. Por lo tanto, el coeficiente del término lineal N es precisamente
k%. Ahora supongamos que hay otros cumulantes k/,. Por la propiedad 1
existen polinomios @, tales que

= Nil 4 Qu(N R, N y).

Al igualarlo con la primer ecuacién, obtenemos una igualdad de polinomios
en N y de manera inductiva podemos concluir que k% = k.. O
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3.2. Definicién via particiones

Para definir los cumulantes utilizando la funcién de Mobius, primero
convertiremos nuestro funcional ¢ en un una sucesién de funcionales mul-
tilineales y luego extenderemos esta sucesién a una familia de funcionales
multilineales. Para esto debemos introducir un poco de notacién.

Notacién 3.2.1. Sea A un &lgebra unitaria y sea ¢ : A — C un funcio-
nal lineal unitario. A partir de este funcional, definimos una sucesién de
funcionales multilineales en A, (¢, )nen, de la siguiente manera:

on: A" — C

(a1,...,an) — d(a1---ay).

Luego, extendemos esta sucesion a una familia de funcionales multilineales

¢r (n>1, 7€ Pn))),

or A" = C
(a1,...,an) — ¢zlai, ..., anl,
utilizando la siguiente férmula. Si 7 = {V1,...,V;} € P(n), entonces:

drlar, ... an] = o6(V1)[a1,...,an] - 0(Vy)ar, ..., anl,

donde utilizamos la notacién
o(WV)lat, ... an] = ¢s(aiy,...,a;,), paraV={i,...,is}, conig <--- <.

Utilizaremos paréntesis para los ¢,, y corchetes para los ¢,. Los funcionales
¢ en realidad son una extension de los funcionales ¢, ya que ¢, = ¢1,,, es
decir,

On(ar, ... an) = @1, [a1,...,an]

para toda n > 1 y cualesquiera aq, ..., Gy,.
Ahora si, ya teniendo esta definicion podemos definir los cumulantes
multivariados booleanos, cldsicos y libres. Hay que resaltar que esta es una

definiciéon mas general de cumulante que la hecha en la Definicién 3.1.2 ya
que también nos permite hablar de cumulantes con distintas variables.

Definicién 3.2.2. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo.

1. Los cumulantes booleanos multivariados (br)rez son, para cada n €
N y m € Z(n), el funcional multilineal b, : A" — C que manda a
(a1,...,a,) en

brlat,...,an) = Z Polar - - - anlpizn) (0, 7).

o€Z(n)
o<m

Para cada n > 1 definimos b, := by,,.
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2. Los cumulantes cldsicos multivariados (cz)rep son, para cada n €
N y © € P(n), el funcional multilineal ¢, : A" — C que manda a
(a1,...,ay) en

Cr [ah B an] = E op [al to an]NP(n) (07 W)'
o€P(n)
o<m

Para cada n > 1 definimos ¢, := ¢y,,.

3. Los cumulantes libres multivariados (rz)reanc son, para cada n € N
y m € NC(n), el funcional multilineal r, : A" — C que manda a
(a1,...,ay) en

T‘ﬂ-[al,...,an] = Z gba[al"'an]/‘/\/(f(n)(o-’w)'
UE./\QC(’IL)

Para cada n > 1 definimos r,, :=ry,,.

Notacion 3.2.3. 1. Sean (ay)xep variables aleatorias en un espacio de
probabilidad (A, ¢) y sean (kp)nen los correspondientes cumulantes
multivariados (clasicos, libres o booleanos). Diremos que los cumulan-
tes de (ay)xen son todas las expresiones de la forma

e(1 e(n
Fv’n(a)\(l ) a)\(n ))a

paran € N, Ap,..., A\, € Ay e(l),...,e(k) € {1,x}.
2. Si sélo tenemos una variable aleatoria, a, escribimos

a . __

Ky = Kp(a,...,a)

y decimos que (k% )n>1 son los cumulantes (booleanos, clasicos o libres)
de a.

3. Por lo general es bastante clara la diferencia cuando estamos traba-
jando con una sola variable o con muchas, asi que a partir de ahora
sblo escribiremos cumulantes para referirnos a los cumulantes multi-
variados.

La maquinaria que desarrollamos sobre funciones multiplicativas e in-
versién de Mobius, es valida para cuando trabajamos con los cumulantes,
(Kn)n>1, de una variable aleatoria a. Sin embargo, también podemos ob-
servar que toda esta maquinaria continta siendo vélida en el contexto mas
general de familias multiplicativas de funcionales. Asi que, a partir de los re-
sultados que obtuvimos en el capitulo anterior, podemos obtener los siguien-
tes resultados bésicos sobre cumulantes multivariados (que en particular se
valen para cuando sélo tenemos una variable).
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Proposicién 3.2.4. Dada L =Z, P o NC. Tomamos (k)rcr la familia de
cumulantes booleanos, clasicos o libres, respectivamente. Entonces tenemos
que:

1. La familia de cumulantes (kr)rcr es una familia multiplicativa de fun-
cionales, es decir,

kxlar,. . an] = [ 5(V)las, ..., an).

Ver

2. En particular, toda la informacién sobre los cumulantes estd contenida
en la sucesién de cumulantes (ky,)nen donde k, = k1,. De hecho, las
definiciones en 3.2.2 se pueden reducir a que los cumulantes son la
familia multiplicativa de funcionales tal que para todo n € N y todo
ai,...,a, € A tenemos que

K/n(a17 sty an) - Z ¢U[a1 T an]:u’L(’n) (07 171)

o€L(n)

3. Las definiciones de cumulantes en 3.2.2 son equivalentes a decir que
los cumulantes (kr)rer son la familia multiplicativa de funcionales que
cumple que para toda n € N y cualesquiera ay,...,a, € A tenemos
que:

P(ar---an) = Z Krlal, ..., an].

w€L(n)

Demostracion. Por la Proposicién 2.6.8 sabemos que la multiplicatividad de
¢ y la multiplicatividad de x son equivalentes. Y la inversion de Mobius nos
da la equivalencia entre las férmulas en el inciso 2 y el inciso 3. O

Las ecuaciones de arriba se conocen como las formulas entre momentos
y cumulantes.

Observacion 3.2.5. Todo lo que vimos en la Proposicién 3.2.4 sigue siendo
vélido cuando hablamos especificamente de los cumulantes de una sucesién
de variables aleatorias (ay)xea (ver Notacién 3.2.3). Por ejemplo, podemos
observar que la familia de cumulantes de (ay)yep contiene la misma infor-
macion que la familia de momentos mixtos de (ay)xen-

3.3. Relacion entre ambas definiciones de cumu-
lantes

En las secciones pasadas, definimos a los cumulantes booleanos, clési-
cos y libres de dos maneras distintas, en esta seccién veremos que ambas
definiciones coinciden. Para ello, veremos que los cumulantes (k% ),en de la
Notaciéon 3.2.3 efectivamente cumplen con las tres propiedades dadas en la
Definicion 3.1.2. Las primeras dos propiedades son practicamente directas.
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Lema 3.3.1. Dada L = Z, P 6 NC. Sea a una variable en un espacio de pro-
babilidad con sucesién de momentos (mé),cn v sea (K%),en su sucesién de
cumulantes booleanos, clésicos o libres, respectivamente. Entonces tenemos
que:

1. Para cualquier n, existe un polinomio @),, de n — 1 variables tal que

m’(rlb = KJZ + Qn(n?a cee H’?I,—l)'
2. Para cualquier A > 0 y cualquier n, se tiene /ﬁﬁ‘ﬂ = A"K2.
Demostracion. 1. Por las férmulas entre momentos y cumulantes tene-
mos que
a n a a a
mn:¢(a ): Z K = bp T Z Ko
weL(n) meL(n)
T#£ly

Y es claro que la segunda suma se puede ver como un polinomio @), de
n — 1 variables, que toma cémo valores los primeros n — 1 cumulantes.

2. Tomamos cualquier A > 0 y cualquier n, de nuevo por las férmulas
entre momentos y cumulantes tenemos que

=Y de(Aa,. Aa)pp (0, 1n)
o€L(n)
= \ Z ¢U(a,...,a)ML(n)(Ua 1n)
o€L(n)
— Anﬁa.

n

Donde la segunda igualdad se debe a la multilinealidad del funcional:
1N = Mgy (a .. ., a).
O

En lugar de demostrar la propiedad 3, veremos que cumplen con una
propiedad mas fuerte:

Propiedad 3’. Aditividad con respecto a la independencia: si a y b son

variables aleatorias independientes, entonces k¢t = k& + k2.

Para ver esta propiedad, primero demostraremos un teorema importante de
cumulantes multivariados, que nos dice que la independencia es equivalente
a que los cumulantes mixtos se anulen. Ya que tengamos este teorema, la
propiedad 3’ sera consecuencia directa. La demostracion de este teorema se
simplifica una vez que conocemos el teorema de cumulantes de productos
como argumentos.
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3.3.1. Cumulantes de productos como argumentos

El comportamiento de los cumuluntes con respecto a la estructura lineal
de A es bastante claro debido a que los cumulantes son funcionales mul-
tilineales. Sin embargo, también existe una relacion entre los cumulantes
y la estructura multiplicativa del algebra. Una de las méas importantes es
conocida como la férmula para productos como argumentos.

La férmulacién y demostracion del teorema estan basados en la que se
da para el caso libre en el libro de Nica y Speicher [NS06]. Sin embargo le
daremos un enfoque un poco mas general para poder realizar la demostracion
en paralelo del caso booleano, libre y clésico.

Notacién 3.3.2. Dados dos nimeros naturales fijos m < n, y una particion
w={V1,...V,} en P(n). Definimos la inclusién de P(m) en P(n) dada por
w?
“:P(m) — P(n)
T T,

de tal forma que 7 = f~! o7, donde f: {1,...,n} — {1,...,m} se define
como f(l) = k para todo [ € V.

También podemos ver a 7 como la particion que obtenemos a partir de
7, reemplazando cada j € {1,...,m} por V; C (1,...,n). Es decir, dados
a,be{l,...,n} cona € VyybecV, tenemos que a ~; b siy sélosi k ~; [.
Observaciéon 3.3.3. 1. Para el caso particular en el que w € Z(n), es

o —

sencillo observar que I/(\m) =Z(n) y que NC(m) = NC(n). Es decir,
la inclusién es cerrada en Z 6 N'C y entonces podemos definir de manera
andloga la inclusién para Z 6 NC en lugar de P si nos restringimos a
w € Z(n).

2. A partir de la definicién anterior es importante resaltar que la funcién
T +— T es inyectiva y tenemos que

1, =1,

O = w € P(m)
Ademds, para L = Z, P 6 NC, esta funcién preserva el orden parcial
(0 < 7 implica que 6 < 7) y la imagen de L(m) es

L(m) = [0y, 1n] = [w, 1]

En resumen, la funcién 7 — 7 es un isomorfismo de reticulas entre
L(m) y [, 1n] C L(n).

3. Como el valor p(o, ) de la funciéon de Mébius depende exclusivamente
del intervalo [0, 7], el isomorfismo de reticulas entre [o, 7] C L(m) y
[0, 7] C L(n) implica que para todo o, 7 € L(m) tenemos que p(o, w) =
n(, 7).
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Teorema 3.3.4 (Cumulantes cldsicos de productos como argumentos). Sea
(A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo y sean (ky)nen los corres-
pondientes cumulantes cldsicos. Dados dos niimeros naturales fijos m < n y

una particién w = {V1,...V;,} en P(n), consideremos la inclusién 7 — 7,
definida anteriormente. Sean aq,...,a, € A variables aleatorias, para 1 <
k < m, denotaremos por Ay := aj, - - - aj,, suponiendo que V; = {j1,...,Js}

con j; < -+ < Js.

1. Para cualquier particiéon 7 € P(m) tenemos la siguiente ecuacion:

Kr[Ay, Aoy A = Z Krlai,...,an]

2. En particular, para 7 = 1,, tenemos que:

km (A1, Ao, Ap) = Z Krlal, ..., an)
TEP(n)
T™Vw=1n
Demostracion. Por las propiedades bésicas de la Observacién 3.3.3, obtene-
mos que:

bl An] =S GelA. o Al (m,7)
TEP(m)
<t
= Z (bfr[ala oo 7an]M'P(n) (7%7 72)
TEP(m)
<t
= Z (ng[al, o 7an],U/P(n) (07 7A_)

o€P(n)
O <o<?

= Z Krlat, ..., apn]
WEJD(H)

TV O0m="7

Donde la ultima igualdad se obtiene directamente de la Proposiciéon 2.3.4.
O

Ahora enunciaremos el teorema que se vale también para las reticulas de
particiones que no se cruzan y de intervalos.

Teorema 3.3.5 (Productos como argumentos). Sea (A, $) un espacio de
probabilidad no conmutativo y sean (ky,)nen los correspondientes cumulan-
tes booleanos o libres. Dados dos ntimeros naturales fijos m < n y una par-
ticién w = {V1,...V;,} en Z(n), consideremos la inclusién 7 +— 7 restringida

a L =1706NC. Sean ay,...,a, € A variables aleatorias, para 1 < k < m,
denotaremos por Ay := aj, - - -aj,, suponiendo que Vi = {ji,...,Js} con
J1 <. <Js.
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1. Para cualquier particién 7 € L(m) tenemos la siguiente ecuacion:

KelA1, Aoy Ap) = Z Rrlai, ... apn)

w€L(n)
TVw=T

2. En particular, para 7 = 1,, tenemos que:

Em (A1, Aoy Ap) = Z Krla1, ..., an)

w€L(n)
T™Vw=1p,

Demostracion. La demostracion es exactamente igual a la del teorema an-
terior, sélo debemos cambiar P por Z 6 N'C. Observemos que como w es una
particién de intervalos entonces podemos escribirla de la siguiente forma,
w={1,...,41),(@1+1...%2),...,(m—1+1--ip)} vy entonces tendriamos
que Aj = aj;_,+1---a;; (para 1 < j < m). O

Ahora, veamos un pequeno lema que nos ayudara en la demostracién del
teorema importante de esta seccion.

Lema 3.3.6. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo, to-
memos L = P, Z 6 NC y sean (ky)nen los correspondientes cumulantes
clésicos, booleanos o libres, respectivamente. Consideremos una n > 2y
ai,...,ap € A. Si a,, = 1, entonces tendremos que ky(ay,...,a,) = 0.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre n. Para n = 2, la propo-
sicién es cierta ya que en los tres casos tenemos que

r2(a,1) = ¢(al) = ¢(a)p(1) = é(a) — ¢(a) = 0.

Ahora supongamos que ya demostramos la proposicién para k < n y veamos
que es cierta para n. Tenemos que:

¢(a1 e anfl) = Qb(al s (Infll)

= Z Krl@i, ... an-1,1]

weL(n)
= nn(al,...,an_l,l)—i— Z /@r[al,...,an_l,l]
weL(n)
Ty
= kKp(at,...,an-1,1)+ Z Kola1, ..., an_1]
o€L(n—1)

= K/n(al) <o Gp—1, 1) + ¢((11 T anfl)-

Y por lo tanto ky(ai,...,an—1,1) = 0. La peniltima igualdad se debe a
que, por hipdtesis de induccién, una particiéon « # 1, contribuye a la suma
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anterior sélo si (n) es un bloque de un elemento de 7 (en caso contrario, el
bloque que contiene a n vale cero por tener un 1 al final y el producto se
anula), entonces tendriamos que 7 = o U (n) con o € L(n—1) y por lo tanto

Krlaiy ... an—1,1] = Kglar,...,an—1]k1(1) = Kelar, ..., an—1].

Si hacemos lo anterior para cada m # 1, podemos concluir la pentultima
igualdad. O

De hecho, en el caso clasico y libre, el lema anterior se vale de manera
mas general, para cuando cualquier a; es igual a 1. La demostracién se sigue
exactamente igual que la del lema anterior, sélo que ahora el 1 aparece en
cualquier posicién del cumulante.

Lema 3.3.7. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo, tome-
mos L = P 6 NC y sean (kp)nen los correspondientes cumulantes cldsicos
o libres, respectivamente. Consideremos una n > 2y aq,...,a, € A. Si
existe al menos una i, 1 < ¢ < n, tal que a; = 1, entonces tendremos que
En(a,...,ap) =0.

Nota: el teorema anterior no se vale para L = 7 debido a su estructura.
Especificamente, en el paso en que separamos al bloque con el 1, debido a
que los bloques son intervalos, estamos partiendo al conjunto en dos partes
independientes, y entonces no es cierto que 7 = o U (n) con o € Z(n — 1).

3.3.2. Reformulacion de independencia en términos de cu-
mulantes

La razén por la que los cumulantes son tan importantes en el enfoque
combinatorio es debido a que nos proporcionan una forma mas sencilla para
verificar independencia, como nos muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.3.8. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo y
sean (Kn)nen los correspondientes cumulantes booleanos, clasicos o libres
(dependiendo de la independencia que tomemos). Consideremos (Ajy)ea
subdlgebras unitarias de A. Entonces las siguientes dos proposiciones son
equivalentes.

1. (Ax)xea son independientes (en el sentido booleano, clésico o libre).

2. Paratodon > 2y paratodoa; € Ay;(j =1,...,n) conAr,..., Ay € A
tenemos que si existen 1 < [,k < n con A\; # A\ entonces se cumple
que kp(ai,...,a,) =0.

Demostracion. 2 = 1. Recordemos que para ver que las variables son inde-
pendientes (en cualquiera de los tres casos), debemos considerar los ¢(ag - - - ay)
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tales que a; € Ay, (j = 1,...,n) con A\; # Ay # --- # Ay Por la férmula
entre momentos y cumulantes, tenemos que:

dlay---ap) = Z Krlat,...,an],

w€L(n)

donde L = P, T 6 NC dependiendo de la independencia que estemos to-
mando. Observemos que si alguna particién 7 contiene un bloque, V', con
dos variables de distintas subalgebras, tendremos que x(V)[ai,...,a,] =0
(por la hipétesis de que los cumulantes mixtos se anulan). Esto nos dice
que krlat,...,an) = [Tyer £(V)la1,...,an] = 0, es decir, la particién m no
aporta nada a la suma. Como tenemos que A\; # A2 # --- # A\, en particular
sabemos que si un bloque contiene dos elementos consecutivos, entonces la
particién no aporta nada a la suma. Después de estas observaciones generales
€s mejor separar en casos:

1. Caso booleano. Tenemos que

dlay---an) = Z Krla1,...,an] = Ko, la1,...,an],

weZ(n)

ya que cualquier bloque con més de un elemento es un intervalo y por
lo tanto aparea dos elementos consecutivos. Para concluir sélo hace
falta observar que

Ko, a1, .. an] = ki(a1)k1(az) - - Kk1(an) = dar)p(ag) - - - d(an).

Por lo tanto ¢(ay - - ayn) = ¢(a1)p(ag) - - ¢(ay) y eso nos dice que las
(Ax)aea son independientes en el sentido booleano.

2. Caso clasico. Tenemos dos subcasos:

= Si A1 # A para todo 2 < r < n entonces tenemos que

dlay---an) = Z Krlal, ... an] = Z Krlat, ..., anl,

TP (n) TEP(n)
<o
donde o = {(1),(2,3,...,n)}, (las demds particiones se anulan

por que contienen dos variables de distintas subédlgebras). Ademaés
es sencillo observar que

{mrePn)|rm<oc}=P1)xP(n-—1)

y por lo tanto tenemos que

Z Kxlai,...,an] = k1(a1) Z Krlag,...,an] | = é(a1)p(ag---

TEP(n) TEP(n—1)
<o
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= Sir es el menor numero tal que \; = A, entonces tenemos que

dlay---an) = Z Krlai,...,an] = Z Krla1, ..., an)],
TEP(n) weP(n)
<o
dénde o = {{1,7},{2,...,7r — 1,r+1,...,n}}, (las deméds par-
ticiones se anulan por que contienen dos variables de distintas
subdlgebras). Ahora, tomamos © < o y sean 7,0’ € P(n — 1)
las particiones que se obtienen de quitarle a m y o el elemento 1,
respectivamente. Podemos observar que

Krla1,...,an] = H/@(V)[al,...,an]
Ven
= H k(V)]ag,...,ar—1,01Gr,Qri1,. .., Gp)
Ven!
= Kpla2, ..., 0r—1,010r, Grp1, - .., Q).

Por lo tanto tenemos que

olay---an) = Z Krlai, ..., ap]
TEP(n)
<o
= Z Krl@2y ...y Gr_1,010p, Qryt, ..., Q)
TE€P(n—1)

<o’

= ¢(a2 T ar—l(alar)ar+1 ce an)-

En ambos casos ¢(a; - - - ay) se factoriza como queremos y concluimos
que las (Ay)aea son independientes en el sentido clasico.

3. Caso libre. Queremos ver que para cuando todas las variables aleato-
rias son centradas ( ¢(a;) = 0 para todo j = 1,...,n), se tiene que
¢(ay ---ay) = 0. Por la Observacion 2.5.11 sabemos que cualquier par-
ticién que no se cruza, m, tiene al menos un bloque que es un intervalo.

Si el intervalo es de tamario 1 entonces ka1, ..., a,] = 0 por la condi-
cién de ser centradas. Si el intervalo es de tamafio mayor a 1, entonces
aparea dos elementos consecutivos y de nuevo kr[ai,...,a,] = 0. Con-

cluimos que

dlay---ay) = Z Krlal,...,an] =0,
TeNC(n)

y eso nos dice que las (Ay)rea son independientes en el sentido libre.

1 = 2. Para esta implicacién serd mas sencillo hacer cada caso por se-
parado, sin embargo, en los tres casos seguiremos la misma linea. Primero
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centraremos las variables en los cumulantes sin cambiar su valor, luego ve-
remos que ciertos cumulantes mixtos valen cero y por ultimo utilizamos
induccién para ver que cualquier cumulante mixto vale cero.

1. Caso booleano. Por la multilinealidad de los cumulantes y el Lema 3.3.6
podemos centrar la tultima variable sin cambiar el valor del cumulante,
es decir:

’{n(ala---aanflvan_¢(an)1) - /{n(ala---aanflyan)_ﬁn(aly"-aanflagi)(an)l)

= kp(ai,...,an).

Y ahora sabemos que ¢(a, —@(an)1) = ¢(an)—P(a,) = 0. Por lo tanto,
s6lo tenemos que demostrar la proposicién para el caso ¢(a,) = 0.
Ahora veamos que ky(ay,...,a,) = 0 si las variables son alternantes,
es decir, si tenemos que Ay # Ay # --- # A,. Por la férmula entre
momentos y cumulantes sabemos que

ﬁn(a17"‘7an) = Z ¢U[a1 an],u’I(n)(0-7 17’L)

c€Z(n)

Para cualquier o € Z(n) tenemos que sus bloques son intervalos y
como las variables son alternantes, también lo serdn en cada bloque.
Como estamos suponiendo independencia booleana, eso nos dice que
cada bloque de o se puede factorizar y por lo tanto tendremos que
dolar---an] = ¢(ar)---¢(ay) para todo o € Z(n). Como podemos
suponer que ¢(a,) = 0, concluimos que todos las particiones se anulan
y por lo tanto k,(ai,...,a,) =0.

Para concluir, utilicemos induccién sobre la longitud de los cumulantes.
Base: para n = 2 y ay, ay libres, es claro que ¢(ajaz) = ¢(a1)p(az) y
por lo tanto

ra(a1, az) = ¢p(araz) — ¢(ar)¢(az) = 0.

Ahora tomemos n > 3 y supongamos que ya demostramos el inciso 2
para todo K, con r < n. Queremos demostrar que Ky (ai,...,a,) = 0.
Ya lo hicimos para cuando A; # Ay # - -+ # Ay, asi que el inico proble-
ma seria si tenemos variables consecutivas que pertenezcan a la misma
subalgebra. Para lidiar con ello, vamos a pegar estas variables conse-
cutivas usando el teorema de productos como argumentos. Escribimos
ai---an = A1 --- A, de manera que las A consecutivas provengan de
diferentes subdlgebras. Por el Teorema 3.3.5, tenemos que

Em(A1, ..., An) = Z Krlat, ..., apn]

w€Z(n)
TVw=1,

= kp(ay,...,an) + Z Relal, ..., an)

T€Z(n),m#ln
T™Vw=1,
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donde w € Z(n) esta codificando la informacién de qué elementos a;
consecutivos pertenecen a la misma subéalgebra. Como las A son alter-
nantes, ya sabemos que k, (A1, ..., Ay) = 0. Ademds, para m # 1,, el
término kr[ai,...,ay,] es producto de cumulantes con longitud menor
a n. Entonces, por hipétesis de induccién sabemos que fr[a1,. .., ay]
es distinto de cero sélo si cada bloque de w agrupa elementos de la
misma subalgebra. Por cémo lo definimos, sabemos que w también
agrupa elementos de la misma subdlgebra y esto implica que los blo-
ques de 7V w también agrupan elementos de la misma subalgebra. Por
lo tanto, m V w # 1,, ya que estamos suponiendo que el cumulante es
mixto, es decir, tiene al menos dos elementos de subalgebras distintas.
Entonces, tenemos que kr[ai,...,a,] = 0, para todo 7 € Z(n) tal que
m# 1,y mVw=1,, lo cudl quiere decir que todos los sumandos de
arriba se anulan. Con esto terminamos la induccién y concluimos que
Kn(ai,...,ay) = 0 para cualquier cumulante mixto.

. Caso libre. A diferencia del caso booleano, ahora tenemos el Lema
3.3.7 que es méas general y nos permite centrar todas las variables sin
cambiar el valor del cumulante, es decir:

kn(ar — ¢(a1)l, a2 — d(az)l, ... an — @lan)l) = ky(ar, ..., an).

Por lo tanto, podemos suponer que todas las variables son centradas.
Ahora veamos que ky(a,...,a,) = 0 si las variables son alternantes.
Por la férmula entre momentos y cumulantes tenemos que

/{n(ah R (ln) = Z qbo’[al T an]:uNC(n) (Ua 171)
ceNC(n)

Recordemos que cualquier o € N'C(n) tiene al menos un bloque, V,
que es un intervalo (Observacién 2.5.11), y como las variables son
alternantes, entonces también lo serdn en V. Ademds, como las va-
riables son centradas, la regla de independencia libre nos dice que
o»(V)]a1---ay] =0, y por lo tanto ¢,[a1 - - - a,] = 0 para todo o. Esto
nos dice que la suma anterior es cero.

Para concluir, sélo hace falta hacer exactamente la misma induccién
que utilizamos en el caso booleano.

. Caso clésico. Al igual que el caso libre, podemos utilizar el Lema 3.3.7
para ver que

kn(a1 — @(a1)l,as — ¢(az)l, ... an — ¢(an)l) = kp(at, ..., an).

Por lo tanto, podemos suponer que todas las variables son centradas.
Ahora veamos que ky(ai,...,a,) = 0 si todas las variables provienen
de distintas subdlgebras, (en los dos casos anteriores sélo pediamos
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que las variables consecutivas provinieran de distintas subdlgebras, la
razon por la que ahora necesitamos que todas provengan de distintas
subalgebras es que al trabajar con todas las particiones, no necesa-
riamente tendremos un bloque que sea un intervalo, y eso era lo que
nos aseguraba que podiamos encontrar un bloque alternante). Por la
férmula entre momentos y cumulantes tenemos que

Kn(al, ... ap) = Z Polar - - anlpipmy (o, 1n).
oc€P(n)

Como estamos suponiendo independencia clasica y que todas las va-
riables provienen de distintas subdlgebras, entonces para cualquier
o € P(n) tendremos que todos sus bloques se pueden factorizar (utili-
zando la primer regla de la independencia). Factorizando varias veces
cada bloque, obtenemos que ¢,[a; - a,] = ¢(a1) - P(a,) para toda
o € P(n). Como las variables son centradas, concluimos que todos las
particiones se anulan y por lo tanto ky(ai,...,a,) = 0.

Para concluir, utilizaremos una induccion andloga a la de los dos ca-
sos anteriores, sélo que ahora necesitamos el teorema mas general de
productos como argumentos. El caso base es el mismo. Para el paso
inductivo tomemos n > 3 y supongamos que ya demostramos el inciso
2 para todo £, con r < n. Queremos demostrar que Ky, (ag,...,a,) = 0.
Ya lo hicimos para cuando A, Ag,..., A, son todos distintos, asi que
el Unico problema seria si tenemos méas de una variable de la misma
subélgebra. Tomamos la particiéon w = {V1,...,V,,} en P(n), que agru-
pa a los elementos de la misma subalgebra, es decir, tal que k ~, [ si
y s0lo si A, = A;. Por el Teorema 3.3.4, tenemos que

Em (A1, ..., Am) = kplat, ... an) + Z Rrlal, ..., ap)
TE€P(n),m#ln

TVw=1,

Como las A; provienen de distintas subdlgebras, entonces ya sabemos
que Ky (Ag, ..., Apm) = 0. Y por el mismo razonamiento que usamos en
el caso booleano, podemos llegar a que kr[ai,...,a,] = 0, para todo
m € P(n) tal que ™ # 1,, y mVw = 1, es decir, que todos los sumandos
de arriba se anulan. Con esto terminamos la induccién y concluimos
que kp(ai,...,a,) = 0 para cualquier cumulante mixto.

Entonces la segunda implicacién se vale para los tres casos y con esto ter-
minamos la demostracién del teorema. O

Hasta ahora, hemos relacionado a la independencia de subdlgebras (De-

finicién 1.3.1) con los cumulantes multivariados (Definicién 3.2.2). Sin em-
bargo, nos gustaria ver si podemos decir algo mas para cuando tenemos
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independencia de variables aleatorias (Definicién 1.3.3). Resulta que pode-
mos dar una equivalencia atin mas fuerte usando los cumulantes de variables
aleatorias (Notacién 3.2.4), cémo lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.3.9. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo y
sean (kn)nen los correspondientes cumulantes booleanos, clasicos o libres
(dependiendo de la independencia que tomemos). Consideremos (ay)xep va-
riables aleatorias de A. Entonces las siguientes dos proposiciones son equi-
valentes.

1. (ax)rea son independientes (en el sentido booleano, clésico o libre).

2. Para todo n > 2 y para toda Aq,..., A, € A tenemos que si existen
1 <1l k <mncon )\ # A entonces se cumple que kn(ay,,...,ay,) = 0.

Demostracion. Por definicién, las (a))aea son independientes si las *-subdlge-
bras generadas por las variables a) son independientes. Por el Teorema 3.3.8,

lo anterior es equivalente a que los cumulantes mixtos se anulen. Asi que lo

que queremos demostrar se reduce a ver que las siguientes dos proposiciones

son equivalentes:

1. Los cumulantes mixtos formados con cualquier elemento de las -
subalgebras generadas por las variables a) se anulan.

2. Los cumulantes mixtos formados sélo con las variables a) se anulan.

Claramente 1 implica 2 de forma directa. Lo interesante es precisamente ver
que el inciso 2 es suficiente. Sea Ay la x-algebra unitaria generadas por el
elemento a) y consideremos elementos b; € A,\j. Podemos ver a b; como
un polinomio en ay;, entonces, por la multilinealidad de los cumulantes
podemos expresar a cualquier K, (b1,...,by,) como suma de cumulantes de
la forma aky,(by,...,b;,) en dénde cada b} es una potencia de ay; y «
es una escalar. Asi que sélo hace falta ver que Ky, (b1,...,by) = 0 dénde
cada b; es una potencia de ay,. Esto es bastante similar a un paso en la
demostracién anterior y podemos proceder de la misma manera. Primero
escribimos a by --- by, como ay, ---ay, y utilizamos el teorema productos
como argumentos (3.3.5 y 3.3.4, respectivamente) para ver que

Em (b1, .. by) = Z Krl@ag,---san,]

weL(n)

TVw=1,
dénde w € Z(n) estd codificando la informacién de qué elementos ay; con-
secutivos son iguales (pertenecen a la misma subdlgebra). Sabemos que
Krl@r,---,ax,] es distinto de cero sélo si cada bloque de m agrupa ele-
mentos iguales. Y por como lo definimos, sabemos que w también agrupa
elementos iguales y esto implica que los bloques de 7 V w también agrupan
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elementos iguales. Por lo tanto 7 V w # 1,, ya que estamos suponiendo que

el cumulante K, (b1, ..., by) es mixto, es decir, tiene al menos dos elementos
de subalgebras distintas. Y concluimos que todos los sumandos de arriba se
anulan. O

Ya que tenemos este teorema, la propiedad 3’ se sigue de forma directa.
Proposicién 3.3.10. Sean a y b variables aleatorias independientes (en el
sentido booleano, cldsico o libre) en algiin espacio de probabilidad y sean
(k%)p>1 ¥ (K2)p>1 los cumulantes (booleanos, cldsicos o libres) de a y b
respectivamente. Entonces tenemos que

KOO = K0 4 kD Vn > 1.

Demostracion. Tenemos que

KETY = ka(a+b,... a+0b)
En(a,...,a) + kp(a,...,a)
b
= Ky + Ky,

ya que los cumulantes que tienen como argumento una a y una b al mismo
tiempo se anulan por el Teorema 3.3.9. O

3.4. Cumulantes monotonos

Si observamos, todo lo que desarrollamos en el Capitulo 2 fue para definir
a los cumulantes de una forma que cumplieran directamente con la propie-
dad 1y 2, y gran parte de la seccién anterior (que también estd basada en
el capitulo 2) fue corroborar que esa definicién de cumulantes efectivamente
cumplia la propiedad 3. A los cumulantes monétonos también podemos re-
lacionarlos con los momentos utilizando reticulas de particiones, pero estés
reticulas son un poco distintas. El problema con estas reticulas es que no
cumplen con ser multiplicativas, que es algo bastante importante en los otros
tres casos. El que no sean multiplicativas tiene que ver con que los cumu-
lantes mondétonos no cumplen con la propiedad 3’. Asi, que este caso lo
abordaremos de manera distinta, seguiremos el articulo [HS11b]. La idea es
definir los cumulantes de manera que cumplan directamente con la propie-
dad 2 y 3, y posteriormente veremos que también cumplen con la propiedad
1. Antes de dar la definicién de cumulantes monétonos debemos observar
unas cosas.
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Proposicion 3.4.1. Si a y b son variables aleatorias mondtonamente inde-
pendientes, entonces se cumple que:

n
m;anLb = Z Z mZm?O e m?k (3.1)

k=0 jo+...+jp=n—k
J020,...,5, =0

n—1
= mé+m+ E E mZm?o~~-m§?k.
k=1 jo+...+jr=n—k
J020,...,5, >0

Demostracion. Tomamos la expansién

n—1
(a—i—b)":a"—i—b”—i—z Z Yoabla - - - ab'*
k=1 jo+...4+jx=n—k
J020,...,5, >0

y aplicamos ¢ de ambos lados. Por la definicién de independencia mondtona,
llegamos a la ecuacién buscada (por la regla que nos da la independencia
monétona, primero debemos factorizar los /¢ y al final nos quedaran todas
las a juntas). O

Podemos observar que la suma de la segunda igualdad en la proposicién
anterior se puede expresar en términos de los primeros n—1 momentos de a y
de los primeros n — 1 momentos de b, lo cual nos lleva al siguiente resultado.

Corolario 3.4.2. Para cualquier n > 1 existe un polinomio P, en 2n — 2
variables tal que se cumple

a+b __ a b a a b b
me =m +m, + P,(m$,...omp_;,mi,...,m,_q)
si a y b son monétonamente independientes.

Si aplicamos el resultado anterior varias veces para variables aleatorias
idénticamente distribuidas podemos obtener el siguiente resultado.

N-a

% es un polinomio en N (sin término constante)

Proposicién 3.4.3. m
para cualquier n > 0.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. Para n = 1 es trivial por
la linealidad de ¢. Supongamos que la proposicién es cierta para n < [. Por
el corolario anterior, sabemos que

N- (N-1)a (N-1)-a (N-1)-a
mp = my =mj + P (mf,...,m{_y,my ceey My )

(3.2)

Por hipotesis de induccién, P, es un polinomio en N. Entonces mfv e
ml(N_l)'a es un polinomio en NV, si sumamos los polinomios mf\/l'“ — ml(M_l)'a
para M = 1,..., N y analizamos cada coeficiente, es sencillo concluir que
mfv ‘% es un polinomio en N. Ademas, es claro que no tiene término constante

porque m?'“ =0. O
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Gracias a la proposicién anterior, ahora podemos pensar mg “ como un

polinomio sobre todos los reales y no sélo en los enteros, es decir, para cada
variable aleatoria a podemos definir el polinomio M (t) = m!® remplazando
N con t € R. Entonces ahora tenemos un polinomio con respecto a t que

cumple que M, (1) = m&. Ademsds, de la ecuacién (3.1) obtenemos que

n—1
My(t+s) = Mu(t) + Mu(s) + Y D My(t)Mjy(s) -+ My, (s).

k=1 jo+...+jx=n—k
J020,...,5, >0

Después de estas observaciones ya estamos listos para definir los cumu-
lantes mondtonos.

Definicién 3.4.4. Sea h, = h% el coeficiente lineal del polinomio M, (t)
(el coeficiente de N en m2®). Decimos que h, es el n-ésimo cumulante
monotono de a.

Proposicién 3.4.5. Los cumulantes mondétonos satisfacen las propiedades
2 y 3 de los cumulantes generalizados.

Demostracion. Tomemos a, aq,as, ... variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas. Es ficil ver que
N-(Aa) __ Aai+-+day _ \n, ai+-+any _ \n, N-a
mn()—mn N = N"my, No= \"my, e
Por lo tanto el coeficiente lineal del primer polinomio serd A™ veces el co-
eficiente lineal del segundo polinomio, (vistos como polinomios en N) y se
sigue la propiedad 2.

Por la asociatividad de la independencia monétona tenemos que N - (M -
a)=M-a1+---+M-any =(NM)-ay por lo tanto si nos fijamos en los

coeficientes lineales de mg (Mea) _ mgNM)'a (vistos como polinomios sobre
N), concluimos que h}® = Mh2, que es precisamente la propiedad 3. [

Para corroborar la propiedad 1 debemos expresar los momentos en térmi-
nos de los cumulantes, para ello utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.4.6. Se cumplen las siguientes ecuaciones:

dMo(t) 0
a7
dM,(t) <
e Z khyp—k+1Mi_1(t) paran > 1,

k=1

con condiciones iniciales My(0) =1y M,(0) =0 para n > 1.
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Demostracion. Por definicién, tenemos que M;(s) = sh; +s%(---), y la ecua-
ci6én (3.1) nos dice que

n—1
Mn(t + S) — Mn(t) = Mn(s) + Z Z Mk(t)Mjo (3) - M, (S)

k=1 jo+...4+jx=n—k
J020,...,55 20

Ahora sélo hace falta comparar el coeficiente de s en la ecuacién anterior.
Sabemos que

AML(1) Mot ) — M)
dt s—0 S

que es precisamente el coeficiente lineal de s en el polinomio M, (t + s) —
M, (t). Por otro lado, para que s6lo quede una s en la suma derecha, nece-
sitamos que sé6lo uno de jg, ..., jir sea distinto de cero, entonces tendremos
que j; = n—k y esto nos aportara una h,,_r1 en los k+1 posibles casos (qué
Ji es distinta de cero). Eso nos da que el coeficiente lineal del lado derecho
es

n—1
o+ Y (k4 1)y My (2).
k=1
Haciendo el cambio de variable kK = k + 1 terminamos. O

El siguiente teorema mnos proporciona una férmula que expresa a los
momentos en términos de los cumulantes.

Teorema 3.4.7. Sean (mp)p>1 ¥ (An)n>1 las sucesiones de momentos y
cumulantes mondétonos de una variable aleatoria, respectivamente. Entonces
tenemos que

n 1 k
my, = Z Z i t—1hi—iy_,-
1

k=11=ip<i1<--<ip=n+1  I=

Demostracion. Si integramos las ecuaciones del lema anterior, obtenemos
que

n t
M, (t) = Z khnk+1/0 My_1(s)ds paran > 1.
k=1
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Entonces tenemos que

M,(t) = Z kihp— k1+1/ My, —1(t1)dty
ki=1
n ki—1 t t1
= > > kikohp_py1hy, k2/ M, —1(t2)dtadly
k1=1ka=1 0
1= 2=

n ki—1ks—1

t1 to
- Z Z Z kikokshn iy 41 hky —key Pk, — kg/ / My, —1(t3)dtsdtadty

k1=1ko=1ks=1

kji—1—1 j b
- Z Z Hklhkl 1—k’1/ MO(t])dt]dtl

ki=1 k=1 1=1 0
kj_1-1 j
= E E : Hklhkz 1—k’l
ki=1 k=1 I=1
n tj J
- 5 E THZlflhil—il_17
=1 1=ip<i1<--<ij=n+1"" I=1

donde i; := k,_;. La ecuacion que buscamos es cuando tomamos t = 1. [

Corolario 3.4.8. Los cumulantes mondtonos h,, = h? satisfacen la propie-
dad 1.

3.4.1. Particiones mondtonas

Ahora veamos que podemos escribir la 1iltima férmula de la seccién an-
terior de una manera un poco mas bonita utilizando una forma especial de
particiones.

Definicion 3.4.9. 1. Dados dos bloques V, W de una particion, decimos
que V es un bloque interno de W (o de forma equivalente, decimos
que V esta dentro de W, que W es un bloque exterior de V', o que W
cubre a V) si existen i, j € W tales que i < k < j para cada k € V.

2. La profundidad de un bloque V' de una particién que no se cruza es
el nimero de bloques (incluyendo a V') que cubren al bloque V. La
profundidad de una particién que no se cruza es la mayor profundidad
entre todos sus bloques.

3. Una particién ordenada es una pareja (m, A) compuesta por una parti-
cién 7w y un orden lineal A en sus bloques. Podemos ver a una particién
ordenada como una sucesién (m, ) = (V1,..., Vi) dénde V; <, Vj siy
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sélo si i < j. También podemos escribirla como (7, \) := (V1 < Vi <
-++ < Vi). Denotaremos por LP(n) a las particiones ordenadas, y de
manera analoga, denotaremos por LNC(n) y LZ(n) al conjunto de las
particiones ordenadas (m, \) con la restriccién de que © € NC(n) 6
7 € Z(n), respectivamente.

4. Una particién monétona es una particiéon ordenada (w,A) con m €
NC(n) tal que para V,W € 7, V. >, W si V es un bloque interior de
W. Denotamos por M(n) al conjunto de particiones mondtonas.

Observacién 3.4.10. Podemos observar que |[LP(n)| = Y p_ kl|{r €
P(n) : |r| = k}|. Y con esta idea podemos reescribir la férmula entre mo-
mentos y cumulantes clasica de la siguiente manera:

" k! Cr
mp = Z CW:ZCWEHWEP(H):hﬂ:kH: Z W
weP(n) k=1 | (m,NeLP(n)

De manera anédloga podemos reescribir las formulas para el caso booleano y
libre.

Resulta que esta forma de ver a las férmulas entre momentos y cumu-
lantes es precisamente la que se puede generalizar a el caso mondtono.

Teorema 3.4.11. Sean h, los cumulantes mondétonos de una medida de
probabilidad con momentos finitos de todos los érdenes. Entonces se cumple

que
hr
Mn = Z Bk
(m,A\)eM(n)
Demostracion. Tomemos k y n enteros positivos fijos y sean nq, ..., ng ente-

ros positivos tales que ni +- - -+n; = n. Vamos a contar cuantas particiones
monétonas cumplen que |Vj| = nj para 1 < j < k. Es importante observar
que por definicién de particion mondtona Vi no tiene ningun bloque en su
interior y por lo tanto debe ser un intervalo, como queremos que |Vi| = ny
tenemos n — ng + 1 opciones para elegir el bloque V. Ahora nos olvida-
mos de ese bloque y nos fijamos en 7\V', por la Observacién 2.5.11 sabemos
que T\V € NC(n — ny), y queremos que tenga k — 1 bloques y que sea
mondtona, (no importa el orden que le demos porque sus bloques no estaran
relacionados con Vj). Entonces podemos fijarnos en Vj_1, de nuevo debe ser
un intervalo de tamano ny_1 en 7\V € NC(n — ny) y lo podemos elegir de
n—ng—ng_1+1 maneras. Luego borramos el bloque Vj,_1 y repetimos el pro-
ceso hasta terminar con todos los bloques. Es sencillo ver que cada proceso
nos dard como resultado una particién monétona distinta tal que |V}| = n;
para 1 < j < k. Por lo tanto, las formas posibles de elegir los bloques son

(n—=ng+1)(n—np—ng_1+1) - (n=35_ nj+1) = [Ty (0= 35, n+1).
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Por lo tanto, podemos separar la suma sobre las particiones monétonas de-
pendiendo de la cantidad de bloques, k, que tengan y el tamano de sus

bloques, n1,...,ng, de esta forma obtenemos que
k k
B - By«
> . >, > o=+
(m,A)eM(n) k=1 ni+...4+n=n m=1 j=m

ni1>1,..,np>1

n k
_ hi1 —ig hik—ik—1 i
- E E k! | | -1
=1

k=1 1=ip<ii <--<ip=n-+1

donde escribimos i, :=n — Zf:m 111y + 1. La dltima expresion es igual a
my, por el Teorema 3.4.7. 0

Siguiendo un proceso bastante similar al que seguimos a lo largo de esta
seccion para definir los cumulante mondtonos univariados y relacionarlos con
los momentos, se pueden definir los cumulantes mondtonos multivariados y
relacionarlos con los momentos mixtos, para ver los detalles el lector puede
consultar [HS11a]. La férmula multivariada es la siguiente.

Teorema 3.4.12. Tenemos la siguiente férmula para expresar los momentos
en términos de los cumulantes mondtonos multivariados (hr)renc:

hrlai,...,an
mp(ag, ..., ay) = Z y

!

3.5. Relacion de cumulantes con transformadas

El objetivo de esta seccion es relacionar nuestros cumulantes con las
transformadas que definimos en el Capitulo 1, como las transformadas se
definieron para una sola variable, sélo ocuparemos los cumulantes univaria-
dos. Primero demostraremos tres sencillos lemas, que nos simplificardn las
cuentas, cada uno de los lemas corresponde a un tipo de independencia. Los
enunciados son bastante parecidos y las demostraciones son anélogas.

3.5.1. Foérmulas que relacionan recursiones

Lema 3.5.1 (Clasico). Sean (am)meN ¥ (bm)men dos sucesiones de reales y
definimos ag = 1. Entonces las siguientes férmulas son equivalentes:

1.

—g b bia vk e N
ap = i Qi
F 1—1

i=1
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ar= Y br VEEN
TeP (k)

Demostracion. Veamos que las dos tltimas formulas cumplen la misma re-
cursién del primer inciso.

Para ello fijamos las b’s y nos tomamos ag =1y af,...,al, tales que
In{1+ OOE a—;{sj = EOO gsi
4! N il
=1 i=1

Si derivamos de ambos lados obtenemos que

a’’ -
Y f: bi i1
a; G-

Zj:[) Nk i=1
Y si pasamos multiplicando concluimos que

a//

00 a’ - o0 bz . 0 g 00 bl ‘
2 oo 1_<Z(z‘—1)!5 1) 2 =2 Zk(i—l)!jj!

i=1 §=0 k=1 \itj=

Igualando cada coeficiente observamos que:

k

ay, b; ay_;
k=1 :Z(i—l)!(k—i)! vk e

=1

Si multiplicamos por (k — 1)! concluimos que los coeficientes a; cumplen la
férmula recursiva:

k
a"—z Bl bia)_. Vk e N
k — ,L_l 1Wk—q N
i=1

Por otro lado, si definimos
ap =1

a,= Y br VEEN
meP(k)

Entonces podemos separar la suma sobre todas las particiones, dependiendo
del tamano del bloque V' que contiene al elemento 1. Es sencillo ver que
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hay ( ) bloques de tamano ¢ que contienen al elemento 1, para cada uno
de ellos, aparecerd un b; que podemos factorizar y lo que queda después
de factorizar es la suma sobre todas las particiones de los k — i elementos
restantes. Es decir:

> b 5> bbw\v—zb > bﬂ\v—zm_i) > b

TeP(k =1 weP( k:) = TeP(k o€P(k—1)
V=i Vi= l

Entonces tenemos que
FLok—1
_ i !/
E br = E b< > E 'bU—E bl<i_1>ak_i.
TeP(k) ceP(k—1i) i=1

Como los coeficientes a, a) y a) cumplen la misma recursién entonces aj =
aj, = a} para toda k € Ny concluimos que las tres férmulas son equivalentes.
O

Lema 3.5.2 (Booleano). Sean (a,)meN ¥ (bm)men dos sucesiones de reales
y definimos agp = 1. Entonces las siguientes férmulas son equivalentes:

1.
ar =Y biag—; VkeEN
1
2.
1 o0
1 ~ - = Z bis’
Z 0 CLjS] i=1
3.
ar= Y br VEkeEN
weZ(k)
Demostracidn. Fijamos las b’s y nos tomamos aj = 1y af,...,a), tales que
1 o
1 SN Z bis’
ZJ—O a; s’ i=1

Si multiplicamos de ambos lados por Z]Oio ay s7 obtenemos que




Y si pasamos multiplicando concluimos que

(o, ¢] o (0] o
E a;’sj —1= E b; s g a}’sﬂ = E g bz-a;' s*
j=0 i=1 7=0 k=1 \i+j=k

Igualando cada coeficiente concluimos que los coeficientes a cumplen la
férmula recursiva:

ak_Zba,“. Vk € N.

Por otro lado, si definimos
a6 =1,

a= Y br VEEN,
weZ(k)

entonces podemos separar la suma sobre las particiones de intervalos, depen-
diendo del tamano del bloque V' que contiene al elemento 1. Es sencillo ver
que sélo hay un bloque (intervalo) de tamano i que contienen al elemento 1,
en este caso aparecerda un b; que podemos factorizar y lo que queda después
de factorizar es la suma sobre todas las particiones de intervalos de los k —
elementos restantes. Es decir:

S oI (DO B 0 B oOTR 5 51 () i

weZ(k) =1 \ reZ(k =1 ﬂEI(k =1 c€Z(k—1)
Vi= z [V|=i

Entonces tenemos que

k
;ﬁ:: Z bw*zb Z b :Zbia;c—i'
=1

reZ(k) oeZ(k

Como los coeficientes ay, a), y aj cumplen la misma recursién entonces aj =
aj, = a} para toda k € Ny concluimos que las tres férmulas son equivalentes.
O

Lema 3.5.3 (Libre). Sean (am)meN ¥ (bm)men dos sucesiones de reales y
definimos ag = 1. Entonces las siguientes férmulas son equivalentes:

1.

k
ak:ij Z Qjy - Qg Vk € N

J=1 it €{0,1,. k—j}
i1 tij=k—j
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Zaksk:1+2bj sZaisz
k=0 J=1 =0
3.
ar= Y br VkeN
TeNC(k)
Demostracidn. Fijamos las b’s y nos tomamos af = 1y af,...,al, tales que

E apst =1+ E bj | s g ais' | .
k=0 j=1 =0

Cancelamos el término lineal y desarrollamos el lado derecho:
7

oo (o] oo
!k i ! g
E aps” = g bis' g a;s’
k=1 k=1 j=0
o) k
— . z§ : } : /i1 /i
- bZS (ails )"'(aiij)

k=1 J=liy,...,i;€{0,1,...k—j5}
i1 tij=k—j

[e.9]
_ k . A
= g s E b; E Qjy - Gy
k=1 j=1  i1,..,i;€{0,1,..k—j}
i1t tij=k—j

Igualando cada coeficiente concluimos que los coeficientes a cumplen la
férmula recursiva:

aj = g b; g agl--'a;j Vk € N.
J=1 i1,..i;€{0,1,...k—j}
iyt =k—j

Por otro lado, si definimos
ag =1
af= > br VkeN
reNC(k)

Entonces podemos separar la suma sobre las particiones 7 que no se cruzan,
dependiendo del tamano, j, del bloque V' de 7 que contiene al elemento 1.
Es decir,

k
=3 > 2 b
Jj=1|V|=j neNC(k)
Ver
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Supongamos que V = {vy,...,v;} donde 1 = v; < --- < v;. Entonces, por
la condicién de que 7 no se cruza tendremos que

T=VUmU---Umj,

donde 7, es una particién que no se cruza de {v, + 1L,v, +2,...,v,41 — 1}
(tomamos vj11 := k). Denotemos i, := v,41 — v, — 1, entonces podemos
identificar a m, con un elemento de NC(i,), (si i, = 0 podemos olvidarnos
de la particién 7,.). Por lo tanto tenemos que:

Y obe = > bibe b

TeNC (k) m=VUmU---Ur;
Ven mr€NC(ir)
= bl D bm)o | D b
Tr1€NC(i1) WjGNC(ij)
_ e
= bjag ---ag,.

Ademsds, es sencillo observar que hay una biyeccién entre los bloques V
de 7 de tamano j que contienen al elemento 1 y las j-tuplas i1,...,7; €
{0,1,...,k — j} tales que i1 + - -- +i; = k — j. Por lo tanto las a; cumplen
la férmula recursiva:

"no_ ) noooon
Ay, = E b; E gy o G
7j=1 il,.:.,ije{ol,l,...,kfj}
i1+t j=k—j
Como los coeficientes a, a), y aj cumplen la misma recursién entonces aj =
aj, = aj, para toda k € Ny concluimos que las tres férmulas son equivalentes.
O

3.5.2. Relacion con las transformadas

Definicién 3.5.4. Sean (my)n>1, (bn)n>1, (¢n)n>1 ¥ (Tn)n>1 los momentos
y los cumulantes booleanos, clasicos y libres, respectivamente, de una medida
de probabilidad x4 con momentos finitos de todos los érdenes. Definimos las
siguientes series formales de potencias:

oo
Mu(z) =1+ Z My 2"
n=1
= m
My(z) =1+ "
n=1
o0
Bu(z) := Z bp+12
n=0



Cu(z) == Z Cntlon

n!
n=0
o0

R, (2) := Z Tnt12

n=0

Observacién 3.5.5. Es importante observar que dada una medida de pro-
babilidad j (con soporte compacto), su serie de momentos M, y la trans-
formada de Cauchy G, cumplen la relacién

1 1
Gu(z) = S My(2), (3.3)
la cudl se sigue directamente de la definicién anterior y la Observacion 1.4.7.
Esta relacién serda importante, ya que las transformadas del Capitulo 1 las
definimos en términos de la transformada de Cauchy.

Ahora veamos la siguiente proposiciéon que se sigue de los tres lemas de
la seccién anterior.

Proposicién 3.5.6. Dada una medida de probabilidad u, tenemos las si-
guientes relaciones:

1.
In(M,(2)) = 2Cu(2). (3.4)
2. )
1-— e = 2B, (2). (3.5)
3.
Mu(z) =1+ 2M,(2)R,[2M,(2)]. (3.6)

Demostracion. Sustituimos a, = m, y b, = ¢, en el Lema 3.5.1, a, = m, y
b, = b, en el Lema 3.5.2, y a,, = m,, y b, =, en el Lema 3.5.3. Es claro que
las férmulas entre momentos y cumulantes son precisamente las férmulas en
el inciso 3 de cada uno de los lemas. Por lo tanto, se cumplen las formulas
del inciso 2 en cada uno de los lemas. Y sustituyendo el nombre que le dimos
a cada serie formal de potencias, llegamos a las férmulas deseadas. O

Teorema 3.5.7. Dada una medida de probabilidad y, tenemos las siguientes
igualdades:

1.

InFy(2) = —i2Cp(—iz) = 3 T (—iz)mH,

n!
n=0
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Bu(2) = Bu(2) = Y bpi1z
n=0
3. ,
Ru(e) = Ru(e) = 3 ruen
n=0
Demostracion. 1. Por la Observacién 1.4.4 sabemos que F,(2) = —iz M (—iz).
Y utilizando la férmula (3.4) concluimos que In F,(z) = —izC),(—iz).

2. De la ecuacién (3.3) podemos deducir que zM,(z) = G,(1), si lo
sustituimos en la ecuacién (3.5) dividida entre z concluimos que

1 1 1 1

Bu(z) = P ZTM =2 (L) = Bu(2).

3. Utilizando las férmulas (3.6) y (3.3) podemos observar que como series
formales de potencias tenemos las siguientes igualdades:

2G(z)=M(L)=1+ %M(%)R [1M(i)] =1+ G(2)R[G(2)].

z

Si dividimos entre G(z) obtenemos que

1
G(2)

z =

+ RI[G(2)].

Lo anterior nos dice que G(z) y R(z) + 1 son inversas. Por lo tanto,
concluimos que

O]

Ya estamos listos para dar una demostracion del Teorema 1.4.10 que
dejamos pendiente en el Capitulo 1.

Demostracion. Tomemos x y y variables aleatorias autoadjuntas en algin
espacio de probabilidad C* tales que x tiene distribucién p y y tiene distri-
bucién v.

Si x y y son libres, entonces por el teorema anterior y la linealidad de los
cumulantes libres concluimos que

o oo o
Ry (z) = Z "”iffzn = Z Tnt12" + Z T2 = Ru(2) + Ru(2).
n=0 n=0 n=0
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Si x y y son independientes en el sentido booleano, entonces por el teorema
anterior y la linealidad de los cumulantes booleanos concluimos que

Bumy(2) = Z bflf’l’z" = Z by 12" + Z by 12" = Bu(z) + By (2).
n=0 n=0 n=0

Caso monétono. De la definicién de la transformada F', la ecuaciéon que
queremos demostrar es equivalente a

GMDV(Z) = Gu(g,,l(z))-
Por la ecuacién (3.3), eso se transforma en ver que

DMeu(h) = i (D).

Si multiplicamos por z y cambiamos el % por z nos queda demostrar que
My (2) = My(2) My (2M,(2)).

De la definicién de M (y pensando que mg = 1), esto es lo mismo que ver

que
> mitvat = M,(2) (Z mi 2 (M,,(z))k> .
n=0 k=0

Si del lado derecho metemos a M, (z) y lo escribimos como serie tenemos

que
k+1

) 0 %)
S gt =3 it S i
n=0 k=0 7=0

Si nos fijamos en el coeficiente de 2™ del lado derecho, tenemos que para cada
k necesitamos encontrar k 4+ 1 enteros no negativos jg, ..., jr que sumados
nos den n — k esto para que al multiplicarlo con el z¥ completemos z". En
cada uno de esos nos aportard al coeficiente el sumando mim?o “ee mi’k Para
llegar a la igualdad entre series que tenemos arriba vamos a ver la igualdad
coeficiente a coeficiente. Es decir, queremos demostrar que para toda n > 0

se cumple que

n

S S T

m, mkmm mjk
k=0 j0+..‘+jk=n7k
J020,...,j5 20

cuando x y y son mondétonamente independientes. Pero esto es precisamente
lo que nos dice el Teorema 3.4.1. O
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Observacién 3.5.8. 1. Siguiendo la misma linea de la demostracién que
dimos para los primeros dos incisos, podemos dar una demostracion
para el Teorema 1.4.5:

oo x+y

Cn . \n
log Fuw(2) = Z—H(—zz) +1

|
=0 n.
_ i ;ﬂrH n+1+z n+1 n+1
n.
n=0
= log Fu(z) +1log F, (2 )

2. A pesar de que en la 1iltima demostracién, pareciera que el caso monétono
es mas complicado, esto sélo se debe a que no habiamos hablado nada
sobre la transformada F, mientras que para las otras transformadas
ya habiamos demostrado varios lemas. Si nos ponemos a analizarlo
con cuidado, descubriremos que el caso mas sencillo es el monétono ya
que sélo utiliza unas cuantas equivalencias y el Teorema 3.4.1 que se
demuestra expandiendo de forma cuidadosa. De hecho, si observamos
con detalle, para el caso mondtono ni si quiera tuvimos que recurrir
a los cumulantes. Recordemos que los cumulantes monétonos no cum-
plen la propiedad 3’ y es por eso que no tenemos una proposicién del
estilo la suma de las transformadas es la transformada de la convolu-
cion aditiva, como ocurre en los otros tres casos. Por esta razén, el caso
mondtono nos pide ver que la convolucién de transformadas nos da la
transformada de la convolucién aditiva y esta proposicién no hace uso
en ningin momento de los cumulantes.

3.6. Demostracion del Teorema del Limite Central

Ya que desarrollamos toda la teoria de cumulantes, estamos listos para
demostrar su poder, dando una demostraciéon sencilla del TLC para cada
una de las independencias.

Demostracion. Denotemos por yy las variables que nos interesan,

ar+...+ay

YN = \/N

Por las propiedades 2 y 3 de los cumulantes generalizados es sencillo observar
que k1(yn) =0, ka(yn) = 0 y que

YN -2
KN =N""2 g} =0

cuando N — oo, para todo n > 3. Y por la propiedad 1 sabemos que los

momentos mi" convergen a los momentos m,, caracterizados por tener los

76



cumulantes k1 = 0, kg = 02 y kn = 0 para todo n > 3. Ahora, como todos
los cumulantes se anulan excepto el segundo sera sencillo usar la formula
entre momentos y cumulantes en cada independencia para ver qué variables
aleatorias tienen esos cumulantes:

1. Cléasico. De la féormula entre momentos y cumulantes obtenemos que

P D o H e

TEP(n) TEP2(n) 0 S1 7L €S 1mpar.

Y ya sabemos que esos son precisamente los momentos de una variable
Gaussiana.

2. Libre. De la férmula entre momentos y cumulantes obtenemos que

n 0"Cyeo sinespar

TeNC(n) TENC(n) S1 n es 1mpar,

Y ya sabemos que esos son precisamente los momentos de una variable
semicircular.

3. Booleano. De la férmula entre momentos y cumulantes obtenemos que

n o™ sin espar
mn= D b= Y () /2:{0

si n es impar.
mE€L(n) w€Ta(n) p

Y ya sabemos que esos son precisamente los momentos de una variable
Bernoulli.

4. Monoétono. Del Teorema 3.4.7 obtenemos que

n k
1 1.
D YD SR | (R
k=1 1=ip<t1 <---<tp=n-+1 =1
1 n/2
_ - o 2
= > (n/2)!H(21 Do
i0=1,i2=3,i3=5,...,ix=n+1 =1
_ n! 2\n/2
= )

{(g)n (n72) si m es par

0 si n es impar.

Y ya sabemos que esos son precisamente los momentos de la distribu-
cién de la ley del arcoseno.

O
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Capitulo 4

Probabilidad Finita

El objetivo principal de este capitulo es abordar de forma combinatoria el
concepto de libertad finita propuesta por Marcus en [Marl5]. Primero, pre-
sentaremos algunas herramientas necesarias para definir este concepto. Pos-
teriormente, presentaremos algunos de los resultados de Marcus [Mar15]. Por
ultimo, presentaremos la aportacion principal de esta tesis: definimos una
nocién de cumulantes finitos que linealizan la convolucién aditiva simétri-
ca y demostramos algunos de los teoremas del articulo de Marcus desde
un enfoque combinatorio. Ademads, encontramos una férmula que relaciona
los momentos con los cumulantes finitos la cual permite entender mejor la
relacion entre cumulantes finitos y cumulantes libres.

4.1. Preliminares

En esta seccidon presentamos las herramientas necesarias para estudiar
la convolucién polinomial o finita. Estds herramientas son la Transformada
de Laplace, la Tranformada de Legendre, las Normas LP y el Determinante
de Fuglede-Kadison. Nuestra exposiciéon se basa en el articulo de Marcus
[Marl15].

4.1.1. Transformada de Laplace

Definicién 4.1.1. Dada una funcién f(z) definida para todo =z > 0, la
transformada de Laplace de f para el parametro s, se define como

L{f}(s) = /000 e **f(x)dx = lim ' e " f(x)dx

a— 00 0

donde estamos suponiendo que el limite de la derecha converge, en caso
contrario diremos que f no tiene transformada de Laplace en s.

La transformada de Laplace es muy util en combinatoria por que nos
ayuda a convertir funciones generadoras exponenciales en funciones genera-
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doras ordinarias (y viceversa). Sélo utilizaremos las siguientes dos propieda-
des sencillas de la transformada de Laplace.

Lema 4.1.2. 1. Si k € N, entonces la transformada de Laplace de z* es:

Lty = o

2. La transformada de Laplace es lineal, es decir, si f y g son funciones
con transformada de Laplace en s y a € R, entonces tenemos que

L{af +g}(s) = aL{f}(s) + L{g}(s).

Demostracion. 1. Procedemos por induccién sobre k. Para la base k =
0 claramente L{z%}(s) = [;°e *dz = 1 Para k > 0 utilizamos
integracién por partes con v(z) = e ** y u(z) = 2 y la hipétesis
de induccién para ver que:

L{zF}(s) = / e akde
0
oo o0 k
ie—xsxk _/ 7€_xs.%'k_1d.%'
—s 0 0 —S
k k-1
= O—i-gﬁ{:c H(s)
ﬁ(k:—l)!
s sk

k!
kL

Con esto concluimos la induccién y obtenemos la formula deseada.

2. Para este inciso sélo hace falta utilizar la definicién y recordar que la
integral es lineal:

Llaf +g}(s) = /0 T e (af (@) + glo))da

= lim e (af(x) + g(z))dx

a— 00 0
a

a
= «a lim e " f(z)dx + lim e *g(x)dx

a—ro0 0 a—0o0 0
= a/o e_”f(x)da:—i—/o e *g(x)dx
= aL{f}(s) + L{g}(s).
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4.1.2. Transformada de Legendre

Definicion 4.1.3. Sea f una funcién que es convexa en el intervalo X C R.
Y sea

X = {x* € R:sup{zz* — f(z)} < oo} .
reX

La transformada de Legendre se define como la funcién f* : X* — R tal que

f*(s) = sup{as — f(z)}.

zeX
En el caso en el que f es diferenciable tenemos la siguiente relacién.

Lema 4.1.4. Si f es una funcion estrictamente convexa en X y diferenciable
en un punto z € X. Entonces f/'(z) € X* y

Demostracion. Tomemos z € X, como f es diferenciable en z y estrictamen-
te convexa, entonces satisface la desigualdad f(x) > f(2)+ (x — 2) f'(2) para
todo z € X, ademas se da la igualdad si y sélo si = z. Si acomodamos la
ecuacién obtenemos que xf'(z) — f(z) < zf'(2) — f(z), y como la igualdad
se da cuando x = z, entonces tenemos que

sup{zf'(2) — f(a)} = 2f'(2) — f(2) < oc.

zeX

Por definicién esto significa que f/'(z) € X*y f*(f'(2)) = 2f'(2) = f(2). O

Corolario 4.1.5. Si f satisface las condiciones del lema anterior y ademaés
tiene segunda derivada. Entonces

Demostracion. Si derivamos la ecuacién del teorema anterior, obtenemos
que

(fY S @NF(2) = 2f"(2) + £'(2) = ['(2) = 2f"(2).

Como f”(z) # 0 por que f es estrictamente convexa, concluimos que f’
es la inversa de (f*)’, y por lo tanto obtenemos la primera ecuacién. Esta
ecuacion implica que f'((f*)'(z)) = z y si derivamos, obtenemos la ecuacién
deseada. O
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4.1.3. Normas P

Definicién 4.1.6. Dado un espacio de medida (X,u) y un real p > 0,
definimos la norma LP de una funcién f como

1
p
151 = ([ 17va) "
Para p = oo, definimos

[flloo = Mm [|fll, = mf{a > 0: p({z : [f(z)] > a}) =0}
p—0o0
Un resultado simple de la teoria de espacios LP es:

Lema 4.1.7. Si p es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue y f es continua entonces

1flloe = sup{|f(x)|}.
zeX

Demostracion. Tomemos una funciéon f continua fija. Escribiremos s :=
sup,ex{|f(x)|}. Sea E un conjunto medible de X con p(E) < oo, y tal que
f se anula en el complemento de E. Si u(E) = 0, entonces s = ||f|l, =0y
no hay nada que demostrar. Si u(E) > 0, tenemos que

1£llp = ( / \f\”duy < ( / spcm)’l’ < su(E).

1
Como p(E)» — 1 cuando p — oo, entonces lim,_,« || f||, < s. Por otro lado,
dado € > 0, tenemos que

B =

p({x: |f(x)| > s —¢€}) >, paraalguna 6 > 0.
Como esto pasa para una € arbitraria entonces obtenemos que
[flloo = if{a>0:pu({x:|f(x)] >a}) =0} >s.
Por lo tanto, como
§ < [flloe = Mm [ fllp < s,
concluimos que || f|loc = s = sup,ex{|f(z)|}. O

La siguiente observacion relaciona la transformada de Legendre con los
espacios LP.

Corolario 4.1.8. Sea X C R y p una medida que es absolutamente conti-
nua con respecto a la medida de Lebesgue. Entonces para cualquier funcion
continua f : X — R, tenemos que

fr(s) :ln’

para todo s € X* (donde la transformada de Legendre y la norma L se
toman sobre el espacio X).

prs—f(x)

e}
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Demostracion. Como f es real, f* también es real. Por lo tanto podemos
escribir f*(s) como

f*(s) = In(exp(f*(s)))

= 1n (e (supos — 72 )
~ n (suplexples — 1)}

zeX
~ 1 (sup{lexples — S}

— In|le®s— @)

[e.9]

4.1.4. Determinante de Fuglede-Kadison

El determinante de un operador invertible fue introducido por primera
vez en 1952 por Fuglede y Kadison [FK52]. La nocién generaliza al determi-
nante usual y se puede considerar para cualquier operador en un élgebra de
von Neumann finita (N, 7) con traza fiel normal. Dado un elemento normal
invertible, z € N, el determinante de Fuglede-Kadison se define como

AFK . QLi(N) — R,

T > exp (T(log(x*x)%)> .
Algunas de las propiedades bésicas de este determinante son las siguientes:
AFE (ev) = |e7W)) para todo y € N,
AI'E(g) = ATK ((l'*l')%> para todo € GL1(N),

AFE (zy) = AFE () AFE (y)) para todo z,y € N.

Para el caso en el que tomamos N = M(C) donde 7(x) = 1 2?21 xjjesla

—n
traza normalizada y det es el determinante usual, entonces tendremos que

AFE(A) = det[A]a.

donde A una matriz de d X d positiva definida.

Fuglede y Kadison demostraron que para una sucesién de matrices po-
sitivas definidas Ajp, As,... que convergen adecuadamente a un operador
limite a, el determinante normalizado converge a un limite bien definido y el
funcional limite tiene muchas de las propiedades usuales que se esperarian
en un determinante. La tnica propiedad no trivial que utilizaremos en es-
te trabajo es que ALK estd bien definida y es el limite de sus valores en
una sucesién de matrices adecuada. En lo que resta del trabajo omitiremos
el superindice y subindice para facilitar la lectura, es decir denotaremos al
determinante de Fuglede-Kadison simplemente como A(-)
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4.2. Convolucién de polinomios

En esta seccién presentaremos la convolucién aditiva simétrica que serd
la andloga finita de las convoluciones aditivas presentadas en el Capitulo 1.

4.2.1. Convolucién aditiva simétrica

La convolucién aditiva simétrica que presentaremos se define y utiliza en
[MSS15a] para dar cotas sobre las raices de ciertos polinomios.

Definicién 4.2.1 (Convolucién aditiva simétrica). Sean A y B matrices
reales simétricas de m x m, donde p(x) = det[xl — A] y q(z) = det[z] — B].
La convolucion aditiva simétrica de p y ¢ se define como

[p Br q)(2) = Eq{det[z] — A - QBQ"]}

donde la esperanza se toma sobre las matrices ortonormales () distribuidas
uniformemente (usando la medida de Haar).

Observacién 4.2.2. Si todas las raices de p y de ¢ son reales, entonces
todas las raices de pH,, ¢ son reales, debido a una teoria mucho més general
desarrollada en [BB09].

En [MSS15a], los autores demuestran que la convolucién aditiva simétrica
se puede ver de la siguiente manera:

Teorema 4.2.3. Si p(z) = Y it 2™ (1)l y q(z) = Yt ga™ (—1)'al
entonces tenemos que

[p By q}(x)zzxm—k(_l)k Z (m'— i)!_(m_—.j')!ag,a?'
o Sl ml(m —i— j)!

Demostracion. Denotaremos por ci(A) al coeficiente de (—1)*29=* del poli-
nomio caracteristico de una matriz, A, de dimensién d. Es importante obser-
var que c(A) es la k-ésima funcién simétrica elemental de los valores propios
de A. Para subconjuntos S, T C {1,...,d}, escribiremos A(S,T) para la sub-
matriz de A indexada por las filas en S y las columnas en T'. Escribiremos
A(S,:) para la submatriz que contiene las columnas de S. Observemos que

Para demostrar el teorema veremos la igualdad para cada coeficiente. Es
decir, veremos que si A y B son matrices simétricas de d x d, entonces
tenemos que

Eqer(A+QBQT) = > Wcz’(z‘l)%(f})
i+i=k
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donde () es una matriz ortonormal aleatoria.

Si escribimos A = UCUT y B = VDV donde las matrices C'y D son
diagonales y las matrices U y V son ortonormales, entonces podemos ver
que

Egcr(A + QBQT) = Eger(C+UTQVDVTQTU) = Eger(C + QDQT),
ya que UTQV es una matriz ortonormal. Debido al razonamiento anterior,

podemos suponer que A y B son matrices diagonales. Entonces podemos ver
que

EQCk(A + QBQT) = EQCk Z CLZ'GZBZT + Z bl(Qez)(Qel)T

i<d i<d

= EQ Z Ck (Zamm?%—Zbi(Qei)(Qei)T)
S, T:|S|+|T|=k ieS ieT

= Eg Z k (Msr(A(S, S) ® B(T,T))Mir)
|S|+IT|=k

= Eog Z det (M3 Msr(A(S,S) ® B(T,T)))
|S|+|T|=k

= Y det A(S,S)det B(T,T) - (Eq det(MIrMsr))

|S|+|T|=k

donde Mgy = [I(:,S)|(QI)(:,T)] es una matriz de d x k con columnas {e; }ics
y {Qe;}ier. Ahora podemos ver que la esperanza Eq det(MgTM s7) depende
solamente de |S|: =iy |T|:= j. Si fijamos S y T'y quitamos los subindices
para simplificar la notacién, podemos ver que

Eqdet(MTM) = Eqci(I(:,8)1(:,8) )e;(1(:, )T QIC,T)I(:, T) QT I(:, 5))
EQEn(1) - ¢;(I(:,8)"0QI(:, T)I(:, T)" Q™" 1(:, S)),

. . e s dist
donde II es una matriz aleatoria de permutaciéon. Como IIQ) =" @, entonces
lo anterior es igual a

EQEre;(1(, B)TQ(:, T)Q(:, T)'I(:, R)),

donde R es un subconjunto aleatorio uniforme de [d] de tamafio |S| = d — .
Ahora, si escribimos P = Q(:, T)Q(:,T)", tendremos que lo anterior es igual
a

Borry 3 alPRA)=Eorey 3 3 or(nm)
(d—z) |R|=d—i (

|R| d—i WCR,|W|=j
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Como cada W de tamano j = k — ¢ < d — i aparece ( d‘:ﬂ j) veces, entonces
lo anterior es igual a

1 d—j (ddf;zj)
Eo— ) e (P(W, W) =E

Como P es una proyeccién de rango j la anterior se reduce a

cj(P).

d—j . .
W57%) . (d=i)(d—j)!
(dii) dl(d — k)!
Por lo tanto podemos concluir que
Eqee(A+QBQT) = ) det A(S,S)det B(T,T) - (Eq det(MirMsr))
|S|+|T|=k
_ (d—[SP!(d —|T)!
= ) detA(S,S)det B(T,T) dd—
|S|+T| =k
_ (d —i)!(d — j)!
= Z ) Z ‘detA(S, S) det B(T,T)
i+j=k [S|=1,|T|=j
(d —i)!(d —j)!
= Z WQ‘(A)CJ‘(B):
i+j=k
que es lo que queriamos. ]

4.2.2. Transformada U

En el articulo de libertad finita [Marl5], la transformada U juega un
papel importante para formular los lemas y teoremas de una manera mas
elegante. Mas adelante veremos que podemos olvidarnos de la transforma-
da U y abordar los cédlculos desde un enfoque combinatorio, que resultara
un poco mas sencillo porque ya contamos con una plataforma similar que
vimos en los capitulos anteriores. El objetivo de esta seccion es presentar
la herramienta de la transformada U tal y como se presenta en el articulo
[Marl5], para que posteriormente podamos comparar ambos métodos.

Notacién 4.2.4. Dado un multiconjunto S, escribiremos |S| para denotar
al nimero de elementos en el multiconjunto (con multiplicidad). Por ejemplo
I{1,2,4,i}| = 4. Abusando de la notacién, trataremos a los multiconjuntos
como si fueran variables aleatorias. En cualquier caso, supondremos que
la variable aleatoria estd uniformemente distribuida en los elementos del
multiconjunto. Por ejemplo, pensaremos que

1
5 > fs) vy E{f(s)}
representan lo mismo.
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Lema 4.2.5. Sea S un multiconjunto finito de los niimeros complejos con
|S| = m. Entonces existe un tinico multiconjunto 7' de nimeros complejos
tal que |T'| = m y tal que

E{ln(z — )"} =InE{(z —T)™}

para todo z (donde In es considerado como el valor principal del logaritmo
complejo).

Demostracion. Si aplicamos la funcién exponencial de ambos lados y sim-
plificamos, llegamos a la proposicién equivalente:

[Te -5 =3 (7 )em e,

$; €S k=0

Observamos que ambos lados de la ecuacién son polinomios moénicos, asi que
s6lo hace falta mostrar que la igualdad se da para cada uno de los otros m
coeficientes. Cada igualdad se puede ver como tener una restricciéon en E{T*}
para 1 < k < m. Usando las identidades de Newton, esto es equivalente a
tener restricciones en las primeras m funciones simétricas elementales de
los elementos de T'. Sin embargo, esto es equivalente a tener m soluciones
de un polinomio de grado m, el cudl existe (y es inico) sobre los nimeros
complejos. O

Definiciéon 4.2.6. Dado un multiconjunto S, al multiconjunto T' que sa-
tisface las propiedades del Lema 4.2.5 le llamaremos la transformada U de

S.

La expresion que serda més til al utilizar la transformada U es la siguien-
te:

[ (@ —s) = E{(@ —1)"}.

$; €S
Es decir, cualquier polinomio ménico de grado m se puede escribir como
combinacién lineal de m polinomios, cada uno de los cuales tiene una sola
raiz de multiplicidad m. En particular, si S es el multiconjunto de raices
(con multiplicidades) del polinomio p de grado m, entonces tenemos que
p(z) = E{(z — T)™}, donde T es la transformada U de S. La propiedad de
que |T'| = | S| es importante como lo veremos en el siguiente lema.

Lema 4.2.7. Sea S un multiconjunto de niimeros reales y sea 1" su trans-
formada U. Entonces

E{f(s)} eR

para cualquier funciéon f que es analitica en el soporte de T.
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Demostracion. Como todos los elementos de S son reales, entonces todos
los coeficientes de

[Te-s=3 (7)o ey

Si€S k=0

son reales. Ahora, si consideramos el polinomio

q(x) = H (x—t;) = Z gz™
i=0

t; €T

Por las identidades de Newton, los coeficientes ¢; se pueden expresar en
funcién de los primeros m momentos (que acabamos de ver que son reales)
y por lo tanto, son reales. Sea Ar una matriz real simétrica cuyos valores
propios son los elementos de T'. El teorema de Cayley-Hamilton nos dice que
(como ecuacién de matrices) ¢(Ar) = 0. Entonces

0= tr [Apq(Ar)] =Y _ g; tr[Af ]

es una expresién para tr [A7"!] como combinacién lineal de tr[A%] para
k < m con coeficientes reales (y por lo tanto es real). Si procedemos induc-
tivamente, tenemos que tr[A%] = E{T*} € R para todo k y por lo tanto lo
mismo serd cierto para la funcién analitica. O

Observemos que si |T| es mas grande que |S|, entonces no podemos
garantizar lo anterior. Para ver esto, tomamos k > 0 y podemos usar la
misma légica que en el Lema 4.2.5 para encontrar un multiconjunto W con
|W| =m + k cuyos primeros m momentos sean iguales a los de pu, pero que
después el momento m + 1 sea complejo.

Aunque queramos tratar a nuestros multiconjuntos como distribuciones,
debemos tener cuidado cuando vamos en la direccién contraria. Diremos
que una distribuciéon p es m-realizable si existe un multiconjunto S,,, con
|S,| = m, tal que la distribucién uniforme de S, nos de las mismas pro-
babilidades que p. Diremos que el multiconjunto S, es su m-realizacion.
En particular, la transformada U siempre se debe definir en términos de
la realizacién de una distribucién y no en la distribucién tal cual. Es facil
observar que si una distribucion es m-realizable, también sera km-realizable
para cualquier entero positivo k. Sin embargo, estas realizaciones serdn muy
diferentes.

La utilidad de la transformada U radica en su habilidad para transformar
convoluciones de polinomios en independencia clasica. Esto se muestra en el

siguiente lema:
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Lema 4.2.8. Sean p y ¢ polinomios de grado m con S y T las transformadas
U de sus raices. Como podemos tratar a .S y T' como independientes, entonces
tenemos que

[p B gl(z) = E{(z — 5 -T)"}.
Demostracién. Sea p(z) = Yo xz™ "(—1)"p;. Como observamos anterior-
mente, tenemos que

m

pe) = (e = 5)") = o H-0F (] E(SH)

k=0

y por lo tanto p; = (7)E{S’} (y andlogamente g; = (T)E{TJ}) Por el
Teorema 4.2.3 tenemos que

pBmd(@) = Y a"™F=Dh Y (m(;iz!(;gn;!j)!m%

k=0 i+j=k

m !

= et 3 () (1) misE)

k=0 i+j=k

= Yot Y (1))
k=0 itj=k
— E{@-S5-T)"}.

O]

Como un corolario directo del Lema 4.2.8, obtenemos que la transforma-
da U es invariante bajo traslaciones o multiplicacién por un escalar.

Corolario 4.2.9. Sea T la transformada U del multiconjunto S. Entonces
las transformadas U de

{s+k:se€S8} y {ks:seS}

son
{t+k:teT} y {kt:teT}

respectivamente.

Demostracion. Sélo hay que utilizar el Lema 4.2.8 con ¢ = (x — k)™. O

4.3. Transformada R m-finita

En esta seccién, primero definiremos para cada m una nueva serie formal
de potencias, a la que denotaremos como transformada R m-finita. Poste-
riormente mostraremos la relaciéon que hay entre estas series y la transfor-
mada R que definimos en el Capitulo 1, con esto quedara claro el por qué
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las denotamos con ese nombre. Por tltimo veremos la relacién entre esta
transformada y la convolucién de polinomios que introdujimos al principio
de este capitulo. De esta forma mostraremos la relacién entre la probabilidad
libre y la convolucién de polinomios.

4.3.1. Definicion y propiedades basicas

Definicion 4.3.1. Sea A un operador real simétrico cuya distribucién es-
pectral, 4, tiene soporte compacto. Para un entero m, definimos la serie de
potencias

m a —XISs
Kyt (s) = —5-Inlle™"* Aal = A

donde el dominio de integracién es (pa, o0). Diremos que K77, (s) es la trans-
formada IC m-finita de pa. Y definimos la serie de potencias

Ry (s) = Ky, (s) = K (5)

donde pig es la distribucién constante 0. Diremos que R}, (s) es la transfor-
mada R m-finita de 4.

Observacién 4.3.2. 1. La transformada K™ es la andloga de la inversa
de la transformada de Cauchy en probabilidad libre. Ademaés, a par-
tir de la definicién, es claro que es invariante bajo transformaciones
unitarias de A.

2. Es importante observar que

K (s) = (1 " ;) -

La demostracién de este resultado es bastante sencilla, pero la escri-
biremos formalmente como un lema porque sirve para entender cémo
se relacionan los conceptos involucrados en la definicién de las trans-
formadas finitas.

3. La transformada R es la andloga a la transformada R. En la proba-
bilidad libre a la inversa de la transformada de Cauchy le restamos el
término % para obtener la transformada R, la versién finita de lo ante-
rior es restarle el término (1 + %) % a la transforma K™ para obtener
la transformada R™.

Lema 4.3.3. Sea pg la distribucion constante 0. Para cualquier entero m

se cumple que
1\1
Ky (s) = (1 + m) 3
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Demostracion. Primero calcularemos la norma del determinante utilizando
la transformada de Legendre:

—xs —xSs L —XISs
le”™A@I = 0)llm = lle”™(det[z] = O])m[lm = [le™" x[|m

= (/ e_mwsa:mdx)
0

— (Lfa™}(ms))

(m!)i
Cmtl ml
m m S§ m

3=

Sl

Para concluir solo hay que aplicarle logaritmo a lo que obtuvimos y luego
derivar:

O - o (m)m ) m+1
_%lnHe Azl = 0)||m = s (ln<mm&:1> - 1n(3)>

_ m+1\1
B m s

4.3.2. Relacién con probabilidad libre

El siguiente teorema es bastante importante porque muestra la conexion
entre las transformadas finitas y la probabilidad libre. Para su demostra-
cién utilizaremos varias de las cosas que vimos en los preliminares de este
capitulo.

Teorema 4.3.4 (Lema 4.6, [Marl5]). Sea A un operador Hermitiano cuya
distribucién espectral, p 4, tiene soporte compacto. Entonces

lim K7, (s) = g;j(s)

m—0o0
en todos los puntos s € (pa, 00).

Demostracion. Primero definimos la funcién f : (pa,00) — R de tal manera
que f(z) = —InA(xl — A). Es sencillo observar que f estd bien definida y
es continua en (p4,00). Ademads, si derivamos obtenemos que

f'(x) = —tr[(al — A) 7Y = =Gy, (@).
Si volvemos a derivar obtenemos que
f"(z) = tr[(zI — A)72] > 0.
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Por lo tanto f es estrictamente convexa y por el Corolario 4.1.5 tenemos que

() () = ()71 (8) = (=Gua (@)™ (s) = Gy (=)

Sustituyendo lo anterior en el Corolario 4.1.8 obtenemos que
Gk () = (1Y (=) = — 2 In e T g = — e~ Aal — A)c.
Ha 0s 0s

Por el Lema 4.1.7 concluimos que

Jin K7 () = i (<A@ - A,
_ 9 e Al — 4))
ds >
= g;j(s).

4.3.3. Relacién con la convolucién de polinomios

Ya que mostramos la relacién de la transformada finita con la probabi-
lidad libre, ahora sélo queda ver la relacién de la transformada finita con
la convolucion de polinomios. Para poder relacionar estas series de poten-
cias que acabamos de definir con los polinomios necesitaremos prescindir de
muchos de los coeficientes de la serie de potencias y quedarnos sélo con los
primeros coeficientes, por ello, antes de seguir adelante introduciremos un
tipo de notacién bastante intuitiva.

Notacién 4.3.5. Sea f(z) = Y22, a;2" un serie formal de potencias. Para
un entero no negativo k, escribiremos f mod [2¥] para denotar al polinomio
formado por los primeros k coeficientes, es decir

f mod [2*] = Zaiwi.

Y escribiremos
f=g mod [z

si f — g es el polinomio 0.

Observacién 4.3.6. Varias propiedades se pueden derivar ficilmente de la
definicion. Por ejemplo, si a, b, ¢, d y h son series formales de potencias,
entonces el sistema

a(z) =b(z) mod [z¥],

c

b
() =d(z) mod [z"],



implica que

a(z) + c(z) = b(z) +d(z) mod [zF],
y también implica que
a(z)e(z) = b(z)d(x) mod [z*].
Ademads, combinando las dos anteriores podemos concluir que
h(a(z)) = h(b(z)) mod [zF].

Si ademas sabemos que h es invertible, entonces utilizando la inversa en el
inciso anterior concluimos que:

a(z) =b(z) mod [¢*] <<= h(a(z)) = h(b(z)) mod [z"].

Ahora si estamos listos para comenzar, el objetivo principal de esta sec-
cién sera vincular la transformada R™ que acabamos de definir en 4.3.1, con
la convolucion aditiva simétrica que definimos en 4.2.1. Para ello, seguiremos
la misma idea de demostracién que utiliza Adam Marcus en su articulo, lo
primero que haremos es escribir R}}', (s) en términos de la transformada U
de A. La idea en los siguientes dos lemas es hacer los mismos calculos que
hicimos para la distribucion constante 0 en el Lema 4.3.3 pero para cualquier
distribucion.

Lema 4.3.7 (Lema 4.3, [Marl5]). Si A es una matriz real simétrica de
m X m, entonces

le” " A(zI — A)|I;y — +1
=[E{e ™54 mod [s™
[ A= o) — e .

donde T4 es la transformada U de A\(A).

Demostracion. Para una matriz real simétrica de m x m, A, tenemos la
simplificacion

Azl — A)™ = detfz] — A] = E{(z — T4)™},
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donde T4 es la transformada U de A(A). Entonces

le=™ Al — Al (ms)™* m
lemaGr—om — w1 AE = Al
m+1 [e%e]
= (ms)'/ e A (xl — A)"dx
e pa
m+1 o]
_ (mS)' / 6—(ms)aclE{(:C _ TA)m})dQZ
e pa

ms m+1 [e'e)
= e [ gy 4y — )"y
0

m

= E {(y + pa —TA)m}(ms)}

Zmo <n;> (pa—Ta)" "L {z"} (ms)}

m! mei O
{ m'emSPA ; z'( —1)! (pa=Ta) (ms)itl }

m'emSPA

I
&=

+1
m+1
m'emsPA
m+1

I
&=

I
=

< "(pa —Ta)™"
emspa Z Z)' }

=

emspA s(pa— TA)} mod [smH]

|
E =

{6 msTA} mod [ m—l—l]’

que es lo que queriamos demostrar. O

Corolario 4.3.8 (Corolario 4.4, [Marl5]). Si A es una matriz real simétrica
de m x m, entonces

m 1 8 —ms m
Ry (s) = %a—lnE{ Tay mod [s™]

donde T4 es la transformada U de A\(A).

Demostracion. Si al lema anterior le aplicamos la funcién logaritmo de am-
bos lados, que es invertible, por la Observacién 4.3.6 tendremos que

le™ Azl — A)||m> —msT 1
ln< ") = InE{e ™4} mod [s™].
lem= Azl = 0)[I77

Como estas series de potencias coinciden es los primeros m + 1 coeficientes,
sus derivadas coinciden en los primeros m coeficientes. Con esto y de la
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definicién de la transformada R obtenemos que:
Ruy(s) = K (s) = K (s)

a —xs a —xSs
= —%lnﬂe o(xl — A)||m + %lnHe Szl —0)||m
BRI (CTERR §
lem= Azl = 0)[|77

m 0s

— 10 —msT 4 m
= EalnE{e } mod [s™].

O

Ya que relacionamos a RJ}, (s) con la transformada U de A, utilizare-
mos el Lema 4.2.8 para relacionar la convolucién aditiva simétrica con la
transformada U.

Lema 4.3.9 (Lema 4.5, [Marl5]). Sean A y B matrices reales simétricas de
m X m. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1.
R, (8) + Ry (s) =Ry, ,(s) mod [s™].

BA+B

det[z] — A] B, det[z] — B] = det[z] — A — B].

Demostracion. Sean Ta, Tp y Tatp las transformadas U de A(A), A\(B) y
A(A + B), respectivamente. Por el Lema 4.2.8, sabemos que la proposicién
del segundo inciso es equivalente a

E{(x — Ta — Tp)™} = E{(x — Tasp)"}.

Esto ultimo ocurre si y sélo si los primeros m momentos de T4+ 715 v Ta+p
son iguales. Esto a su vez es equivalente a que

E{efms(TAJrTB)} — E{efmsTA_,_B} mod [Sm+1]
y como podemos asumir que T4 y T son independientes, lo tltimo es cierto
si y sdlo si
E{e‘mSTA }E{e_WSTB} = E{e_mSTA+B} mod [smH].

Como In es invertible, por la Observacion 4.3.6 tenemos que lo anterior es
equivalente a

fa(s)+ fB(s) = farn(s) mod [s"H]
donde fx(s) = —L InE{e ™*x}. Por lo tanto, por el Corolario 4.3.8, sélo
hace falta mostrar que la ecuacién anterior es equivalente a

S FAG) + 5 n(s) = - Fasn(s) mod [s7].

95



La primer implicacién es obvia, (ya habfamos mencionado que si dos series
coinciden en los primeros m+1 coeficientes, entonces sus derivadas coinciden
en los primeros m). Para la segunda implicacién sélo hace falta mostrar que
fa(0) + fB(0) = fa+p(0). Sin embargo, lo anterior es sencillo ya que por
definicién tenemos que fx(0) = 0 para todo X. O

Observemos que en el ultimo lema utilizamos fuertemente que A y B
son matrices de m x m. Esto es porque los primeros m momentos caracteri-
zan completamente la distribucion, lo cual es falso para distribuciones mas
generales.

4.4. Cumulantes finitos

Hasta ahora, lo tinico que hemos hecho en este capitulo es repasar los
puntos clave del articulo [Marl5]. En esta seccién introduciremos el concep-
to de cumulante finito y demostraremos algunos de los teoremas del articulo
(los cuales presentamos en la seccién anterior) pero desde un enfoque com-
binatorio, tomando como base las propiedades que cumplen los cumulantes
para los principales cuatro tipos de independencia.

Los resultados principales de esta seccién son parte de un trabajo de
investigacién que serd mandado a publicacién [AP16].

4.4.1. Definicién y notacion

Definicién 4.4.1. A los primeros d coeficientes de Rfﬁ ,(s) los llamaremos
cumulantes d-finitos y los denotaremos por /ﬁf. Es decir, /€’14, K/24, ey H:? son
tales que:

d—1
RﬁA(s) = Zf{fﬂsj mod [s7)].
§=0

Observacién 4.4.2. Es importante recalcar que estos cumulantes dependen
del entero d. Es decir, para cada d € N estamos definiendo d cumulantes
distintos. La razén para sélo definir los primeros d y no hacerlo para todos
los coeficientes de Rﬁ ,(8), es que la relacién de la transformada con la
convolucién de polinomios sélo depende de los primeros d coeficientes.

Notacién 4.4.3. 1. Dada A, una matriz real simétrica de d x d, deno-
taremos por pa(x) := det[xl — A] al polinomio caracteristico de A.
Ademas, si r1,79,...,74 son los valores propios de A. Entonces defini-

mos:
A._q

af::Zr1r2-~-rk parak=1,...,d.

sym
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2. Escribiremos

(d)n::(dﬁ!n)!:d(d—l)‘-'(d—n—l—l) para 0 <n <d.

Y denotaremos por (d), a la extensiéon multiplicativa de las (d),.

Observacién 4.4.4. 1. De la definicién anterior podemos obtener esta
importante relacion:

pa@)=(x—7r1)(x—1q) = Zxd*i(—wag‘.

2. Observemos que en el Lema 4.2.3 tenemos que a; = a’,? y by = akB.
Por lo tanto podemos reescribirlo de la siguiente manera:

paBapn d— i)' (d—17)! af af
aprfars = N (d!(d)_(i_]f])!)aflaf:(d)k > CROR

i+j=k i+j=Fk

para k=1,2,...,d.

Con la notacién que acabamos de introducir, podemos reescribir el Co-
rolario 4.3.8 (Corolario 4.4, [Mar15]) de la siguiente manera:

Lema 4.4.5. Si A es una matriz real simétrica de d x d, entonces
10 d (—d)iaf
d _ — ) d
R, (s) = Er In (ZE:O T s ) mod [s%].

Demostracion. Por la definicién de transformada U y la notacién que aca-
bamos de introducir tenemos que

d d
Zxd—i(_l)ia%‘l =(@—r) - (x—rg) = Zxd_i(_l)k (?)E{TZ}

=0 1=0
Por lo tanto tenemos que af‘ = ‘Y para i = 1,...,d. Entonces mod
[z7+1] observamos que:
d i d T d A
—dsTa | — (—ds)'T} _ _ A _ gt i
sfeen)=a{y oI =y o B - o

Esta dltima igualdad es justo lo que estamos reescribiendo, si la sustituimos
en el Corolario 4.3.8, obtenemos esta nueva version. O
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4.4.2. Los cumulantes finitos son lineales

Primero utilizaremos lo que aprendimos en le Capitulo 2 sobre algebras
de incidencia, para relacionar a los cumulantes finitos, k4, de una matriz A
con los coeficientes, a®*, de su polinomio caracteristico.

Lema 4.4.6 (Relacién entre cumulantes y coeficientes). Sea A una matriz
de d x d. Sean fﬁ;?, para n = 1,...,d, los cumulantes finitos definidos a
partir de A y sean a;?, para n = 0,1,...,d, los coeficientes del polinomio
caracteristico p4 (ver Notacién 4.4.3). Entonces se cumplen las siguientes

dos férmulas (una inversa de la otra):

al = (;Z)Z' Z (—d)'”‘ kA(n — 1)1, paran=1,...,d, (4.1)
(_ ) n TEP(n)

donde (n — 1)lx := [[y . (IV] = 1)L

A_ (=a)" (=1)nlzag (jr| - 1)! _
Ky = m Z (d)w para n = 1, ceey d7 (42)
TEP(n)

donde n!r := [[y . (|V L

Demostracion. Por el Lema 4.4.5 sabemos que:

d d . .
Agtl —pd (o 10 (—1)'ai'd" d
jzzllij 3]+1 :RMA(S) :-galn ZTS mod [3 ]

i=0
A partir de lo anterior se nos ocurre definir

(=d)'af!

]

(d)i

a; = 7! parai=0,1,...,dy
bj:—d/ij‘(j—l)! paraj=1,...,d.

Observemos que %4 = 1, ademaés si multiplicamos la ecuacion anterior por

—d y sustituimos los valores que acabamos de definir llegamos a que

d d

Q L b; j—1 d
85111(,232'!8)_2(]'—1)!8 mod [s“].

J=1

Por el Lema 3.5.1 sabemos que esta férmula es equivalente a la siguiente:

an = Z br paran=1,...d.
TEP(n)
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También podemos utilizar la férmula de inversiéon de Mobius en la ecuacion
anterior para obtener la ecuacién inversa:

by, = Z ar (=) =1 (|7 = 1) paran=1,...d.
TEP(n)

Sustituyendo los valores de las a, y b, en las dos ecuaciones anteriores
obtenemos que

(—1)"ald

@ n! = Z (=)™ kA (n — 1)1, paran=1,...,d

TEP(n)

Yy que

—d)"a4n!
—adn— 1) = Y SR e <) paran =1,
TEP(n) 4

Si despejamos y simplificamos las férmulas anteriores obtenemos las formulas

deseadas. O

Utilizaremos la formula anterior para ver que los cumulantes finitos se
comportan de manera lineal respecto a la convolucién de funciones. Aunque
aun no hemos definido una independencia de manera formal, cabe mencionar
que esta seria una de las propiedades deseables de los cumulantes.

Proposicién 4.4.7. Sean A y B matrices reales simétricas de dxd. Entonces
tenemos que

H
F‘:zA de:/iﬁ—k,k;kB para k=1,...,d.

Demostracion. Por la reformulacién del Lema 4.2.3 (Observacion 4.4.4) sa-

bemos que:

paBgpp A B
ay a; 4

@ 2=, @i (@

aB

A

Si sustituimos &—7) Y 7 utilizando la ecuacién (4.1) del lema anterior, el
i J

lado derecho de la ecuacion de arriba nos queda igual a

) (_;)Z; > () (= 1)ler? (_;)]], S (=)™ (n - 1)kE

i+j=k ) TeP(i) T€P(H)
1 k - i
o 2 () | Z et | | 2 oo
=k meP(i) reP(j)

Observemos que (’f) son las formas de partir a [k] en dos subconjuntos
ordenados, el primero con ¢ elementos y el segundo con j elementos. Por
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lo tanto, podemos tomar la suma para ¢ = 0,...,k sobre los subconjuntos
S C [k] y luego fijarnos en P(S) = P(i) y P(S¢) =2 P(j), donde S¢ = [k] - S.
De esta forma, obtenemos que:

> <k> D) KNS DN I I S ) L N OO D

i+ji=k L weP(i) TEP(H)

=> 1 X o™m-1d S =)™ - Dkl
Sclk] \m€eP(S) mEP(5°)

= > (™ -1 ) (o)™ = Dtk )
mUme€P (k)

La ultima suma la podemos reescribir, si primero nos tomamos las particio-
nes m € P(k) y para cada particién nos fijamos en las particiones m y o
cuya unién es 7. De esta manera, la dltima férmula es igual a

= > > (e )sd) ()™ - 1ignE )

reP(k) mUmy=m

- Y S O Do

TeP(k) TiUme=m

- Z Z |7r| 1)'%’{71?1 ’{52

7r€73 )7r1U7r2 =T

= Y " m-1 > wAkE

weP (k) mUme=m
= Y =)™ (=Dl + 55
meP(k)

De esta manera, obtenemos que

paBaps __ (d)k |7 —
aPABars — (—d)kkil Ezp%k)( d) (K] + K ) (n—1)!; para k=1,...,d.

Por otro lado, la ecuacién (4.1) que escribe a los coeficientes en términos de
cumulantes nos dice que:

aZAEdeB = () E (—d)I™ gpaBars (1)1 parak=1,...,d.

(—d)FEk!
weP(k)
Observemos que estas férmulas son iguales excepto que en la primera te-
nemos £ + k2 y en la segunda tenemos kPAP4PB como sabemos que esta
férmula tiene inversa entonces podemos concluir que son iguales, es decir:

B
RﬁA de:/if‘f'HE para k=1,...,d.
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Teorema 4.4.8 (Linealidad). Sean A, B y C matrices reales simétricas de
d x d. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1.
R () +RE_(s) =R (s) mod [s7].

paBgpB = pC.

Demostracion. Laigualdad de las series médulo s? en la primera proposicién
ocurre si y sélo si los primeros d coeficientes son iguales, es decir:

/i?—i—fikB:KkC parak=1,...,d.

Por el lema anterior esto ocurre si y sélo si

B
e aPB — ¢ para k=1,...,d.

Por las formulas que relacionan cumulantes con los coeficientes lo anterior
sucede si y sélo si

2
abAtIPB = o para k=1,...,d.

Y lo anterior es la igualdad coeficiente a coeficiente de lo que nos dice la
segunda proposicién. O

Si el lema anterior lo utilizamos con C = A 4+ B podemos concluir como
corolario el Lema 4.5, [Mar15].

Corolario 4.4.9 (Lema 4.5, [Mar15]). Sean Ay B matrices reales simétricas
de m x m. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1.
R, (8) + Ry (s) =Ry, ,(s) mod [s™].

HA+B

det[z] — A] B, det[z] — B] = det[z] — A — B].

4.4.3. Foérmulas entre momentos y cumulantes finitos

Ya que demostramos los teoremas desde un enfoque combinatorio, nos
gustaria ir un poco mas alld y dar una férmula entre momentos y cumu-
lantes finitos, para ello, primero debemos relacionar a los momentos con las
coeficientes del polinomio caracteristico.
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Lema 4.4.10 (Relacién entre momentos y coeficientes). Sea A una matriz
de d x d. Sean mﬁ, para n = 1,...,d, los momentos de la matriz A y
sean aﬁ, paran =0,1,...,d, los coeficientes del polinomio caracteristico pg
(ver Notacién 4.4.3). Entonces se cumplen las siguientes dos férmulas (una
inversa de la otra):

_1)n
ald = (n') Z (=d)™mA(n — 1)1, paran=1,...,dy (4.3)
TEP(n)

(—1)n oA
m£:>! S (—)ait(xl — 1) paran=1,....d. (44)

din—1)
TEP(n)
k k k
Demostracién. Recordemos que mf = % y que a? = Zsym TiT - T
para k=1,...,d, entonces, si definimos
;g:dm,?:r]f—l—rlg—k...—{—rs parak=1,...,d

tendremos que las a? y las b cumplen la recursién dada por las Identidades
de Newton:
k
kaj = Z(—l)lilaﬁ_ib; parak=1,...,d.

i=1
Si ahora tomamos

ak:k!a? parak=1,....dy

b, = (—1)F(k — 1)!b), parak=1,...,d

v los sustituimos en la recursiéon anterior, entonces tendremos que

k

il i1 Qk—i bi
G- ‘ k=1,....d
(k — 1)' ;( ) (k _ Z)' (_1)1_1(Zv _ 1)' para , ,

Si simplificamos obtenemos que

a—zk: k=1 biar_; ara k=1 d
k= i1 )bi%k—i P =1...,a

i=1
Y por el Lema 3.5.1 tenemos que
ap = Z br parak=1,...,d.
TEP(n)
Y podemos usar la férmula de inversién de Mobius para obtener que
bn= > ar(-1)" (x| - 1)1 paran=1,...d
TEP(n)

Por dltimo hay que sustituir los valores de las a’s y las b’s y simplificar para
obtener las formulas buscadas. O
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Ahora si, ya que relacionamos los cumulantes finitos con las a’s y estas
a su vez las relacionamos con los momentos, podemos concatenar ambas
férmulas para relacionar a los cumulantes finitos con los momentos.

Teorema 4.4.11. Sea A una matriz de d x d. Sean m? y s}, para n =
1,...,d, los momentos y cumulantes de la matriz A, respectlvamente. Se
cumplen la siguientes férmulas (una inversa de la otra):

- dn—1 Z (—1)|7"|(‘7T‘ - 1)' Z<_d)\a\ma(n _ 1>!07

—1)!
(n 1)'ﬂep(n) (d) o<m
paran=1,...,dy
1
- —1)l=l — 1) —a)lel —1)!
M = ) §)< @] = 1)1 3 (=)l (n = 1)

paran=1,...,d.

Demostracion. La férmula (4.2) nos dice que

—d)" D)™ an (x| — 1)!
”n:()z()(d)ﬁ(u)

—1)!
d(?’L ) TEP(n)
(=d)" (=1)'"( \WI - 1!
= dn-1)! Z (d) H|V“a|V|
TE€P(n)
donde estamos suponiendo que m = {V1, ..., V;}. El producto que aparece al

final lo podemos escribir en términos de momentos si utilizamos la formula

(4.3):

J

J
[TVl = JTIED™ >0 (=d)ime, (0= 1)k,
i=1

i=1 oi€P(|Vil)

= (D' > (=dme(n—1),

=10, €P(|Vil)

= H > I Cdmp(vi-1)

=1 UZGP(‘V |) VEO’l

= (=" > (—=d)7'mgs(n — 1)),
o=01+...+0;
1 E€P(IVA]),-.0 €P(|V;)
= (=)™ (=d)lmg(n—1)L.

o<m
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Por lo tanto concluimos que

(=d)" Z (—U'”'(\ﬂ—l)!(

ﬁn == R A — _ n _ |O’|mg n — I
dn—1)! S| ), 1) ;S;( d) (n—1)!
o a! (=)Il(|jz| = 1)! el
(n—1)! ﬂg}%ﬂ) ()~ ;S;r( )% 'mg(n —1)!,.

Para la segunda férmula debemos realizar un procedimiento andlogo,
s6lo que ahora debemos unir la férmula (4.4) con la férmula (4.1). O

Observaciéon 4.4.12. Si en las férmulas del lema anterior, primero suma-
mos sobre las particiones o y luego sobre las particiones m podemos reescribir
las formulas de la siguiente forma:

Ky = qn—1 Z (_d)‘0|mg(n B 1)!U Z (—1)|7r|(|7r| — 1)!’

_ |
(TL 1) oGP(n) >0 (d)ﬂ'

paran=1,...,dy
1
"= g 2 (T reln = Dle > (=D (@arl — 1)
o€P(n) T>0
paran=1,...,d.
Observacién 4.4.13. Las féormulas explicitas de los primeros cuatro cumu-
lantes finitos en términos de los momentos son:

d _

d d
w = g ma =)
2
(d) d 3
= — — _(9m3 —
Ks (d—l)(d—2)(m1 3mimsg + mg)
d d* 2d — 3 10d — 12 5d — 6
I{i) = (d)4<m4—4m3m1— d_lm%—F d—1 mgm%—d_lmil>
B d74m7“4—64
o (d)4 m—1

donde 74 y ¢4 son el cuarto cumulante libre y el cuarto cumulante clasico
respectivamente. Las férmulas explicitas de los primeros cuatro momentos
en términos de los cumulantes finitos son:

m = Ki
d—1 )
mo = d Ko + K]
d—1)(d—2 3(d—1
my = @ZDE=Y - 3d-D

d? d
(d)4 4(d—1)(d—2)HSHIJr (d-1)(2d—3) , 6(d—1)

my = g K4 + PR PR K5 d
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4.4.4. Anadlisis de las formulas obtenidas

Como podemos observar, las formulas para el cuarto momento y cuarto
cumulante ya se empiezan a complicar y para el quinto ya son notoriamente
mas complicadas. En esta seccion analizaremos la férmula que escribe a los
momentos en términos de los cumulantes, para ello serd mas 1til la segunda
férmula obtenida. Antes de comenzar, introduciremos la siguiente notacion
para simplificar las cuentas.

Definicién 4.4.14. Para cada particién o € P(n), donde n € N, denotare-
mos como P, al siguiente polinomio en d:

Py(d) == 3" (~1) " (d)(fm] — D)L

>0

Teorema 4.4.15. Para todo o € P(n) tenemos que P,(d) es un polinomio
(-l (n—1)ln,
(nt+1-lo])!

de grado n + 1 — |o| y su coeficiente principal es
Demostracion. Procederemos por induccién sobre n. La base n = 1 es tri-
vial. Supongamos que la afirmacién es valida para todo m < n y veamos
que es valida para n. Digamos que o = {Vj, V1, ..., Vik_1}, (esto quiere decir
que |o| = k). Supongamos que Vj es el bloque de o que contiene al elemento
n y digamos que |Vy| = j. Podemos distinguir dos casos: j =10 j > 1.

Caso j = 1. Definimos ¢’ € P(n—1) como o/ = {Vi,...,Vi_1}. Y acada
particién © > o’ de la forma © = {Uy, ..., U, } le asociaremos las particiones
70,1 - .., T € P(n), definidas de la siguiente forma: mg = {Uy, ..., U, {n}}
ymi={U,...,U_1,U; U{n},Uit1,...,U,} parai=1,...,r.

Para las siguientes cuentas es importante recordar que |r| = k y que

(d)r, = H?:l (d—(li‘!/-il)! donde m; = {V{,...,V{} (hay que observar que V}’ =
J

VysijAiy Vi=V,U{n+1}).
Si juntamos todas las pequenas observaciones anteriores, obtenemos las
siguientes igualdades:

||

> (D), (Jmif — 1)t
1=0

= (=)™l (d)my (Jo] = 1)1+ Y (= 1) (), (|| = 1)

=1

= (~)"™d(d)xrt + ) (=1)"(d — [Vil)(d)x(r — 1)!
=1
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r

= —d(=1)"(d)xr! + (=)™ (d)x(r = 1)1 (d — |Vi])
=1

(=1 (@)(r = D (=dr) + (=1 (D) (r = D(dr — (n = 1))
(=1)"(d)x(r — 1)! (—dr + dr — (n— 1))
()M (@ (|| = D! (=n +1).

™

Por otro lado, es importante observar que si > ¢’, entonces m, ..., T, >
0. Ademss, cada 7’ > o esté asociado a exactamente un © > ¢’. Por lo tanto
tenemos que:

P(d) = > (-)"l(@d)x (7’| - 1)!

= ; ;Zj;(—l)'“'(d)m(lm\—l)!

= Z (1@ (7] = )t (= + 1)
= i{; 1) 30 (1) @a(fal - 1)}
=<%n—ngi@.

Por la hipétesis de induccién sabemos que P,/(d) es un polinomio de
grado(n—1)+1—]o/|=(n—-1)+1—(k—1)=n+1—k y su coeficiente

principal es (_1()(:1(1()1_11_); ,ll))!!”a’ = (_1)(2:1(71;)2!)!””. Por lo tanto, concluimos

que Py(d) es un polinomio de grado n+1—k =n+1 —|o| y su coeficiente
principal es

(—D)*1(n—2)n, (=1)ll(n — 1)In,

—(n—1) (n+1—-k)! — (n+1—|o])! ~

que es lo que queriamos demostrar.

Caso j > 1. A cada elemento 7w € P(n) de la formam = {Uy, Uy, ...,Ur_1}
(donde Uy es el bloque de 7 que contiene al elemento n) le asociamos el ele-
mento 7’ = {Up\{n},U1,...,U,—1} € P(n — 1). Digamos que U, = Up\{n}
Es sencillo observar que m > o si y sblo si 7’ > ¢’. Ademds, para todo m > o
tenemos que || = r = || y que (d)r = (d—|Ux|)(d), . Por lo tanto tenemos
que

Pr(d) = Y (=)IM(d)x(lx| - 1)!

>0

= S ()™ (@) (d — U] 1)t

>0

106



= d Y ()T =Dt = Y ()T D) (7| = DU

= dPy(d)— > (=)™ N(d)n (7| = DUx.

7' >0’

Para poder aplicar induccién nos hace falta modificar un poco mas la
segunda suma, ya que aparece un factor |Ur| que no aparece en la hipdtesis
de induccion. Lo que haremos serd separarla en varias sumas que si cono-
cemos. Primero recordemos que por definicién o' = {Vp\{n}, V1,..., Vi }.
Llamemos V := Vjp\{n}. Definimos las particiones o1, ...,04-1 € P(n — 1)
de la siguiente forma:

O—i:{‘/17"'7‘/;—17‘/;UV7‘/’£+17"'7V]€71}7

para i = 1,...,k — 1. La razén de definir estas particiones es la siguiente.
Si tomamos un 7’ > o’ entonces sabemos que V C U, y por lo tanto debe
ser de la forma U, = V U (Ujer, Vi) donde I C {1,...,k — 1}. Es sencillo
observar que ¢ € I; siy sélo si 7 > o;. Por lo tanto tendremos que:

k—1
Unl = VI 4+ D IVil = [VI+ D Luse, Vil.
i€l =1

Utilizando lo anterior podemos separar esa suma de la siguiente manera:

S (=)™ d)w (7] = DT

' >0’
k—1
= (- (|7’ = 1)! <|V|+le/zoi|%|)
7' >0’ i=1
=V Y (- MEAEIES (Zl 2o Vil (=) (d) (7] = 1)!>
' >0’ 7'>0’ \i=1
k—1
= VIPyr(d) + D [Vil | D Larso, (=)™ (@) (7] = 1)
i=1 ' >a!
= [VIPo( +Z|V| > (= (7| = 1)!
7' >0;

= |V[Fo(d) + Z Vil P, (d)

Si sustituimos esta ecuacién en la que ya tenfamos anteriormente pode-
mos concluir que:
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k—1
Py (d) =dPa/(d)—(IVIPa/(d)+Z\Vi!Pai(d)) = (d=|V])F, ZIVIPJZ
i=1

Por hipétesis de induccién sabemos que P,/(d) es un pohnomlo en d de
grado (n — 1) + 1 — |o'| = n — k y su coeficiente principal es

()0 =)~ iy _ VO ) i om,
(n—1)+1—1o')!  (n—1)+1—-Fk! (n—k)lj (=1
Por lo tanto, al multiplicarlo por d — |V| obtenemos un polinomio de grado
n+ 1 — |o| con el mismo coeficiente principal.
También por hipdétesis de inducciéon sabemos que para i =1,...,k — 1
se cumple que Py, (d) es un polinomio de grado (n — 1) + 1 — (|oy|) = (n —
1)+ 1—(k—1)=n+1—k con coeficiente principal

(Ol —1) = Dtny, (D= 2)! (e )
(n=1)+1— (o))t (n+1—k) :

Por lo tanto, P,(d) es un polinomio de grado n+1— |o| y con coeficiente

principal:
k—1 (—1)%1(n — 2)! (ncfjijlﬂt-'\%‘)
VZ: 3
; Vil (n+1—-k)!

(D) n—2)n, (S22
TS (;(J—lntl‘/i!))

(-1 (n —2)n, .
= - (k-1 — .
o (G = D= 1)+ (1= )
Con lo anterior podemos concluir que P,(d) es un polinomio de grado
n+ 1 — |o| y con coeficiente principal:

(—Dk(n —2)!n, . (=) (n—2)n, . .
(n—k)y =1~ (n+1—k)lj (=D& =1+ (n—-7j))

(=D)k(n —2)n,
(n+1—-k)lj

(n+1-k)G—-1)+ ((G=DE-1)+

~C (1=K = 1)+ (= Dk —1) + (n— )
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que es lo que queriamos demostrar. ]

Teorema 4.4.16. Los cumulantes finitos tienden a los cumulantes libres.
Es decir:

lim /-;(d)

_= ’["O_
d—o0

para toda o € P.

Demostracion. Primero debemos modificar la férmula de momentos en térmi-
nos de cumulantes finitos utilizando la notacién que introdujimos:

1
= — — E _ el _1\
My, dti(n —1)! % )( d)' % ks (n — 1), Py(d)

_ oy e DDy

n+1—|o| — 1)
o€P(n) d (n 1)

(4.5)

Sea Q,(d) := %Pg(d) un polinomio en d. Por el lema anterior

sabemos que @, (d) es un polinomio ménico de grado n 4+ 1 — |o|. Ademads

(Dl =1l (=Dl(n = 1ty (=)l = 1t

(n—1)! o(d) = (n—1)! (n+1—|o])! o(d)
nly
R A

Entonces tenemos que:

Ko nly

mo= Y Q0(@)
n+1—|o| _ |

c€P(n) d (n +1 |0—‘)

_ Z nly Qo (d) P

- _ | gn+l—|o| %
= )<n+1 G

- Z n+1 o Ko-
ceNC(n d ‘ |

Donde la ultima igualdad se obtiene al aplicar el Lema 2.5.4 para las par-
ticiones que no se cruzan y para todas las particiones. Como Q,(d) es un
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(d)

polinomio moénico de grado n + 1 — |o|, despejando k,,’ concluimos que:

d"
1f ) — i d)
Fare d—oo (d), Ue%(n dn+1 IUI
o#ly
_ o Qs(d)
= mn= D lim SRR
ceNC(n)
o#ly
= my— Z dlinolo /fg.d)
ceNC(n)
oFly
S
ceNC(n)
o#ln,

= 7.

Lo anterior prueba el resultado para toda n € N. Finalmente, por la mul-
tiplicatividad de los cumulantes se sigue el resultado para cualquier parti-
cién. O
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