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Resumen

El objetivo del presente trabajo es mostrar una aplicacién del Teorema de Carathéodory
a la construcciéon de la medida de Wiener, a partir de lo cual construimos de manera
natural el proceso de Wiener mediante un procedimiento canénico.

1 Introduccion

Recordemos que el teorema de extensién Carathéodory establece que dada una medida p
definida en una dlgebra A de subconjuntos de un conjunto €2, existe una o-dlgebra F y una
tnica medida [P definida en F tal que A C F y P(A) = pu(A) si A € A.

*Trabajo realizado en el Verano del 2008 en el CIMAT, bajo la direcciéon de Victor Pérez-Abreu, y con el
apoyo del Programa del Verano de la Ciencia de la Academia Mexicana de Ciencias



En este trabajo tomaremos €2 como el espacio de las funciones continuas con la topologfa de
la norma del supremo y la o-édlgebra de Borel B(C).

En la Seccién 2 consideramos el dlgebra de cilindros de C = C[0,1], la cual demostramos
genera a B(C), para lo cual usamos el hecho de que C es un espacio métrico separable. En la
Seccién 3 construimos la medida de Wiener p sobre el dlgebra de cilindros, teniendo como
herramienta principal a las distribuciones Gaussianas multivariadas. En la Seccién 4 usamos
el Teorema de Carathéodory para extender la medida p a o-dlgebra B(C), siendo posible
dicha extensién gracias al Teorema de Ascoli-Arzela.

Dado el espacio de probabilidad (C,B(C), u), en la Seccién 5 construimos el proceso de
Wiener y estudiamos sus principales propiedades distribucionales, mientras que en la Seccién
6 se analizan las propiedades de sus trayectorias. En particular damos la prueba de la no
diferenciabilidad de las trayectorias del proceso de Wiener. Finalmente, en la Seccién 7
concluimos con consecuencias sobre soporte de la medida de Wiener, mostrando en particular
el subconjunto de las funciones diferenciables en C tiene medida de Wiener cero.

2 Algebra de cilindros

Sea C el conjunto de todas las funciones z (t) reales, continuas y cuyo dominio es el intervalo
[0,1] con x (0) = 0.
Observe que C es un espacio de Banach con la norma supremo

2] = sup [z ()]
0<t<1

Un subconjunto I de C de la forma
I={zeC:(z(t1),x(ta),....,x(t,)) € E},

donde 0 < t; <ty < ---<t, <1y E un conjunto de Borel de R", lo llamaremos conjunto
cilindro.

La coleccién R de conjuntos cilindros de C es una dlgebra, pero no una o-algebra.

Sea B(C) la o-algebra generada por los abiertos en C con la norma supremo. Probaremos
que la o-algebra generada por R es la o-dlgebra de Borel B(C), lo que se consigue verificando
que la bola cerrada unitaria estd en o (R) ya que C con la norma supremo es separable y si
X un espacio métrico separable, entonces todo conjunto abierto en X es la unién numerable
de bolas abiertas.

Se cumple que

{z:||z]| <1} €ad(R).
El resultado se sigue de inmediato pues,

[e.e]

k
: <1} = ()| <1Vi=—, k=1,2,...,2" }.
il <1h = {eslo@l <1 = 5 k=122

n=1



3 Medida de Wiener en los cilindros

Sea [ el conjunto cilindro dado antes. Definimos

1

,u([) = [(27T)nt1 (t2 —tl)...(tn—tn_1>]_2
1w (ug —up)? (un—un_1)2
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1 es llamada la medida de Wiener en C. La integral en C con respecto a i es conocida como
la integral de Wiener.
Si f es una funcién Wiener integrable, su integral la denotaremos por

E [f]E/Cf(w)u(dx

1 es aditiva finita en el dlgebra R.
Observe que si 0 < t < 1, entonces

p{a(t)a<w(t) <b}) = ﬁ

y por tanto, z (t) tiene distribucién normal con media 0 y varianza t.
Mads ain, si 0 < s <t < 1son fijosy E = {(z,y) : a <2 —y < b}, entonces de la definicién
de 4,

p{zia<a(t)—z(s)<b}) = p({z:(z(s),z(t) € E})
- b [ {4l
1 2 _ )2
S — —o [+ ¢ dud
V (27r)25(t_5) /oo /era exp{ 2 [s * s } e
Haciendo el cambio de variable © — v = 71 y v = 79, obtenemos que
00 b 1 9 9
p{r:a<x(t)—xz(s)<b}) = m/ /exp{—§[f+ﬁ]}dﬁd7
= L befédT 4 h e‘édT
O Wmts) 1 Vars - 2
= \/—/ e t- éd7'1

Es decir, si t > s, z (t) — z (s) tiene distribucién normal con media 0 y varianza t — s.




4 o-aditividad de la Medida de Wiener

Dedicaremos esta seccién a probar que p tiene una extensién o-aditiva en la o-dlgebra gene-
rada por el conjunto de los cilindros, pero antes de ello introducimos la siguiente notacion:
1. § = ndmeros racionales binarios en [0, 1].

2.Co={reC:Fa=ual(x) tal que |z (t) —x(s)] <alt—s|" Vt s}

3. B={reC:Ja=a(zx) tal que |z(t) —xz(s)] <alt—s|* Vt,s € S}.

4. Hyla] ={x € C: 3 51,50 € Stal que |z (t) —x(s)| > alt — s|"}.

5. Hy={x€C:Va>0,3s1,s €S tal que |z(t) —x(s)|>alt —s|"}.

6

7

O

—

Aoakn = {x eC: |x (2%) —x (%H > a (2%)&}, k=1,2,3,..,2"
. w* = la medida exterior de pu.
bserve que H, [a] es abierto, I, 4k, es un cilindro y si z € C,, x es Lipschitz de orden a.

a)0<a<fB=C,CCsCC,

b) Cy = By, a > 0,

C)H—mH ﬂHa[an],an>O,an/oo,
a>0 n=1

d) H,=C\B,,.

a) Es claro que Cs C C, probemos entonces la otra contencién, para ello suponga que = € C,,
es decir, existe a = a () tal que para todo t y s, |z (t) — z (s)| < alt — s|”.
Luego, |z (t) — z (s)| < alt — s|° para todo ¢t y s, ya que o < 8. Asf x € C, y por tanto
C, C Cﬁ.
b) Dado que es trivial que B, C C,, probaremos que C, C B,,.
c) La primera igualdad es clara.
d) Veamos,

C\B, = CnB,
= {zeC:Va=a(zx) |x(t)—x(s)| > alt—s|” para algin s,t € S}

Sea o >0y a>0. SizeC satisface para todo k =0,1,...,2" y para todon = 1,2, ... que

o (35) —= (5| < a(z)”

entonces
|z (s1) — @ (s2)| < 2a15—= |51 — s2|” V51,80 € S.

Sisley$2:1,

e =2 O] < [o0) = ()4 (52) =0 (5] + o+ o () ~ 2 0)
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N
@
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Supongamos ahora que s; < sg y [s1, 2] # [0, 1]. Observe que todo s € S se puede expresar
de forma tinica como 2% con k impar y mds aun, existe un tnico sg € S con s; < s, < s9y
50 = 55 (¢ impar). Ahora bien, si sy # s1, entonces

SO_Sl:Zml+271n2+.”+%’m1<m2<.”<mj
y si Sg # So, entonces
1 1 1
32—30:ﬁ+ﬁ+...+27k,n1<n2<...<nk.

Considere los siguientes intervalos,

Sea p = min (my,n1) y ¢ = max (m;, n;), entonces

[z (s1) = (s2)] < [o(s1) =2 (s0)] + |7 (s0) = (s2)] <

z (31 +2%) — 2 (s1)

1 1 1
+ |z 51+2mj_1—|-2mj —x 31+2mj +oe
1 1
—l—:c(so)—a:so—%jtx S0+ o — 2z (so)
1 1
+o |z (s2) —x ot gy Tt o

AN

L) 1 " 1\ 1\°

¢ 2M;j ta omj—1 +---+a 271 +a 271
1 «

4+t o

q o e

! (z) ! )
< wY(4) <2l <ot
k=p

/’l‘([a,a’k’n) S \/%%Qn(a—%)efé,zn(l_ga).

Recordemos que para t > s, z (t) — x (s) tiene distribucién normal con media 0 y varianza
t — s, ademds que I, 4 €s un cilindro, luego,

2 oo __T
M(Ia,a,k,n) - / € 22% dT?




donde para obtener la igualdad anterior hemos hecho t? = 2772

Por otro lado,
o0 7—2 o0 7'2
/ e 2dr < / (Z> e 2dr
b b b

I s
= Ee 2 para b > 0.

Asi,
21

H ([oz a k:n) < —_ . 2”(0—%)6—§.2n(1—2a).
T Vma

Para o > 0 y a > 0, tenemos que

1 21 — 1) _ a2 ok(1—2a)
“( H, |2 <[22 ak(eds) g 20
i (1 [pr ] ) < A St

Del Lema 7 y de la definicién de 1, 4k, se tiene que

oo 27" 1 c
ﬂﬂ aakn |:2a’1_2_a:| :

n=0 k=1

Ha |20

Asi,

oo 2™
:| UUIaakm

n=0 k=1

y por lo tanto,

00 277.
. 1
M (Ha |:2a1 —_ 2a:|) S Z ZH (Ia,a,k,n)
n=0 k=1
< 2n Oc—* a on(1-2a)
_zzﬁa
n=0 k=1
Ta f—~
Observacién 1 La serie anterior diverge para o > 2 y converge cuando 0 < a < % En
efecto, sea 6 = 5 — «, eligiendo N lo suficientemente grande de modo que N > 25 , Se sigue

que e~* < ﬁv pam x grande. Asi la serie esta dominado por

o0

Z (21,5,25]\,)1@ para algin kg.
k=ko

y por tanto, la serie es convergente.



Sin embargo, podemos mostrar un poco mas.

Lema 2 Sea a >0 y0 < a< % Si I es un conjunto cilindro contenido en H, [2@4}

1-2—«
21 1 _ 1
entonces pu (I) < \/i — 7575, donde § = 5 — .

Tal_91—-0g—a25/27

Demostracién. Usando el hecho de que, 2¥ > %, (y > 0), se tiene que

(0. ]
sz(1—5)e—§225k < 2k(1—5)6—ﬁ5k
k=0

2

k
(2(1—5)6—§5>

1
1 — 21-dp—a?5/2"

NE

B
Il

0

M]3

B
I

0

Observacién 3 Observe que lim * ——L1—— =0.
a—o0 @ 1—21-8¢—a%4/2

Teorema 4 (Wiener) i es una medida en la o—dlgebra generada por R.

Demostracién. Sabemos que si p es una funcién aditiva y continua por arriba al vacio, en-
tonces u es o-aditiva en el dlgebra de cilindros de C. Luego, por el Teorema de Carathéodory
podemos extender p a o (R).

Dado que u es aditiva por el Teorema 1, es suficiente probar que nh—{{olo p(I,) = 0, donde I,

es una sucesion decreciente de conjuntos cilindros cuya interseccién es vacio.
Sea,

I = I, <t§”>, 159, 15 En)
= {m eC: <x (tﬁ”)) , (tén)> sy T (tg?)) ek, C ]RS”}
Paso 1: Elijamos un conjunto G,, C E,, tal que p (I, \ K,) < 557 donde
K, = K, (tY‘), 157, ot Gn) .

Sea L, = ﬁ?le ; € R, entonces, L,, es un cilindro y ademés L,, C K,, C I,.
Ast, 11 (1) = i (I \ Ln) + (L), pero como

[n \ Ln — In \ m?:lKj = U?:l (In \ KJ) - U?:l (IJ \ Kj)u

se tiene que, i (I, \ L,) < >77_, 55 < 5y por lo tanto,

p(l,) < g + p(Ly,) para todo n.



Paso 2: Ahora mostraremos que existe ng tal que p(Ly,) < § siempre que n > ng, para

obtener que u(I,) < € siempre que n > ng, lo que significa que lim p(1,) = 0, que es
justamente lo que querfamos probar.

Sea b = 2a$, donde 0 < a0 < % Por el lema 11, podemos elegir un b lo suficientemente
grande para que p (1) < § cuando I C H, [b], entonces p1 (L, N H, [b]) < 5.

Resta probar que existe un ng tal que

M, = L,NH,[b=0,Yn > ng.

Observe que M, N\, y N>, M, = (. Suponga que M, # 0 para todo n. Para cada n
elijamos x,, € M, y consideremos la sucesién {X,},  en C. {X,} es equicontinua porque
T, € Hy [b]°. Miés atin, {X,}, .y C R es acotada para cada t porque |z, ()| < bt°.

Dado que {X,}, .y C C que es un precompacto, por el Teorema de Ascoli-Arzela, se tiene
que existe una subsucesion, tal que z,, — z¢ € C uniformemente, y asf 29 € H, [b]".

Fijemos ahora ng, entonces z,, € M,, Vn > ng, ya que M, es compacto, se sigue que zo €
M,,. Asi, xqg € M, para todo n y por lo tanto, zo € N>, M, lo cual es una contradiccién,
pues N, M,, = ().

Finalmente, recordemos que M,, es decreciente para la cual hemos probado que es imposible
tener que M,, # () para todo n. Asf que M,,, = () para algin nq y por tanto M,, = (), para
todon > ng. =

5 Construccion del Proceso de Wiener

Consideremos el espacio de probabilidad (€2, F,P), donde 2 = C, F es la o-algebra generada
por los cilindros y IP es la medida de Wiener en F. Definimos la familia de variable aleatorias
{W; : 0 <t <1} que llamaremos Proceso de Wiener, de la siguiente manera: Parat € [0, 1],
se define la variable aleatoria W; : 2 — R como Wy (z) = z(¢), x € Q.

A continuacién presentamos algunas propiedades de esta familia de variables aleatorias.

Lema 5 a) Wy = 0.

b) Wy tiene distribucion normal con media 0 y varianza t.

c) Sis <t, Wy —Ws tiene distribucion normal con media 0 y varianza t — s.
d) Si0<t<s<v<u<l, Wy—W, yW, — W, son independientes.

Demostracién. Dado que a) es inmediato, tanto b) como c) se siguen de las observaciones
hechas en la Seccién 2, probemos tinicamente d). =

Corolario 6 a) Si p es un nimero par
Ev (Wt - Ws)p - 07
en otro caso,

1 p 1
EN‘Wt—WS‘p = _71' 2p (t—S)pF (5—’— 5) ,

8



donde T' es la funcion gamma.
b) E, [W,W,] = min (t,s).

Demostracién. a) Se sigue del inciso (b) del lema anterior.
b) Considere ahora la variable aleatoria W, W; con t < s, entonces

W W, =W, (z(s) — W) + W2,

ast que,E, (W,W;] = E,, [W; (Ws — W,)| + E,, [W?] .Pero como,

E Wy (W =W = E,[(We = Wo) (Ws — W3)]
= LB [Wt - WO] Eu [Ws - Wt]
= 0

y E, [W?] =t, se tenemos que E, [W,W;] = t.
Similarmente podemos obtener que, E, [W;W,] =t cuando s <t. m
Del lema se sigue que

Teorema 7 La familia de variable aleatorias {W; : 0 <t < 1} define un proceso de Wiener.

E, [Wi;W,] = min (¢, s), se conoce como la funcién covarianza del proceso de Wiener.

6 Propiedades de Trayectoria del Proceso de Wiener

Recordando que C,, es el conjunto de las funciones Lipschitz de orden «, el siguiente teorema
estable que las trayectorias del proceso de Wiener son continuas casi seguramente para
0<a< %, asi mismo que el conjunto de trayectorias diferenciables tiene medida cero para
1
o> 5.
2

Teorema 8 a) pu(C,) =150 < a < 1.
b) 1(Co) =0 sia > 3.

Demostracién. a) Por el Lema

Co. = B, (inciso b)
= H, (inciso d)

= U, H¢ [a,] (inciso c)

donde a,, > 0 y a,, — oo cuando n — oc.
Ast 1 (Cyp) = limy, oo po (HE [ay)]) = 1 — limy, oo o (Hy an]) =1 -0 = 1.

b) Sea
k E—1 1\“
— | — < — = L2
x(2n> x( on )'_G(Z") para todo k =1, 2, ,2}

9

Joan = {33 eC:




Por otro lado, tenemos que H¢ [a] C J,4n para todon =1,2,3, ...
Veamos ahora que las variables aleatorias x (%) —x (%), k=1,2,...,2" son independientes

con distribucién normal con media 0 y varianza 2%,

() (%) == () }

2TL
t(Jaan) = Hu{xGC:

IA
—
Ao
S
YO
tiis
~——
Q
o

ezn{log \/ga_(a_%)"loﬁ} — 0, cuando n — oo.

Asf, lim i (Jaan) = 0 para cada a > 0, @ > 5 y por tanto, p (H, [a]) = 0 para cada a > 0

n—oo
ya> 1.
Finalmente del Lema 6 se tiene que 4 (C,) =0 para o > 5. m

7 Soporte de la Medida de Wiener

Sea G = {G C C: G es abierto y i (G) = 0}, entonces el abierto mas grande de medida cero
esUd = U,G, donde G, € G. El complemento de G es llamado soporte de . Observe que
G es el cerrado méds pequeno cuyo complemento tiene medida cero.

Sea H ={z € C no diferenciables} y K ={x € C continuas}, del Teorema 17 se sigue que el
soporte de p estd contenido en H y K.
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