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Capitulo 1

Matrices Aleatorias

1.1. PRELIMINARES DE ALGEBRA LINEAL

Antes de definir y estudiar el concepto principal del curso establezcamos algo de notaciéon y algunos
conceptos que seran recurrentes en lo siguiente.

Denotamos por My (F) el espacio lineal de matrices d x e con entradas en el campo F; si d = e,
simplemente escribimos My (FF). En este curso se consideraran solo los casos F =R y F = C. Para
B € Myx.(F), B* denota la matriz adjunta de B, en el caso real esto es B* = BT y en el caso
complejo B* = (b;;), si B = (b;;). Decimos que una matriz cuadrada A € My(F) es semidefinida
positiva si Yy € F?, y*Ay > 0. Aprovechando esta tltima definicion, si A, B matrices cuadradas,
decimos que A > B si A — B es semidefinida positiva.

Para A, B € Myyx.(F) arbitrarios, B*A es matriz cuadrada de e X e y por tanto podemos definir
el producto interior de Frobenius:

(A, B) = Tr(B*A) ZZ%%

i=1 j=1

lo cual induce la norma 1/2

Al = (4, 4)}2 = ZZ\%\Q

i=1 j=1

Decimos que Q@ C Myy.(F) es un cono si es cerrado bajo suma y multiplicacién por reales
positivos, i.e., si para todo A, B € Qyr € R" se cumple que A+ Be QyrAe Q.

Observacion 1.1. Si tomamos un subespacio W de My, (F) de dimension n < d x e, ese subespacio
es claramente isomorfo a F"; esto, junto con que C" = R?" hace que identifiquemos cualquier
subespacio de Mgy (F) (en ambos casos C y R) con R" para algan n, es decir, si W subespacio de
Mgxe(C) de dimensién n, entonces W =2 R?" y si en cambio W subespacio de My, (R) de dimension
n, entonces W = R™,

Como primer ejemplo identificamos W = My.(C) con R2(4%¢) v W = My,.(R) con R¥*e.

Ademds, como todo espacio normado de dimensién finita es completo, podemos decir que
(Mgxe(F), ||-]]) es un espacio de Banach, ya sea que consideremos ||| la norma de Frobenius o
cualquier norma de R™, con n = d X e en el caso real y n = 2(d x e) en el caso complejo; esto ultimo
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porque en espacios normados de dimensién finita todas las normas son equivalentes.

Definimos ahora el producto tensorial de matrices.
Si C'=Cyxe v D = Dy, definimos su producto tensiorial o producto de Kronecker a la matriz a
bloques C'® D de dimensién dm x en definida por:

CllD ClQD M CleD

CaiD CgpD --- CgD

Propiedades del producto tensorial de matrices
En el caso de matrices cuadradas d = ey m = n:

e I'r(C®D)=Tr(C)IT'r(D).
e det(C ® D) = det(C)?det(D)".

Donde la traza y el determinante estan definidos en sus respectivos espacios.

1.2. PRIMERAS DEFINICIONES

Denotemos por B(Mx.) los conjuntos de Borel de Mgy« (C) 0 Myx(R). Definimos ahora el concepto
principal de este curso.

Definicién 1.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y Q@ C My (F), Q € B(Mgyx.). Una
funcion X : Q — O es una matriz aleatoria si

X YA eF  VAeB(Q)=9nBMaxe)

O bien, X es una funcion B(Mgx,) \ F-medible.

Por un resultado de Teoria de la Medida, si X = (X;;) € Q, entonces X es matriz aleatoria
con valores en Q si y s6lo si X;; es una variable aleatoria (compleja o real) para todo i =1,...,d,
j=1...e.

Observacion 1.2. Los Q de interés en matrices aleatorias y su identificacién con R™ para algtn
m son:

1. @ =Myye(C) =R m = 2de.
2. Q = Mgy.(R) 2 R%* m = de.
Sid=e:
3. @ =Hy(C) = R% matrices hermitianas (A € Hy(C) sii A* = A). Hy es subespacio lineal de
My(C).
d(d+1)

4. @ =S4(R) 2R 2 matrices simétricas (A € Sq(C) sii AT = A). Sy es subespacio lineal de
My(R).
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5. Q= H; C R matrices semidefinidas positivas (con entradas complejas). Q es un cono.
6. Q= S:l“ C R matrices semidefinidas positivas (con entradas reales), también es un cono.
7. @ =U(d) el grupo unitario [ U(d) = {U € My(C) : U*U = UU* = 1} |
8. Q = O(d) el grupo ortogonal [ O(d) = {0 € My(R) : OTO = 00T = 1} |
Definicion 1.2. La distribucién en Q de la matriz aleatoria X € O es la medida de probabilidad
px(A) =P(X € A), A€ B(Q).
La funcion caracteristica de X en Q es
CX(T) — EeiRe(Tr(T*X)) VT e Q,
donde T'r es el operador traza (se denota con maytscula, pues tr se usard mas adelante para denotar

el operador %T r que llamaremos traza normalizada).

Ejemplo 1.1. Sea X variable aleatoria compleja, X = Re(X) 4+ iIm(X) =: X1 +iXs, y X1, Xo
son v.a.’s reales. T = Re(T') + iIm(T) =: t; + ite, con t1,t2 € R. Son elementos de M1 (C) asi
que aqui la traza es la identidad. Entonces:

R€(<X, T>) = Re(Tr(T*X)) = RG(T*X) = Re((t1 — ’itg)(Xl + ’LXQ)) =11 X1 + to Xo,

que es el producto punto de (t1,t2) con (X1, Xs), las representaciones de 7'y X en R?; es decir
cx(T) es en este caso la funcion caracteristica usual del vector (Xi,Xs), evaluado en el vector
determinista (¢1,t2). Esto explica porqué tomar Re en la definicion de funcion caracteristica.

Definiciéon 1.3. Decimos que la matriz aleatoria X en Q tiene densidad si existe f : @ — [0, 00)
tal que

P(X e A= o Af(:v)d:c VA € B(Q)

/Qf(x)dx =1

Observacion 1.3. 1. Matrices aleatorias en U(d) y O(d) no pueden tener densidad. Ya que
ambos tienen volumen cero en los respectivos espacios Mgy(C) y My(R).

donde dz = H;n:l drjcon Q =Ry

2. Cuando se trabaja con H; y S:{ también se usa la transformada de Laplace,
L(T) =Ee T"T™ %) yTr e Hf o VT €S].

Ejemplo 1.2. 1) Sean Z;; ~ N(0,1) v.a. independientes para i =1,...,d, j = 1,...,e. Sea
Z = (Zij) € Mgx.(R), llamamos a esta Ginibre Normal rectangular.

17) Como segundo ejemplo tenemos Z = (Z;j) € Myx.(C), con Z;; variables aleatorias indepen-
dientes normales complejas, i.e., Re(Z;;) ~ N(0,1/2) y Im(Z;;) ~ N(0,1/2), con Re(Z;;)
independiente de ITI’L(ZZ]) Zij = RE(ZU) + ZIm(ZZj)
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Breviario Cultural

a) El caso 1) pero con d = e = 2 fue estudiado por Fisher en los 20’s.

Z11 ZlQ>
7 = ,
(Zzl Z22
y mas generalmente, d =2 y e = n,

Z:<le Zig - Zln>
Zon Ly - o)’

que es una muestra aleatoria de un vector de dos caracteristicas. Wishart (1928) considero
el caso d = p, muestra de vector con p caracteristicas.

b) El caso 1) lo consider6 Von Neumann (1947) en algebra numeérica. Defini6 el nimero de
condicion de ung matriz Z como

r2(Z) = 4| SR 20 (1.1)

con Amaz(Z*Z) el eigenvalor maximo de Z*Z, y Apin(Z*Z) el minimo. Lo anterior esta
bien definido tanto para el ejemplo 1) como el 1’) pues en esos casos Z*Z es no singular
con probabilidad 1, como lo veremos més adelante.

En la tesis doctoral de Edelman (1989, | |), podemos ver para el caso 1), el siguiente
resultado:

ko(Z) e—l/x2’
i [g(Qde) ~ 4 = {2 () (1.2)

m™\T

c) El ejemplo 1’) es el modelo béasico en comunicacion inalambrica con d antenas transmisoras
y e antenas receptoras y Z;; es el coeficiente de propagacion entre la antena transmisora
1 y la receptora j.

Proposiciéon 1.1. Sean Z;; ~ N(0,1) v.a. independientes para i = 1,...,d, j = 1,...,e. Sea
Z = (Zij) € Mgx.(R). Entonces

1) cz(T) = EeT7(T*2) = ¢=3lITI? = ¢=5Tr(T'T),

2) Z tiene densidad

1 de 1. .
fz(z) = (@) e 2l vz e Myyo(R) & R,

3) Si O € O(d) no aleatoria, 0Z £ Z y VP € O(e), ZP £ Z.
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4) En general, P(Rango(Z) = min(d,e)) = 1.
Demostracion.

1) Sea T' = (T};), veamos que

il 2 2y

€
. t i Tij d e . (Indep.) d e .
EezTT(T Z) _ Ee \i=li=1 - H H eZTijZij dep- H H EezTijZij'

i=1j=1 i=1j=1

Observacion: hasta aqui no hemos usado la distribuciéon de Z;;.

d e
@O T e473 = 41 m) _ -4
i=1j=1

2) Como las Z;; ~ N(0,1) y ademés todas las entradas de la matriz son independientes entonces

el vector
Vec(Z) = (le, Zlg, .. .,Zle, Zgl, ce, de, .. -7Zd17 . Zde) S Rde,

se distribuye como una normal multivariada (de dimension de) con media 0 y matriz de covari-
anzas I4., y por lo tanto tiene densidad

i ) ( = o) - (L e
Z1ly-++9Rley-++3Rdly-++32de) = | —F— e 2 1= J=1%j) = | —— e 2 .
27 V2r

Por el isomorfismo Mgy, (R) = R%. concluimos que

de
fZ(Z) N <\/1277T> e_%”sz’ Vz € MdXE(R)'

3) Obtengamos la funcion caracteristica de UZ.

R Tr(THUZ)) _ geiTr(UT)'Z)

Usando el inciso 1), tomando T como U'T € Myy.(R), entonces

Lrr(TtUUT)

— o3 o3 Tr(T'T)

—EeT(T'2) | YT € Myxo(R),

que es la funcién caracteristica de Z y por la unicidad de la funcién caracteristica, tenemos

UZ < Z. El otro caso es analogo.
4) Se obtiene en la seccién 1.3.

]
El resultado anterior puede extenderse al caso Z;; ~ N(0, 02). Para el caso complejo tenemos
un resultado similar.

Proposicién 1.2. Sea Z;; con Re(Z;;) ~ Im(Z;;) ~ N(0,1) v.a. independientes parai = 1,...,d,

2
j=1,...,e. Sea Z = (Z;;) € Mix.(C). Entonces
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1) e(T) = ERelTr (T 2] — =5TrTT) _ =371 € My, (C).

2) Z tiene densidad
]. *
f2(2) = —-e T ¥z € Myye(C).

T opde

3) Si U € U(d) no aleatoria, UZ £ Z y V¥ V € U(e), ZV £ Z.
4) En general, P(Z tiene rango completo) = 1.

Demostracion.

1) Calculo muy similar al de la proposicion anterior.

~

2) Se obtiene de manera similar a la de la proposicion anterior con la identificacion Myy.(C) =
Cde o~ RZde_

3) Queremos demostrar que V U € U(d) no aleatoria, UZ 4z

FeiReTr(T*(UZ)) _ [ iReTr(UT)*Z)

Usando el primer inciso, tomando T como U*T € Myx.(C), entonces

e—iTT((U*T)*(U*T)) _ e—iTT(T*UU*T) _ e—iTr(T*T) _ EeiReTr(T*Z)’ VT € Myxe(C).

., L. . L d
Como la funcién caracteristica determina a la distribucién, tenemos UZ = Z. El otro caso es
andlogo.

4) Se obtiene en la siguiente seccion.

]
1.3. SINGULARIDAD DE MATRICES ALEATORIAS
Comenzamos con dos definiciones que serdn recurrentes a lo largo de estas notas.
Definicion 1.4. 1. Si X es matriz aleatoria en Myy4(C) con entradas independientes, la lla-

mamos Matriz de Ginibre (en caso no cuadrado lo llamamos Matriz de Ginibre rectangular).
2. Se dice que X = (X;;) € Myxq(F) es Matriz de Wigner si
i) (Caso real) X es real simétrica y {X;; : 1 <14 < j < d} son variables aleatorias indepen-
dientes.
ii) (Caso complejo) X es hermitiana complejay {X;; : 1 < i < j < d} son variables aleatorias

independientes.

Nota 1.1. A veces se pide para una matriz de Wigner que tenga segundo momento finito y que
encima de la diagonal tenga un medio de la varianza de la diagonal. También es comin pedir
segundo momento y simetria de las distribuciones.
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Lema 1.1 (No singularidad de matrices aleatorias con densidad). Sea X matriz aleatoria que toma
valores en @ = R™, con funciéon de densidad fx(x) con respecto a la medida de Lebesgue en R™.
Entonces,

P(rango(X) completo) = 1.

Observacion 1.4. El conjunto
R(X) = {X tiene rango completo} = {w € Q : X(w) tiene rango completo} € F,

es decir, es medible.
En efecto, sea X de dimensiéon p X g con ¢ < p. Entonces

R(X) = {det(X*X) # 0} = {det(X*X) € R\{0}},

y R\{0} € B(R), y como para una matriz cuadrada, det(A) es un polinomio en las entradas (y por
tanto una funcion continua), se sigue que R(X) € F y (R(X))¢ € F.

Demostracion.
Como X tiene densidad fx,

P(X tiene rango completo) = / . / fx(z)dx.
det(z*x)=0

El resultado se sigue del siguiente resultado de andlisis matematico 2: Sea P(x1,..., %, ) un poli-
nomio de m variables. Entonces {(x1,...,2y,) € R™: P(x1,...,2,;) = 0} tiene medida de Lebesgue
0.

|

Ejemplo 1.3. Si
Xu X12>
X = ,
(X21 Xoo
donde Xj;; son v.a.i. con distribucién discreta Bernoulli p = %, entonces tenemos que det(X) =
X11 X922 — X12X01 y que
P(det(X) = 0) = ]P)(XllXQQ — X19X91 = 0) > 0.

El caso en que X1 tiene distribucién continua puede resolverse dado el hecho de que si C'y D
son v.a.i. y C tiene distribucién continua, entonces C' + D tiene distribucién continua y se discute
en la subseccién.

Definicién 1.5. Una matriz aleatoria X = (X;;) € My(R) es del tipo M si {X11,...,Xdd} ¥
{Xij,1 # j} son independientes y X11,..., Xqq son v.a.i. y tienen distribucién continua.

Teorema 1.1 (Teorema 5, Manrique(2017)). Si X es matriz aleatoria de tipo M entonces
P(det(X) # 0) = 1.

Ejercicio 1.1. Demostrar el teorema anterior para X con entradas en los complejos.
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Solucién: Procedemos por induccion, para d = 1 tenemos que P(det(X) # 0) = P(X #0) =1,
porque X es continua. Ahora, si suponemos que el teorema es cierto para k < d—1, lo demostraremos
para d. Observemos que

d
det(X@) = &1 det(XD) + 3" ¢ e,
j=2

donde X(@ es una matriz de dimension d que cumple las hipotesis y X (d=1) g 1a submatriz que
se obtiene de quitar la primera fila y columna, y c1; es el (1,7) cofactor de X (@ Por hipotesis de
induccion tenemos que det(X(¢=1)) = 0. Entonces tendremos:

P(det(X@) #0) =P | &1 det(X V) > &1jer; 20 | =P <£1,1 - _m>

j=2
YOHNIRTER . )
=E (P <51,1 # —m |&,j con(i, j) = [d]"\(1,1) | =E(1) = 1.
Corolario 1.1. 1. Si X = (Xj;) donde X;; v.ai. con distribucién continua, entonces X es de

tipo M y P(det(X) #0) = 1.

2. Una matriz de Ginibre con elementos en la diagonal con distribucién continua es no singular
con probabilidad 1.

3. Una matriz de Wigner con elementos en la diagonal con distribucién continua es no singular
con probabilidad 1.

4. Se tiene que se cumple el ultimo inciso en las Proposiciones 1.1 y 1.2.

Observacion 1.5. Si X matriz aleatoria de Ginibre con un elemento en cada renglén y en cada
columna con distribucién continua entonces

P[det(X) # 0] = 1.

En efecto, sea P una matriz de permutacién tal que Y = PX tiene en la diagonal las variables
aleatorias con distribucién continua. Entonces

det(Y) = det(P) det(X),
pero como Y es de tipo M y det(P) = 1 por ser ortogonal; concluimos que
0 # det(Y) = det(P) det(X) = det(X),
con probabilidad 1.

Nos planteamos ahora la pregunta: ;Qué ocurre cuando tenemos sélo k variables continuas
en la diagonal? ;tendremos que la matriz tiene rango k7. Tal cuestién se aborda en la siguiente
subseccion.
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1.3.1. Sobre el Rango de Matrices Aleatorias

A continuacion se exploran algunas relaciones entre el ntimero de entradas con distribucién continua
en una matriz aleatoria y el rango de ésta. Se demuestra una generalizacion del teorema 1.1 para
matrices rectangulares con so6lo k < min(d, e) entradas continuas en la diagonal principal.

Definicion 1.6. Sea X = (X;;) € Myx.(R) matriz aleatoria y k& < min(d, e). Decimos que X es del
tipo M, si tiene k variables aleatorias independientes continuas en su diagonal principal, digamos
Xi1i17 N ’Xlklk y ademas {Xhilv e 7X1k1k} y {XU : (’L,]) ¢ {(il, ’il), N (ik, ’Lk)}} son conjuntos
independientes.

Usaremos la siguiente caracterizaciéon del rango de una matriz.

Lema 1.2. El rango de una matriz A € Mg« (F) es el natural mas grande r tal que A tiene una
submatriz B de r x r con determinante no cero.

Observaciéon 1.6. Otra manera de enunciar lo anterior es:
El rango de una matriz M € Myy.(R) es el natural r més grande tal que M tiene un menor de
orden 7 no cero.

Teorema 1.2. Sea A € Myy.(R) matriz aleatoria de tipo M. Entonces rank(A) > k casi segura-
mente, es decir P(rank(A) > k) = 1.

Demostracion. Aplicando operaciones elementales de cambio de filas y/o columnas a A podemos

llevarla a una matriz de la forma
A/ — B Cl
Cy C3)’°

donde B es la submatriz k x k, que tiene en la diagonal a las variables aleatorias continuas inde-
pendientes y por el lema de agrupamientos (subclases de clases independientes son independientes)
tenemos que B es del tipo M.

Podemos usar entonces el teorema 1.1 para afirmar que det(B) # 0 con probabilidad 1 y por
tanto, por el lema 1.2 concluimos que rank(A’) > k con probabilidad 1; esto dltimo ya que B es
una submatriz con determinante no cero c.s. y el rango (lema 1.2) es el méximo valor m tal que
existe una submatriz no singular de m x m. Como las operaciones elementales de cambio de fila
y/o columna no cambian el rango tenemos finalmente que rank(A) = rank(A’) y por tanto:

P(rank(A) > k) = P(rank(A’) > k) = 1.
|

Observacion 1.7. Otra manera de probar lo anterior es si damos por hecho la observacién 1.6 y
llevamos a A mediante operaciones elementales de cambio de fila a la forma:

A= [; gj (1.3)

con A’ una matriz k x k del tipo M. Asi, por el teorema 1.1 se tiene que P(det(A’) # 0) = 1.
Por otra parte, si r es el nimero de menores de orden k de A y éstos son Iy, ..., I, se tiene que,
por la observacion 1.6,
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P(rank(A) > k) = P(U;{l; £ 0}).

Finalmente, dado que

P(U{ls £ 0}) > P(det(4') #0),
se concluye lo deseado. i.e., que P(rank(X) > k) = 1.

Corolario 1.2. Si A matriz de Ginibre con k variables continuas como entradas pero al menos una
variable continua por cada fila y cada columna de una coleccién de k filas y columnas, cumple que
P(rank(A) > k) = 1.

Demostracion. Se sigue de tomar una matriz de permutaciéon como en la observacion 1.5. ]

Corolario 1.3 (teorema 1.1 para matrices rectangulares). Si la matriz aleatoria A € Mx.(R) es
del tipo Mpin(e,q)- Entonces A es de rango completo con probabilidad 1.

Por ultimo abordamos la pregunta: ;podemos decir mas?;por ejemplo que P(rank(A) =
k) =1 con tales hipotesis?
Para responder a tal pregunta consideremos la matriz aleatoria

X X
X — [ 11 12] 7
Xo1 Xoo
con Xi2, Xo1, Xo9 i.i.d. con distribucién Rademacher y X711 con distribucién continua e independi-
ente de las demas entradas. Entonces:
X12X91
Xo2

]P’(det(X) ;é 0) = P(XllXQQ — X12X21 7§ 0) = ]P’(Xn 7§ ) =1.

Es decir, aunque X tenga k = 1 variables continuas en la diagonal
P(rank(X)=2>1=k)=1.

Asi que la respuesta es no, no podemos decir mas que P(rank(A) > k) = 1 con las hipotesis del
teorema.

1.3.2.  Mas sobre Singularidad

En esta subseccion se consideran otros aspectos sobre singularidad de matrices aleatorias (clase de
Paulo Manrique 2017). Consideremos Ay xn = (¥ij)1<i,j<n donde y;; son v.a. El problema de interés
es encontrar P(det(A,x,) = 0), esto se puede responder si conocemos la distribucion de det(A,xn),
|det(Apxn)| 0 incluso si conocemos asintoticamente cosas del tipo

_ %log | det(Apxn)| + bn
n Cn .

Para el caso y;; € Ber(%) se tiene la conjetura de que

P = B(det(Apn) = 0) = (; i 0(1)>n.
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En 2010 se demostrd que .
P(det(Anxn) =0) = < + 0(1))
Un poco de historia:
1966 Erdos propone el problema al estudiar los signos de las permutaciones de los determinantes.
1967 Koélmos observa que p, = o(n).

1968 Koélmos la distribucuoén no-degenerada i.i.d, pf' = Op(1). Con esto surge que si y1,%2, ...
Lid. y Sp =31 aiyi, o € R\{0} entonces, jcuél es sup,er P(S, = )?

En el caso y; ~ Ber(3), oy = 1 Vi se tiene que

e = (1)) (3) =5

., Qué sucede si «; son todos diferentes?.

Erdds estudié el siguiente problema. Para y; ~ Ber(3), P(S, € I) < cﬁ donde S, € I.
. Cuantas raices comunes tienen n polinomios aleatorios?
Este problema lo propusieron Littlewood-Offord.

Szemeredi-Sarkozy probaron que
n 3
sup P Zaiyi =z |=0(n"2)
veR =1

Revisar Small Ball Probability.
Una matriz circulante es de la forma

Yo Yy - Yn-—1
Y1 Y2 oo Yo

Observemos que s6lo esta definida por su primer renglén. Estas matrices aproximan a una matriz
de Toeplitz. C,, es siempre diagonalizable en C, es decir, 3F}, tal que C), = F}; D, F}, donde F}, es la
matriz de Fourier unitaria,
(Fa)ij = (w070,

donde wy, es la n-ésima raiz de la unidad, w, = e y Dy, es diagonal, (Dy);; = Gy(wh) son los
valores propios donde

Gn(Z) =Yoo+ yiz+---+ yn_lz”_l.
Los valores singulares de la matriz C,, son |Gy, (wk)| para k = 0,...,n— 1. El valor singular minimo,
Sy, de una matriz circulante es S,,(C,,) = ming<j<n_1 |Gn(wk)].
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Nota: Cualquier matriz M, «, en C se puede descomponer de la siguiente manera:
N (M)
Mn = H Ni7
i=1
donde N; es diagonal o circulante.

Mundo estocastico

Teorema 1.3. Sean yg,Y1,...,Yn_1 v.a.di.d,

P(5,(Ca) = 0) =F (i | [Ga(u)] =0) < 7.

La desigualdad se puede encontrar | |. Veamos la solucion para el caso en que P(Yy € Z) =

1. Para ello, necesitamos el siguiente resultado de Halasz.

Teorema 1.4 (Halasz, 1977). Sean a1, as,...,s, € R? todos distintos, y1,..., ¥y, Bernoulli(-1,1)

independientes entonces

zeR

sup P (Z arpyr = x) =0(n3).

k=1
Ahora,
P (min (G =0) <F(G,0I =0+ 3 B (Gl =0).
1<k<n—1
pero
P(IGa(1)]=0)=P| > yewy=0
0<l<n—1
Para aplicar el resultado de Halasz, necesitamos que para k=1,...,n—1, {w*:1=0,...

son todos diferentes. Obsevemos que

n

k.7 = n — n Y
{whf 1 1=0,...,n— 1} > ¢( )zlog(log(n)),

donde ¢ es la funcion Phi de Euler (Euler totient).

Observacion 1.8. 1. Recordemos la funcién de concentracion de Lévy

Q(X;A) =supP(z < X <z + N), VA > 0.
zeR

2. si X,Y son independientes, entonces

QX +Y:\) < minfQ(X; A\, Q(Y: A}, VA0

,n—1}
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Si usamos la funcién Phi de Euler y la funcion de concentracion de Lévy, tenemos que

P Z ywt=0| <P (Z ywlk = O) =0(n™%),

0<I<n—1 lel
donde |I| = ¢(n). Asi, para n impar
P(Sn(Cn) = 0) = O(n™?)

Descomposicion Bernoulli. Dada X v.a. y p € (0,1) tenemos que X = Y + Wn con
(Y,W) Ln, W >0yn~ Ber(p).
Sea X Bernoulli(-1,1) y Y Bernoulli, X = LY — 1. Observemos que si P(y € Z) =1,y

Pln=1)=1-P(n=0)=gq
g=>Y min{P(y = j),P(y = j+1)},

JEZ

entonces JY tal que y Ly +nL con (Y,n) L L. Usando lo anterior, tenemos que

n—1
P(S,(Cp) =0)=P (Z Yk = 0) +0(n7?).

k=0

SiPlypeZ)=1,parak=1,....n—1

Pl Y yulf=0]=P| > M+nLwl=0
0<i<n 0<i<n

=P > mL-Dwf=-2> Vi— ) nuwt

0<i<n 0<i<n 0<i<n

Consideramos el evento Ay, en el que la cantidad de [ tales que 77; = 1 es mayor o igual 5 y entonces
tenemos que lo anterior es menor o igual a

Pl > m@L—Dwy=-2 > YVi— > nuif, Ay | +P(AT),
0<i<n 0<i<n 0<i<n

lo segundo decae exponencialmente y luego hay que condicionar sobre (Y,7) L L para llegar a que
es menor a O(n~2).
Ahora, el problema Ve > 0, dc tal que

P(S,(Cy) < 8n*%) < Cpe.
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v.a. subgaussianas, esto implica que las raices del polinomio estarian en una franja alrededor del
circulo unitario.

1.4. PROPIEDAD DE INVARIANZA

En muchos de los ejemplos que trabajaremos se usaran clases de matrices que tienen una propiedad
muy conveniente en el sentido de los calculos y generalidad de resultados, esa propiedad sera la de
ser invariantes en algtn sentido. En esta seccién definimos algunos tipos de invarianza.

Definicion 1.7. 1. Una matriz aleatoria X € My« (R) es invariante bajo transformaciones or-
togonales por la izquierda [derechal si V O € O(d) [VO € O(e)], OX Lx [XO < X].

2. Una matriz aleatoria X € Myyx.(C) es invariante bajo transformaciones unitarias por la
izquierda [derecha] si V U € U(d) [YU € U(e)|, UX < x (XU 4 X].

Lema 1.3. Sea X € Myy.(R) con distribucién invariante bajo transformaciones ortogonales por
la izquierda (anilogamente para unitarias y derecha). Sea h : Myy(R) — My (R) una funcion
B(Mgxe) \ B(My«er )-medible. Entonces

hOX) L h(X).

Demostracion.
Sea A € BMyxe) v sea O € O(d).

(invarianza)

P(h(OX) € A) = P(OX € h™(A)) P(X € h™'(A)) = P(h(X) € A).

Por lo tanto, h(OX) 4 h(X). [

Definicion 1.8. Sea X matriz aleatoria en My(R) (X € My(R)). Se dice que X tiene distribucion
invariante bajo conjugaciones ortogonales (unitarias) si VO € O(d) (VU € U(d)) no aleatorio,

oxotL x, (wxu* L x).
Lema 1.4. Sea X € Myy.(R) (Mgxe) con distribucion invariante bajo conjugaciones ortogonales

(unitarias) y A : Mgye(R) = My e (R) una funcion B(Mgyx,) \ B(Mg «r)-medible. Entonces para
todo O € O(d) (U € U(d)) tenemos

4

hOX0" L h(X). (WUXU*) <L h(X)).

.. . . . . d
Observacion 1.9. El concepto de invarianza bajo transformaciones ortogonales OX = X, es una

. : o d ] . . .
extension del concepto de variable aleatoria simétrica (—X = X). No asi el de invarianza bajo
conjugaciones ortogonales.

Lema 1.5. Sea X € S; (X € Hy) invariantes bajo conjugaciones ortogonales (unitarias). Entonces

ex(T) = Eetr(TX) = EeiTrdias(X)"  yT €8, (T € Hy),
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donde Tg = (M (T), ..., A\q(T)) es el vector de valores propios de T'. Es decir,
i~y g
Cx(T) = EeZijl )\J(T)X]J —= C(Xll,n-,de) ()\1 (T)7 ey Ad(T))'

Demostracion.
Sea T € Sgy O € O(d) tal que

A (T) 0
T = O'Diag(Tg)O = O . 0.
0 Aa(T)

Por lo tanto,
EeiTT(TX) _ EeiTr(OtDiag(TE)OX) _ EeiTr(Diag(TE)OXOt)

(invarianza) . i7p(Diag(Tg)X i N (D)X
— Ee ( 9(Te)X) = Ee 23_1 5 (T) N
que es lo que querfamos demostrar. [

1.5. ENSAMBLES DE MATRICES

1.5.1. Ensambles Gaussianos

Sea Z matriz d x d Ginibre gaussiana en M;(R). Definimos G € S4 como

1
G=—=(2Z+2". 1.4
2+ 2) (1.4
Si Z € My(C), definimos G € Hy como
1 *
G=—=Z+27). (1.5)

V2

Proposicion 1.3. G € S; como en 1.4 es invariante bajo conjugaciones ortogonales. Analogamente
G € Hy como en 1.5 es invariante bajo conjugaciones unitarias.

Demostracion. .
Caso ortogonal (unitario es analogo). Queremos ver que VO € O(d) se tiene que O'GO = G.
En efecto,

1 1 1

0'GO = —(0'Z0 + 0'2'0) L — (20 + 0'2") = —(Z + 2") = G.

S
S
S

2 2

Observacion 1.10. Analicemos aspectos distribucionales de ambos casos de G ((1.4) y (1.5)).

i) Consideremos primero el caso en el que G € Hg; como Z;; = Re(Z;;) + iIm(Z;j), con
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ii)
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Re(Z;j), Im(Z;;) independientes, ambas con distribucion N (0, ). Tenemos entonces que

1 - 1
Gii = \ﬁ[zu + Zy] = E[QRe(Zu‘)] = V2Re(Zy),
y entonces
E(Gy) =0, V(Gy) = V(VZRe(Z3)) = 2V(Re(Zis)) = 2 - % — 1

Para el caso ¢ # j, usaremos que las variables Gj; son centradas (facil de ver) y el hecho de que
si Y variable aleatoria compleja centrada, entonces V(Y) = E(]Y|?). Asi pues, como

_ 1 _ _ _ _
Gyil* = GiiGji = 512 Zji + ZisZij + Zi 25 + 23y 23],

entonces, por independencia:
1 - 1
V(Gyj) = E[|Gy*] = gE[\Zz‘j\z +1Z;i") = gEP!Zi;‘!Q]
= E[[Re(Zij)]* + [Im(Zj))*) = V(Re(Zy)) + V(Im(Ziy))
1

-1
2+2

Concluimos que Gj; ~ N(0,1) para todo 4,5. Un simple célculo nos da también la funcién
caracteristica en el caso unitario:

cq(T) = e aTr(T?) VT € Hy.

Para el caso en que G € S; tenemos resultados diferentes ya que
G = V2Z;, i =]
N %(Zij + Zji), 1 #j

y por tanto VG = 2V(Zy;) = 2 y para i # j, VGi; = 1. Concluimos que (Gij)i<i<j<d son
variables independientes con distribucién:

N(O,Q), 1=
Gij ~ o
N(0,1), i #j

Sobre la funcién caracteristica en este caso, sea T € Sy, entonces
d d 2 d
c(T) = Eé' 25=1 (TG — H e 3N (T) _ = X5 AT _ ~Tr(T?)
=1

Por tanto ,
cq(T) = e~ TrT7) VT € Sq.
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Definicion 1.9. Un ensamble (X,,),>1 es una sucesién de matrices aleatorias tal que para todo
n > 1, X,, es una matriz n x n.

Definicion 1.10. 1) Un ensamble G = (G9) 4> se dice Gaussiano Ortogonal y se abrevia GOE
sivd > 1, G = (ij),—7j:17,__,d es tal que {G% :1 < i < j < d} son variables aleatorias
independientes, G% € Sy y

G% ~ N(0,2)

d C
Es decir, G es como G definida en (1.4).

2) Un ensamble G = (G9)4>1 se dice Gaussiano Unitario) y se abrevia GUE si ¥d > 1, G4 =
(Gzc-lj)i,j:lw’d es tal que {G;-ij :1 < i < j < d} son variables aleatorias independientes, G¢ € Hy

y G% ~ N(0,1) Vi, j. BEs decir, G es como G en (1.5).

Recordemos de la definicion 1.4 que una matriz de Wigner X € Sy (o X € Hy) cumple que
{Xidj : 1 < i< j <d} son v.a. independientes. Es claro de la definicién que las matrices de los
ensambles GUE y GOE son de Wigner; lo interesante es que también tenemos un reciproco, lo
presentamos a continuacion.

Teorema 1.5 (Proyecto del 2017). Sea X € S; matriz aleatoria de Wigner, no diagonal e invariante
bajo conjugaciones ortogonales. Entonces X es GOE(d).

Las siguientes expresiones seran muy ttiles para futuros calculos.

Observacion 1.11. Para ambos casos (G € Sg 0 G € Hy , P(det(G) # 0) = 1. Las funciones de
densidad son wast)

fa(z) = (;)d (\/127) T 2eSy (G eSy),

2

™

1.5.2. Ensamble Wishart

Definimos ahora otro ensamble de matrices, el cual serd de vital importancia en la parte de aplica-
ciones.

Definicién 1.11. Sea Z = {Z;;} € Myx.(R) con Z;; ~ N(0,1) independientes para 1 < i < d,
1 <j<e, e<d. Definimos por W := Z'Z matriz e x e, observemos que W € ST. A la matriz W
se le conoce como la matriz de Wishart.

Nota 1.2. También trabajaremos con el caso complejo de la Wishart:
En este caso tomamos Z = {Z;;} € Mgx.(C) con Z;; gaussianas complejas independientes y W :=
Z*Z es el caso complejo de la matriz de Wishart, observemos que W € H}.

Observacion 1.12. 1. Enelcaso e =1, W es una x? con d grados de libertad. Podemos pensar
asi a la matriz de Wishart como el analogo matricial de tal distribucién.
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2. La matriz de Wishart (1928) es la primera matriz aleatoria. El caso 2 x 2 lo estudié Fisher.

3. La matriz de d x d: W = ZZ! se conoce como la matriz anti-Wishart (llamada asi por fisicos)
o la Wishart singular ya que no tiene rango completo.

4. Equivalentemente se puede definir la distribucion de Wishart como la distribuciéon de A =

n
> wj$?, donde z1,...,x, v.a.iid Ny(0,I) y usando cambio de variable podemos llegar a
j=1

que la densidad es:

e—%Tr(A) |A’ ”_;_1

2% Ty4(%)

f(A) =Wy(A;n, D)

5. Variando la definicién podemos obtener la distribucién de Wishart con matriz de covarianzas

n
Y como la distribucion de A = > x]-:z:;r, donde z1,...,x, v.a.iid Ng(0,%) y de nuevo por
j=1
cambio de variable tenemos la densidad es:

—lTr(EflA) A n—d—1
e 2 2
f(A) =Wy(Ain, %) = 4]

nd

22 Ty(3) |22

Nota 1.3. En la definicion analoga de la distribucion Wishart de la observacion anterior, debemos
tener cuidado si las observaciones son vectores columna o renglones; diferentes libros usan diferente
notacion.

Enlistamos en la siguiente proposicién algunas propiedades de la distribuciéon Wishart.

Proposicion 1.4. 1. La Matriz Wishart es no singular con probabilidad 1, es decir P(det(W) #
0) =1.

2. W es invariante bajo conjugaciones ortogonales (unitarias en caso complejo).

3. Transformada de Laplace:

d
2

1
Ee~TrTW) — det(I 4 2T)~ T>I Te St

que recordando de la primera seccion A > B si A — B es definida positiva.
4. Z y W son matices aleatorias independientes. Es decir,
P(Ze€ AW eB)=P(Zec AP(W e B) VA& B(Myx.),B e B(S)).

Se concluye que la funcién caracteristica conjunta de Z y W es el producto de las funciones
caracteristicas de Z y W. Es decir,

]EeiT’f(TtZ)eiT'I‘(SW) — EeiTT(TtZ)EeiTT(SW) vT € deea = S:—
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Demostracion.

1. Observemos primero que como las entradas de Z son independientes y con distribucién con-
tinua, por lo visto en la subseccién 1.3.1 concluimos P(rango(Z) = e) = 1 (rango completo).
Por lo tanto P(det(W) # 0) = 1. En el caso de la Wishart con matriz de covarianzas X,
también tenemos la no singularidad porque es de la forma W3 y W no singular y 3 positiva
definida.

2. Sea O € O(e), entonces
OWO!'=02'Z0" = (ZzO"Y'Z0' = Z2'Z = W.
3. Como T € S}, podemos diagonalizarla con una matriz ortogonal O, de la siguiente manera:
T = O(diag(t;))O".

Ademés, sabemos que W es invariante bajo conjugaciones ortogonales. Por lo tanto,

EB_TT(TW) Ee—TT(O(diag(ti))OtW) — }Ee—TT((diag(ti))Ot wWO)

— Ee*TT'((diag(ti))W) = Re™ Z?:l t; Wi '

Recordemos que W = Z'Z, donde Z = Zyx. = {Zi;} con Z;; ~ N(0,1) para 1 < i < d,
1 <j<e e<d Entonces W;; = Z?Zl iji se distribuye como una X2 con d grados de

libertad, que sabemos tiene FGM (1 — 2t)_% para t < . Por otro lado, como Z;,j, L Z; j, si
i1 # 12, entonces Wy; L Wj; si i # j. Entonces tenemos que

e,

e e e -
Ee~ 2im Wit = TTEeWi = T](1 +2t:) "2 = (H(l + 2ti)>
=1

i=1 i=1
_d
= (det(I + 2(diag(t;)))) "7 = (det(OIO" + 20(diag(t;))0')) ? = (det(I + 2T))"?
donde necesitamos la condiciéon de que —t;; < % equivalente a —% < t;; para poder usar la
FGM de cada x2. Y esa condicién se transforma a que I < 2T o % < T. Por lo tanto,

concluimos que
d
2

I
Ee~T7TW) — det(I + 2T)~ T > 5,Tegg.

1.5.3. Ensambles Ortogonal y Unitario

Establezcamos algo de notacién que facilitara la exposicién de resultados.

Notacién 1.1. Para A € S} podemos encontrar O € Q(e) tal que
A1 0
A=0 o',
0 Ad
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y dada esa descomposicion de A, podemos definir
A2 =0 - o'

En general dada la descomposiciéon podemos definir:

F() 0
F(A) =0 0",
0 F(Aq)

lo que llamamos el “calculo funcional" (se definird mas adelante). Cabe decir que las relaciones
anteriores existen y son tnicas al fijar un orden de los eigenvalores de la matriz diagonalizada, por
ejemplo A\; > ... > A\g.

Consideremos Z ~ N(0, 1) (matriz gaussiana con d = e = 1). Como Z no se anula, podemos definir:

Z  Z
Zl |72z’

y observamos que sblo toma los valores —1 y 1, ademés
1
MO:U:MZ>N:§:Pw<mzmo:_m

es decir O es Bernoulli Simétrica o Rademacher. También observemos que el grupo ortogonal de
dimension 0 es {—1,1} y por tanto la matriz O es ortogonal. Todo esto lo generalizamos en la
siguiente observacién, usando la notacion establecida antes.

Observacion 1.13. Ahora, dado Z = Zgx. = (Z;j) con Z;; ~ N(0,1) v.aiid. tomemos la matriz
W = Z!Z. La matriz W es claramente diagonalizable (simétrica real) y positiva semidefinida pero
por lo visto antes también es del tipo M y por tanto W ! existe casi seguramente, asi que concluimos
que W € St. Por lo establecido antes Wi = (ZtZ)% existe y es no singular con probabilidad 1.

1
Ademés (Z!Z)2 también existe y es no singular (ya que todos los eigenvalores son estrictamente
positivos no afecta tomar el inverso y raiz).

Vamos ahora a definir y a estudiar dos matrices Vg y V; que nos permitiran concluir cosas
interesantes del grupo ortogonal y unitario.

Proposicion 1.5. Sea e < d y sean Vi = (ZtZ)"2Z¢ una matriz de e x d y V; = Z(Z'Z)"% una
matriz de d X e. Entonces

LP(VRVE=1I)=1, PWViVi=I)=1 y PWViVReS,,ViVleS])=1
2. Si d=e, entonces (Z!Z)"! = Z=1(Z71)! y tenemos que
P(VEVR = VRVE = 14) = 1,

P(ViVi=ViVi =1a) = 1.



1.6. Aspectos Distribucionales 23

3. Si d = e, entonces P(Vr € O(d)) = 1.

4. Si d = e, entonces YO € O(d) tenemos que
P(OVR e A) =P(Vi € A) VA € B(O(d)),
P(VRO € A) =P(Vi € A) VA € B(O(d)).

Observacion 1.14. 1. A la distribucion de Vi (en el caso d = e) se le conoce como la distribu-
cion de Haar (o distribucion uniforme).

2. Lo anterior da una demostracion de la existencia de la distribuciéon de Haar en O(d) (U(d))
usando matrices aleatorias. (Las construimos asi, el punto fino fue la no singularidad).

3. En el caso d = e = 1, lo tinico que importé de la distribucién normal fue que fuera simétrica.

4. Se puede probar que también se puede hacer la construcciéon de Haar si comenzamos con una
matriz X (d x d) cuya distribucion es invariante bajo transformaciones por la izquierda y es
no singular, por ejemplo, X = 07 con Z = (Z;j)1<; j<d independientes N(0,1) y o cualquier
variable aleatoria no negativa.

5. Este método tiene la gran ventaja de que da una forma de simular matrices aleatorias con

distribucién de Haar.

1.6. ASPECTOS DISTRIBUCIONALES

Lo presentado en esta tltima seccién es lo referido a Teoria Cldsica de matrices aleatorias. Ver-
emos aqui el andlogo maftricial de varias de las distribuciones muestrales, la distribucién normal
multivariada, entre otras que servirdn de referencia en lo posterior de las notas.

Definicion 1.12. El vector aleatorio X de dimensién m tiene distribucion normal multivariada con
media p € R™ y matriz de covarianzas ¥ € S}, y escribimos X ~ Ny,(u,X), si tiene densidad fx,
donde Vz € R™:

1) = (552) e (-3 - - ).

Es un ejercicio andlogo al caso univariado probar la siguiente proposiciéon.

Proposicion 1.6. Si X = (X1,...,Xn).
a) i =E[X] = (E(X)), ..., E(X,) y £ = B[(X — )T (X — )] = (Cov(Xi, X;)).
b) La funcién caracteristica de X, es Cx(T) = exp(iT"p — 3T'ST).
¢) Si X ~ Np(0,1,) vy X =X,xm >0, entonces
Y =%2X ~ N, (0,%),

v Y 4+~ Np(p, X). Viceversa, si Y ~ N, (0, %) entonces ¥7/2Y ~ N,,,(0, I,,,).
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Definicién 1.13 (Analogo Matricial). X matriz aleatoria en Mgy (R) tiene distribucién normal,
y lo denotamos Nyxe(p,C @ D), si p € Myxe(R) no aleatoria, C' = Cyxq > 0, D = Dcyxe > 0,
C ® D es el producto de Kronecker (definido en la seccién 1.1) y si vec(X) es la matriz X vista
como vector de R entonces

vec(X) ~ Nge(vee(u),C ® D),

es decir es vector gaussiano con esas dimensiones y parametros.

A continuacion se enlistan hechos de las matrices con distribucién normal.

a) La densidad de X en Myy.(R) = R% es

fx(x) = (;) * det(C) 4 det(D)~5 exp <—;TT [C(X — p)D (X — M)T}> .

™

b) La media es p = E[X] := (E(Xj;)), siempre que X = (X;;).

c) Dos variantes de la varianza:

D =E(X - )" (X — w)Tr(C)
C =E(X - u)(X —p)"Tr(D)
Por lo tanto

e Si C = I; entonces los renglones de X son independientes.

e Si D = I, entonces las columnas de X son independientes.

d) La funcion caracteristica de X es

Cx(T) = exp <iTr(Tt,u) - ;Tr(C’TDTt)> , T € Mgy (R).

e) SiC =13y D= 1., X es matriz de Ginibre rectangular normal.

f) De especial interés en estadistica multivariada es el caso p = e, n =d, C =1,y D = %
en cuyo caso X = (21,...,4,), con &1,..., 2, vectores aleatorios independientes con la misma
distribucion N, (u, X).

El interés es estimar p y X, la media y matriz de covarianza. Tipicamente C tiene que ver con
la muestra (disenio del experimento) y D tiene que ver con las propiedades de interés.

g) El estimador de maxima verosimilitud de p y ¥ son

n
_ - A1
=1

S
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donde
A= (X - X)X - X)T.
=1

— A~

Se tiene que E[X] = py E[S] = "Tflz y E[S] = %, donde S = ﬁA'

Como en el caso univariado X y A son independientes. Donde la independencia de un vector
con una matriz la corroboramos con que podemos separar la funcién caracteristica. Podemos
probar ademas que X ~ N(u, I, @ X) y A~ W(n —1,%) (distribucion Wishart).

Si Z ~ N(0,I, ® I) decimos que A = Z17Z ¢ S, (R) tiene distribucion Wishart W (n, X), cuya
densidad cuando n > p — 1:

fA(B) = WGXP <—;E_1B> det(B) ”—g—l

donde I'j, es la funcién gamma multivariada.

E[A] = nX y V(Aij) = n(oijoji + 0ii0jj) = n(az-zj + 04i05j)-
La funcién caracteristica de A ~ W (n,X)

CA(T) = det(I, + 2iTE) ™2 T >0 = det(I, + 2ix'/* 7Y% ™2 T e st

Podemos pensar en andlogos matriciales de varias distribuciones muestrales (surge de manera
natural la distr. ¢, F, la beta, con ZA~'/2/p o W1W§1/q).
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Jhon Wishart (1898 - 1956) nacié en Montrose Escocia, asistio a la
Academia de Perth y luego, en 1916 ingres6 en la Universidad de Edim-
burgo. Alli fue profesor de mateméaticas de ET Whittaker. La Primera
Guerra Mundial hizo que la carrera universitaria de Wishart fuese inter-
rumpida. Completd sus estudios universitarios en 1922, donde se gradud
en matematicas y fisica. Habia tomado un curso de formacién del pro-
fesorado en la Casa de Moray, como parte de su carrera y, después de
graduarse, se trasladé a Leeds tras aceptar un puesto como profesor de
matematicas en la preparatoria West Leeds.

En 1924, después de una recomendaciéon de Whittaker, le ofrecieron

el puesto de asistente de Pearson en el University College de Londres.
Wishart aprendido mucho de la estadistica durante sus tres afios con Pearson.
Wishart cre6 un laboratorio en Cambridge para sus alumnos de postgrado, donde Williams Cochran
fue su alumno. Wishart tenia mucho talento para la estadistica matemética y un instinto para
realizar aplicaciones practicas en diseno experimental. Posteriormente, Wishart se convirtié en el
Jefe del Laboratorio de Estadistica de la Facultad de Matematicas en Cambridge.

Algunas de las publicaciones més importantes de Wishart se realizaron en el periodo 1928-
1932 antes de que se involucrara en la docencia en Cambridge. En 1928 generalizé la distribucion
Chi-cuadrado que se denomina la Distribucién de Wishart. También estudi6 las propiedades de la
distribucién del coeficiente de correlaciéon multiple que Fisher habia considerado antes. También
escribié numerosos articulos sobre las aplicaciones agricolas de las estadisticas. Wishart estuvo muy
involucrado con el trabajo de la Royal Statistical Society. El fue uno de los becarios que formaron
Comité Organizador de la Seccion de Investigaciéon de la Agricultura en 1933. En 1945 se convirtié
en presidente de la Royal Statistical Society de la seccién de investigaciones.

Wishart murié en un accidente en Acapulco, México cuando se encontraba de visita en calidad
de representante de la Organizaciéon de las Naciones Unidas para la Agricultura y organizando la
creacion de un centro de investigacion para aplicar técnicas estadisticas en la investigaciéon agricola.

Eugene Paul Wigner (Budapest, 1902 - Princeton, 1995) Fisico
norteamericano de origen hingaro. Profesor del Politécnico de Berlin
desde 1930, se establecié en Estados Unidos en 1934 y a partir 1938 ejercié
como profesor de fisica matemética en Princeton.

Los trabajos de Fugene Paul Wigner versaron sobre la fisica de sélidos,
los nucleos atémicos y los reactores nucleares. En fisica nuclear, formulé el
principio de la simetria de las particulas elementales o de conservaciéon de
la paridad; es muy conocida su hipétesis de que las energias potenciales
de interaccion entre nucleones son iguales si tienen el mismo momento
angular y el mismo spin. Descubrié asimismo el efecto que lleva su nombre
(«efecto Wigner» ), que consiste en el desplazamiento de un &tomo en
una red cristalina bajo la accién de un neutrén o de un i6én de energfa
suficiente.

Eugene Wigner figuré entre los cientificos que, durante la Segunda
Guerra Mundial, plantearon a la administracién estadounidense la necesidad de desarrollar armas
atomicas, ante el temor de que estuvieran a punto de fabricarlas los alemanes, y participé en el
diserio del primer reactor nuclear y de la bomba atémica. Por sus trabajos sobre los principios de
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la simetria en las particulas elementales recibié el premio Nobel de Fisica en 1963, junto a Maria
Goeppert-Mayer v Hans Daniel Jensen.

Curso estudios secundarios en Budapest en el Fasori Gimnazium luterano. Wigner fue consid-
erado un excelente estudiante, pero no brillante. A lo largo de su vida, se refirié a su deuda con dos
hombres que conocid en esa escuela. El primero fue su profesor de matematicas, Laslo Ratz, quien
reconocié que el joven Wigner tenfa una excepcional habilidad en matemaéticas. El segundo era un
estudiante un ano maés joven, John von Neumann, que provenia de una familia de banqueros ricos
y que fue reconocido por Ratz como un genio de las matemaéticas y a quien también le brindaba
clases particulares. Wigner formé una estrecha amistad con von Neumann que duré toda su vida.
Cuando eran estudiantes, a menudo caminaban juntos a casa, mientras von Neumann ponia al tanto
a Wigner de las maravillas de las matematicas avanzadas.






Capitulo 2

Analisis espectral asintético de matrices
Aleatorias

Entre 1928 y 1955 se desarrolla la teoria clasica (Wishart) donde la dimension es fija y se estudia la
estadistica asintotica. A partir de 1955 aparece la teoria de matrices aleatorias y se estudia cuando
la dimensién tiende a infinito.

2.1. DISTRIBUCION EMPIRICA ESPECTRAL (DEE)

Sea X una matriz N x N, no necesariamente aleatoria y sean A1,..., Ay sus valores propios. Si
X es hermitiana se define la funcién de distribucién empirica espectral

FXN R = [0,1]

1 N
7j=1

Si X no es hermitiana, la DEE se define como

FXN . C — [0,1]

N
1
(2.9) = 2 LreOy)<atmOn)<y-
=1

En ambos casos FX¥ = £ Z;VZI dy;, es decir, FXN es la distribuciéon uniforme en {\1,..., An}.

Observacion 2.1. 1. No hemos pedido necesariamente que X sea aleatoria.

(Nota: Esto nos da un modelo aleatorio distinto al de Kolmogorov, pues a matrices no aleato-
rias, les damos una distribucién, es decir, que matrices con los mismos eigenvalores tendran
la misma distribucion.)

2. Muchas estadisticas de interés son funcionales de la DEE.

29
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2.2. BREVIARIO HISTORICO

HHHH 47 Esto va al altimo

En los dos capitulos anteriores se discutieron aspectos especificos de la teoria de matrices aleato-
rias; presentamos ahora un resumen a manera de breviario cultural posterior a conocer los temas
de manera especifica.

2.2.1. Extras del ensamble Wishart

Para A matriz aleatoria con distribucion Wishart W,(n, ), > 0.

i) La funcién caracteristica es
n I
ca(T) = det(I, + 2¢T%) 2, T > 5”,T > 0.

ii) La densidad en RP(P+1)/2;

e —n/2
f(A) = % exp(—%Tr(E_lA)) det(A)"P=D/2 A > 0n>p
0p(3) = [P+ (1= 5)/2).a> (p+1)/2
j=1

iii) Ademas T7(A) ~ X2, 4 p1_p)/2 ¥

det(A L. ) _ . ‘
det(D) ~ jl:[1an+1v Xn—j41 independientes, j=1,...,p.

~—

iv) Si A ~ Wy(n,X) y © € Mp(R) es no singular, entonces

0AB0" ~ W,(n,026").
v) A~ Wy(n,X)y 7! =00, entonces OAO! ~ W,(n,1,).

vi) Si A~ Wp(n,I,) y O € O(p) es constante o aleatoria independiente de A, entonces

OAO" ~ A.

vii) Si Aj ~ Wy(nj,X) son independientes, j = 1, ..., k, entonces

k k
ZAJ ~ WP(Z nj, X).
j=1

J=1

Otros resultados:
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viil) A ~ Wy(n,X) y © matriz gzp con rango(©) = g < p, entonces OAO! ~ W,(n,OLO").
ix) A~ Wy(n,X) ey vector aleatorio px1 independiente de A y P(y # 0) = 1 entonces

y' Ay
Yty

~ X% v es independiente de y.

x) A~ Wy(n,X)siysolosi A=Z2'Z con Z ~ Ny, (0,1, ® 2).

xi) Momentos, distribuciones marginales y condicionales a bloques.
xii) Distribucion conjunta de valores propios de A ~ Wy(n, X).
xiii) Densidad de A~!, la Wishart inversa.

xiv) Resultados asintoticos de funciones de A ~ Wy (n, X) para p fija y n — oo.

2.2.2.  Mas sobre el ensamble gaussiano

Si A > 0 es una matriz aleatoria pzp con funcion de densidad f(A), la densidad conjunta de sus
valores propios A1 > Ag > - - -\, es

a2 P
S o= [ L)
Fp(ip)z<] O(p)
donde L = diag(A1,...,\p) y p es la distribucion de Haar en O(p).
En particular, cuando A es invariante bajo conjugaciones ortogonales, la densidad conjunta es

P*/2 Ld

FOTT - M)

Fp(%p) i<j

y los vectores y los valores propios de A son independientes y los vectores propios tienen la distribu-
cién de Haar.
Recordemos que B, matriz n x n real simétrica gaussiana GOE(n):

B,(j,k),1 < j<k<n v.a. independientes

B,(1,1) --- Bu(l,n)
B,(n,1) -+ Bp(n,n)

Bn(j, k) = Bu(k, j),
Bn(j, k) ~ ( 71)7 J#k,
Bn(j,5) ~ N(0,2).

Teorema: Una matriz aleatoria n x n simétrica B, es GOE(n) si y solo si las siguientes dos
condiciones se cumplen:

2
= =
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a) B, es invariante bajo conjugacion ortogonal (simetria):

las distribuciones de OB,OT y B,, son las mismas VO € O(n)

b) B, tiene entradas independientes en la diagonal y arriba de la diagonal (matriz de Wigner)
Sobre la densidad conjunta de valores propios de GOE (n)

e Formula de Weyl: valores propios A\, 1 > ... > A, de By,

n
1
Proton (@15 o) = ke | T exp (—4x§) 11z —

j=1 j<k

independencia repulsién

e 5i los valores propios fueran independientes:
f)\n,la--w)\n,n (.f]_, R xn) = fAn,l(‘T]-) e f>\n,n (xn)

e Todo lo contrario A, 1, ..., A\nn son fuertemente dependientes. Hay contribuciones de in-
dependencia y repulsion.

e Fenomeno general en matrices aleatorias con entradas continuas: Jacobiano funcion del de-
terminante de Vandermont: = = (1, ..., Zy)

Alz) = det ({x;?—l}zk:l) — I @5 — o).

i<k
Sobre la densidad conjunta de valores propios de GUE (n)

e Formula de Weyl: valores propios A\p, 1 > ... > A, de By,

Ensambles Gaussiano Unitario g = 2

n
B
Protrern @15 s tn) = knp | [ ] exp <4$j2 11z - k|’

J=1 i<k

e 3=1,204.

e Referencia recomendada: Sec. 2.5 libro Anderson, et al. (2010).



2.2. Breviario Histoérico 33

2.2.3. Sobre el teorema de Wigner

La motivacion de Wigner

o Wigner observé que un nicleo pesado es una gota liquida compuesta de muchas particulas con
fuertes interacciones desconocidas.

Modelo propuesto: valores propios de una matriz aleatoria.

s Cudl es la distribucion de estas particulas?.

& Qué tipo de matrices aleatorias deben usarse?.

Lecturas recomendadas de Wigner sobre Matrices aleatorias:

— Annals of Mathematics, 1955, 1958.
— Random Matrices in Physics, STAM Review, (7th Von Neumann Lecture) en 1967.

e Wigner (1902-1995) gano Premio Nobel en 1963 por sus estudios sobre el nicleo atémico.

En general el estudio asintético de F, no es trivial debido a la fuerte dependencia entre los
valores propios.

e Teorema Wigner (1955): V f € Cp(R) y € > 0,

lim P(’ / f(z)dF,(z) — / f(z)w(z)dz

n—oo

>s)=0

donde w(z)dx es la distribucion del semicirculo en (—2,2) con densidad

1
w(z) Vi —22, x| <2

"o

¢ En otras palabras: la distribuciéon empirica espectral E, converge (en cierto sentido) a la
distribucion del semicirculo en (—2,2).

Distribucién del semicirculo

1
w(z) = —V4—2a2 |z|]<2

2

Es la distribucién gaussiana en probabilidad libre.

Es la distribucién limite en el teorema central del limite libre.
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¢ Da lugar al movimiento browniano libre.

1
wi(z) = —V/4t — 22, |z| <2Vt

27

e Independencia libre, independencia libre asintotica (Dan-Virgil Voiculescu, 90 “s).
e Divisibilidad infinita libre y procesos de Lévy libres

2.2.4. Relaciones inesperadas entre Matrices Aleatorias y otras areas

?77?7Anadir lo de la funcién zeta de Riemann.

2.2.5. Teorema de Marchenko-Pastur

Falta afnadir esto.

2.2.6. Tracy-Widom

Falta esto
Anadir biografias.
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Matrices Aleatorias y comunicaciéon
inalambrica

Mario Diaz
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