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Introduccidn
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Introduccidn

@ ;Existira un sistema de comunicacién inalambrica “convencional” que
transmita tanta informacién como se quiera?

@ ;Si no fuera posible, hasta donde es posible llegar?

@ ;Cémo modelamos un sistema de comunicaciones?
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@ Teoria de la Informacién (Shannon 1948)
@ Fuente de Informacién
@ Entropia
e Canal
o Capacidad Ergddica

@ Sistemas MIMO (1999 — )
e Canal MIMO Constante
@ Canal MIMO Aleatorio
© Temas Relacionados

e Referencias
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Fuente de Informacién

Intuitivamente una fuente de informacion es cualquier elemento que
proporciona datos tomados de un conjunto a través del tiempo.
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Ejemplo.
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Fuente de Informacién

Intuitivamente una fuente de informacion es cualquier elemento que
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Ejemplo.

@ El texto de un libro. “To study the structure of manifolds ..."
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Fuente de Informacién

Intuitivamente una fuente de informacion es cualquier elemento que
proporciona datos tomados de un conjunto a través del tiempo.

v

Ejemplo.

@ El texto de un libro. “To study the structure of manifolds ..."

@ La voz humana al pasar por un teléfono (hace muchos afios).
“voz:tiempo— R"
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Fuente de Informacién

Intuitivamente una fuente de informacion es cualquier elemento que
proporciona datos tomados de un conjunto a través del tiempo.

v

Ejemplo.

@ El texto de un libro. “To study the structure of manifolds ..."

@ La voz humana al pasar por un teléfono (hace muchos afios).
“voz:tiempo— R"

e El mensaje que produce un celular (digital).
“11011101010100100100101..."
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Fuente de Informacién

Definicidn.

Modelamos una fuente de informacién como un proceso estocastico X;
con un espacio de estados Ex e indexado por un conjunto Tx.
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Fuente de Informacién

Ejemplo.

Modelando texto en inglés.
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Ejemplo.
Modelando texto en inglés.

o XFOML RXKHRJFFJUJ ZLPWCFWKCYJ FFJEYVKCQSGHYD
QPAAMKBZAACIBZLHJQD.
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Fuente de Informacién

Ejemplo.

Modelando texto en inglés.

o XFOML RXKHRJFFJUJ ZLPWCFWKCYJ FFJEYVKCQSGHYD
QPAAMKBZAACIBZLHJQD.

o OCRO HLI RGWR NMIELWIS EU LL NBNESEBYA TH EEI
ALHENHTTPA OOBTTVA NAH BRL.

e ON IE ANTSOUTINYS ARE T INCTORE ST BE S DEAMY ACHIN
D ILONASIVE TUCOOWE AT TEASONARE FUSO TIZIN ANDY
TOBE SEACE CTISBE.

e IN NO IST LAT WHEY CRATICT FROURE BIRS GROCID
PONDENOME OF DEMONSTURES OF THE REPTAGIN IS
REGOACTIONA OF CRE.
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Fuente de Informacién

Comparando Fuentes.

i Qué digito sigue en cada secuencia?
e 110101010010101110101010
e 111111111111111111111111
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Fuente de Informacién

Comparando Fuentes.
i Qué digito sigue en cada secuencia?
e 110101010010101110101010
e 111111111111111111111111

i Coémo cuantificamos cudnta informacién produce una fuente de
informacién?

Mario Diaz (UdeG) Sistemas MIMO CIMAT. Agosto de 2010. 7 /63



Entropia Discreta

Definicion.

Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores s; con
probabilidades P(X = s;) = P(s;) para i = {1,2,--- , n}. Definimos la
entropia de Shannon de X como

h(X) == P(s;)log, P(s;) = —E[log, P(X)]. (1)
i=1

CIMAT. Agosto de 2010. 8 /63
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Entropia Continua

Definicidn.

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad p(x).
Definimos la entropia continua de X como

hX) = = [ plx) logs plx) e = ~Ellogz p(X). 2)

—0o0
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Entropia Continua

Definicién.
Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad p(x).
Definimos la entropia continua de X como

hX) = = [ plx) logs plx) e = ~Ellogz p(X). 2)

—0o0

Proposicién.

Supongamos que se tiene una variable aleatoria con varianza fija 2. La
distribucién Gaussiana alcanza la maxima entropia y es igual a

In(2rec?)/2.
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Entropia

Ejemplo.

Supongamos que tenemos dos fuentes.
e P(X=0)=1/2yP(X=1)=1/2.
e P(Y=0)=0yP(Y=1)=1.
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Entropia

Supongamos que tenemos dos fuentes.
e P(X=0)=1/2yP(X=1)=1/2.
e P(Y=0)=0yP(Y=1)=1.
h(X) = 1bit/simbolo.

Mario Diaz (UdeG) Sistemas MIMO CIMAT. Agosto de 2010. 10 / 63



Entropia

Ejemplo.

Supongamos que tenemos dos fuentes.
e P(X=0)=1/2yP(X=1)=1/2.
e P(Y=0)=0yP(Y=1)=1.
h(X) = 1bit/simbolo.
h(Y') = Obits/simbolo.
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Fuente de Informacién

@ La entropia promedio de un proceso estocastico iguala la expresion

t—00

1t
lim E/o h(X:) dr. (3)
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Fuente de Informacién

@ La entropia promedio de un proceso estocastico iguala la expresion

1t
lim E/o h(X:) dr. (3)

t—00

@ Si la fuente es estacionaria y ergddica (como proceso estocastico)

1t _
lim _/0 h(X;) dT = h(X), (4)

t—oo t

donde X tiene la misma distribucién que las X:.
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Fuente de Informacién

@ La entropia promedio de un proceso estocastico iguala la expresion
1 t
lim = h(X;) dr.
tim < [ hoe) dr 3)

@ Si la fuente es estacionaria y ergddica (como proceso estocastico)

t—oo t

1t _
lim _/0 h(X;) dT = h(X), (4)

donde X tiene la misma distribucién que las X:.

@ A partir de ahora supondremos fuentes ergddicas y estacionarias.
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Fuente de Informacién

@ La entropia promedio de un proceso estocastico iguala la expresidn

Y
lim /0 h(X:) dr. (3)

t—oo t

@ Si la fuente es estacionaria y ergddica (como proceso estocastico)

1 B
lim /0 h(X.) dr = h(X), (4)

donde X tiene la misma distribucién que las X;.

@ A partir de ahora supondremos fuentes ergddicas y estacionarias.

i Qué pasa cuando el mensaje que genera una fuente es “enviado” a otro
lugar?

v
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Llamaremos canal a cualquier medio fisico por el cual se transmite
informacién, este medio fisico imprime una cierta deformacién en la sefial
transmitida. En general, esta deformacién es aleatoria.
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Llamaremos canal a cualquier medio fisico por el cual se transmite
informacién, este medio fisico imprime una cierta deformacién en la sefial
transmitida. En general, esta deformacién es aleatoria.

| A\

Definicién.
Modelamos un canal como un proceso estocastico H; con espacio de
estados Ey e indexado por un conjunto T.

12 / 63
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Esquema General de un Sistema de Comunicaciones

INFORMATION
SQURCE TRANSMITTER RECEIVER DESTINATION
Xt X Ht
= 4h-|:|—)‘ 2 =
SIGNAL RECEIVED | *
SIGNAL
MESSAGE MESSAGE
v
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Definicién.
Modelamos la salida de un sistema de comunicaciones como un proceso
estocastico Y; = f(Hg, X).

@ H; es el proceso estocastico que modela el canal.

@ X es la variable aleatoria que modela a la fuente de informacion.
o f: Ey x Ex — Ey es una funcién determinista.

@ Y; esta indexado por T (al igual que H;).
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Definicién.
Modelamos la salida de un sistema de comunicaciones como un proceso

estocastico Y; = f(Hg, X).

@ H; es el proceso estocastico que modela el canal.

@ X es la variable aleatoria que modela a la fuente de informacion.

o f: Ey x Ex — Ey es una funcién determinista.

@ Y; esta indexado por T (al igual que H;).

iCémo es f en un sistema inaldmbrico (digital) tipico? J
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Representacion de las Senales

La mayoria de los transmisores electrénicos convencionales tienen la
capacidad de producir ondas senoidales de diferentes magnitudes
(potencias) y fases. Por su parte, los receptores pueden detectar la
magnitud y fase de una sefal senoidal.
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Representacion de las Senales

Caracteristicas de la Comunicacién Inaldmbrica Digital

@ Se transmite una sefal senoidal de amplitud y fase controlable
durante un periodo de tiempo fijo (a causa de esto tomamos T = N).
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Representacion de las Senales

Caracteristicas de la Comunicacién Inaldmbrica Digital

@ Se transmite una sefal senoidal de amplitud y fase controlable
durante un periodo de tiempo fijo (a causa de esto tomamos T = N).

@ El receptor detecta la amplitud y fase de la sefal transmitida, sin
embargo nada asegura que se detecte la senal transmitida.

Mario Diaz (UdeG) Sistemas MIMO CIMAT. Agosto de 2010. 16 / 63



Atenuacion

La atenuacion es el fenédmeno que sufren las sefiales inalambricas en el
cual se modifica la amplitud y la fase de la senal durante todo un periodo
de transmision.
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Ruido

El ruido es el fendmeno que sufren las sefales inaldambricas en el cual se
modifica la amplitud de la senal “bruscamente” a lo largo del periodo de
transmision.
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Representacion de las Senales
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Representacién de las

@ Las sefiales tiene fase y magnitud, esto nos permite verlas como un
ntimero complejo.

v
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transmitida por un nimero complejo.
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@ Las sefiales tiene fase y magnitud, esto nos permite verlas como un
ntimero complejo.

@ La atenuacién se puede ver como la multiplicacién de la senal
transmitida por un nimero complejo.

@ El ruido puede ser visto como un nimero complejo que se suma a la
sefial transmitida.
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Representacién de las Senales

@ Las sefiales tiene fase y magnitud, esto nos permite verlas como un
ntimero complejo.

@ La atenuacién se puede ver como la multiplicacién de la senal
transmitida por un nimero complejo.

@ El ruido puede ser visto como un nimero complejo que se suma a la
sefial transmitida.

Por lo tanto tomaremos Ex = Ey = Ey = C.

v
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Especificaciones Eléctricas

@ Para hacer un uso mas eficiente de la energia eléctrica se obliga a que
la sefial transmitida tenga media cero E[X] = 0.
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Especificaciones Eléctricas

@ Para hacer un uso mas eficiente de la energia eléctrica se obliga a que
la sefial transmitida tenga media cero E[X] = 0.

@ La potencia promedio transmitida esta limitada a algtin valor P, es
decir, E[|X]?] < P.
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Canal Gaussiano

Ejemplo Tipico.

Decimos que un canal es un canal de ruido aditivo Gaussiano si

Yn = X+ Ny, (5)
donde

@ X es la sefal transmitida.
e v>0.

@ NN, son variables aleatorias Gaussianas de media cero y varianza
unitaria.

@ N, son independientes entre si e independientes de X.
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Canal Gaussiano

Ejemplo Tipico.

Decimos que un canal es un canal de ruido aditivo Gaussiano si

Y, =X +vN,, (5)
donde

@ X es la sefal transmitida.

e v>0.

@ NN, son variables aleatorias Gaussianas de media cero y varianza
unitaria.

@ N, son independientes entre si e independientes de X.

i Como es la cantidad de informacion recibida respecto a la transmitida? J
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Entropia Condicional Continua

Definicidn.

Sean X y Y dos variables aleatorias con densidades fx y fy
respectivamente. Definimos la entropia condicional de Y dada X como

h(Y|X) = / / %) [oEatty (o <) cix (6)

Mario Diaz (UdeG) Sistemas MIMO CIMAT. Agosto de 2010. 22 /63



Entropia Condicional Continua

Sean X y Y dos variables aleatorias con densidades fx y fy
respectivamente. Definimos la entropia condicional de Y dada X como

h(Y|X) = / / %) [oEatty (o <) cix (6)

v

Ejemplo.

Si tenemos un canal Gaussiano Y, = X + v/, entonces
h(Yn|X) = h(yN,) para toda n.
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Informaciéon Mutua

Definicidn.

Definimos la informacién mutua de dos variables aleatorias X y Y como

vy ) o FOGY) N dedy — _
I(X; Y)_/sy/sx Fx,9)] g2<fx(x)f (y)) dx dy = h(Y) h(yyxz,)
7

donde fx, fy y f son las densidades de X, de Y y la densidad conjunta de
X y Y respectivamente.

v
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Informaciéon Mutua

Definicidn.

Definimos la informacién mutua de dos variables aleatorias X y Y como

vy ) o FOGY) N dedy — _
I(X; Y)_/SY [ foony gQ(fX(X)f (y)) dx dy = h(Y) h(yyxz,)
7

donde fx, fy y f son las densidades de X, de Y y la densidad conjunta de
X y Y respectivamente.

v

o I(X;Y)=1(Y;X).
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Informaciéon Mutua

Definicidn.

Definimos la informacién mutua de dos variables aleatorias X y Y como

vy ) o FOGY) N dedy — _
I(X; Y)_/SY [ foony gQ(fX(X)f (y)) dx dy = h(Y) h(yyxz,)
7

donde fx, fy y f son las densidades de X, de Y y la densidad conjunta de
X y Y respectivamente.

v

o I(X;Y)=I(Y;X).
@ Si se tuviera que Y = X entonces /(X;Y) = h(X) = h(Y).
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Informaciéon Mutua

Definicidn.

Definimos la informacién mutua de dos variables aleatorias X y Y como

vy ) o FOGY) N dedy — _
I(X; Y)_/SY [ foony gQ(fX(X)f (y)) dx dy = h(Y) h(yyxz,)
7

donde fx, fy y f son las densidades de X, de Y y la densidad conjunta de
X y Y respectivamente.

v

o I(X;Y)=I(Y;X).
@ Si se tuviera que Y = X entonces /(X;Y) = h(X) = h(Y).
@ Si X y Y fueran independientes sucede que /(X; Y) = 0.
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Informaciéon Mutua

Definicidn.

Definimos la informacién mutua de dos variables aleatorias X y Y como

(Y) = x,y)lo _floy) Ix dy = —
I(x; Y)_/sy/sx Fx, )] gg(fx(x)f (y)) dx dy = h(Y) h(yyxz,)
7

donde fx, fy y f son las densidades de X, de Y y la densidad conjunta de
X y Y respectivamente.

v

o I(X;Y)=I(Y; X).
@ Si se tuviera que Y = X entonces /(X;Y) = h(X) = h(Y).
@ Si X y Y fueran independientes sucede que /(X;Y) = 0.

v

i Cuanta informacién pasa a través del canal durante un “uso” del canal? )
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Canal Estacionario y Ergddico

@ Durante un uso del canal la informacién promedio que pasa a través
de este es igual a

N N
NZ X Yk Z (X; f(Hk,X)), (8)
k=1 k:

donde N es el nimero de periodos que se uso el canal.

v

Mario Diaz (UdeG) Sistemas MIMO CIMAT. Agosto de 2010. 24 / 63



Canal Estacionario y Ergddico

@ Durante un uso del canal la informacién promedio que pasa a través
de este es igual a

N N
NZ X Yk Z (X; f(Hk,X)), (8)
k=1 k:

donde N es el nimero de periodos que se uso el canal.

@ N suele ser relativamente grande.

v
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Canal Estacionario y Ergddico

@ Durante un uso del canal la informacién promedio que pasa a través
de este es igual a

N N
1
Z (X3 Yi) = 5 D 1(X: f(Hi, X)), (8)
k: k=1
donde N es el nimero de periodos que se uso el canal.
@ N suele ser relativamente grande.
@ Si H,, es un proceso estocdstico estacionario y ergddico entonces

N
lim fZ/(x Yi) = 1(X; Y) = I(X, f(H,x)), (9)

N—oo N

donde Y = f(H, X) tiene la misma distribucién que las Y, y H tiene
la misma distribucién que las H,,.

v
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Eficiencia Espectral Ergddica

Definicidn.

Definimos la eficiencia espectral de un sistema cuya entrada es la variable
aleatoria X y cuya salida es la variable aleatoria Y como la informacién
mutua de ambas variables /(X; Y) divido entre el ancho de banda en
Hertz utilizado para la transmisién.
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Eficiencia Espectral Ergddica

Definicidn.

Definimos la eficiencia espectral de un sistema cuya entrada es la variable
aleatoria X y cuya salida es la variable aleatoria Y como la informacién
mutua de ambas variables /(X; Y) divido entre el ancho de banda en
Hertz utilizado para la transmisién.

@ Asumiremos por simplicidad que el ancho de banda utilizado es 1Hz.

Mario Diaz (UdeG) Sistemas MIMO CIMAT. Agosto de 2010. 25 /63



Eficiencia Espectral Ergddica

Definicidn.

Definimos la eficiencia espectral de un sistema cuya entrada es la variable
aleatoria X y cuya salida es la variable aleatoria Y como la informacién
mutua de ambas variables /(X; Y) divido entre el ancho de banda en
Hertz utilizado para la transmisién.

@ Asumiremos por simplicidad que el ancho de banda utilizado es 1Hz.

@ Para un canal fijo la eficiencia espectral ergddica depende de la
entrada.
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Capacidad Ergddica

Definicidn.

La capacidad ergddica C de un canal se puede definir como la maxima
eficiencia espectral ergddica, maximizada sobre las posibles distribuciones
de la entrada. En otras palabras

o f(x.y) "
C= n})z(]x/sy . f(x,y)log, (fx(X)fy(y)) dy dx, (10)

donde X es la v.a que modela la entrada del sistema y Y la v.a. que
modela la salida.
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Capacidad Ergddica

Definicién.

La capacidad ergédica C de un canal se puede definir como la maxima
eficiencia espectral ergddica, maximizada sobre las posibles distribuciones
de la entrada. En otras palabras

o f(x,y) "
C= n})e(]x/sy . f(x,y)log, <fx(X)fy(y)> dy dx, (10)

donde X es la v.a que modela la entrada del sistema y Y la v.a. que
modela la salida.

@ La capacidad ergddica es la maxima cantidad de informacién que
puede pasar a través de un sistema.

v
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Capacidad Ergddica

Definicién.

La capacidad ergédica C de un canal se puede definir como la maxima
eficiencia espectral ergddica, maximizada sobre las posibles distribuciones
de la entrada. En otras palabras

o f(x,y) "
C= n})e(]x/sy . f(x,y)log, <fx(X)fy(y)> dy dx, (10)

donde X es la v.a que modela la entrada del sistema y Y la v.a. que
modela la salida.

@ La capacidad ergddica es la maxima cantidad de informacién que
puede pasar a través de un sistema.

@ Nos permite saber que tan cercas estdn nuestros esquemas de
codificaciéon del maximo posible.

v
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Primer Intento

Canal Gaussiano Dividido

@ ;Cual es la capacidad de un canal de ruido aditivo Gaussiano
Y =X+yN?
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Primer Intento

Canal Gaussiano Dividido

@ ;Cual es la capacidad de un canal de ruido aditivo Gaussiano
Y =X+yN?
C = maxg (h(X +yN) — h(X + yN|X))
C = méxg (h(X + yN) — h(N))
C = In((7? + E[|x]?])27e) /2 — In(y?27e) /2
C = 1In(1 + P) donde P = E[|X|?]/+2.
@ ;Y si dividimos la potencia en n subcanales idénticos?
o C,=(n/2)In(1+ P/n).
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Canal MIMO (1999 — )

Un sistema MIMO (Multiple Input Multiple Output) es un sistema de
comunicaciones inaldmbricas en el cual el transmisor y el receptor tienen
varias antenas para transmitir y recibir segin sea el caso.

Channel i
[ ——
j T _.-;*
\"'-..__‘ __‘."r
b ey L
FLa. - S
- - -
[ .
(s '! \.‘. ‘_*

Y T Y

Transrmitter Feceiver
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Canal MIMO

En este tipo de sistemas

nt
yf:ZhU)(j+ni7 (i:17"'7nR) (11)
Jj=1

@ X; son las sefiales transmitidas.
@ y; las sefiales recibidas.

@ hj; los coeficientes que modelan la atenuacién entre la antena
transmisora j y la antena receptora i, a los cuales Ilamaremos
coeficientes de propagacion.

@ n; son ruido aditivo Gaussiano.
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Canal MIMO

En conclusién, un sistema MIMO tiene una respuesta dada por la ecuacién

y = Hx + n, donde:
o x=(x1x2 -+ Xn, ) es el vector de entrada (transmitidas).
oy=(y1y2 - yng)" es el vector de salida (recibidas).
e H = {h;;} son los coeficientes de propagacién del canal (aleatorios).
@ n=(n --- np)" es ruido blanco Gaussiano aditivo, por simplicidad
supondremos que E[||n||?] = ng.
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Canal MIMO Constante

i Cudl es la capacidad ergddica de un sistema MIMQ? J
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Canal MIMO Constante
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Canal MIMO Constante

i Cudl es la capacidad ergddica de un sistema MIMQ?
i Qué rol juegan los eigenvalores de H en un sistema MIMQO?

Caracteristicas del Canal Constante

@ Supondremos que H es constante.

@ Supondremos que tanto el receptor como el transmisor conocen el
estado del canal en todo instante, esto es, conocen H.
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Canal MIMO Constante

Escribamos la SVD de H como
H=UxXV", (12)

donde U y V son matrices unitarias y X es la matriz de valores singulares
de H.
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Canal MIMO Constante

Escribamos la SVD de H como
H=UxXV", (12)

donde U y V son matrices unitarias y X es la matriz de valores singulares
de H.

Generemos un vector aleatorio X, tal que satisfaga alguna restriccién en la
potencia total transmitida

Z|>”<,-\2 < P.
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Canal MIMO Constante

Transmitiremos el vector x = Vx.
y=UZV*VX+n

y = UXX +n. (13)
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Canal MIMO Constante

Transmitiremos el vector x = Vx.
y=UZV*VX+n
y=UXx+n. (13)

Multipliquemos el vector recibido por U* para dar paso al vector

y .= Uy. (14)
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Canal MIMO Constante

El vector y esta relacionado con X mediante la siguiente relacién
y =YX+ n, (15)

donde i tiene la misma distribucién que n dado que n es un vector de
ruido Gaussiano y U es una matriz unitaria.
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Canal MIMO Constante

Esto dltimo descompone el sistema original en ng subsistemas que
satisfacen la relacién
yi = oiX; + hj, (16)

para i =1,2,...,ng, donde ¥ = diag(o1,...,0n,).
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Canal MIMO Constante

Dado que n; tiene potencia unitaria y cada subcanal es un canal con ruido
blanco aditivo Gaussiano entonces la capacidad alcanzada para cada
subcanal es

Ci = log, (1 + o?E[|%;]?]) . (17)
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Canal MIMO Constante

Dado que n; tiene potencia unitaria y cada subcanal es un canal con ruido
blanco aditivo Gaussiano entonces la capacidad alcanzada para cada
subcanal es

Ci = log, (1 + o?E[|%;]?]) . (17)

Dado que la capacidad total del sistema es la suma de las capacidades de
todos los subcanales tenemos que la capacidad ergddica total esta dada

por
C= max G. 18
ii:2|ii|2gpz ' (18)
i Qué sucedera cuando H varia con el tiempo? J
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Modelo Can

El modelo canénico de los sistemas MIMO supone que el canal tiene una
respuesta dada por la ecuacién y = Hx + n, donde:

o x=(xgx2 - x,,T)T es el vector de entrada.
oy=01y2 - y,,R)T es el vector de salida.
e H = {h;;} son los coeficientes de propagacién del canal (aleatorios).

@ n=(n - np)" es ruido blanco Gaussiano aditivo que satisface la
normalizacién E[||n||?] = ng.
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Modelo Canénico

Caracteristicas del modelo candnico

@ Supondremos que las hy; son independientes y que
hij = N(0,3) + iM(0, 3), donde Ny M son variables aleatorias
Gaussianas independientes de media cero y varianza un medio, a este
tipo de atenuacién se le conoce como atenuacién de Rayleigh.
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hij = N(0,3) + iM(0, 3), donde Ny M son variables aleatorias
Gaussianas independientes de media cero y varianza un medio, a este
tipo de atenuacién se le conoce como atenuacién de Rayleigh.

@ Supondremos que se tiene informacion del estado del canal en el
receptor (conoce H) e informacién de la distribucién del canal en el
transmisor (conoce como se distribuye H).
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hij = N(0,3) + iM(0, 3), donde Ny M son variables aleatorias
Gaussianas independientes de media cero y varianza un medio, a este
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@ Supondremos que se tiene informacion del estado del canal en el
receptor (conoce H) e informacién de la distribucién del canal en el
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iSera que los eigenvalores de un sistema MIMO tienen un mejor
comportamiento que los subcanales del canal Gaussiano dividido?
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Modelo Canénico

Caracteristicas del modelo candnico

@ Supondremos que las hy; son independientes y que
hij = N(0,3) + iM(0, 3), donde Ny M son variables aleatorias
Gaussianas independientes de media cero y varianza un medio, a este
tipo de atenuacién se le conoce como atenuacién de Rayleigh.

@ Supondremos que se tiene informacion del estado del canal en el
receptor (conoce H) e informacién de la distribucién del canal en el
transmisor (conoce como se distribuye H).

iSera que los eigenvalores de un sistema MIMO tienen un mejor
comportamiento que los subcanales del canal Gaussiano dividido?
Dado que encontrar la capacidad implica optimizar sobre la entrada es
necesario definir primeramente algunas propiedades de la entrada.
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Modelo Canénico

Definicion.

Definamos la matriz de covarianza de la entrada del sistema como

 E[xx*]
®= TepwE (£9)
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Modelo Canénico

Definicién.
Definimos el SNR de un sistema como la relacién entre la potencia de las
senales transmitidas y la potencia del ruido observado por antena

E[]x[?]

SNR = L[ n]] (20)

v

Mario Diaz (UdeG) Sistemas MIMO CIMAT. Agosto de 2010. 40 / 63



Modelo Canénico

Definicién.
Definimos el SNR de un sistema como la relacién entre la potencia de las
senales transmitidas y la potencia del ruido observado por antena

E[]x[?]

SNR = L[ n]] (20)

Debido a la normalizacién E[||n||?] = ng tenemos que

SNR = E[|x|/°] (21)
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Modelo Canénico

Definicidn.

Decimos que un vector aleatorio complejo Gaussiano x es circular simétrico
si

Bllx - b - BB = 5 | ol meg | @)

para alguna matriz Hermitiana no-negativa definida Q.
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Modelo Canénico

Definicidn.

Decimos que un vector aleatorio complejo Gaussiano x es circular simétrico
si

Bllx - b - BB = 5 | ol meg | @)

para alguna matriz Hermitiana no-negativa definida Q.

Una definicién alternativa mas intuitiva es la siguiente.

Definicion Alternativa.

Decimos que un vector x es circular simétrico si €/®x tiene la misma
distribucién que x para todo nimero real ¢.
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Modelo Canénico

Teorema.

La entropia de un vector Gaussiano circular simétrico x con matriz de
covarianza ® esta dada por

h(x) = log, det(®). (23)
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Modelo Canénico

Teorema.

La entropia de un vector Gaussiano circular simétrico x con matriz de
covarianza ® esta dada por

h(x) = log, det(®). (23)

v

Teorema.

Si H es una matriz aleatoria de ng X ny, x es un vector Gaussiano circular
simétrico de tamafio nt y n es un vector de ruido blanco Gaussiano,
entonces

h(Hx + n) = E[log, det(l + H®H™)]. (24)

v
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Modelo Canénico

Ejemplo.

Si en el modelo canénico se tiene una entrada Gaussiana circular simétrica
con matriz de covarianza /,, entonces la eficiencia espectral de este
sistema es igual a

I(y; x) = h(y) — h(y|x) = h(Hx + n) — h(Hx + n|x), (25)

dado que se tiene conocimiento de H en el receptor, se puede mostrar que

I(y;x) = h(Hx+n)— h(n) (26)
I(y;x) = E[log,det(/ + HH")] — log, det(/) (27)
I(y;x) = E[log,det(/ +HH")]. (28)

i Es este ejemplo interesante?
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Teoremas Principales del Modelo Candnico

Teorema 1. (Telatar 1999)

La capacidad del canal MIMO candnico con matriz de coeficientes de
propagacion H de ng X nt es alcanzada cuando x es un vector aleatorio
Gaussiano complejo circular simétrico con media cero y covarianza /.
Ademads, en esta situacién la capacidad esta dada por

C(ng,nt) =En [Iog2 det (l,,R + S’:\I—RHH*)] . (29)
T
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Teoremas Principales del Modelo Candnico

Teorema 1. (Telatar 1999)

La capacidad del canal MIMO candnico con matriz de coeficientes de
propagacion H de ng X nt es alcanzada cuando x es un vector aleatorio
Gaussiano complejo circular simétrico con media cero y covarianza /.
Ademads, en esta situacién la capacidad esta dada por

C(ng,nt) =En [Iogz det (l,,R + S’:\I—RHH*)] . (29)
T

iComo es C respecto a ng y nt? J
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Teoremas Principales del Modelo Candnico

Definicion.
Si A es una matriz aleatoria Hermitiana de nr x ng definimos la
distribucién empirica espectral de A a la funcién

FA(x) = Z (i(A)<x)s

donde \;(A) representa el eigenvalor i de la matriz A.
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Teoremas Principales del Modelo Candnico

Teorema 2. (Teorema de Marchenko-Pastur 1967)

Sea H una matriz aleatoria de ng X nt cuyas entradas son independientes
con media cero, varianza unitaria y momentos cuartos de orden O(%)
Supongamos que nt/ng — [ cuando ng — oco. Denotemos la distribucién
1 *
.. L HH
empirica espectral de %HH* por F=" " (x). Entonces se cumple que

*

Y . LHH
cuando ng — oo la distribucién empirica espectral F’=r " (x) converge
con probabilidad uno a una funcién de distribucién determinista Fg(x) tal
que

Fa(dx) = (1 — B)* o) + ———v/(r )T (x = )F dx,  (30)

27Tx

donde (z)™ = max(0,z), I = (1 — /B)? y r = (1L + v/B)?. Llamamos a
Fs(x) la distribucién de Marchenko-Pastur de pardmetro f3.

Mario Diaz (UdeG) Sistemas MIMO CIMAT. Agosto de 2010. 46 / 63



Teoremas Principales del Modelo Candnico

Teorema 3. (Telatar 1999)

La capacidad asintética de un canal MIMO con atenuacién de Rayleigh
cuando ng — oo y nt/ng — 3 esta dada por la expresién

Clnr,n7) cs / " log; <1+ SNTRx) Fa(dx), (31)
/

nr

donde Fs(x) es la distribucién de Marchenko-Pastur, / = (1 —/B)? y
r=(1++B)>
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Teoremas Principales del Modelo Candnico

Demostracion.

Recordemos que el determinante de una matriz Hermitiana A de ng X ng
se puede expresar como

det A = l_R[ Ai(A), (32)
i=1

donde A1(A) < A2(A) < ... < X\y(A). Despejando en la ecuacién del
Teorema 1

NR
C(ng,nt) = En [Iog2 det (l,,R 4 SnHH*>] , (33)
T

llegamos a la siguiente expresién

- SNR
logy [ M (/nR + nTHH*>

i=1
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Teoremas Principales del Modelo Candnico

Dado que si A es una matriz Hermitiana de ng X ng entonces | + A tiene
eigenvalores 1 + A\1(A) < ... <1+ A,.(A) tenemos que

L NR
log, H <1 + A (SnTHH*>)

i=1

C(ng, n7) = En [zn: log, (1 + SNHR"R A <H,:>>] . (36)

=i v

C(nR,nT) :EH ) (35)

Rescribiendo la suma anterior en términos de una integral respecto a la
distribucién empirica espectral de HH*/ng llegamos a la expresién

C(ng,nt) = Eny [/ log, (1 + SNanRx> nR Fﬂ(dx)} . (37)
0 T

V.
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Teoremas Principales del Modelo Candnico

Dado que en el caso asintético la funcién de distribucién empirica
espectral de n—lRHH* converge con probabilidad uno a F3(x) tenemos que

Clorint)  _ g [/ log, <1+SNRn—Rx) F"IRHH*(dX)} (38)
nr 0 nr

Clnr,n7)  cs /|Og2 <1+—SNRX> Fi(dx), (39)
nR / ﬁ

tal y como se queria.
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Conclusién al Modelo Canénico

El Teorema 3 nos dice que en el caso asintético en el nimero de antenas
tendremos una capacidad por antena igual a

Clnr, n7) e // log, (1 - SNTRx) Fs(dx) (40)

nr

donde F3(x) es la distribucién de Marchenko-Pastur.
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Conclusién al Modelo Canénico

El Teorema 3 nos dice que en el caso asintético en el nimero de antenas
tendremos una capacidad por antena igual a

Clnr, n7) e // log, (1 - SNTRx) Fs(dx) (40)

nr

donde F3(x) es la distribucién de Marchenko-Pastur.

iLo encontramos! J
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Ejemplos de Sistemas MIMO

Routers MIMO

Una de las caracteristicas mds interesantes de los sistemas MIMO es el
buen desempeio que tienen incluso cuando no se cuenta con linea de vista

(NLOS).
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Ejemplos de Sistemas MIMO

Proyecto WiMax Jalisco

Este es un proyecto del gobierno de Jalisco para proveer internet a
comunidades rurales de dificil acceso y ofrecer servicios médicos
especializados a distancia entre otras cosas.

| "
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v
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Ejemplos de Sistemas MIMO

LTE: Tecnologia Celular 4G

Rk NF

\'4

XCVR-A V Y...\.'R g
Baseband S¢ = [DATA, x Chpac] + [DATAg x cnac] Baseband

Sp = [DATA, x Chap] + [DATAg x Chggl

“Referring to the 2 x 2 MIMO system in Figure 2.4-4, there are a total of
four channel impulse responses (C1, C2, C3 and C4). Note that while one
transmitter antenna is sending the reference signal, the other antenna is
idle. Once the channel impulse responses are known, data can be
transmitted from both antennas simultaneously.” |

Jim Zyren, Overview of the 3GPP Long Term Evolution Physical Layer.
Freescale Semiconductors, July 2007.
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Temas Relacionados

Pero......... iPor qué no estan en todos lados? J
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Temas Relacionados

Canal MIMO Independiente Idénticamente Distribuido (Canénico)

Denotemos por H,, a la matriz con entradas Gaussianas complejas
independientes idénticamente distribuidas, de media cero y varianza uno
(atenuacién de Rayleigh). En el caso candnico, también conocido como
MIMO iid, tenemos que las matrices de interés son de la forma

B =/+H,H,. (41)

v

E. Telatar, Capacity of multi-antenna Gaussian channels, Euro. Trans.
Telecommunications, vol. 10, pp. 585-595, Nov.-Dec. 1999.
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Temas Relacionados

Canal MIMO Independiente No Idénticamente Distribuido

En este modelo se asume que las entradas h;; son independientes, media
cero pero con varianzas arbitrarias. Sin embargo, el modelo mas utilizado
es cuando la matriz de interés es de la forma

B = / + DY/?H,, D H,DY?, (42)

donde D, y D; son matrices diagonales con entradas no negativas.

A. Tulino, A. Lozano, S. Verdi, Impact of Antenna Correlation on the
Capacity of Multiantenna Channels, I[EEE Trans. on Information
Theory, vol 51, pp. 2491-2509, July 2005.
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Temas Relacionados

Canal MIMO Correlacionado

Si suponemos que las entradas no son independientes entonces llegamos a
un Canal MIMO Correlacionado. El modelo mds usado es el canal MIMO
con correlacién de Kronecker, en el cual la matriz de interés es de la forma

B =/ + RY?H,,RH;,RY?, (43)

con R, y R; son matrices Hermitianas positivas semi-definidas.

A. Tulino, A. Lozano, S. Verdi, Impact of Antenna Correlation on the
Capacity of Multiantenna Channels, I[EEE Trans. on Information
Theory, vol 51, pp. 2491-2509, July 2005.
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Temas Relacionados

Canal MIMO Multiusuario Correlacionado (Kronecker)

Un canal multiusuario es un canal en el cual se transmiten/reciben varios
mensajes a la vez de usuarios diferentes (a diferencia del canal estudiado
en esta charla). Cuando se tiene un canal MIMO multiusuario las matrices
de interés suelen ser

k
B=1/+ Z Ri,-/2HiRtiHTRii/27 (44)
i=1
1/2 +pl/2 .,
donde cada R,/ "H;R;H7R /" es un canal con correlacién de Kronecker.
Carlos Vargas les hablara de los aspectos tedricos de este tipo de matrices

la siguiente semana.

R. Couillet, M. Debbah, J. Silverstein. A deterministic equivalent for
the capacity analysis of correlated multi-user MIMO channels.

Multicell-Journal. Pre-print.
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Conclusién

Entender mejor el comportamiento asintético del espectro de las matrices
aleatorias nos permite entender mejor el comportamiento de nuestros
sistemas de comunicaciénes inalambricas.
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