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Introduccion

La relacién entre la probabilidad libre y las representaciones de
grupos a través de los diagramas de Young es un tema que ha sido
estudiado de manera creciente en los tltimos anos, principalmente por
Biane [7], [8], Kerov [13], y Lasalle [16]. En general, relacionar dos
o mds diferentes dreas de las matemadticas en una teorfa es un logro
trascendente, pues permite estudiarlas en paralelo y las enriquece mu-
tuamente. Recientemente Andrei Okounkov, profesor de la Universi-
dad de Princeton, fue galardonado con la medalla Fields en el ano 2006
por sus contribuciones que relacionan la teoria de representaciones, la
probabilidad y la geometria algebraica. Algunos de sus trabajos en el
tema son [9] y [21].

Esta tesis de licenciatura expone algunas relaciones entre las re-
presentaciones del grupo simétrico y la probabilidad libre. Un obje-
tivo principal de la tesis es exponer en detalle uno de los resultados
pioneros en esta drea; resuelto por Kerov y Vershik ([12],[14]) en los
70’s sobre la convergencia de una cadena de Markov de diagramas
de Young al diagrama del semicirculo. Otro objetivo es exponer las
ideas de Biane, quien explica en [6] las caracteristicas asintéticas de
caracteres de grupos y operaciones de representaciones en términos de
cumulantes libres y operaciones en probabilidad libre.

De la teorfa de representaciones de grupos simétricos, se sabe que
a cada particién de n como suma decreciente de enteros positivos, le



corresponde un tipo de ciclo en S, y a cada uno de estos, una clase de
conjugaciéon K en S, y por lo tanto, una representacién irreducible,
cuya dimensién puede calcularse mediante la férmula gancho [3],[22].
Por otra parte, a cada particion de n le corresponde un diagrama
rectangular y a cada uno de estos se le asocia una medida de pro-
babilidad via la transformada de Cauchy. Esta transformada juega un
papel central en el enfoque analitico de la convolucion libre de medidas
de probabilidad; ver por ejemplo, la tesis de licenciatura de Octavio
Arizmendi [2].

Asi, a cada diagrama rectangular le podemos asociar una medida y
una dimensién. Se construye una cadena de Markov que toma valores
en los diagramas rectangulares y cuyas probabilidades de transicién
dependen de las dimensiones de los diagramas. Resulta que después
de una normalizaciéon adecuada, la cadena converge a un diagrama de-
terministico €2, cuya medida asociada es la distribucién del semicirculo,
que juega el papel de distribucién Gaussiana cldsica en la probabilidad
libre.

Para demostrar estos resultados, se requieren elementos de diver-
sas ramas de las matemadticas. Por ejemplo, se utiliza la férmula de
particiones de Hardy-Ramanujan que fue demostrada usando técnicas
de teorfa analitica de nimeros, transformadas de Fourier y de Cauchy
del andlisis funcional, el lema de Borel-Cantelli de probabilidad clési-
ca, la formula gancho de combinatoria, y teorfa de representaciones de
grupos, entre otros resultados.

A primera vista, la convergencia de esta cadena de diagramas al
del semicirculo parece una coincidencia, que no sugiere una relacién
estrecha entre la probabilidad libre y representaciones de grupos. Por
esta razon, en esta tesis se presentan también resultados més recientes,
de Biane [6], en donde es evidente cémo los conceptos de caracteres y
operaciones de induccién, restriccién, producto tensorial y crecimien-
to de diagramas, relevantes en teorfa de representaciones, se pueden



XI

estudiar a través de los cumulantes libres, las convoluciones libres,
las proyecciones libres, y la distribucién del semicirculo, temas con-
cernientes a la probabilidad libre. Una vez comprendidas estas rela-
ciones, se concluye que la convergencia de la cadena de Markov al dia-
grama del semicirculo no es una casualidad, sino el principio de una
relacién estrecha entre estas dos ramas actuales de las matematicas.

La tesis esta organizada en la siguiente forma. En los Capitulos 1 y
2 se introducen los conceptos y resultados fundamentales sobre repre-
sentaciones del grupo simétrico y diagramas de Young, respectivamen-
te. En el Capitulo 3 se da una demostracién detallada del problema de
Kerov y Vershik sobre la convergencia de la cadena de diagramas al
diagrama del semicirculo. El Capitulo 4 se divide en tres secciones. La
primera contiene las definiciones de algunos conceptos y operaciones
de probabilidad libre, mientras que la segunda expone algunos resul-
tados de Biane [6] sobre aspectos estadisticos de representaciones y
caracteres, que dependen de las operaciones en probabilidad libre de
la seccién anterior. Las ideas y conceptos centrales de las demostra-
ciones de éstos resultados se presentan en la tercera seccién.

Se incluyen ademds dos apéndices con el propdsito de que el tra-
bajo se pueda leer de manera independiente. El Apéndice A contiene
conceptos bédsicos sobre probabilidad clédsica. Ademés expone los fun-
damentos de la probabilidad libre en el contexto més general de la
probabilidad no conmutativa. En particular se presenta el concepto
de independencia, haciendo un paralelo entre la independencia clési-
ca y la libre, junto con los otros tres tnicos tipos de independencia
posibles. El Apéndice B incluye la férmula gancho y la férmula de
particiones de Hardy-Ramanujan, asf como otros resultados de cédlculo
y combinatoria que serdn utilizados en las demostraciones.
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Capitulo 1

Representaciones del
Grupo Simétrico

El objetivo principal de este capitulo es recordar conceptos y re-
sultados béasicos concernientes a representaciones del grupo simétrico
S, en matrices complejas de dimensién finita, ya que éstos serdn nece-
sarios mdas adelante para poder plantear, comprender y resolver los
principales resultados de la tesis.

Especificamente, se recuerdan los conceptos de caracteres, induc-
ciones, restricciones, productos tensoriales, y productos exteriores de
representaciones de .S,,, asf como las expresiones que permiten calcu-
lar las dimensiones de las representaciones irreducibles. Dado que estos
resultados son bien conocidos, no se presentan demostraciones. Estas
pueden encontrarse en los dos primeros capitulos del libro de Bruce E.
Sagan [22].

1.1. Representaciones de Grupos

En esta seccién se introducen conceptos de representaciones de

grupos en general. Si no se especifica lo contrario, G siempre sera



2 Representaciones del Grupo Simétrico

un grupo finito con elemento neutro e y V un C-espacio vectorial de
dimensién finita.

1.1.1. Conceptos Fundamentales

Comenzamos con las definiciones bésicas.

Definicién 1.1.1 Sea G un grupo, y V un espacio vectorial. Una fun-
cion X : G — GL(V) es una representacion de G en V si

i) X(e)=1.

ii) X(gh) = X(9)X(h), Vg,h € G.

Definicién 1.1.2 Sea G un grupo y V un espacio vectorial. Decimos
que V' es un G-mddulo si existe una multiplicacion de elementos de
G por elementos de V., G x V — V, tal que

i) gv e V.

i) g(ev + dw) = c(gv) + d(gw).

iit) (gh)v = g(hv).

iv) ev =v.
para todos g,h € G, v,w € V y escalares c,d € C.

Proposicién 1.1.3 V es un G-mddulo si y solo si existe una repre-
sentacion de G en'V

Bajo esta correspondencia, hablaremos de representaciones de G
y de sus G-mdédulos implicitos indistintamente, y los teoremas y re-
sultados se referirdn a representaciones de G 6 a G-mdédulos segin
convenga.

Si X y Y son representaciones de G en V' y existe una transforma-
cién lineal T' € GL(V) tal que para cualquier g € G

TX(g)T~ ' =Y(g)
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decimos que X y Y son representaciones equivalentes y escribimos
Xy,

Observemos que i), ii) y iv) de la Proposicién 1.1.1 son los axiomas
de una accién del grupo G sobre V. De hecho, las acciones de grupos
proporcionan una buena fuente de ejemplos de representaciones, como
veremos a continuacion.

Ejemplo 1.1.4 X(g9) = I € GL(V) para toda g € G. Esta es la
representacidn mds sencilla y se le llama representacion trivial.

Ejemplo 1.1.5 Dada una accion de un grupo G sobre un conjunto
finito S = {s1,5s9,...,8k}, podemos extenderla linealmente a una ac-
cion sobre el espacio vectorial generado por S, al que denotaremos por
CS :={c181+casa+...+csi | ¢ € C}, con la suma y multiplicacion
por escalar naturales, y la accion

g(cis1 + caso + ...+ cpsg) = c1(gsy) + ca(gsy) + - .. + cx(gsy)-

Ast, se define para cada g € G una transformacion lineal X (g) : CS —
CS. De esta forma, X es una representacion, y CS resulta ser un G-
mddulo de dimension |S]|.

Siguiendo el Ejemplo 1.1.5, y dado que S,, actia sobre el conjunto
S={1,2,...,n}. Tomando G = S,, , V = CS, X queda definida para
cada m € S, como la transformacién lineal tal que

X(m): CS—CS ,
; cii— ;Ciﬂ'(i)

i=1

es decir, la matriz asociada a 7 es justamente la matriz de permutacién
de la base
1, siw(i) =3

X(m) = (ai;),donde a;; = {0 en otro caso.
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A ésta le llamamos representacién caracteristica.

Ejemplo 1.1.6 Como G actia sobre si mismo por la izquierda, pro-
cedemos como en el Ejemplo 1.1.5. Sean S = G,V = CS = CG =
{c1g1 + coga+ ...+ 8k | i € C}, X definida para cada g € G como
la transformacion lineal tal que

X(9) : - CG-CG
Z:lci(gi)’_’ > ci(gs;)

1=

A ésta le llamamos representacion regular izquierda.

Recordemos que si H C G es un subgrupo se puede considerar la
relacién de equivalencia

g1~ g2 3dhe€ H: g = goh,

el conjunto de clases laterales izquierdas G/H y la proyeccién 7 : G —
G/H. Entonces 0 : G/H — G es una seccién si w o o = id.

Dada una seccién o, consideramos su imagen {o ([¢1]),...,0 ([gx])} C
G. Entonces G actia sobre {0 ([g1]) H,...,0 ([gx]) H} al hacer

9(o ([9:])) H) = (g0 ([;n]) H

y del Ejemplo 1.1.5 obtenemos la representacién de clases latera-
les izquierdas.

Proposicién 1.1.7 La representacion de clases laterales izquierdas
no depende, salvo equivalencia de representaciones, de la seccién con-
stderada.

Obsérvese que si H = G se obtiene la representacién trivial y si
se toma H = {e} se obtiene la representacién regular izquierda. En
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este sentido, la representaciéon de clases laterales izquierdas es una
generalizacién de la representacion regular izquierda.

1.1.2. Reducibilidad

Al estudiar las representaciones de un grupo G, como ocurre con
muchos otros conceptos en matemaéticas, se busca descomponerlas de
alguna manera en partes més sencillas.

Definicién 1.1.8 Sea V un G-mddulo. Un subespacio W C V es
un G -submddulo de V' si es G-invariante, es decir, gw € W para
cualquier g € G;w € W.

Definicién 1.1.9 Un G-mddulo es reducible si contiene un G- sub-
mddulo no trivial. Una representacion es reductible, si su G-mddulo
asociado lo es.

Una representacion X : G — GL(V) es reducible si para alguna
base de V' las matrices asociadas tienen la forma diagonal (fija):

para toda g € G, es decir, V. =U®W, U y W son G-submdédulos, y A :
G — GL(U), B: G — GL(W) son, por si mismas, representaciones
de G en U y W, respectivamente.

Lo anterior no se deriva directamente de la definicién de reducibi-
lidad, pues no es inmediato que de la existencia de un submédulo no
trivial W se pueda encontrar un complemento que también sea un G-
submddulo. Para esto es conveniente introducir un producto interior, y
este nuevo G-submddulo seréd precisamente el complemento ortogonal
de W. El siguiente es un resultado atin més general.
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Teorema 1.1.10 (Teorema de Maschke). Sea G un grupo finito
y V un G-mddulo de dimension positiva. Entonces V' es completa-
mente reducible, es decir

V=wWew@e.  awh,

donde los W@ son G-submddulos irreducibles de V.

Corolario 1.1.11 Sea G un grupo finito, V. un espacio vectorial y
X una representacion de G en V. Entonces existe una transformacion
lineal T tal que para toda g € G la matriz de TX (g)T~! tiene la forma

XM 0 0
TX(g)T ' = 0 XP) ;
0 0 X (g)

donde cada X9 es una representacion irreducible de G en los submd-
dulos irreducibles WO,

Después, con la ayuda de caracteres, puede observarse que la de-
scomposicién es tnica salvo equivalencias en representaciones.

1.1.3. Caracteres de Representaciones

Los caracteres de representaciones son objetos algebraicos muy
tutiles. Mediante un producto interior que se define méds adelante, per-
miten resolver cuestiones importantes como la irreducibilidad de una
representacion o la equivalencia de dos representaciones.

Al proporcionar informacién acerca de sus respectivas representa-
ciones, el estudio de los caracteres se vuelve muy relevante. Como se

presenta en el Capitulo 4, varios teoremas que relacionan operaciones
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en probabilidad libre y operaciones en representaciones, lo hacen a
través de los caracteres de éstas.

Definicién 1.1.12 Sea X : G — GL(V) una representacion, en-
tonces el caracter de X es la funcion x : G — C dada por

x(g) = trX(g).

S1 'V es un G-mddulo, su caracter es el caracter de la representacion
correspondiente a V. Si la representacion es irreducible, decimos que
el caracter también lo es.

Observemos que el caracter de una representacién no depende de
la base en la que se esté trabajando, pues sabemos que la traza de
una matriz es invariante bajo conjugaciones. En este sentido podemos
decir que el caracter de una representacion estd bien definido.

Recordemos que dos elementos g1, go € G pertenecen a las misma
clase de conjugacién K C G si existe un elemento h € G tal que

hgih™t = go.

Dado que pertenecer a la misma clase de conjugacién es una relacién
de equivalencia, ésta induce una particién de G.
Los caracteres cumplen algunas propiedades sencillas.

Proposiciéon 1.1.13 Sea V' un espacio vectorial de dimension d y X
una representacion de G en 'V con caracter x. Entonces

i) x(e) = d.
i1) Si K es una clase de conjugacion de G, entonces

para todos g, h € K.
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iit) SiY es una representacion de G con caracter, y X =Y, entonces

para todo g € G.

El en el tercer inciso también es vélida la otra implicacién, la prue-
ba no es trivial. Para la demostracién de este hecho, es de ayuda la
implementacién de un producto interior para caracteres.

Definicién 1.1.14 Sean x, v los caracteres de dos representaciones
de un grupo G, entonces definimos el producto interior de carac-

0 ) = Zx

geG

teres.

De este producto interior, se obtienen los siguientes resultados
utiles.

Teorema 1.1.15 Sean X,Y representaciones irreducibles de un grupo
G con caracteres x, ¥ respectivamente. Entonces

1, s X2Y,
0, en otro caso.

<X,T/1> = 5X¢ = {

Corolario 1.1.16 Sea X wuna representacion de G con caracter x,
supongase, de acuerdo al Teorema de Maskche, que

X2mXDamX®Pa. . eomx®,

donde m; es la multiplicidad con la que aparece el mdodulo irreducible
X0y X 2 X0 4 £ 4. Entonces:

i) x = mix® 4+ max@ + .. 4 my®).

i) <X7X(j)> =m; para cada j.
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ii) (x,X) = m2 +mi+ ... +m3.
iv) X es irreducible si y solo si (x,x) = 1.
v) Sea'Y otra representacion de G con caracter 1p. Entonces

X 2Y siy solo si x(g9) =v¥(g)

para cada g € G.

1.1.4. G-Homomorfismos y el Lema de Schur

Dados dos G-médulos V' y W, resulta interesante investigar las
funciones que preservan su estructura. Es decir, nos conciernen trans-
formaciones lineales 6 : V' — W tales que

0(gv) = g0(v),

a las que llamaremos G-homomorfismos (o simplemente, homomor-
fismos). Si un G-homomorfismo es ademds una biyeccién, entonces se
trata de un G-isomorfismo, y se dice que V' y W son G-equivalentes.
Resulta que dos representaciones X : G - GL(V)y Y : G — GL(W)
son equivalentes si y solo si existe un G-isomorfismo entre los G-
médulos V' 'y W.

Utilizando el hecho de que el kernel de un G-homomorfismo 6 :
V — W es un G-submédulo de V' y la imagen es un G-submddulo de
W, se prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.1.17 (Lema de Schur) Sean V y W dos G-mddulos
irreducibles. S0 : V. — W es un G-homomorfismo, entonces 0 es un
G-isomorfismo o es la transformacion 0.

Combinando este lema con las relaciones entre caracteres antes
estudiadas, se logran deducir muchas otras relaciones interesantes, y
al aplicar el Teorema de Maskche a la representacién regular izquierda
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del Ejemplo 1.1.6, se obtiene que, de la descomposicién del dlgebra
CG en submdédulos irreducibles

CG =W @maW®@ @ ... omWwk),

la maquinaria desarrollada anteriormente permite conocer los submé-
dulos W y los coeficientes m;. Entre otros resultados, se concluye el
siguiente teorema, indispensable en el desarrollo de este trabajo.

Teorema 1.1.18 El nimero de representaciones irreducibles no equiv-
alentes es igual al nimero de clases de conjugacion de G.

En general, al demostrar el teorema, no se logra una correspon-
dencia biyectiva natural entre las representaciones de G y las clases
de conjugacién. Sin embargo, como notaremos en la siguiente seccién,
en el caso del grupo de permutaciones si se cuenta con ésta correspon-
dencia.

1.1.5. Restricciones, Inducciones y Operaciones en Re-
presentaciones

A partir de una o més representaciones de grupos pueden gene-
rarse nuevas representaciones. A continuacién mostraremos cémo se
obtienen estas representaciones. Para mds detalles se sugiere consul-
tar el libro de Sagan [22]. Después, en el Capitulo 4, se observard que
estas construcciones guardan una estrecha relacién con operaciones y
conceptos en probabilidad libre.

Definicién 1.1.19 Sea X una representacion de un grupo G y en un
espacio vectorial V, H C G un subgrupo. Entonces la restriccion de
XaH, X lg estd dada por

X |G=X(h)
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para todo h € H.

Definicién 1.1.20 Sea H C G un subgrupo, y sea Y wuna repre-
sentacion de H en' V. Consideremos la imagen de una seccion {o ([¢1]) ,
.yo ([gr])} vy definimos Y'(g) : G — GL(V)

i}( )_ Y(g), sig € H,
9= 0, en otro caso.

Entonces la representacion inducida en G, Y T%: G — GL(VF)
estd dada por

Y15 () = (¥ (o (o)~ 9o (l9,)))

V(o (g) e (o)) - Y (o (92 g0 ([on)
I R LA (7)) I g CA (P g ()
¥ (o (lgh) " eo (lga) o Y (o (lge) " 8o ((9e])

Proposiciéon 1.1.21 Sea G un grupo,V y W espacios vectoriales y
H C G un subgrupo. Sea X una representacion de G en V, Y una
representacion de H en W y {o ([g1]),...,0 ([9k])} la imagen de una
seccion o : G/H — G. Entonces:

i) X |G es representacion de H en V.
i) Y Tges representacion de G en V.

Al definir la representacién inducida, ésta aparenta depender no
solo de H C G y X, sino también de la seccién o que se esté con-

siderando. Se tiene que éste no es el caso.

Proposicién 1.1.22 La representacion inducida no depende de la sec-

cion que se elija, salvo equivalencia en representaciones.
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Recordemos que dados dos espacios vectoriales Vi, Vo, con bases
{ex}iy v {fu}i_, respectivamente, el espacio vectorial Vi @ V5 estd
generado por los pares {e; ® f;}.

Definicién 1.1.23 Si X : G — GL(V),Y : G — GL(W) son repre-
sentaciones de G, entonces V& W es un G-mddulo al considerar la
accion

g(v®w) = gv® guw.
Entonces la representacion producto tensorial de Kronecker,

XR®Y de G enV®W, es la representacion inducida por la accion
anterior.

Definicién 1.1.24 Dadas dos transformaciones lineales X € GL(V1),
Y € GL(Va). Su producto tensorial es la transformacion lineal
X®Y e GL(V1 ® Va) cuya matriz en la base candnica {e1 ® f1,e1 ®
foyoo 1@ fm, 2@ f1,...,e2® fa,...,en® fin} inducida por las bases
{e1,..ven} y{fi,-- ., fm} de Vi y Vi tiene la forma de bloques:

X11Y X12Y
XY = | x22Y x2Y

donde X = (x;;).

Definicién 1.1.25 Si X : G — GL(V}) es representacion de G y Y :
H — GL(V3) es representacion de H, se puede definir la repre-
sentacion producto tensorial (externa) X#Y de G x H en el
espacio vectorial Vi ® Vo de la siguiente manera:

(X#Y)(g, h) == X(g) ® Y(h).

Existe una relacién entre la representaciéon producto tensorial de
Kronecker y la representacion producto tensorial. Si X : G — GL(V1),Y :
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G — GL(V3) son representaciones de G, entonces X#Y : G x G —
GL(V; ® V). Entonces X#Y coincide con X ® Y al encajar G en la
diagonal de G x G, es decir, X#Y (g,9) = X ® Y(g).

El producto tensorial de representaciones preserva irreducibilidad,
es decir, si X y Y son representaciones irreducibles de G y H, res-
pectivamente, entonces X#Y es representacion irreducible de G x H.
Maés atn, si (X,), v (Ym)
irreducibles de Gy H, respectivamente, entonces (Xn#Ym)n’m es una

m Son listas completas de representaciones
lista completa de representaciones irreducibles de G x H. Por su parte,
el producto tensorial de Kronecker, en general, no preserva irreducibil-
idad.

Definicién 1.1.26 Sean X,Y representaciones de Sy, Sy, respectiva-
mente. Definimos su producto exterior

X oY := X#Y 19

n X S’NL :

1.2. Representaciones del Grupo Simétrico

Habiendo repasado la teoria general, nos concentramos ahora en
el escenario especifico en el que el grupo representado en matrices
complejas de dimensién finita es un grupo de permutaciones.

En este caso, las clases de conjugacién son muy simples pues solo
dependen del tipo de ciclos de la permutacién. Cada particién de n
puede relacionarse con un tipo de ciclo en S,,, y por lo tanto, con una
clase de conjugacién K C S,. De lo anterior y del Teorema 1.1.18, se
observa que las particiones de n son la base para entender las diferentes

representaciones irreducibles de S,.
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1.2.1. Particiones, Tablas y Tabloides

Al escribir una permutacién o € S, en notacién ciclica

_ 1_1 1 2 2 2 m __m m
o= (‘71‘72‘--0k1) (0102...ak2)... (01 o ...O'km), k1> ...2 kmn,
decimos que o tiene tipo de ciclos (ki, k2, ..., kn).
Dos permutaciones pertenecen a la misma clase de conjugacién si
y solo si tienen el mismo tipo de ciclos.

Definicién 1.2.1 Una particion A = (A1, A, ..., \;) es una sucesion
finita decreciente de enteros mo negativos llamados partes. El nimero

1)
I(X\) = [ de partes distintas de 0 es la longitud de A\, y |\ = Y )\
i=1

es el peso de \. El nimero m;(\) es la multiplicidad de la parte i
en A . Usando otra notacidn, podemos escribir A = (11,2™M2 3™M3 )
donde m; es la multiplicidad de la parte i. Si |\ = n decimos que \ es
una particion de n y abreviamos A+ n. Al conjunto de particiones de
n y al de particiones los denotaremos por P(n)! y P respectivamente.

m

Notemos que si o € Sy, entonces Y k; = n, por lo que podemos
i=1

asociar a cada clase de conjugacién en S,, una particién A - n. Por

el Teorema 1.1.18, a cada representacién irreducible le corresponde
una clase de conjugacién en Sy, y por lo tanto, una particién de n.
Después observaremos que méds que una simple correspondencia, la
particién contiene informacién acerca de la representacién irreducible
asociada. Entre otras cosas, la particién ayuda a calcular la dimensién
de la representacién mediante la férmula gancho (2.1).

! Preferiremos la notacién X\ & n, pues, aunque en muchos articulos se emplea
X € P(n), el conjunto P(n) puede confundirse con el conjunto P(n) de particiones
del congunto {1,2,...,n} en bloques disjuntos, al que haremos referencia en el Capi-
tulo 4.
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Si A= (AA2,...,\) es una particién de longitud [, se le pueden
agregar ceros al final, y sigue considerdndose como la misma particion.
Por ejemplo: A = (5,3,3,1) = (5,3,3,1,0,0,0).

Podemos visualizar una particién mediante su Diagrama de Fe-
rrer, que es simplemente un arreglo con A1 cajas en la primera fila, Ay
en la segunda, y asf sucesivamente. Llamaremos A tanto a la particiéon

como a su diagrama. Por ejemplo

00000
OO0 O
A=(6:332= 0 5
O O

La conjugada )\ de ) es la particién que corresponde a traspon-
er el diagrama de \. Por ejemplo, si A = (5,3,3,2), entonces \' =
(4,4,3,1,1).

Definicién 1.2.2 Una tabla t resulta de colocar los nimeros del 1 al
n en las cajas del Diagrama de Ferrer de una particion A F n. Decimos
que la forma de t, sh(t) = X. Escribimos, como en el contexto de

matrices t = (t; ;).

Por ejemplo, si A = (3,3,2,1) dos posibles tablas son
8 2
4 = 7

Tt W N O
N = O
co O Ot =
O = W

entonces

OO

sh(t) = sh(te) = A =

Oooggd
Ooodgd
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Observemos que si A - n, existe una accién muy natural del grupo
Sy sobre el conjunto de tablas de una forma A. Si ¢ es una tabla,
T € Sy, y sh(t) = A consideramos 7t = (7(t;5)).

Definicién 1.2.3 Sea A\ = (A1, Mg, ..., \)) F n. Entonces el Subgrupo
de Young de S, correspondiente a \ es

Sy = S()\17>\27---7>\l)
S22} X SDa+1 0042, A0} X o X S d -2 +1,.n)
= Sy XSy, X ... xSy,

Definicién 1.2.4 Sea A una particion. Dos tablas ti,to de forma A
son renglon equivalentes, t1 ~ to, si sus correspondientes filas con-
tienen a los mismos elementos. Un tabloide de forma A o un -
tabloide es la clase de equivalencia

{t} = {t1|t1 ~ t}.

Distinguiremos a los tabloides de las tablas usando barras horizon-
tales. Por ejemplo, si

t= ,
3

{t}:{; 272 1}:; 2

La accién de S, en las tablas de forma A induce una accién en los

entonces

tabloides de forma A. Simplemente se tiene que w{t} = {nt}. El grupo
de isotropia de esta accién es S).
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Definicion 1.2.5 Sea A = n. Entonces el S,,-mddulo

M)\ = (C{{tl}: ) {tk}}

generado por la lista completa de X-tabloides se llama modulo de

permutaciones correspondiente a A.

1.2.2. Modé6dulos de Specht

Resulta que para cada A\ - n, el médulo M* contiene un submé-
dulo irreducible muy interesante. Para estudiarlo necesitamos primero
algunas definiciones.

Supongamos que t tiene filas Ry, Ro, ..., R; y columnas Cy, Co, ..., Cy.
entonces los subgrupos

Rt:SRlstzxw-XSRl

Ct2501XSCQX...XSCk

son el estabilizador de filas y el estabilizador de columnas, res-
pectivamente.
Sea H C S, un subgrupo. Entonces podemos formar las sumas

H+:Z7r

neH
H™ = Z sgn(m)m.
meH

Ademds, se pueden multiplicar estas sumas por elementos en M?.
Si {t} es un tabloide (visto como elemento de M?) y sh(t) = ), en-
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tonces

H{t} =) {mt} e M.

TeH

Al extender linealmente podemos multiplicar H' por cualquier ele-
mento de M?, y andlogamente con H~.

Para t una tabla, usamos la notacién

ke =C; = Z sgn(m)m.

el

Observemos que si ¢ tiene columnas Cq, Cs, ..., C), entonces k; se

factoriza como
Kt = KO KCy - - - KO-

Definicién 1.2.6 Sit es una tabla, su politabloide asociado es
e = k{t}.
Ilustramos estos conceptos con un ejemplo: si
4 5
6

t =

)

W = N

entonces

Ct = Sq1,2.3) X Sqae) X S5}
ke = (e — (12) — (13) — (23) + (123) + (132))(e — (46))(e)

= e—(12) — (13) — (23) + (123) + (132) — (46) + (12)(46)
+(13)(46) + (23)(46) — (123)(46) — (132)(46)
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y entonces
245 145 245 345 1 45 3 4
ee= 1 6 -2 6 -3 6 -1 6 +3 6 +2 6
3 3 1 2 2 1
265 165 265 3635 1 6 5 365
-1 4 +2 4 +3 4 +1 4 -3 4 -2 4
3 3 1 2 2 1

Proposiciéon 1.2.7 Sean w € S, y t una tabla. Entonces e;; = mwey.

Definicién 1.2.8 Para cada particion A el médulo de Specht S*,
es el submddulo de M* generado por todos los politabloides de forma
A

Proposicién 1.2.9 Para toda A - n, S* es un médulo ciclico gene-
rado por cualquier politabloide de forma A.

Teorema 1.2.10 (Teorema del submddulo). Sea U un submddulo
de M*. Entonces

1
Uost 6 Uc(s)
En particular, S es irreducible.

Teorema 1.2.11 Los submddulos {S* : A - n} forman una lista com-
pleta de submddulos irreducibles de S,,.

En adelante, si A F n, denotaremos por [\] € GL(S?) a la repre-
sentacién irreducible que induce el M*-médulo irreducible S*.
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1.2.3. Tablas Estdndar, una Base para S*

Resulta que el submédulo irreducible S* est4 generado por polita-
bloides que surgen a partir de tablas especiales que tienen cierto orden
en sus columnas y filas. Para determinar la dimensién de S*, bastard
calcular cudntas tablas de éstas hay. Este problema, aunque puede
formularse de manera muy sencilla, no ha admitido demostraciones
triviales, como puede apreciarse en el Apéndice B.1.

Si AFn,n > 1 denotamos por

Am = {plpk (n—1)y presulta de quitarle un punto a A},
AT = {ulpF (n+1) y presulta de agregarle un punto a A\}.

Definicién 1.2.12 Una tabla t es estandar si los nimeros en las
columnas (filas) forman sucesiones crecientes de arriba hacia abajo
(izquierda a derecha). Decimos que el politabloide asociado at también
es estandar.

Por ejemplo,

1 3 4
2 5

6

es una tabla estdndar, mientras que

1 2 3
5 4
6

no lo es, pues la segunda fila no es creciente de izquierda a derecha.
Notemos que una tabla estdndar indica una manera de ir agregando
cajas, desde el diagrama de la particién 1 hasta obtener un diagrama
de forma A, logrando que en cada paso intermedio, el diagrama corres-
ponda a una particién. Este concepto de crecimiento de diagramas es
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muy importante para calcular la dimensién de S*. Sea f* el numero
de A-tablas estdndar.

Teorema 1.2.13 EIl conjunto

{e¢ : t es \-tabla estindar},

es una base para S™.

Lema 1.2.14 Sea A\ F n. Entonces
dim S* = fA = Zf“ = Z dim S*.
HEANT HENT

En el Apéndice B se demuestra la férmula gancho, que indica una
forma de calcular f*.

Teorema 1.2.15 (Regla de ramificacion) Sea \ una particion.

Entonces

1

SA l ngl 6}9‘8#’

HENT

S et P

pEXT

I
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Capitulo 2

Diagramas de Young

El objetivo de este capitulo es presentar lo concerniente a diagra-
mas, que son el medio por el cual relacionaremos las representaciones
de grupos simétricos con la probabilidad libre. Se trata de una clase
de funciones Lipschitz a las que podemos asociar medidas de probabi-
lidad con soporte compacto. Al considerar los diagramas de Ferrer de
particiones como gréficas de cajas inclinadas se obtiene un diagrama
rectangular. A este tipo de diagramas les corresponderd mediante la
asociacién anterior, una medida finita. Posteriormente se contruye una
cadena de Markov que toma valores en el conjunto de particiones, y
cuyas probabilidades de transicién dependen de las dimensiones de las
representaciones irreducibles asociadas a éstas. El estudio de las me-
didas inducidas por esta cadena se realiza en el Capitulo 3, y es uno
de los objetivos centrales de este trabajo.

El siguiente material es necesario para plantear el problema prin-
cipal de esta tesis en el Capitulo 3 y se encuentra en un articulo de
Kerov [12].



24 Diagramas de Young

2.1. Diagramas, Medidas y Momentos

En esta seccién presentamos las definiciones concernientes a diagra-
mas, transformadas R, transformadas de Cauchy y medidas de tran-
sicién. Este tltimo concepto es de suma importancia, pues es uno
de los vinculos entre la probabilidad y las representaciones de gru-
pos. Ademds, presentamos un diagrama fundamental, el diagrama del
semicirculo. Finalmente revisamos un teorema que nos permite hablar
de una tnica medida de transicién para cada diagrama.

2.1.1. Definiciones

Definicién 2.1.1 Un diagrama es una funcion diferenciable por peda-
z08 w: R +— R con las siguientes propiedades

i) |w(ui) — w(ug)| < |ur — ugl.

ii) Existe z € R tal que w(u) = |u— z| para |u| suficientemente grande.
Al elemento z del inciso anterior se le llama el centro del diagrama.
Dado un intervalo [a,b] C R denotamos por Dla,b] al espacio de dia-
gramas tales que w(u) = |u — z| para u & [a,b], con la topologia de
convergencia uniforme.

Definicién 2.1.2 Un diagrama se llama rectangular si es lineal por
pedazos y w'(u) = +1 donde w es diferenciable. Denotamos por Dola,b] C
Dla,b] al espacio de diagramas rectangulares.

La Figura 1 ilustra el concepto de diagrama y diagrama rectangular
en D[a,b] con centro en z.

Observamos que un diagrama rectangular estd completamente de-
terminado por su conjunto de maximos (o minimos) locales.

Definicién 2.1.3 Sea w € Dla,b]. La R-funcién de w, R, : C — C
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se define con la férmula

b d(w(t) —
Rw(u):iexp;/ dlw(®) — [t]) t(tiuw)

f(u)=|u-z|

)

a Z b

Figura 1. Diagrama y diagrama rectangular en Dla,b]

Observemos que R, es una funcién holomorfa en C\ [a, b].
Ejemplo 2.1.4 Consideremos el diagrama €2, con

|ul, si |ul > 2.

Q) = { (2/m)uarcsin(u/2) + V4 —u?, si |u| <2,

Entonces
u—Vu2—4

Rq(u) =

para u > 2

Ejemplo 2.1.5 Sea w € Dgla,b] con minimos {xi}}_, y mdzimos
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(w2 Sea P(u) = TT (u —a4), Q(w) = TI (u—ye). Entonces
k=1 k=1

Q(u)

)= P

Definicién 2.1.6 Sea M = M]a,b] el espacio de medidas de probabi-
lidad en el intervalo [a,b] con la topologia débil, y M, C M el subespa-
cio (denso) de las medidas con soporte finito. La transformada de
Cauchy, G, : C — C de una medida ;1 € Ma,b] estd dada por

b
Gp(u) :/ dult)

u—t

Observemos que G, es una funcién holomorfa en C\ [a, b].

Ejemplo 2.1.7 Sea p € Myla,b], con pesos py, > 0 en los puntos xy,
n

es decir, p = Y g0z} Entonces
k=1

~
Gulw) =2 0
k=1 k

Definicién 2.1.8 Sea w € D un diagrama, entonces p € M es la
medida de transicion de w si

y escribimos pn = p().

Esta medida de transicién de los diagramas tiene una primera moti-
vacién, que puede observarse méds adelante en la Proposicién 2.2.5. Sin
embargo, la verdadera importancia de estas transformadas es evidente
hasta revisar el Capitulo 4. Ahi, la transformadas R y la transformada
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de Cauchy son justamente el medio por el cual se vinculan los dia-
gramas de Young y la teorfa de representaciones con la probabilidad
libre.

La medida del semicirculo se define como
1
pu(du) = %\/myu‘ggdu.

Esta es la medida de transicién del diagrama Q del Ejemplo 2.1.4, ya
que para u > 2

2 _ 12 _ 2 _
Gu@)z;ﬂ/ vA-t L, u—vur -4
-2

u—t 2 Ra(w),

por esta razén en adelante nos referiremos a 2 como “el diagrama
del semicirculo”.
Ahora consideremos dos diagramas muy sencillos.

Ejemplo 2.1.9 Para cualquier L > 0 sea oy, el siguiente diagrama:

() L, si|ul<L,
8] u) =
k lul, si u] > L,

y sea By el diagrama rectangular que tiene minimos dnicamente en
{—L,L}. Entonces se tiene que

1<

(L) (du) = —M=1 g
p et (du) i
1
M(BL) = 5 (6_ +61).

Observacién 2.1.10 La medida de transicion del diagrama del semgi-
circulo es la distribucion del semicirculo, que juega el papel de la Gaus-
stana en probabilidad libre. La medida Bernoulli simétrica u(ﬁl) Jjuega

el papel de la Gaussiana en la probabilidad booleana, mientras que la
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medida u(al), conocida como distribucion arcoseno, juega el papel de
la Gaussiana en la probabilidad mondtona. Debido a que la medida de
transicion de un diagrama tiene soporte compacto, no habrd diagrama
cuya medida de transicion sea la Gaussiana cldsica N .

Recordemos que para u € My[a,b] el n-ésimo momento de p,
my,(p) estd dado por

b
nmmz/www

Por el problema de momentos de Haussdorff, sabemos que una
medida finita p € My|a, b] estd inicamente determinada por sus mo-

mentos {mp}22 .

La funcién generadora de momentos de una medida p, M, es
oo
M) = Y ()~
n=0

Es facil ver que la funcién generadora de momentos de una medida
y la transformada de Cauchy cumplen las relaciones

Definicién 2.1.11 Sea w € Dyla,b] el n-ésimo momento del dia-
grama w, pp(w) es

n

b
pale) = =5 [ 1 (w(e) - ).
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La funcién generadora de momentos del diagrama w en Dy|a, b]
, S, es

n

o Pn(w)
Su(u) = Z Pn u ",
n=1
Proposicién 2.1.12 Para |u| suficientemente grande, S,,(u) converge

Y
b p—
s =5 [ A=l

2 t—u

2.1.2. Correspondencia entre Diagramas y Medidas

Los siguientes teoremas nos permiten asociar una tnica medida
de transicién a cada diagrama. Se demuestran usando funciones de
Pick (i.e. funciones holomorfas de C* a C~, como la inversa de la
transformada de Cauchy) y la teoria de Nevalinna-Pick. Para un es-
tudio detallado de este tema se sugieren los libros de Akhiezer [1],
Donoghue [10] o Teschl [25]. Una revisién en espafiol de estos temas
se encuentra en la tesis de Vazquez [27].

Lema 2.1.13 Para cada diagrama rectangular w € Dola, b] existe una
imica medida de transicion p = p“) € Myla, b].

Teorema 2.1.14 Para cada diagrama w € Dila,b] existe una unica
medida de transicion p = p“), la cual tiene soporte en el intervalo
[a,b]. La funcién w — p“) es un homomorfismo de Dla,b] en M|a,b]
que, en particular, hace corresponder a Dgla,b] con My|a,b].

2.2. La Medida de Plancherel

En esta seccién observaremos cémo asociar diagramas a parti-
ciones, considerando el diagrama de Ferrer como una escalera de cajas

inclinadas. Después definimos una cadena de Markov, que resulta de
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considerar el proceso de ir agregando cajas de una por una, con pro-
babilidades de transicién que dependen de las dimensiones de las re-
presentaciones irreducibles asociadas. Esta cadena de Markov induce
una medida en el conjunto de clases de conjugaciéon de S, y en el
conunto de clases de conjugacién del grupo simétrico infinito G, de
permutaciones finitas de un conjunto contable. Estas medidas induci-
das corresponden con la medida de Plancherel, estudiada en [15].

2.2.1. Diagramas de Young

A una particién A F n podemos asignarle su diagrama de Young
wy € Dg. Simplemente pensamos su diagrama de Ferrer con cajas en
vez de puntos y lo rotamos. Mds precisamente, asignamos a la particiéon
A1y i) = (1) 2m2(N) [y el diagrama rectangular wy con
minimos {z1,...,z;} y méximos {yi,...,yx_1} tales que se satisface:

) xg <yp <wo <...<yr_1 < Tk son enteros,

ii) zszi—Zyi :0,

iii) Si o = i (xj —yj—1), entonces mq,(A) = (yi — ;).

Denotamos]pcz);rlT y T}, al conjunto de diagramas asociados a par-
ticiones y a particiones de n, respectivamente.

n

Definicién 2.2.1 Una tabla de Young es una sucesiont = (Apy)1_o

de diagramas de Young, tales que

i) Ao = (0), el diagrama 0

i) A\, € )\,":_1, en particular \, F k.

Denotamos por Y =Y, al espacio de tablas de Young infinitas.
Andlogamente definimos para todan >0 y AFn:

Dy = ={t=N)o] Xo=1(0), Ay €A} para 1 <k <n},
Dy ={t=N)iol do=0),\p =X, N\ € )\X_l para 1 < k <n}.

Observemos que %) es un espacio totalmente disconexo.
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Sea A una particién y S A su respectivo médulo de Specht. Entonces
dim A es simplemente la dimensién de SA.
Recordemos que si A - n, dim A puede calcularse con la férmula
gancho Teorema B.1.1:
n!
dimA\ = ——. 2.1

(3,5)EN

2.2.2. Crecimiento de Diagramas y la Medida de Plan-
cherel

o

Consideremos la cadena de Markov X = (X,,)2%,

donde X,, toma
valores en el conjunto de clases de conjugacién de S,k > 1 que es
isomorfo a P, el conjunto de particiones, y al conjunto de diagramas de
Young. Gracias a la correspondencia que existe entre ellos, pensaremos
que la cadena toma valores indistintamente en cualquiera de los tres
conjuntos anteriores. Para la lectrura de esta seccién, se sugiere revisar
la Seccién A,1,3 del Apéndice A, que incluye lo concerniente a cadenas

de Markov.

Definicién 2.2.2 La medida de Plancherel en las clases de conju-
gacion del grupo simétrico Sy, es la medida de Markov en el conunto
de diagramas de n cajas T,,, denotada por

:un(A) = ]P)AO(Xn € A)? ACT,

inducida por la cadena de Markov (Xy,),>, que toma valores en el
conjunto de diagramas de Young y que comienza en el diagrama sin
cajas \g, con las probabilidades de transicion

dim A

_AmA A et
s Ddima » mAEA

PaA =
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Denotamos por fi,, a la medida inducida en el espacio ),
ﬁn(t = (>\07)\17 s 7)‘71)) - ]P))\O(Xk = )‘kvo < k < n)

Proposicién 2.2.3 De acuerdo con la medida de Plancherel, para to-
dat € P, y para toda X € T,,, se tiene

) = o,
im \)2
pa(y) = R (2.2

Demostracién. Para la primera ecuacién, por las probabilidades

de transicién

n

i) = PO = i) = [

=1

dim,  dim A
nl nl

Entonces, para la segunda

(N = PXp=X=)Y <d13A>

(dim \)?
n!

Donde la tltima igualdad resulta del hecho de que dim\A = f* es
el nimero de A-tablas estdndar, que es lo mismo que el nimero de
diagramas de Young finitos que terminan en \. m

La siguiente medida de probabilidad en ) es muy importante pues
permite guardar toda la informacién de las medidas p,,,n > 0 y asi
enunciar resultados asintéticos sobre el crecimiento de diagramas de
Young de acuerdo a la medida de Plancherel.
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Definicién 2.2.4 FEn %) definimos la medida p como el limite induc-
tivo

po=limypy.
N

Es decir, si consideramos A = (Agx A1 x...) C (ToxTy x...),
A, C T, donde sdlo una cantidad finita de contenciones son propias,
entonces

pfA} =Py [(Xn)nZo € (An)nZol-

En particular, si A = (To x T1 X ... Tp—1 X {A} X Tppp1 X ...),

(A} = i, (N). (2.3)

FEn ocasiones abusaremos en la notacién y escribiremos, para cual-
quier A C T,,,

wA) =p{To x Ty X ... Tp—1 X AXTpi1 X ...} =p,(A), (2.4)
en particular, para A - n,

1(A) = pn(A).

Dada A F n, cuyo diagrama tiene minimos en x1,x2,...,2s € Ry
A € AT, escribiremos py en vez de pyp cuando A resulte de agregar
una caja encima de xj.

La siguiente proposicién es una primera justificacién de la defini-
ciéon de medida de transicién. Sin embargo, es en el Capitulo 4 donde
verdaderamente se aprecia la importancia de ésta definicién, vinculan-
do representaciones y diagramas con probabilidad libre.

Proposicién 2.2.5 La distribucion de transicion del siguiente paso a

S
ZPMAM
k=1

partir de X, = X es
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es decir, P[X,+1 = Ag| Xy, = A\| = pr donde los pesos estdan dados por

s—1
H T — Yi
=1
Pk = — .
H Tk — X4
i=1
i#k

y por tanto coincide con la medida de transicion en el sentido de la
Definicion 2.1.8.

Demostracién. De la férmula gancho 2.1:
IT hij(A)
(6,5) €A

Pk =P\ = —— 7 1
[T hij(A)
(i,5)EA

Como solo cambian los h;; para los (7, j) que se encuentren en la fila r
o en la columna ¢ donde se puso la nueva caja, y en éstos las longitudes
gancho solo aumentan en 1 con la nueva caja, obtenemos

Ahora, separamos el primer producto en bloques, donde cada bloque
termina en cuanto se cambie a una columna con mé&s cajas, de esta
manera cada bloque se ve de la forma

( Tk — Ym ><wk—ym+1> (xk—xm—1>:xk—ym
Tk —Yn+1) \ 2 —ym+2/)  \ ap—zn T — Ty

Entonces

c—1 k—1
H hei(A) H Tk — Ym
i—1 hm()‘) +1 T — Tm
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y andlogamente

r—1 hc()\) s
7= 1l

m=k+1

de donde se sigue el resultado. =

Tk — Ym

Tk — T
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Capitulo 3

Forma Limite de los
Diagramas de Young

En este capitulo se presenta de manera detallada la prueba del re-
sultado pionero de la relacién entre representaciones de grupos y pro-
babilidad libre. Originalmente este problema fue resuelto por Kerov y
Vershik [14] en 1977, utilizando un resultado de cdlculo variacional de
Logan y Shepp [17] del mismo ano. Estos resultados involucran a la dis-
tribucién semicircular, asocidndola mediante la medida de transicién al
limite de una cadena de Markov cuyas probabilidades de transicién se
definen a partir de las dimensiones de las representaciones irreducibles
de los grupos simétricos.

3.1. El Problema de Kerov y Vershik

En esta seccién plantearemos el problema central de la tesis. Este
consiste en demostrar dos teoremas que explican el comportamiento
asintético de la cadena de Markov que induce la medida de Plancherel
que se presenta en la Seccién 2.2.2.

Sea Q(u) = %Q(\/iu) la normalizacién del diagrama del semicir-
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culo del Ejemplo 2.1.4, de tal manera que el drea limitada por |u| y
Q(u) es 1. Es decir:

1
Q(U)—{ L I
ul, ul > V2.

Entonces se cumplen los siguientes resultados asintéticos concernientes
al conjunto T de diagramas de N bloques y a la medida p en T y
2 que se presenta en (2.3) y (2.4).

Teorema 3.1.1 Sea € > 0. Entonces

<ep=1

\/%/\N <3\/N) —Q(s)

Es decir, se tiene un resultado de ley débil de grandes nimeros,

lim p{\ € Ty : sup
N—oo s€R

pues las normalizaciones de los diagramas convergen débilmente al
diagrama del semicirculo.

Utilizando el lema de Borel-Cantelli se logra un resultado de con-
vergencia fuerte.

Teorema 3.1.2

,u{t = (AN)N=o € : lim sup ‘\;N)\N <3\/JV) —Q(s)

1
N—ooo g

:o}zl,

Es decir, se obtiene una ley fuerte de grandes nimeros, al tener
convergencia casi segura. Finalmente, considerando medidas de tran-
sicién se sigue el siguiente resultado que puede verse como un Teorema
del Limite Central.

Corolario 3.1.3 Sea ), la medida de transicion asociada al n-ésimo
diagrama de Young de una tabla de Young infinita. Para casi todas
(de acuerdo con la medida de Plancherel) las tablas de Young infinitas
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z=(AN)¥og €D, el limite
1 u
A}im Py i T <uVN} = 2/ V4 — s%ds,
—00 ™ J_9

existe uniformemente para |u| < 2.

3.2. Tres Lemas Importantes

Sea i una transformacién de contraccién
1
—A(sVN).

inA(s) = A(s) = \/NA

Sea Ty = {t|t € Ty}, T = |JTw. Entonces observemos que los elemen-
tos de T" son diagramas segin la Definicién 2.1.1, que ademds cumplen
que el drea del diagrama que estd por encima de la funcién |z| es 1.

Para demostrar los teoremas de la seccién anterior, el estudio del
siguiente funcional es fundamental.

Definicién 3.2.1 Sea L € T definimos

o(L) 2// m[2v/e(s — )](1 — () (1 + L'(8)dtds.  (3.1)

t<s

La idea principal es que el funcional decrece conforme se van agre-
gando bloques en la cadena de Markov. Dado que en Q el funcional
se anula, los diagramas de la cadena irdn acercdndose al diagrama del
semicirculo. Mdas precisamente, se cumplen los siguientes tres lemas,
cuyas demostraciones presentamos mds adelante. El primero da una
cota exponencial para py(A) en términos de 6 usando la férmula gan-
cho (2.1), la férmula de Stirling y algunos resultados del Apéndice
B.
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Lema 3.2.2

“Inp(A) = NH(K)—I—\/NHl(A)—%lnN—i—O(l), 0<0i(A) < 1. (3.2)

El segundo lema da un orden de convergencia y utiliza la férmula de
particiones de Hardy-Ramanujan. Al considerar diagramas de N cajas,
el valor del funcional 6 se acerca a 0 conforme N tiende a infinito.

Lema 3.2.3

M{AETN LO(A) < (\2/%%) N—%} - 1—0(6_5‘/ﬁ).

El tercer lema establece que el unico diagrama donde 6 se anula
es el diagrama del semicirculo y que el funcional 6 define una norma
en diagramas que es mas fuerte que la norma del supremo. En su
demostracion se utilizan resultados sobre transformadas de Fourier y
de Hilbert, la desigualdad de Holder y resultados en cdlculo variacional.

Lema 3.2.4 Q € T es la tinica solucién de la ecuacion (L) =0, L €
T. Ademdas, existe una constante K > 0 tal que

0(L) = 0(Q) > K (sup |L(t) — Q(t)])° .

Demostracién del Lema 3.2.2. Sea A € Ty. Sea hyy la lon-
gitud gancho de la caja donde se encuentra el punto (x,y) respecto
al diagrama A y sea h(z,y) la longitud gancho del punto (z,y) con
respecto al diagrama A. Por las Proposiciones B.2.5 y B.2.6

9(7\):1+2//1n oo
i

r(z,y)
1+ mi) o
X
~ Yy
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] dxdy

= 1+N//ln gcyda:dy—l—//ln[l—&-
//ln dxdy

= 1+ % ((Z (In [Agy]) — 01(A)VN — Nln(m))

N
- 1+%(1H(N‘) In(dim A) — 61(A)VN ) m(m)

Ahora, de la ecuacién (2.2) obtenemos que

dim? A

—Inu(A) = —In( I

) =In(N!) —2In(dim A).
Substituyendo estos dos resultados en la ecuacién (3.2) obtenemos

Iy (A) — NOR) — VNG (A) + %mzv
= In(N!)—2In(dimA) — N — 2In(N!) 4+ 2In(dim A)
FVNOL(A) + NIn(N) — vVNO1 (A) + %mN

1
= —N-—-In(N!)+ (N—l— 2) In N

1 1 1
= —N—<N+ >lnN—|—N—ln27T—O<N>—|—<N+2)lnN
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_ (+;ln(27r) +0 (;7)> =0(1).

Donde la cuarta aproximacion se debe a la férmula de Stirling (Teorema
B.2.8) para Inn!, quedando demostrado el lema. m

Demostraciéon del Lema 3.2.3. Sea A C Ty,

A= {AeTN:G(T\)Z <\2/%+5> N—%}.

Entonces, por el Lema 3.2.2

N

= o(A) > (27% + 5) N-

& —Inp(A) - VNO(A) + 1In N —0(1 (2ﬂ+g> N3

1
& lnﬁz—%InN—kO(l)—F<%+5+91(A)>N"’

N

& ﬁ > exp (—%lnN+O(1) + (% +e+01(A)) N

)

& p(h) <exp (3N —0(1) — (2 +e+0:(4)) N¥)

Entonces por la Férmula de Particiones de Hardy-Ramanujan
(Teorema B.2.9):

N

;L{AETN:Q(K)< (i%ﬂ) N~
= 1= u®A)

AcA
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1 2 1
> 1- ) exp <lnN—O(1)— (+a+1> N2>
AeTN 2 \/6
exp(2”m> %

Q
—
|

1 2
———"— 2 exp (21nN—O(1)— (\/%—H?—i—l)N

)

= 1—0(675 N),

donde la dltima igualdad se debe a la Proposicién B.2.7. =

Antes de pasar al tercer lema, es conveniente replantearlo en tér-
minos de otro funcional I, que se evalia en funciones g que cumplen
ciertas caracteristicas especificas. Una vez hecho esto, se puede usar
un resultado de Logan y Shepp [17] en calculo de variaciones.
Observemos que

o) = 2//1n[2\/5(st)}(1L’(s))(1+L’(t))dtds

t<s

~ g 2// m[2(s — )](1 — L'(s))(1 + L'(£))dtds
t<s

=1+26;(L).

Entonces, minimizar 6 es lo mismo que minimizar el funcional 6.
Consideremos el cambio de variable (rotatorio):

que manda al diagrama L(¢) a una funcién positiva y monétona de-
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creciente

tal que
/ f(x)dz = 1.
0

Llamemos F a la clase de tales funciones. Entonces minimizar 61 (L), L €
T, es lo mismo que minimizar

// m[2(s — O](1 — L'(s))(1 4+ L'(£))dtds

t<s

— // In[h(z, y)]dzdy
R

— [ mlds(o.v) + dofo oy

R
- / / I[f(x) —y + /() — 2)dady == H(f),
R
ferF.

Supogamos que f(0) = a < oo, f71(0) = b < oo, y que f es
absolutamente continua. Entonces escribiendo y = f(¢) y usando el
cambio de variables:

ZII—f(IL‘)Zg, th(&)? t—f(t):% t:h(n)v

se obtiene

b t
H(f) = - / f(tydt / In(f(z) - f(t) +t — 2)de
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b n
= [ - [ w - e
b

t —a
S /0 In(n — €K' (€)de

—a

b b
-5 | W [ w©mln - e

—a —a

Figura 2. Cambios de Variables

La transformacion
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ayuda a simplificar. Puede observarse que hay una correspondencia
biyectiva entre f € F y la g correspondiente:

v o= gl6)+ 6+ el

2
f@) = oe)~ 5E+ el

La funcién g es absolutamente continua cuando f lo es, y tiene las
siguientes propiedades

0
-1

| s = [ s (3.5)

IN N
ASERN
—~~
N~—
IN
o o=
<
7arS
V
=

Entonces podemos escribir

H(f) = 1(g) = Q(g) + L(9), (3.6)

en donde, dado que g se anula fuera de (—a,b),
1 > / o /
Ao =3 [ e [ goamp-d @D
es un funcional cuadratico de ¢’ y
o) =~ [ d@@nfel - 2)ds (3.8)

es un funcional lineal. Por la correspondencia descrita arriba, nos con-
centraremos en minimizar I(g) = Q(g) + L(g), sobre la clase G de
funciones g que cumplen (3.3),(3.4) y (3.5). Esto implicard minimizar
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H(f),f € F,yporlotanto §(L), L € T. Finalmente puede recuperarse
L de g usando que

L(w) = Ju| + v2g (v2). (3.9)

Esta relacién se observa facilmente en la figura 2.

El siguiente problema fue resuelto por Logan y Shepp en [17], y
utiliza relaciones entre las transformadas de Hilbert y de Fourier y la
identidad de Parseval, entre otras.

Proposicién 3.2.5 El minimo valor de 1(g),g € G, es —1/2, y la
inica solucion de I(g) = —1/2, g € G es

||

1
2 2\2 -1
go(x) = ;(1—%> +asinT 5 -5, 2 <2
0, |z > 2.

Demostracion. Expresamos I(g) en términos de la transformada
de Fourier g y la trasformada de Hilbert g de g. Es decir,

iw) = [ et
i@ = - f 9 4

™ T —t

Integrando por partes, usando que g es unimodal e integrable, se ob-

tiene
g(x) = jr/g’(t) In |z — t|dt,
y usando (3.7),
Q9) =5 [ J @), (3.10)

Dado que la transformada de Fourier de g es i(sgn w)g(w) y la de ¢
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es iwg(w) se obtiene usando la identidad de Parseval que

Qo) = ; [ 5wl de (3.11)

por lo que @ es una forma cuadrética positiva definida. Si se integra
por partes (3.8), usando (3.6), se obtiene

1 [
1t9) = [ g@)mlalda+ § [ Ge)Plolde
Ahora, para encontrar el minimo de I, introducimos una funcién de
comparacién gg € G y escribimos usando (3.10), para cualquier g € G,

s

Qgm0 = —5 [0@) - g@)@e) - fow)is

~ QU9)- Qo)+ [ g @)o(e)da.
Entonces,

I(g) = Q(g) + L(g) = Q(g — g0) — Q(90) — R(g, 90)

donde
R(g. 90) = / @) (e 2] -z + ngo(e))de.  (3.12)

Mads adelante exhibiremos una funcién go € G para la cual

=0, para |z|<2,

p(z) : =zlnjz|—z+7rg(zr)S >0, paraz>2, (3.13)
<0, paraz < —2,

go(x) = 0 para |z| > 2. (3.14)

Suponiendo que (3.13) y (3.14) se cumplen para alguna gy € G, obser-
vamos que el integrando en (3.12) es idénticamente cero en = cuando
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g = go- Entonces

I(g0) = Q(0) — Q(g0) — R(go, 90) = —Q(g0)-

Luego, como g € G satisface (3.3),(3.4) y (3.5), el integrando de (3.12)
es no positivo por (3.13). Entonces R(g,go) < 0y para cada g € G

I(g) > I(g0) + Q(g — 9o)-

Como Q(9—g0) > 0y Q(g—go) = 0 solo cuando g—go = 0, por (3.11),
se sigue la unicidad del go que minimiza I(g) (y su correspondiente fy
que minimiza H).

Solo resta encontrar gop € G con las propiedades (3.13) y (3.14).

Considérese la funcién

1
iz 22\?2 iz
) | 12 il
7rn<< 4) ta )

que es analitica en el semiplano superior CT. Usando la rama principal
del logaritmo, y geometria compleja muy sencilla, se observa que en el

eje real z =,

1
(1-3) - (-%)" s

—isgnx(%— 1) ;x> 2
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Por lo que se verifica que en el eje real

)é) . (3.15)
. . 2 l
_fmm—fm<@—(§—gﬁ,pﬂ>z

Se verifica, a partir de (3.15), que Go(z) = O(1/|z]) cuando |z| — oo
en Im z > 0. Entonces, utilizando el Teorema B.2.10, las partes real e

\

imaginaria de Gy son transformadas de Hilbert conjugadas. Es decir

1

2 )2 in—1 ||
go(z) = Re Go(z) = %@—%>+%M-%—%,MS2
07 |:L" > 2
(3.16)
tiene transformada de Hilbert
f-fhll, k<2
2 2 2
go(;c) — ImGo( ) — T <§ - (Sgn .%') % — 1)
1
—Z]n|z| — Z1n <|m2| — (%2 — >2> .zl > 2.
(3.17)

De (3.15) y (3.17) se verifica fécil que go satisface (3.13) y que en
(3.14),

por=e (8o (£-1))- 2 (5-1) ] wse

Es facil ver que p(z)/x tiene derivada positiva para |z| > 2 y como se
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anula para x = 2, (3.14) se sigue. Falta probar que gy € G. Como

1 /2 1T

go(z) = B (W sin™ o — sgn 33) , o) <2,

verificamos directamente (3.3) y (3.4) y para (3.5)

- [2gi@) = [ mlwds = 1.

Para esta gg se cumple que I(gg) = —%, y es el minimo para g € G. &
Con las consideraciones anteriores podemos demostrar el 1ltimo
lema.
Demostraciéon del Lema 3.2.4. Recuperamos Lg € T a partir
de go usando (3.9). La Ly que le corresponde a gg estd dada por

Lo(u) = |u| +v2g0 (uﬂ)
- {’2’(2_u2)1+2u nT 2 jul < V2,
lul | ul > V2
= Qu).
Como

O(L)=1+4+20:(L) =1+ I(9g),

la tnica solucién de O(L) = 0, L € T es Ly = €. Con esto queda
demostrada la primera parte del Lema.

Para la segunda, sea j(w) = 1(g — go). De (3.11), si S = Sop(j), y
sabiendo que j € Lip(1) obtiene que

i) = | [i@ean = [lil]e]as = [liw)las <1,

o) - 01 > v2Q(2) = 4 [ |2 (39| el
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_f/( ( | dw.

23
Usando la desigualdad de Holder, con f1(w) = ‘j(w)‘ w2, fa(w) =

—~ 4/3
j(w)‘ |w|_1/3 ,p=3,q= % obtenemos que
~ 2 1/p 1/q
[l < (/ (fl(w))pdw> (f <f2<w>>de>
2/3
1/3 )
y como
~ 2 2/3
/ j(w)‘ .
w
g |(U|1/2
~ 2 ~ 2 2/3
/z ol o ol
= w w
~2 |w]'/? S\(22) Jwl'/?
~ 3/2 2/3
2 1 3/2 ‘J(W)‘
-2 \ |v] s\(-22) \ 1

< (K + 1) =—,
entonces

0(A) — 01 > Q(j)?

- (fpef)”
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—~ 2
Js i) dw

(o (2) ")

§K2 <81;p U(s)l)3 = K3 (Sl;p (9(s) — 90(8))|>

75 2 Ko [ L) do

3

v

=<m(gmmw—9@®é

Por lo tanto, existe una constante K > 0 tal que

9
98) — 009 = & (supl(A(0) - 2] )

con lo que queda demostrado el lema. =

3.3. Demostraciones de los Resultados Princi-
pales
Finalmente tenemos las herramientas necesarias para demostrar

los teoremas centrales de este trabajo.
Demostraciéon del Teorema 3.1.1. Sea ¢ > 0. Considérense

(%+=)
g1 >0,N. > [ 22| .Delos Lemas 3.2.3 y 3.2.4 , para N > N,

K&
obtenemos
l1-o (e_alﬁ) = ,LL{A eTy:0(A) < <\2/% —|—51> N‘é}
< M{AGTN o) - 00| < (\2/%+€1> Nﬁ}
_— {A €Ty : ‘9(7\) - 0(9)‘ < Keg}
< p{AeTy :sup|A(t) — Q)] <e}.



54 Forma Limite de los Diagramas de Young

Entonces

A}im u{A €Ty :sup|A(t) — Q)| <e}> lim 1—o <675‘/N> =1,

N—oo
como se deseaba. m

Demostracién del Teorema 3.1.2. Sea z = (An)F_, €D y se
e > 0. Para N € N definimos el evento

1 _
An = qsup |[—=A (sx/N)—Qs >5}.
N { 1P| AN (s)

Del Teorema 3.1.1 y el Lema 3.2.3 sabemos que existe un €7 > 0 tal
que

) o (577,
Entonces

A}im /L(AN)eel\/N =0,

en particular, existe un Ny € N tal que para todo N > Ny,
p(An)e VN < 1.
Sea

b — M(AN)eE“/N, si N < Ny
N 1 en otro caso

Asi, para todo €1 > 0,

[e 9]

1
Zleal\/ﬁ < OO’

n—=

0.9}

by
= Zlewﬁ < 0,

n—=

[e.o]

= ZM(AN) < 0.

n=1



3.3 Demostraciones de los Resultados Principales 55

Entonces por el Lema de Borel-Cantelli, si

= limsupAy = ﬂ U Am

N—oo N=1m=N

es el evento que ocurre si y solo si una infinidad de Ay ocurren,
w(B) =0

Por lo tanto

,u<h'msup<sup‘\/> S\F) Q(s)

N—oo

)>a) =0
)-9)-

El Corolario 3.1.3. se sigue del Teorema 3.1.2, tomando en cuenta

i (gim (sup | o (sv) = )

con lo que queda demostrado el teorema. m

el Teorema 2.1.14 y la Proposicién 2.2.5.
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Forma Limite de los Diagramas de Young




Capitulo 4

Probabilidad Libre y
Representaciones

Ademsds de la mostrada en el capitulo anterior, existen mas rela-
ciones entre probabilidad libre y representaciones de grupos. El propési-
to de este capitulo es exponer las que aparecen en el articulo de Biane,
en donde se tiene que varias operaciones entre representaciones pueden
estudiarse a través de operaciones en probabilidad libre de sus medi-
das de transicién. Asi, se vuelve evidente la importancia de asociar,
via la transformada R y la transformada de Cauchy, una medida de
probabilidad a cada diagrama y por lo tanto, a cada representacién
irreducible de Sy.

En la Seccion 4.1 se introducen los conceptos de probabilidad libre
que seran necesarios para comprender los resultados expuestos en la si-
guiente seccién. En la Seccién 4.2 se explican los teoremas demostrados
por Biane, y se presentan algunos ejemplos de la utilizacién de éstos.
En la tdltima seccién se presentan varios elementos e ideas claves de la

demostraciéon de los teoremas.
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4.1. Probabilidad Libre

La nocién de relacién libre (freeness) entre dos variables aleato-
rias fue introducida en 1985 por Voiculescu [28], quién observé que la
relacién libre se comporta de forma andloga al concepto clédsico de
independencia, pero en espacios de probabilidad no-conmutativos.

Los principales resultados de esta teorfa y su paralelismo con la
probabilidad cldsica, se presentan en la segunda seccién del Apéndice
A. Para una exposiciéon més detallada, se sugiere la lectura de la tesis
de licenciatura de Octavio Arizmendi [2].

4.1.1. Independencia Libre

En el contexto de x-espacios de probabilidad (A,7) se define la
independencia libre o relacién libre segun (A.2.6), y del Teorema
A.2.7 puede verse de una manera méds familiar. Para esto, recordemos
la férmula andloga para el caso de independencia clédsica que nos dice
que las variables aleatorias X1, Xs, ..., X son independientes si y solo
si, para todo ni,ng,...ni € N se tiene que

B(XM X5 .. X') = B(XM)E(X52).. . B(X™).

El andlogo del operador E es la funcional lineal 7 ya que no tenemos va-
riables aleatorias cldsicas, sino variables aleatorias no-conmutativas, es
decir, elementos de (A, 7). Entonces, gracias al Teorema A.2.7, puede
redefinirse la independencia libre de la siguiente manera.

Las variables aleatorias no-conmutativas a,b € A se dicen en
relacién libre (con respecto a 7) si

7Ip1(a)q1 (0)p2(a)ga(b) . . . pp(a)gn(b)] = 0
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siempre que p; y ¢; sean polinomios tales que
7[pi(a)] = 0 = 7[g; (b)].

Una familia de subéalgebras A;, 14 € A;, i € I en un espacio de pro-
babilidad no conmutativo (A, 7) se dice que es libre si 7(ajaz...a,) =
0 siempre que 7(a;) = 0, a; € A,y (1) # i(2) # ... # i(n). Méds
generalmente, una familia de subconjuntos £2; C A,i € I es libre si las
dlgebras generadas por ; U {1} son libres.

Al igual que para el caso de variables aleatorias cldsicas, esta
relacién de independencia puede entenderse como una regla para cal-
cular los momentos mixtos de a y de b, permitiéndonos calcular los
momentos de a + by de ab. Asi, si {a,b} es un par libre de variables
aleatorias, entonces la *-distribucién p,;, de a + b depende solo de la
x-distribucién p, de a y de la *-distribucion p; de b.

4.1.2. Convolucién Libre Aditiva

Sip, v 1y son medidas con soporte compacto en C, podemos definir
la operacién H de convolucién libre aditiva a través de la férmula

to B 1y = o tp-

Si @y v son medidas en R con soporte compacto, se pueden en-
contrar a y b variables aleatorias no-conmutativas autoadjuntas en un
C*-espacio de probabilidad tales que a tenga *-distribucién p y b tenga
x-distribucién v. Si pedimos que a y b estén en relacion libre, entonces
la *-distribucién de a + b se llama la convolucién libre de p y v, la
cual se denota por u H v. Por ejemplo, se pueden tomar a y b como
operadores de multiplicacién con la funcién identidad en los espacios
de Hilbert L?(u) y L?(v), respectivamente, y después tomar el pro-
ducto libre de estos C*-espacios de probabilidad para hacer que a y
b estén en relacién libre (ver por ejemplo, el libro de Nica y Speicher
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[20, Ejemplo 3.10]).

El hecho de que B v no dependa de la eleccién de a y b se sigue
de que la *-distribucién de a + b solo depende de los momentos de a
y b los cuales estén determinados por u y v. Este hecho permite que
se trabaje con medidas en abstracto y sus respectivas convoluciones
libres aditivas, sin prestar atencion al espacio de probabilidad no con-
mutativo, y a los elementos autoadjuntos con dichas *x-distribuciones.

Ejemplo 4.1.1 Si consideramos las medidas de transicion de los dia-
gramas del Ejemplo 2.1.9, la distribucion arcoseno en [—2L,2L] resulta
de la convolucion libre aditiva de la distribucion Bernoulli simétrica

concentrada en {—L, L} consigo misma, es decir,
(6) g 4 Br) — X 1 (ar)
wPL B L:§(5_L+5L)EB§(5_L+5L):M ,

donde
Liy<2r

(20) (qy) = — =22
a (du) TVAL?2 — u?

du.

Existen dos enfoques para entender la convolucién aditiva, el pri-
mero es analitico, y se basa en la transformada cumulante libre, que
hace las veces del logaritmo de la transformada de Fourier en proba-
bilidad clésica, pues linealiza la convolucién.

Sea p una medida de probabilidad en R. La Transformada de
Cauchy G, y la Transformada de Cauchy Reciproca F), se de-
finen como sigue:

1 1
Gu(z) = du(t) = ze€CT.
2= [ St = g
Obsérvese que si la medida tiene soporte compacto, entonces G, co-
rresponde a la transformada de Cauchy en el sentido de la Definicién
2.1.6. La Transformada de Cauchy caracteriza a una medida, la cual
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puede recuperarse mediante la férmula de inversién

du(t) = Tim —2Tm(Gp(t +ie), ¢ € R,

e—0+t

Existe un dominio I' (ver Arizmendi [2] o Bercovicci y Voicolescu [4])
en donde la inversa derecha F); I de existe. Asi, se define la Transfor-
mada de Voicolescu.

Finalmente, se define la Transformada Cumulante Libre

Culz) = z(b#(%), s ler.

Proposicién 4.1.2 La transformada de Voicolescu y la transforma-
da cumulante libre linealizan la convolucidn libre, es decir, si a y b
son variables aleatorias en relacion libre, con x-distribuciones i, y py,
respectivamente, entonces

PuBpy, = P, TPy,
Cuu, = Cpuy +Chys

en los dominios en donde las transformadas estan definidas.

Observemos que estas iltimas transformadas dependen de la trans-
formada de Cauchy, que junto con la transformada R, permitia asociar
medidas a representaciones.



62 Probabilidad Libre y Representaciones

4.1.3. Cumulantes Libres

En probabilidad clasica, los momentos y los cumulantes cumplen
relaciones muy ttiles e interesantes, que tienen que ver con resulta-
dos combinatorios en las latices de particiones. En probabilidad libre
tambien existen relaciones similares, pero basadas en las latices de
particiones que no se cruzan. Estas relaciones se aplican al usar el
método de momentos y forman parte central de la demostracién de los
teoremas de la siguiente seccién. Pueden consultarse en [2] y [20].

Definicién 4.1.3 Sea i una medida en R con todos sus momentos.
Los cumulantes libres {x}}, de p son los coeficientes de su funcion
cumulante libre.

Cu(z) = zqﬁ(%) = Zmnz", ztel.
n=1

Entonces, la convolucién libre también es linealizada por los cu-

mulantes libres, de la siguiente manera.

Proposicién 4.1.4 Si py y py son medidas de probabilidad en R, en-
tonces, para todo n € N

&)
K# + Rﬁlz — R# K2

Denotamos por P(n) al conjunto de particiones' del conjunto {1, 2,
...,n} en bloques ajenos y por NC(n) al conjunto de particiones del
conjunto {1,2,...,n} en bloques ajenos que no se cruzan (i.e. si P =
(Vi)E _, € P(n) y existen a < b < ¢ < d tales que a,c € V;,b,d € V},
i # j, entonces P se cruza).

1 . .. el
No confundirse con las particiones A - n, como sumas de enteros positivos en
orden decreciente.
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Usando que P(n) y NC(n) son ldtices, y aplicando teorfa de inver-
sién de Moebius en létices, se encuentran las siguientes relaciones.

Proposicién 4.1.5 Sea p una medida de probabilidad en R con to-
dos sus momentos. Se cumplen las siguientes férmulas relacionando
momentos y cumulantes.

My o=y (Hkv|>, (4.1)

TeNC(n) \Ver
ko= 3 | 1Lmwr IT Swn )
TeNC(n) \Ver WeK (m)

donde K(m) es el complemento de Kreweras de w (ver [20]), S, =
e )

n 4+

es el n-ésimo numero de Cataldn. También hay una relacion entre

C, =

cumulantes cldsicos y cumulantes libres,
= 2 (H ’f|V|> :
mellgonn \Ver

donde ISP denota el conjunto de particiones conectadas de m.

Cabe mencionar que en probabilidad cldsica se cuenta con resulta-
dos andlogos, usando la latiz P(n) en vez de NC(n).

4.1.4. Ley del Semicirculo

Asi como la convolucién cldsica de distribuciones normalizadas con-
verge a la distribucién Normal clésica, la convolucién libre aditiva de
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medidas de probabilidad normalizadas converge a la distribucién semi-
circular s,, donde

2
dso—(t) = W \V/ 0'2 — tgl[,o-yo-] (t)

Msds precisamente, se cumple el siguiente Teorema del Limite Central
Libre. Sea D.p la dilatacién de una medida de probabilidad p por un
factor c.

Teorema 4.1.6 Sea p una medida de probabilidad con media 0 y se-
gundo momento finito. Entonces

A}l;mooDl/\/N/‘EDl/\/ﬁﬂE”'EDU\/NN:307

(N wveces)

donde el limite es en el sentido de convergencia débil de medidas de

probabilidad.

Decimos entonces, que el elemento semicircular s, es la distribu-
cién Gaussiana con respecto a la convolucién libre.

4.1.5. Proyeccién Libre
Hay una manera de producir un nuevos espacios de probabilidad

no conmutativos, comprimiendo con proyecciones libres.

Definicion 4.1.7 Un elemento del espacio de probabilidad no conmu-
tativo p € (A,T) es una proyeccién de traza t sip* =p, y 7(p) = t.

Definicién 4.1.8 Si (A,7) es un espacio de probabilidad no conmu-
tativo y p € (A,T) es una proyeccion tal que 7(p) # 0, entonces puede
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considerarse la compresion (pAp, TPAP), donde

pAp : = {pap| a € A},
1
PAP() . = ——7(-),  restringido a pAp.
TPP(.) T(p)T( ) g PAp

Observacién 4.1.9 (1) Nétese que (pAp, 7PP) es de hecho un espa-
cio de probabilidad no conmutativo: pAp es un dlgebra cuya unidad es
p = plp, T se ha reescalado de manera que TPAP(p) = 1.

(2) Propiedades adicionales de (A, 1) se heredan a (pAp, TP4P). Por
ejemplo, si (A, T) es un C*-espacio de probabilidad, también lo es su
compresion.

Ejemplo 4.1.10 Si A = M4(C) es el espacio de matrices de 4 x 4
dotado de la traza normalizada T = try y p es la proyeccion

1 0 00
0 1.0 0
P=10 0 0 o]’
00 0O
entonces
a1 a2 0 0
as1 azg 0 O aip a2
i )p = € M5(C).
plagp= |20 <—>( ) 2(C)
0 0 00

Si nos olvidamos de los ceros, la compresion pMy(C)p se identifica con
M>(C) y trfpr coincide con try.

No se puede decir mucho sobre las variables aleatorias comprimidas
en general. Sin embargo, en el caso en que p es independiente en el
sentido libre con respecto a las variables que se consideren, entonces
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pueden aplicarse los resultados sobre cumulantes que se conocen y
relacionar las x-distribuciones de las variables aleatorias con las *-
distribuciones de sus compresiones. Estos resultados se encuentran en
[20].

Definicién 4.1.11 Sea a una variable aleatoria en el espacio (A,T)
con x-distribucion p. Sea p € (A,T) una proyeccion tal que 7(p) =t #
0, ¥y a, p son independientes en el sentido libre. Entonces la proyec-
cion libre de traza t de p, denotada por mi(p) es la x-distribucion
de pap € (pAp, TPAP).

Se tiene que, asi como la convolucién libre de medidas no depende
de los x-espacios de probabilidad no conmutativos donde se encuentren
las variables, m¢(11) solo depende de p y t.

Ejemplo 4.1.12 Consideramos nuevamente las medidas de transi-
cton de los diagramas del Ejemplo 2.1.9, la proyeccidon libre de traza
% de la distribucion Bernoulli simétrica concentrada en {—L,L} es la
distribucion arcoseno en [—L, L], es decir,

1

donde
Ljuj<r

BL)(Qu) = — =8
PP (du) T

du.

4.2. Los Resultados de Biane

Aunque existen algoritmos para recabar casi cualquier dato so-
bre las representaciones de S,, y sus caracteres, éstos se vuelven muy
complicados e ineficientes cuando n es muy grande. Sin embargo, se
han encontrado algunos resultados estadisticos sobre las representa-
ciones y sus caracteres, que dependen tnicamente de que sus diagra-

mas de Young no estén muy dispersos. Los siguientes teoremas fueron
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demostrados por P. Biane en [6], y muestran a la probabilidad libre
como una herramienta muy poderosa para estudiar el comportamien-
to asintético de los diagramas de Young bajo ciertas operaciones en
teorfa de representaciones.

El primer teorema da una relacién entre los caracteres de una
representacion y los cumulantes libres de su medida asociada.
El segundo teorema indica cémo la mayoria de los submédulos irre-
ducibles de las representaciones que se obtienen del producto ten-
sorial de Kronecker de representaciones, tienen diagramas de
Young muy cercanos a una normalizacién del diagrama del semicir-
culo. El tercer teorema es consecuencia del segundo, en términos de
caracteres. Al descomponer la restriccién de una representacion [A] de
Sp a Sy x Sp—q (bajo ciertas condiciones), los submédulos irreducibles
tienen diagramas de Young muy cercanos al producto tensorial de
representaciones irreducibles que tienen como medida de transicién
una proyeccién libre adecuada de p™. Lo anterior se presenta en
los Teoremas 4.2.6 y 4.2.7 . Finalmente, el Teorema 4.2.9 establece que
si una representacion es producto exterior de [\] y [\2], entonces es-
t4 generada en gran parte por submddulos cuyos diagramas de Young
son muy cercanos a aquél cuya medida de transicién es M(Al) H u(h)
(la convolucién libre aditiva de las medidas de transicién de A; y
A2), v al escribir este teorema en términos de caracteres se obtiene la
regla de la suma para inducciones (Teorema 4.2.10).

En esta tesis no se presentan las demostraciones de estos resulta-
dos, solo mencionamos que las pruebas de Biane utilizan fuertemente
las propiedades combinatorias de la probabilidad libre, estudiadas por
R. Speicher. y A. Nica. en [20]. En la Seccién 4.3 presentamos los
conceptos claves de estas demostraciones.

Definicién 4.2.1 Sea A > 1. Un diagrama de Young \ € Y, es A-
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balanceado si
grosor(A) := méx(col(X), lin(\)) < A/q,
donde col(X) (resp. lin(\)) es el nimero de columnas (filas) de .

4.2.1. Estimacién de Caracteres de Representaciones con
Cumulantes Libres

Definicion 4.2.2 Sea o € S,,.

c(o) = 9 de ciclos ajenos de o

lo| @ =mn-—c(o)

Teorema 4.2.3 Para cada A > 1 y m entero positivo, existe una
constante K > 0, tal que, para todo diagrama de Young A-balanceado
A, y para toda permutacion o € S| que satisfaga [o| < m, se tiene

que
3(@) =TT ko) < K AA1o2
clo

donde el producto es sobre los ciclos ajenos ¢ de la permutacion o, y
Kn €s el n-ésimo cumulante libre de la medida asociada a A.

4.2.2. Aproximacién del Producto Tensorial de Kronec-
ker de Representaciones con la Ley del Semicir-
culo

Denotemos por §}; a la normalizacién del diagrama del semicirculo
dada por
Q(t) = ¢"*Q(q"/?1),q > 0.

Teorema 4.2.4 Para toda A > 1, ye,0 > 0 existe qo tal que para toda
q > qo y para todos los diagramas de Young A-balanceados A1, A2 € Py,
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el subespacio de la representacion [M] @ [A2], que generan todos los
componentes isotipicos [v], que cumplen

sup [v(x) = Qy(z)| < ev/q

zeR

tiene dimension mayor que (1 — &) dim([A\1] ® [A2]).

Es decir, la mayoria de los componentes de la representacion [A;] ®
[A2] tienen diagramas muy cercanos a una normalizacién del diagrama
del semicirculo.

Tambien se tiene el siguiente resultado de concentracién de carac-
teres

Teorema 4.2.5 (Regla Cero para caracteres de productos ten-
soriales). Para toda A > 1, €,§ > 0, y entero n > 0, existe qo tal que
para toda q > qo y para todos los diagramas de Young A-balanceados
A, A2 € 9y, el subespacio de la representacion [N ® [u], que generan
todos los componentes isotipicos [v], que cumplen

X0 (0)] < eq 1712

tiene dimension mayor que (1 —0) dim([A] ® [u]).
4.2.3. Aproximacién a la Restriccién de Representacio-

nes con la Proyeccién Libre

Al escribir m;(A), nos referimos al diagrama cuya medida de tran-
sicién es la proyeccién libre de traza ¢t de la medida de transicién del
diagrama .

Teorema 4.2.6 Para toda A > 1, a € (0,1/2] ye,d > 0 existe qp tal
que para todos q > p > qo, con aqg < p < (1 — a)q y para todos los
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diagramas de Young A-balanceados \ € )y, el subespacio de la repre-
sentacion [A] L8,xS,_p» que generan todos los componentes isotipicos
[V1]#[ve], que cumplen

sup v1(2) = T i1y (N (@)] < evg

sup [V2(®) = T(g—pt1) /@y N (@)] < eV

tiene dimension mayor que (1—36) dim([A] |s,xs,_,) = (1—3) dim([}]).

Es decir, la mayoria de los componentes de la restriccién de la
representacion [A] al subgrupo S, x S;—, son productos tensoriales de
dos representaciones, de tal suerte que el diagrama de la primera es
muy cercano al diagrama cuya medida de transicién es la proyecciéon
libre de traza (p+1)/(¢+ 1) de la medida de transicién de A y el
diagrama de la segunda es muy cercano al diagrama cuya medida de
transicién es la proyeccion libre de traza (¢—p+1)/(g+ 1) de la
medida de transicién de A.

Tambien se tiene el siguiente resultado en términos de caracteres

Teorema 4.2.7 Para toda A > 1, o € (0,1/2], €, > 0, y entero
n > 0 existe qo tal que para todos ¢ > p > qo, conag <p<(l—a)qy
para todos los diagramas de Young A-balanceados A € ), el subespacio
de la representacion [\ | Spx Sy—p, que generan todos los componentes
isotipicos [v1]#[va], que cumplen

I, ((12...m)) — xa((12. .. m))| < eq~ =D/

X0, (12 .m)) = xa((12...m))| < eq= ("7 D/2,

m < n, tiene dimension mayor que (1 — 6)dim([A] | Sp x S4—p) =

(1 — §) dim([\]).
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Ejemplo 4.2.8 Consideremos el diagrama cuadrado By cuya medida
de transicion es la distribucion Bernoulli simétrica en {—L, L}, para
L un nimero par grande. Entonces [3] es una representacion de Syz.
Del Ejemplo 4.1.12 y el Teorema 4.2.6, se tiene que la mayoria de los
componentes irreducibles de [B1] s ,xs,, son el producto tensorial

2 2
de representaciones [v1],[va] cuyos diagramas son cercanos a o, que
es justamente el diagrama cuya medida de transicion es la distribucion

arcoseno en [—L, L], resultante de la proyeccion libre de traza % de
(Br)
T2

[A]=[a] MI#DIcN|

S |_2,f2>< S |_2J|-2
Bl1=vl.Da  B=m,A)

—k-------

-L L -L

Figura 3. Restriccion y Proyeccion Libre

4.2.4. Aproximacién al Producto Exterior de Represen-
taciones con la Convolucién Libre

Cuando tomamos diagramas A1, Ao y escribimos A1 H Ao, nos refe-
rimos al diagrama cuya medida de transicién es la convolucién libre
de las medidas de transicién de A\; y As.

Teorema 4.2.9 Para toda A > 1, y e,6 > 0 existe qy tal que para
toda q > qo y para todos los diagramas de Young A1, Ay que satisfagan
que grosor(Ay), grosor(A2) < A\/q y |A1], |X2| > qo, el subespacio de la
representacion [A1]o[As], que generan todos los componentes isotipicos
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[V], que cumplen

sup |[v(z) — A B X (z)| < ev/q

zeR

tiene dimension mayor que (1 — §) dim([A\1] o [A2]).

Es decir, la mayoria de los componentes de la representacion [A1] o
[A2] tienen diagramas muy cercanos a aquél cuya medida de transicién
es la convolucién libre de las medidas de transiciéon de A y Ao.

En términos de caracteres se tiene lo siguiente.

Teorema 4.2.10 (Regla de la suma para inducciones) Para to-
da A > 1, ¢,0 > 0 y entero n > 0, existe qy tal que para toda
q > qo y para todos los diagramas de Young A1, Ao que satisfagan
que grosor(A1), grosor(X2) < A\/q y [Ai|,|A2] > qo, el subespacio de
la representacion [A1]o[Aa], que generan todos los componentes isotipi-
cos [v], que cumplen

1™ 0 (L om)) = ] i, (L om)) = o] xo, ((1...m)|

< egmt/2

tiene dimension mayor que (1 — &) dim([A\1] ® [A2]).

Ejemplo 4.2.11 Consideremos el diagrama cuadrado B; cuya medi-
da de transicion es la distribucion Bernoulli simétrica en {—L, L},
para L un nimero grande. [5;] es una representacion de Spz. Del
Ejemplo 4.1.1 y el Teorema 4.2.9, se tiene que la mayoria de los com-
ponentes irreducibles de [B1] o8] son representaciones [v] cuyos dia-
gramas son cercanos a <y, que es justamente el diagrama cuya medida
de transicion es la distribucion arcoseno en [—2L,2L] que resulta de
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la convolucion libre p(r) B pler),

B=21E21
Bl=vl=[A]e[A]

2L

Figura 4. Convolucion aditiva y producto exterior

4.3. Conceptos Claves

Como se mencioné anteriormente, no es propdsito de esta tesis
demostrar los teoremas de la seccién anterior. Sin embargo, a conti-
nuacién se incluyen algunos conceptos y resultados que son esenciales
en las demostraciones de Biane [6]. Estos ilustran claramente la im-
portancia de relacionar diagramas con medidas.

Primero refreaseamos los teoremas en términos de los momentos de
las medidas de transicién de las representaciones involucradas. Una vez
hecho esto, se busca un espacio de probabilidad no-conmutativo mane-
jable, donde existan elementos autoadjuntos cuyas x-distribuciones
sean las medidas de transicién requeridas. Entonces se utilizan las
propiedades de este espacio de probabilidad no conmutativo junto con
los resultados conocidos en probabilidad libre, especialmente, los re-
sultados combinatorios que relacionan cumulantes y momentos.
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4.3.1. Replanteamiento de los Teoremas en Términos de
Medidas y Momentos

A continuacién presentamos otra formulacién de los Teoremas 4.2.4,
4.2.6 y 4.2.9 en términos de momentos de medidas de transicién.

Teorema 4.3.1 Para toda A > 1 yn € N, existen K,Cy y qo tales
que para toda q > qo, C > Cy y para todos los diagramas de Young A-
balanceados A1, Ay € Y, el subespacio de la representacion [A] ® [Az],
que generan todos los componentes isotipicos [v], que cumplen

[t u@ = [ atua)

tiene dimension mayor que (1 — K/C?) dim([\ ] ® [A2]).

< C’qk/2_1/2, para toda k < n,

Teorema 4.3.2 Para toda A > 1, a € (0,1/2] yn € N, existen K, Cy
Y qo tales que para todo q > p > qo, con aqg < p < (1 — a)q, para toda
C > Cy y para todos los diagramas de Young A-balanceados X\ € gy,
el subespacio de la representacion [\ 18,xS,_ps que generan todos los
componentes isotipicos (V1] ® [va|, que cumplen

< Ogh?12

/kalu i) - /ka”(p+1>/(q+1>(ﬂ(”)(w)

< qu/271/2’

/R 22 () - /R (g pry () (B (@)

para toda k < n, tiene dimension mayor que (1—K/C?) dim([A] s, xs,_,
) = (1 —6)dim([\).

Teorema 4.3.3 Para toda A > 1, yn € N, existen K,Cy y qo tales
que para toda q > qo, C > Cy y para todos los diagramas de Young
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A1, A2 que satisfagan que grosor(A1), grosor(X2) < A\/q y |1, |A2] >
qo, el subespacio de la representacion [\] o [A2], que generan todos los
componentes isotipicos [v], que cumplen

[ 20w~ [ )
R R

tiene dimension mayor que (1 — K/C?)dim([A\1] o [Aa]).

< qu/2—1/2

Los Teoremas 4.2.4, 4.2.6 y 4.2.9 se siguen de los Teoremas 4.3.1,
4.3.2 y 4.3.3, del hecho de que la convergencia débil de medidas con
soporte en el intervalo fijo [— A, A] implica la convergencia uniforme de
los diagramas asociados, y de aplicar esto a los diagramas reescalados

g 1/2)\ (q1/2) .

4.3.2. Interpretacion Espectral de la Medida de Transi-
cién

Para demostrar los Teoremas 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3, es necesario con-
siderar un espacio de probabilidad no conmutativo adecuado (A,7). Se
requiere que éste sea un W *-espacio de probabilidad, en donde la me-
dida de transicién de los diagramas tiene una interpretacién espectral,
como veremos a continuacion.

Sea A\ F ¢, V) el espacio de la representacién [A] y dotemos a
End(Vy) con la traza normalizada tr), y la estructura de W*-dlgebra
de manera que [A] sea una representacién unitaria. Denotemos por (-)
la traza normalizada en M 1(C), con su estructura canénica de W*-
dlgebra. Se tiene la siguiente interpretacion de la medida de transicién
de .

Proposicién 4.3.4 La medida 1 es la x-distribucion del elemento
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autoadjunto
0 1 1 1
L0 [A@A2) [A13)
roy =1 A2 0 [A(23)

L Ao M) NG

1 1
(Al(lg = 1) [Al(1g)
(A(2¢ = 1) [Al(29)

[A(q - 1q) 5

en el espacio de probabilidad no conmutativo (End(Vy)@My41(C), tr\®

{))-

Para demostrar la proposicién anterior se usan, entre otras cosas, el

Lema de Schur (Teorema 1.1.17) y la Regla de Ramificacién (Teorema

1.2.15).



Apéndice A

Conceptos Basicos de
Probabilidad

En este apéndice se presentan los conceptos de probabilidad clésica
necesarios para plantear y comprender los resultados del Capitulo 3, asi
como los elementos de probabilidad no conmutativa que se requieren
en el Capitulo 4.

A.1. Elementos de Probabilidad Clasica

El objetivo de esta seccién es definir el concepto de cadena de
Markov. Para lograr esto, primero repasamos algunas definiciones basi-
cas y recordamos la definién formal de esperanza y probabilidad condi-
cional.

A.1.1. Definiciones Basicas

Comencemos con un espacio de probabilidad clésico, es decir, una
terna (2, F,P) donde €2 es un conjunto no vacio, F es una o-algebra
de Q y P es una medida de probabilidad en F.



78 Conceptos Basicos de Probabilidad

Definicién A.1.1 Sea X una variable aleatoria real. Si X € L'(P)
entonces X se llama integrable, y a

E[X]:= /QXdIP’

se le llama la esperanza o media de X.

Definicién A.1.2 Sean (21, F1), (22, F2) espacios medibles. Una fun-
cion k : 1 x Fa — [0,00] se llama probabilidad de transicion o
probabilidad de Markov o—finita si:

i) w1 — K(wi, Az) es Fr-medible para cualquier Ay € Fo.

ii)Ay — K(w1, A2) es una medida o-finita en (Q2, F2) para cualquier
w1 € Q.

Si en i) la medida es una medida de probabilidad para todo wy € €y,
entonces k es llamado nicleo estocdstico o nicleo de Markov.

Definicién A.1.3 Un espacio topoldgico separable, cuya topologia es-
td inducida por una métrica completa es llamado espacio Polaco.

Sea E un espacio Polaco con o-dlgebra de Borel B(F), sea (2, F,P)
un espacio de probabilidad, y sea I C R arbitrario.

Definicién A.1.4 Una familia de variables aleatorias X = (Xi)er
(en el espacio de probabilidad (2, F,P)), con valores en (E,B(E)) se
llama un proceso estocdstico con conjunto de indices (o tiempos) I
y rango E.

A.1.2. Probabilidad Condicional

Si hay informacién parcial sobre el resultado de un experimento
aleatorio, las probabilidades para los posibles eventos cambian. A este
fenémeno se le denomina probabilidad condicional. Cuando la infor-
macioén conocida es que ha ocurrido algin evento del dlgebra con pro-
babilidad positiva, se utiliza un modelo de probabilidad condicional
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elemental. Sin embargo, en muchas ocasiones la informacién parcial
conocida es més complicada y el modelo de probabilidad condicional
elemental dista mucho de ser suficiente. Entonces es necesario intro-
ducir los conceptos formales de esperanza y probabilidad condicional
para modelar el problema. En particular, son necesarios para entender
la definiciéon de Cadenas de Markov.

Comenzamos recordando los conceptos elementales e intuitivos de
probabilidad condicional elemental. Posteriormente, damos la defini-
cién formal de esperanza/probabilidad condicional

Definicién A.1.5 Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y A € F.
La probabilidad condicional dado A se define para cualquier B € F

come P[ANB]
IP[B]A]:{ Py siPlA]>0,

0, en otro caso.

Notemos que si P[A] > 0, entonces P [-|A] es una medida de proba-
bilidad en (€2, F). En este modelo, el caso P[A] = 0 se ignora. Ahora,
si X € L1(P), entonces 14X € L}(P[-|A]). Entonces podemos definir
de manera intuitiva la esperanza de X con respecto a P[-|A].

B[14X] L PlA
E[X|A] /X Pldw|A] = { prar SR> 0,
0, en otro caso.

Rigurosamente, necesitamos definir esperanza condicional con res-
pecto a una o-édlgebra.

Definicién A.1.6 Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y A C F
una sub o-dlgebra de Q2. Una variable aleatoria Y es una esperanza
condicional de X dado A, simbolicamente E[X|A] :=Y, si:

(1) Y es A-medible.

(ii) Para cada A € A, se tiene que E[X14] = E[Y14].

Para B € F, P[B|A|] := E[15|A] se llama probabilidad condicional
de B dada la o-dlgebra A.



80 Conceptos Basicos de Probabilidad

Como E[X|A] existe y es unico (salvo igualdad casi seguramente),
se puede hablar de la esperanza/probabilidad condicional, y no sélo
de una esperanza/probabilidad condicional.

También podemos hablar de P[B|X] := P[B|o(X)], donde o(X)
es la o-dlgebra generada por X. Finalmente reunimos los requisitos
necesarios para definir cadenas de Markov.

A.1.3. Cadenas de Markov

Definicién A.1.7 Un proceso estocdstico X = (X )nen, con conjun-
to de tiempos Ng := N U {0} y conjunto de estados E se llama una
cadena de Markov con distribuciones (Py).cr en el espacio (2, F)
8i:

i) Para cada x € E, X es un proceso estocdstico en el espacio de pro-
babilidad (Q, F,Py) con Py[Xo =] = 1.

i) La funcion k : E x B(E)®No — [0,1], (2, B) + P.[X € B] es un
nicleo estocdstico.

iit) X tiene la Propiedad de Markov, es decir

P[Xn+1 S A‘Fn] = P[Xn+1 € A‘Xn]

donde F, es la subo-dlgebra de B(E)®N0 generada por Xo ® ... X,.
Aqui, para cada n € Ny, la probabilidad de transicion k, : Ex B(E) —
[0,1] es la probabilidad de Markov, definida para x € E y A € B(E)
por:

fin(z, A) = k(x, {y € BN : y(n) € A}) =P, (X, € A).

La familia (kn(z, A),n € No,z € E, A € B(E)) se llama la familia de
probabilidades de transicion del n-ésimo paso de X.

La propiedad iii) de la definicién anterior indica que si en cierto
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paso la cadena se encuentra en algin estado en especifico, la probabi-
lidad de que en el siguiente paso se encuentre en otro estado depende
tdnicamente del estado en el que se encuentra y no de los estados an-
teriores.

El siguiente ejemplo ilustra el concepto de Cadena de Markov, y
su comprension es fundamental para los propésitos de este trabajo.

Ejemplo A.1.8 En la cadena de Markov de la Definicion 2.2.2, E
es el conjunto discreto de clases de conjugacion {K € Sp,n € Np}
(o bien, el conjunto de particiones {\ F n,n € Ny}, o el conjunto de
diagramas de Young). Nos concentramos en el caso en el que el estado
inicial Xg = Ao, €l diagrama sin cajas. Como ocurre para cualquier
espacio discreto, B(E) es simplemente el conjunto potencia P(E).
Entonces, el conjunto de probabilidades de transicion del n-ésimo paso
es

{kn(No, A) : A € P(E)}.

Sin embargo, todas estas probabilidades son 0, salvo las del conjunto
{kn(Xo,A): A€ P(E),ANT, # 0},

pues a cada paso se van agregando cajas y en el n-esimo paso se tendrd
un diagrama de n cajas. Entonces, aunque el espacio de posibles resul-
tados en el n-ésimo paso es {\ F m,m € Ny}, dado que inicamente
las particiones de n tienen probabilidad positiva, la cadena induce una
medida de probabilidad p,, en el conjunto de particiones de n, o bien,
en el conjunto T, de diagramas de n cajas,

A), st AFmn,

0, en otro caso,

donde p,, se calcula a partir de las probabilidades de transicion de un
solo paso,
PaA = PAO (Xn+1 = A|Xn = )‘)7
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definidas en (2.2.2).
Ademds, se induce una medida en el conjunto ) de diagramas de
Young, como se describe en (2.2.4).

A.2. Elementos de Probabilidad No Conmu-
tativa

Segun puede observarse en los articulos de Muraki [19] y Ben Ghor-
bal & Shiirmann [5], existen solamente 5 tipos de “independencia”:
clasica (tensorial), libre, booleana, monétona y anti monétona, que
surgen a partir de los 5 posibles productos naturales en C*-dlgebras
que dan origen a procesos de Lévy [11].

En este trabajo, es de nuestro especial interés el estudio de la pro-
babilidad libre, sin embargo, en esta seccién empezaremos recordando
resultados y conceptos de espacios de probabilidad no conmutativos
en general, para respaldar los conceptos y resultados particulares de
probabilidad libre que se presentan en la primera seccién del Capitulo
4.

Un aspecto muy agradable de la probabilidad no conmutativa es
que, aunque no se cuenta con una intuicion natural, el paralelismo
que tiene con la probabilidad cldsica permite encontrar resultados y
teoremas, basados en sus andlogos en probabilidad clasica, en donde
sf se cuenta con ésta intuicion.

A.2.1. Espacios de Probabilidad No Conmutativos y Pro-
ductos Naturales

En esta subseccién presentamos brevemente los fundamentos de la
independencia libre a partir del producto libre, que es uno de los 5
posibles productos naturales.

Definicién A.2.1 Un espacio de probabilidad no-conmutativo
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es un par (A,7) donde A es un dlgebra unitaria compleja y T es una
funcional lineal T : A — C tal que 7(14) = 1. Una variable aleatoria
no-conmutativa es simplemente un elemento a de A.

Sea K la clase de espacios de probabilidad no conmutativos (A, 7).
Para cada par de dlgebras A;, As definimos

AU Ay = @A51®A52 X ... ®A€n7

e€cA

donde A es el conjunto de palabras reducidas finitas € = (€1, €2, ..., &p)
de longitud n > 1, con ¢; € {1,2} y &; # €i+1. Definimos 41,2 las
inclusiones i1 : A1 — A1 U Ag, i9: Ay — A; U As. Para cualesquiera
homomorfismos de dlgebras j; : By — Aj, j2 : Bo — As, existe un
unico morfismo j; I jo : By U By — A; U As que hace conmutar el

diagrama
B L4
L1 1
/ \
Jlly
BiuBy, ————— ' —2————> A1 U As
N\ 7
L2 2

donde ¢1,¢2 son las inclusiones de By y Bo en By LI By, respectivamente.

Podemos entonces definir el producto natural.

Definicién A.2.2 Un producto mnatural en K es una funcién de
KxK ak, (A1,71),(A2,72)) — (A1 U A9, 7172) que satisface las
stguientes condiciones.

(N1) Asociatividad:

Bajo la identificacion natural (A U A2) U Az = Ay U (A U A3), se
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cumple

(T172)T3 = T1(T2T3) 1= T1T2T3.
(N2) Universalidad:
Para cualesquiera homomorfismos de dlgebras jy : By — A1, jo : By —
As, se cumple

(T101)(T2 0 j2) = (T172) © (j1 L j2).

(N3) Normalizacion:
Para todas a € A1,b € Ay se cumple

(t1T2)0i1 = 71, (T17T2) 0y = T2, (extension)
(t172)[i1(a)iz(b)] = (T172)[i2(b)i1(a)] = T1[a]T2[b], (factorizacion).

Ms3ds adelante, al revisar la definicién de independencia, entendere-
mos la razén de ser de los axiomas anteriores.

Para cada palabra alternante ¢ = (e1,e2,...,&,) € A, escribimos
Vi = Vi(e) := {ile; = 1}, y Va := Via(e) := {ile; = 2}. Finalmente si
aias...ap € Ay U Asg, tal que para cada k = 1,2,...,n se tiene que

. £ . .
ag = g, a,g k), decimos entonces resumidamente que ajas...a, € A..

Definicién A.2.3 El producto tensorial ®, el producto booleano
o, el producto libre x, el producto mondtono > y el producto anti
mondtono <, sobre KC estdan dados por las siguientes reglas de cdlculo
para ayas . .. ap € Ac.(donde [],&y ar denota el producto de ay en el
orden en el que aparecen en aiaz ... an,.)

(71®72)[a1a2...an]:71 Hag) T2 Hal(2)
kel leVa
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(t1072)[aras...a,) = H 1 [al(:)} H To [al@)]

ke keVa
(t1x72)[aras...a,) = Z <(71 *T2) [H ak] ) H Tslal(sl)
Ic{1,2,...,n} kel g1
1#{1,2,....,n}

(donde el cdlculo de (171 * T2) debe entenderse como una férmula re-
cursiva con la convencion (11 * 72) [[Teg ak] == 1.)

(t1>712)|aras .. .an] =11 H a,(cl) H Ty {al@)}
kevy leVa
(71472)[a1a2...an] = H T1 [al(cl)i| T2 HGEQ)
ke leVy

Observacion A.2.4 (171>79) = (724971), bajo la identificacion natural

AU Ay = Ay U A;.

Teorema A.2.5 FEzxisten unicamente cinco productos naturales: el pro-
ducto tensorial @, el producto booleano ¢, el producto libre x, el pro-
ducto mondtono > y el producto anti mondtono <.

A.2.2. Independencia

La siguiente definicién generaliza la nocién de independencia para
espacios de probabilidad no conmutativos. Para cada producto natu-
ral, da origen a un tipo de independencia. Esta definicién fue propuesta
por Ben Ghorbal y Shiirman en [5].

Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (A, 7) dos sub-
dlgebras A1, A2 C A y un producto natural, decimos que las dlgebras
A1 y As son independientes, si 7 puede recuperarse a partir de sus
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restricciones 71 = 7T|4,, T2 = 7|4, mediante la “receta” que senala el
producto natural. Mds formalmente, sea ¢ : A; U Ay — A; ajas...an €
Ay U Ag — ajaz...a, € A (dada por la multiplicacién en A).

Definicién A.2.6 Sea (A, T) un espacio de probabilidad no conmuta-
tivo, sea

((A1,71), (A2,72)) = (AL U Az, 71 ® 72)

un producto natural, sean A1, A C A dos subdlgebras, sea B el dlgebra
generada por Ay y As y sean 7o = 7|, T1 = T| Ay, T2 = T|4,. Decimos
que A1, Ay son independientes respecto al producto ® si

ToOoL=T1® T2

Esta relacién justifica el axioma de extension (N3). Obsérvese que
en el caso tensorial, booleano y libre la relacién de independencia es
simétrica. Gracias al axioma (N1) la definicién de independencia se
extiende para un nimero finito de dlgebras. Un conjunto arbitrario
de dlgebras es independiente si cualquier subconjunto finito lo es.
Ahora, dada una nocién de independencia en algebras, subconjuntos
arbitrarios de dlgebras son independientes si las dlgebras unitarias
generadas por los subconjuntos lo son. Finalmente, en el caso particu-
lar en que los subconjuntos son variables aleatorias ({ay}n), decimos
que las variables aleatorias son independientes.

A grandes rasgos, para que dos variables aleatorias sean indepen-
dientes en algun sentido, se requiere que tanto el funcional 7 como el
algebra A, cumplan diversas propiedades, como puede observarse en
el siguiente teorema.

Sea (A, T) un espacio de probabilidad no conmutativo, y sea I un
conjunto de fndices. Se tienen las siguientes reglas de independencia.

Teorema A.2.7 Sea, para cada i € I, A; C A una subdlgebra uni-
taria.
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(1) Las subalgebras (A;) son independientes respecto al producto
tensorial si para cualquier k € N, a1 € A;,a2 € Aiy, ..., ar € Ajp,

ai,as,...,a conmutan en A

T(artay? .. ap*) = m(a)7(a5?) ... T(ap®)

siempre que A;; # A;, (1 <j <1 <k).
(2) Las subdlgebras (A;) son independientes respecto al producto
booleano si para cualquier k € N

T(ayay® .. apt) = 7(a)")7(a3?) .. 7(ay")

siempre que ny, na, ...,y € Nya; € Ay(j), y elementos vecinos pertenez-
can a diferentes subdlgebras (A;;) # Aigi1), 3= 1,2,..., k= 1).

(8) Las subdlgebras (A;) son independientes respecto al producto
libre si para cualquier k € N y cualesquiera polinomios p1,pa, ...k

7(p1(a1)pa(az) ... prlar)) =0

siempre que aj € Ay y 7(pj(a;)) = 0, j = 1,2,...,k, y elemen-
tos wvecinos pertenezcan a diferentes subdlgebras (i.e Ajjy # Ai(j+1)s
i=1,2,....k—1).

(4) Si I es un conjunto totalmente ordenado, las subdlgebras (A;)icr
(en ese orden) son independientes respecto al producto mono-
tono si, para todos n,m € N

a) a;ajar, = T(aj)aay, siempre que i < j >k
b) T(aim e ahailaiaﬁah e ajn) =
T(@iy,) - - - T(aiy) 7 (i, ) 7(ai)(az)7(ag,) - .. 7(aj,)
SIEMPTe QUE Ty > ... > 12 > 11 > 1< J1 < J2 < ... < Jm
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para cualesquiera variables aleatorias a; € A;, a; € Aj, ar € Ay, a;, €
Aiz? aj, € Ajz

(5) Si I es un conjunto totalmente ordenado, las subdlgebras (A;)ier
(en ese orden) son independientes respecto al producto anti mo-
ndétono si, para todos n,m € N

a) a;ajar, = 7(aj)a;ay, siempre que i > j <k
b) T(i,, - - - Qin@i, 05 G, . .. Gj, ) =
T(a’im) tee T(aiQ)T(ail)T(a’i)T(ajl)T(an) M T(ajn)
SIEMPre QUE Ty < ... <13 <11 <T>J1 > 72> ...> Jm

para cualesquiera variables aleatorias a; € A;, aj € Aj, ar € Ag, a;, €

Ain aj € Ajl

Notemos que en el caso tensorial, si reemplazamos a 7 por E, la
regla de independencia es justamente un equivalente conocido a la
relaciéon de independencia clésica.

E(XMX52 .. X') = B(XM)E(X5?).. . B(X™)

Si dotamos al espacio de probabilidad no conmutativo de cierta estruc-
tura especial, podemos asignarles distribuciones a las variables aleato-
rias no conmutativas.

A.2.3. x-Algebras y C*-Espacios de Probabilidad

Supondremos que A es una *x-dlgebra, es decir que A estd dotado
de una *-operacién antilineal ((ca + 8b)* = aa* + Bb*, V o, 3 € C,
a,b € A), tal que (a*)* = a y (ab)* = b*a* para todo a,b € A. Si se
tiene que
7(a*a) > 0, para todo a € A,

decimos que T es positiva y llamamos a (A, 7) un *-espacio de pro-
babilidad.
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En el marco de un *x-espacio de probabilidad podemos hablar de
tres tipos de variables aleatorias:

a) variable aleatoria autoadjunta: a € A tal que a = a*,

b) variable aleatoria unitaria: u € A tal que v*u=uu* = 1,

c) variable aleatoria normal: a € A tal que aa* = a*a.

Es de interés conocer los momentos de una variable aleatoria cual-
quiera a en (A, ), es decir el valor de

T(a™(a®)™ ... a™* (a")™*)

para cada m;, n; € N. Para esto se define la x-distribucién de a.
Denotamos por C (z,y) al dlgebra de polinomios en dos variables (no
conmutativas) con coeficientes en los complejos.

Definicién A.2.8 Dada una variable aleatoria a en (A, T), la x- dis-
tribucion (en el sentido algebraico) de a es la funcional lineal
w, : Clx,y) — C definida por

(™ ()" )) = ra™ (@) ()
para cada m;, n; € N.

En el caso en que a € A es normal definimos alternativamente la
*-distribucién de a € A de la siguiente manera.

Definicién A.2.9 Sea (A, T) un *x-espacio de probabilidad y sea a € A
un elemento normal. Si existe una medida p en C con soporte com-
pacto, tal que

/zkzlu(dz) = 7(a*(a")), para todo k,l € N, (A.1)
C

diremos que p es la x-distribucion (en el sentido analitico) de a.
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Observaciéon A.2.10 Cuando existe o que cumple con la condicion
(A.1) entonces p es unica por el Teorema de Stone- Weierstrass. En-
tonces tiene sentido hablar de la x-distribucion (en el sentido analitico)
de a.

Observacién A.2.11 Cuando a es autoadjunta, la x-distribucion de
a tiene soporte sobre R. Ast, en este caso p es una medida de proba-
bilidad en R y la ecuacion (A.1) toma la forma

/tp,u(dt) = 7(a?), para todo p € N.
R

Cuando a es autoadjunto llamaremos a su *x-distribucion p la medi-
da espectral de a. Estaremos interesados especialmente en este tipo
de elementos y sus medidas espectrales. En este trabajo se estudiardn
principalmente medidas con soporte en R, de ahi la importancia de
los elementos autoadjuntos para nosotros. T(a™) = m, se denomina el
m-ésimo momento de L.

El tipo de espacios de probabilidad no-conmutativos que estudiare-
mos estardan dotados de una estructura de C*-dlgebra. Esto nos permi-
tird usar algunos de los resultados de esta teorfa para poder asegurar
la existencia de *-distribuciones en el sentido analftico para cualquier
elemento normal. Recordamos a continuacién lo que es una C*-dlgebra.

Definiciéon A.2.12 Decimos que un dlgebra A es una C*-dlgebra si
A estd dotada de una norma ||-|| : A — [0,00) que la hace un espacio
de Banach, tal que:

i) |labl| < |la|l||b]l, para todo a,b € A,

i) ||la*al| = ||a||*, para todo a € A.

El correspondiente x-espacio de probabilidad se define de la si-
guiente manera.
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Definicién A.2.13 Un C*-espacio de probabilidad es un x-espacio
de probabilidad (A,r) donde A es una C*-dlgebra.

Necesitaremos algunas de las propiedades de la teoria de C*-dlgebras
que se presentan, por ejemplo, en Nica y Speicher [20]. Recordemos
que el espectro de a es el conjunto

Sp(a) ={z € C: z14 — a no es invertible}.

Denotamos por C(Sp(a)) el dlgebra de funciones continuas f : Sp(a) —
C.

FEl siguiente resultado es de los mds importantes en C*-espacios de
probabilidad.

Teorema A.2.14 [20] Sea (A,7) un C*-espacio de probabilidad y sea
a € A un elemento normal. Entonces a tiene una *-distribucion en el
sentido analitico. Mds atn, si v es la *-distribucion de a se tiene que
i) El soporte de u estd contenido en el espectro de a.

it) Para f € C(Sp(a)) tenemos la formula

[ fin=r(sta)

A veces se requiere que la x-dlgebra y el x-espacio de probabilidad
tengan estructuras ain mds particulares.

Definiciéon A.2.15 Una x-dlgebra unitaria de operadores acotados en
un espacio de Hilbert es una W*-dlgebra o dlgebra de Von Neu-
mann si es cerrada con respecto a la topologia débil en operadores.

Se tiene que cualquier dlgebra de Von Neumann es, en particular,
una C*-dlgebra.

Definicién A.2.16 Si (A,7) es un x-espacio de probabilidad y adi-
ctonalmente cumple que:
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i) A es una W*-dlgebra.
ii) T es tracial, es decir, para todos a,b € A.

7(ab) = 7(ba).

iit) T es fiel, es decir
7(a*a) =0=a=0.

Decimos que (A,7) es un W*-espacio de probabilidad.

A.2.4. Convoluciones

En el contexto de C*-espacios de probabilidad, al considerar va-
riables aleatorias autoadjuntas a y b, y al ser éstas independientes en
alguno de los 5 sentidos, puede calcularse la *-distribucién p, ., de
a + b, en términos de las x-distribuciones p,, 1, de a y b. Mds atn,
gty SOlo depende de p, y py, y del tipo de relacién de independencia
que guarden a y b, y no del C*-espacio de probabilidad en cuestiéon. En
el caso en que a y b son independientes respecto al producto cldsico
(resp. booleano, libre, monétono o anti mondtono) s, , se denomina
la convolucién aditiva cldsica (resp. booleana, libre, monétona, anti
mondtona), de p, y i

Asi como en probabilidad cldsica existen resultados y transfor-
madas que simplifican la convolucion, se cuenta con resultados simila-
res bajo los otros tipos de independencia. En el Capitulo 4 se profun-
diza en algunas particularidades de la probabilidad libre. De los otros
tipos de independencia no hablaremos méds en este trabajo. Para la
booleana puede revisarse [23], y para la monétona [18].



Apéndice B

Resultados
Complementarios

En éste apéndice se presentan resultados que serdn utilizados en la
demostracién de los Lemas del Capitulo 3.2. No se incluyen aquellas
demostraciones que por elementales podrian reproducirse sin mucho
problema. Asimismo, por ser bien conocidas, se omiten la demostra-
ciones de la férmula de particiones de Hardy-Ramanujan y la férmula
de Stirling,.

B.1. Férmula Gancho

Existe una férmula, sencilla y atractiva desde el punto de vista
de combinatoria, para calcular el nimero de tablas estandar de cierta
forma dada, que adems4s es titil al demostrar un importante resultado
sobre el comportamiento asintético de diagramas de Young con la me-
dida de Plancherel. La prueba que a continuacién se presenta se debe
a Jason Bandlow [3], y es, desde mi particular punto de vista, una de
las més directas y sencillas.

Para A F n, sea hij(N),(i,j) € A la distancia gancho de la caja
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(i,7), es decir, la suma de la distancia hacia arriba y la distancia hacia
la derecha del centro de la caja (7, 7) al borde del diagrama de A.

Teorema B.1.1 (Formula Gancho). Sea A+ n. Entonces

Demostracién. Consideraremos la versién del diagrama de Fe-
rrer en forma de escalera. Sea A F n, cuyo diagrama de Ferrer tiene
m escalones. Para un nodo (i,7) € A, definimos el contenido como
cont(i,j) = i — j. Sea {a;}I" la sucesiéon definida por ag = 41 =
0,1 = A, yparal <n<m,

Ont1 = >‘1+Z?:1 Ma; (A)*

Sea {f;}", la sucesién definida por By = 0,5, = )‘E(A')’ y para 1 <
n < m,

Bt = M) =30, m, (V)-

[Yo) X4
dz p------
Y1} X3
o A X
X B, By [Y3]

Figura 5.
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Es decir, los a; y los j3; son las alturas y las longitudes de los escalones,
respectivamente, como se observa en la Figura 5. Sean

Xi - (Oéi”Bi), SIOSZSW%
Vi = (ai41,8;), si0<i<m,

sean x; = cont(X;),y; = cont(Y;). Obsérvese que

m m m
i=1 =0 1=0

Por induccién, y el lema 1.2.14 basta con demostrar que

n! B (n—1)!
IT hiy(n) Z IT hij()

(7)€ HEN™ (i j)en

Para esto, probaremos las siguientes igualdades

m

I hij (M) m (@i —y;)
Z (Z,i_)le)\hu(u) _ _ZJZI (B2)

HENT (i,j)eu i>1 Hl(l'l — .TJ)
]:
J#i
1 m
S I (8.3
=0
= n. (B.4)

la igualdad (B.2) se sigue de que los h;; son iguales en X y en p salvo
para las entradas en el renglén r o columna ¢ donde se quité la caja,
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en los que disminuye 1. Supdngase que se encuentra en la caja justo
a la izquierda de la caja que se eliminé. Entonces, a menos de que
en la caja de la izquierda aumente la altura de la escalera h;.(u) =
h(i,l)c()\). Entonces estos términos se cancelardn en el producto. Mas
precisamente, digamos que la particién A, resulta de quitar la caja que
tenia coordenadas X}, las celdas a las que les sobrevive el numerador
después de esta serie de cancelaciones son las de la forma

LJ = (ak—laﬁj + 1) € )‘];7 0 é] < k)
y la celdas en las que sobrevive el denominador son
Mj - (ak—laﬁj) € A7 1 S.] S k7

Anélogamente, considerando esta vez la columna donde cambian los
hij, en vez del renglén, sobreviven los numeradores de

Lj=(ajy1+1,8;) € Ay, k<j<m,
y los denominadores de
Mj = (aj, Bp) €Ak <j<m,
Observemos que las distancias gancho pueden calcularse como sigue:
hi jy(A) = cont(N(i,4)) — cont(E(i,5)) + 1,

donde N (i,7) y E(i,j) son las celdas mds al norte y més al este de
la celda en cuestién, respectivamente. Entonces, aplicando la férmula
anterior a los L; y a los M se obtiene que
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y por lo tanto

cont(N(L;)) — cont(E(Lj)) + 1

Yi— o, Si0< 7 <k
Tk — Yk, Slk§]§m7

cont(N (Mj)) — cont(E(M;)) + 1

rj—ap, sil<j<k
T —xj, sik<j<m’

[T hij(A)
Z (i,j)E)\
[T hij(p)
HEN (e
m Hth ()‘)
— Z J=0
i=1 [T hag, (u®)
j=1
J#i
i—1 m
m Hzi—y 11— (zi —y;)
_ Z 7=0 Jj=t
-1 m

j=1 j=i+1
m

Ahora, la igualdad (B.3) se sigue del siguiente andlisis. Consideremos
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el polinomio en ¢

Zﬂ ol H(t—m
i>1 1;[1( _5’3])] 1

JFi

inmediatamente se verifica que

m
H i) para 1 < s < m,

y P(t) tiene grado n — 1 y coeficiente principal

ﬁ (w5 — v5)

m
Jj=0
S
i>1 H (ﬁl — l‘j)
=1

J#
Si consideremos el polinomio

m
t — yj
7=0

entonces se tiene que

m
H )paral <s<m
7=0

y el término principal de Q(t) es t™ 1.

Asi, el polinomio P(t) + Q(t) tiene término principal t™*!, y ceros
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en xs, 1 < s < m. Entonces por el teorema fundamental del dlgebra

m

)+ Q) = (=) [[0-),
entonces,
P()
- (- a)ﬁ(t . ﬁoa ~ ) ®.5)

= (—a — ZIZ + Zyl> tm (B6)
i=1 =0
+ —ain + Z TiT; — Z Yilj tm L (B7)
=1

1<i<j<m 0<i<j<m

Como P(t) tiene grado n—1, de las ecuaciénes (B.1) y (B.6), obtenemos
que o = 0. Usando que x¢ = 0, el coeficiente de ™! puede escribirse

Z LTy — YilYy-

0<i<j<m

como

Finalmente observamos que

N —

Z TiTj —YiYy; =

0<i<j<m

(z) —(zyi) S
1=0 1=0 3
1 m

= _52 (.%'12 _y?)7
1=0

donde la dltima igualdad se sigue nuevamente de aplicar la igualdad
(B.1).

Por 1ltimo, la igualdad (B.4) se sigue de expandir los z; y los y;
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en términos de los a; y ;.
1 m
—52(%2 - yi2)
i=0
1 m
= —52(51 - Oéi)Q — (B — Oéz‘+1)2
i=0
1 m
= - (ag — a%nﬂ + Z(—Qﬂi%‘ + Q,Biai+1)>

=1
= Zﬂz alJrl

= ']’L7

pues la tdltima suma el drea en cada altura de la escalera, la cual es n.
]

B.2. Otros Resultados

Recordemos que la Funcién Zeta de Riemann se define para
todo nimero complejo z con Re(z) > 1 como sigue:

o0

(=3

n=1

Proposicién B.2.1 Para todo k € N, k > 2 se tiene que (k) € R y

se cumple que
k

0< (k) < =

Proposicién B.2.2 Sea C el cuadrado con vértices en (—1,—3),(3,5)

. 2
// (2 +y)™" dedy = em+ )2m+2)
C
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Proposicién B.2.3

> 1
Z m+1 m—|—2):1'

m:l

Proposiciéon B.2.4 Supongamos que el Diagrama de Ferrer de una
particion A tiene N cajas. Entonces pueden taparse L\/NJ filas y

{\/]VJ columnas y cubrir todas las cajas de A.

Proposicién B.2.5 Sea A € Ty y AeT el diagrama escalado. Sea
0 el funcional de la definicion 3.2.1. Sea h), (resp. h(%y)) la dis-
tancia gancho de la caja donde se encuentra el punto (x,y) respecto al

diagrama A (resp. 1~\) y sea h(z,y) <resp.ﬁ(x,y)) la distancia gan-

cho del punto (z,y) con respecto al diagrama A (T@Sp.K) (es decir,

h(zy) €s constante en cada caja, y es igual a h(z,y) cuando (x,y) es

precisamente el centro de ésta). Definimos r(z,y) = h(w,y) — hy)-

Entonces:

r(z,y)

—1+N//ln 7y hzy) dady.

Demostracion. Considérese el cambio de coordenadas

x = A(s)—s,
y = A(t)+t.

Entonces se cumple que 2(s —t) = h(z,y) y aplicando el teorema de
cambio de variable,
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t<s

2 / / In [\/éﬁ(a:,y)] dady
i

of o+ ]

o2 fuls

2// In [2v/e(s — 1)) (1 - K’(s)) (1 + K’(t)) dtds

h(x

\/]’vy)} dzdy

] dzdy

1—|—2 1
N n
A

como se deseaba. ®m

Proposicién B.2.6 Sean h(z,y),hyy y 7(x,y) como en la proposi-

cion anterior (supongamos que las cajas son abiertas en los bordes sur

y éste, cerradas en el norte y sur al ser visto A como una escalera).

Entonces existe un 0 < 01 < 1 tal que

/A/ln<1+r(hgi’7yy)>dx

= —0;VN.

Demostracién. Obsérvese que r(z,y) = [z] + [y] — (x +y+ 1) es
periddica en los cuadritos. Se tiene entonces lo siguiente:

r(z,y)
Dy

/A/1n<1+

) dzdy



B.2 Otros Resultados

103

2
S

M
\

—

N|= ~—

N|=

=3

\
—

N\)—l

2/(

T'(fc, Y)

(e

) dzdy

y) dzdy

x?y

>d dy,
Y

Z,

donde C' es el cuadrado con vértices en {(—%, — é) (2, 2) } Entonces,
del desarrollo de Taylor de la funcién In(1 + ) obtenemos

(3,9)EA

Pyl

(4,9)EA

J

(i,5)eA

(%

/G

(=5

Y

m

> dzdy

(a: + y) ) dzdy
7y

1 2m
(m * y) dzdy < 0.
hl‘,y
Por otro lado, por la Proposicién (B.2.4) se puede desglozar la suma

sobre todos los cuadritos en sumas sobre las primeras N filas y
v N columnas. Entonces, se sigue que si a A se le asocia la particién
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(M1, A2, s \) v a su conjugada (A1, A2, ..y ALy )

S ()

(i,9)EA

mln{l,[\/ﬁ }a

5 ([ (S () )
(5 (522" )
(S (1)) o)
S5 ([ (52) o)

Asi, por la Proposicién (B.2.2) y la definicion de la funcién Zeta de

v
|

5
HNgE

I
5
iy
M

Riemann

— _2WZ ( <(2m n 1)2(2m - 2)) C<2m)) ’

ahora, por la Proposicién (B.2.1)

o0

2
> _2\@,; <(2m —1)(2m + 1)(2m + 2))
> VY 1

(m)(m+1)(m+2)

m=1

> —V/N.
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Esto ultimo debido a la Proposicién (B.2.3). Finalmente se concluye

VN < //m <1+ W’”) dz < 0
k¢ hij(mvy
= //ln <1+ ri, > dz = —61V'N,
b hzy(a}

para algin 0<6; <1. m

que

~

y)

Y

~

Proposicién B.2.7

N

exp (%lnN—O(l) —(e+1)N

J

4NV3
Demostracion.
exp(%ln N—O(l)—(a—i—l)N’lZ)
lim ANV3
N—o0 exp(—evV'N)
exp <% InN—-0(1) — N%)
= i
Ngnoo ANA3
y exp (%lnN—O(l)—N%> .
T New ANA3 -

puesto que el numerador tiende a 0 y el denominador a co. =
Teorema B.2.8 (Formula de Stirling)

1 1 1
Inn! = <n+> lnn—n+ln27r+0<).
2 2 n
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Teorema B.2.9 (Formula de Particiones de Hardy-Ramanujan)

(58)

ANV3

Teorema B.2.10 Sea ®(z) una funcion analitica en Imz > 0. si

Tn| ~

ffooo |CI>(:):—|-iy)|2d:B existe para cualquier y > 0, entonces, si y —
0,P(z + iy) converge a una funcion ®(zx), y ®(x + iy) — ®(z) para
casi toda x. Para y > 0

P(2) = QL /OO Mdu.

o U— 2

Si ®(z) = U(z,y) +1iV(z,y), entonces ®(x) = f(z) — ig(x), donde

U, V,gy f cumplen las siguientes relaciones:

Ulz,y) = % _:tftldt,
Ve = [ g
Uy = -+ [ LS00
V) = L[ Ha

en particular, f y g son transformadas de Hilbert conjugadas, es decir,

st P denota el valor principal en x = t,

g(z) = 71TP/_OO tf_(tldt,

flz) = —1P/°° 90 g,

T J_olt—2
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