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Introduccion

Emile Borel [8] introdujo en 1909 los nimeros normales en el contexto del estudio de un
modelo matematico para el lanzamiento de una moneda balanceada un nimero infinito de
veces. Puede pensarse en un niimero normal en base dos como aquél cuya expansion binaria
se comporta como el resultado de los lanzamientos, registrando 1 si cae sol y 0 si cae dguila.
De una manera andloga se define un nimero normal en base b, para cualquier base b. Un
nimero es absolutamente normal si es normal en toda base.

Borel demostré que casi todo nimero es normal para cada base con respecto a la medida
de Lebesgue en el intervalo (0, 1], y por tanto, casi todo nimero es absolutamente normal.
Este resultado fue la primera Ley Fuerte de Grandes Niimeros, que es un caso particular del
resultado general establecido en 1933 por Andrei Kolmogorov [18] en el Capitulo VI de su
libro Fundamentos de la Probabilidad. De hecho, fue Borel quien senalé por primera vez que
existia una relacion entre la probabilidad y la teorfa de la medida, lo que motivé numerosas
investigaciones en esta direccién, de las cuales el libro de Kolmogorov es fundamental.

Los nimeros no-normales también tienen propiedades interesantes. Por ejemplo, forman
un conjunto denso y no-numerable en el intervalo (0, 1]. Khoshnevisan [17] recopila varios
resultados que muestran la importancia y complejidad de los niimeros no-normales.

Si bien casi todo nimero es absolutamente normal, hasta donde sabemos no existe un
ejemplo explicito. En 1917 Sierpinski [27] dio un algoritmo para calcular un nimero ab-
solutamente normal, sin embargo este algoritmo es de orden exponencial con respecto al
tiempo de cémputo y no es viable calcularlo atin en tiempos actuales; siendo éste uno de

los temas de la tesis doctoral de Figueira [12] en 2006. Los ejemplos existentes de niimeros



normales en alguna base son todos artificialmente construidos y en el caso de base dos, por
ejemplo, existen nimeros que no parecen ser el resultado del experimento aleatorio de lanzar
una moneda balanceada un nimero infinito de veces. Uno de los ejemplos mds populares
de nimero normal en alguna base fue el dado por Champernowne [10] en 1933, el cual se

obtiene mediante concatenacién de los niimeros naturales en base diez,
0.1234567891011 ...

o en forma similar la concatenacion respectiva de los niimeros naturales en base b, es normal
en esta base.

Es sorprendente que no se haya demostrado hasta el momento que nimeros irracionales
populares como 7, €, v/2, In (2) y € (3), entre otros, sean normales o no en alguna base, aunque
se ha encontrado evidencia empirica y teérica que si lo son, como lo senalan Pincus [22] y
Bailey & Crandall [2], [3], respectivamente.

Por otro lado, se han encontrado familias de niimeros que son normales en alguna base
fija, como las que muestran Bailey & Crandall [2] y Schmidt [26], y existen varias propiedades
de nimeros normales relacionadas con cambios de base, como lo han estudiado Wall [28] y
Schmidt [26], entre otros.

El estudio de los niimeros normales no se limita a la Teorfa de Probabilidad; existen varios
ejemplos en donde se usan otras dreas de las matemadticas para su estudio. Por ejemplo,
Queffélec [23] ilustra cémo la Teoria de Numeros, la Teoria Ergédica y la Topologia se ha
usado para demostrar propiedades de nimeros normales, mientras que Bailey & Crandall [3]
estudian la relacién entre niimeros normales y los generadores de niimeros aleatorios.

El enfoque probabilistico de Borel para el estudio de los nimeros normales en una base
dada conlleva a considerar el soporte de la Ley Fuerte de Grandes Numeros para la distribu-
cién binomial del nimero de veces que aparece un digito dado en los primeros n digitos de
su expansion en esta base. El objetivo de esta tesis es proponer y estudiar algunas variantes
de este enfoque, pero considerando el soporte de otros teoremas limite de probabilidad casi
segura, como la Ley del Logaritmo Iterado y un Teorema del Limite Central casi seguro.

Asimismo consideramos también un muestreo tipo Pascal y su correspondiente Ley Fuerte



de Grandes Ntumeros, en lugar del muestreo binomial.

Especificamente, a partir de la Ley del Logaritmo Iterado introducimos el conjunto de
nimeros normales-LLI y encontramos que este es un conjunto de probabilidad uno propia-
mente contenido en el conjunto de niimeros normales de Borel. En particular mostramos que
esta nueva clase de nimeros normales no contiene a un nimero tan artificial y “no aleatorio”
como el nimero de Champernowne en base dos. Asimismo, mostramos que el conjunto de
nimeros normales-LLI es méds pequeno que el conjunto de nimeros fuertemente normales,
el cual fue propuesto en 2005 en la tesis de maestria de Belshaw [4]. Este conjunto también
tiene probabilidad uno y estd contenido en el conjunto de los nimeros de Borel.

Por otro lado, como un estudio inicial, proponemos el uso de un Teorema de Limite
Central con convergencia casi segura para dar otra definicién alternativa de niimeros nor-
males. Mostramos que este conjunto esta contenido en el conjunto de niimeros normales de
Borel. Un problema para el futuro es encontrar una relaciéon de esta nueva clase de nimeros
normales con los nimeros normales-LLI.

Finalmente, con respecto al estudio del comportamiento de los digitos de un nimero
usando muestreo de tipo Pascal, es decir, al observar cuanto hay que esperar para obtener
cierta cantidad de veces un digito dado, probamos que un nimero que estd en el soporte
de la Ley Fuerte de Grandes Ntuimeros en la distribucién de Pascal es también un niimero
normal de Borel y viceversa.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el Capitulo 1 se presenta la definicién de
nimeros normales, asi como un resumen de los principales resultados y ejemplos que se
tienen hasta el momento de niimeros normales en alguna base; particularmente se demuestra
que el nimero de Champernowne es normal en base diez, siguiendo la demostracién de
Champernowne [10]. En el Capitulo 2 se usa la Ley del Logaritmo Iterado para definir las
clases de niimeros simplemente normales-LLI y normales-LLI. Se propone un algoritmo para
construir un ejemplo de un nimero que satisfaga la definicién de normalidad simple-LLI.
Asimismo, se comparan los nimeros normales-LLI con los nimeros fuertemente normales de

Belshaw. El Capitulo 3 se divide en dos partes: en la primera se propone una definicién de



nimeros normales usando la Ley Fuerte de Grandes Nimeros en el muestreo tipo Pascal en
un ensayo Bernoulli. En la segunda parte se propone una primera definicién basada en un
Teorema del Limite Central con Convergencia casi segura. Recordemos que, a diferencia de
la Ley Fuerte de Grandes Numeros y la Ley del Logaritmo Iterado, el Teorema del Limite
Central involucra convergencia en distribucién, que es mas débil que convergencia casi segura.

Con el objeto de hacer la lectura de este trabajo lo més independiente posible, se incluyen
dos apéndices. En el Apéndice A se presenta la prueba de la Ley del Logaritmo Iterado para
un caso especial, que es el que se usa en esta tesis. En el Apéndice B se dan las ideas
principales de la demostracién del Teorema del Limite Central con convergencia casi segura

que usamos en el Capitulo 3.



Capitulo 1

Numeros Normales de Borel

En este capitulo se presenta una introduccién a los nimeros normales de Borel. Se da la
definicién formal y general de nimeros normales, de la misma forma en que lo hizo Borel. Se
dan equivalencias y ejemplos de niimeros normales en alguna base y se presentan propiedades
bien conocidas de nimeros normales. En particular se demuestra que casi todo nimero es
normal para cada base, con respecto a la medida de Lebesgue; y por tanto, casi todo ntiimero
es absolutamente normal. También se dan algunas propiedades que relacionan los niimeros

normales en diferentes bases.

1.1 Definiciones y Equivalencias

Un ndmero =z € (0,1] normal en base b puede pensarse como tal que los digitos de su
expansion b—adica parecen ser el resultado de girar una ruleta justa con posibles resultados
0,1,...,b—1, un nimero infinito de veces, o bien, la realizacién de una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con distribucién uniforme
discreta que toma valores en {0,1,...,b — 1}. Es de esperar que, por ejemplo, el nimero de
veces que aparece el digito a € {0,1,...,b— 1} en los primeros n digitos de la expansién
b—adica de x tenga distribucién binomial con pardmetros n y b~!. De esta manera, una

formalizacién de nimero normal en cierta base, podria ser si sus digitos satisfacen alguna



1.1. Definiciones y Equivalencias

propiedad de ensayos Bernoulli.

En esta tesis, a menos de que se especifique lo contrario, consideramos el espacio de
probabilidad (2, F, P) con 2 = (0,1], F = B((0,1]) y P = A, donde B ((0, 1]) son los
borelianos en el (0,1] y A es la medida de Lebesgue. Si b es una base y a es un b-digito,
entonces entendemos que b € N\ {1} y a € {0,1,....;b — 1}.

La expansién b—adica del niimero = €  es la representacion 0.d% (z) d5 (z) 8 (z) ...
(el subindice b indica la base de la expansién que se estd presentando), donde las funciones

d? :Q—{0,1,...,b— 1} estdn dadas por:

0 si 0<ax<1/b,

1 si 1/b<ax<2/b,
& (x) = o Mfe<o2h

([ b—1 s b-1)/b<z<1

y
dy (x) = dy (T* ') parak > 2,
con )
bx si 0<z<1/b,

br — 1 si 1/b<x <2/b,

br—(b—1) si (b—1)/b<x<1

Se cumple que para todo niimero x € ) y cada base b,

En cada base existen niimeros con dos posibles representaciones; por ejemplo,
0.5 y 0.49 (1.1)

son dos posibles expansiones para el mismo nidmero en base 10. La notaciéon de expansion
b-adica que usamos aqui toma aquélla donde la cola de la expansién no se conforma por sélo

ceros. Por ejemplo, en (1.1) tomamos 0.49.



1.1. Definiciones y Equivalencias

Sea n € N. La funcién Sg,n :Q — {0,1,...,n} es el nimero de veces que ocurre el

b—digito a en los primeros n digitos de la expansién b-adica del nimero = € ). Es decir,

= i (a)=a]"
j=1

Nuestro primer resultado muestra cémo los digitos de un niimero pueden ser considerados
ensayos de Bernoulli.
Proposicién 1.1 Para cada base b y cada digito a, las funciones (1[db—a]> son v.a.i.i.d.
371/ jeN
en el espacio de probabilidad (0, F, P) y su distribucion es Bernoulli con probabilidad de

éxito 1/b.

Demostraciéon. Sean b una base y a un b-digito. Primero demostraremos que 1[ d?=a] tiene
J
distribucién Bernoulli con probabilidad de éxito 1/b:

Para j € N, tenemos que
Pllgy=1] = P (dg a)

B o a k a+1
- U ot Bt

k=0
pi—t—1
a k a+1
P{< T Ty ”
k=0
p-1-1
= (a+1—a)b? =b"1p
k=0
— p!

Por lo tanto, 1[ d=a] tiene distribucién Bernoulli con pardmetro b~!, para cada j.
J
Ahora veamos que (1[ db—a~]> es una sucesion de variables aleatorias independientes,
i=%])
donde (a;), es una sucesién de b—digitos:
Sean mq,ms, ..., my naturales distintos y ordenados de forma creciente y aq,...,ax

b-digitos. Hay 0™+~ ! intervalos ajenos de longitud b™* que satisfacen dl;nk = a;. Entonces

hay b1~ intervalos ajenos de longitud b1 que satisfacen dmk L= ag1y df?nk = a.

7



1.1. Definiciones y Equivalencias

De la misma forma, hay b™+—2-™1~! intervalos ajenos de longitud b™ -2 que satisfacen

dl;nk_Q = Qj—2, dfnk_l =1y dlr’nk = a;. Continuando asi, tenemos que hay exactamente
b(mk_1)+(mk—1_mk_1)+(mk—2_mkz—1_1)+"'+(m1_mz_l) _ bm1—k
intervalos ajenos de longitud b~™ que satisfacen dl;nj =a;,Vje{l,..., k}.

De esta forma tenemos que

k
]P)<dl:n] = aj’ .] - 1727"‘7k> - bml_kb_ml — b_k - HP(dl;nJ :a/]) .

J=1

Por lo tanto, la sucesién (d;’-)jeN es de variables aleatorias independientes. Entonces (1[ db—a']>

i)
también es sucesion de variables aleatorias independientes, pues dl;nj = a; si, y solo si,
1[ ] =1 m

b —g.
d'mjfaj

De hecho, el nimero de veces que ocurre el b-digito a en los primeros n digitos de la

expansion b—ddica, sigue una distribucién binomial.

Corolario 1.1 Para cada base b, b—digito a y n € N, S’ es una variable aleatoria en

a,n

(Q, F, P) con distribucién Binomial(n,b'), es decir,

-0~ () (5

Demostracién. Se sigue de la Proposicién 1.1 y de la definicién de S?,. m

Definicién 1.1 Se dice que un nimero z € () es simplemente normal en base b si

San (@) 1 .
lim ——= = 7 para todo b — digito a.
n— oo n

Es decir, cada digito aparece en la misma proporcién en la expansion en base b del niimero
x.

Decimos que = € {2 es normal en base bsi {1} es simplemente normal en base b* para
todos enteros j > 0y k > 1, donde {-} representa la parte fraccional’. El nimero z € Q es

absolutamente normal si es normal en base b, para toda base b.

'En el contexto se entendera cuando las llaves se refieran a la parte fraccional de un nimero.

8



1.1. Definiciones y Equivalencias

Algunas equivalencias de normalidad de un niimero que permiten entender mejor lo que

significa este concepto, son las siguientes.

Definicién 1.2 Una sucesién de nimeros reales (xj)j estd uniformemente distribuida

en el intervalo unitario si
i Dl ({xn})
fm ——————=~

n—oo n

=d—c,

donde S(ca) (74) = > L(ca (7). Es decir, para cada subintervalo (c,d] C €, la frecuencia
relativa de elementos de la sucesién (en médulo uno) que estdn en él, se aproxima a la

longitud del subintervalo , d — ¢, conforme n crece.

Por cadena entenderemos una sucesion finita de digitos concatenados. Por ejemplo, la

cadena 1231 aparece tres veces en 0.51231231912315, pero ninguna en 0.412.
Teorema 1.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El numero x € 0 es normal en base b.

i1) Cada cadena de longitud k ocurre con frecuencia 1/b* en la representacion b-ddica de
g

x.

(113) La sucesion (bx) jen €std uniformemente distribuida en el intervalo unitario.

La equivalencia entre (i) y (éi7) fue demostrada por Wall [28] en su tesis doctoral en
1949. Por otro lado, Borel [8] planteé en su articulo de 1909 la equivalencia entre () y (it).
Champernowne [10], Copeland y Erdos [11], entre otros, tomaron (ii) como definicién de
nimero normal, sin embargo la equivalencia entre (i) y (i) no fue demostrada hasta 1953
por Niven y Zuckerman [20]. La demostracién que presentamos de la equivalencia entre
(1) y (it) es la que se da en el libro de Harman [14, Teorema 1.3]. La demostracién de la
equivalencia entre (i7) y (iii) es la que da Belshaw [4, Teorema 1]

Para demostrar que (i) implica (7), es necesario el siguiente resultado.



1.1. Definiciones y Equivalencias

Lema 1.1 Sean d un b-digito y € > 0. Entonces el nimero de diferentes bloques de | digitos,

D=dy---d, (0<l<b—1) para los cuales

> el,

j=

no es mayor que ebl, para | suficientemente grande.

Demostracién de Lema 1.1. Primero consideremos las cadena D tales que

!
Zl[dj_d >

J=1

(=l |

El nimero de tales cadenas es

Ugu (]i) (b—1)"".

k=0

Del teorema del binomio, se tiene que

i()bq =0

k=0

Por otro lado, tenemos que para § = [/b — j y [ suficientemente grande,

(HE-D"7 G+ nE-1)
(i) 0= =i
(b—1)(1/b—6+1)
I+60—1/b
< 1—139%1
eb
< 1o

10



1.1. Definiciones y Equivalencias

Entonces, si m = |I/b — ¢l|

2 ()e-v7 < £()o-v(-5)
)5 ()e-v-

<
DT

j=0

€

j —
3

A
VR
S
T
—
_l’_
M
=
~
o
<
I ~
o
VR
. e~
v
~—
<>
|
—_
N—
4

b\ (b-1/b

= < 3 b
el/b
< <1—%b> b
2?

si [ es suficientemente grande. La misma cota aplica cuando consideramos los bloques D con

lo que completa la demostracién. =

Recordemos que una funcién f () es o(g(x)) cuando x — a, con a € [—00, ], si

o @)
ngag(:v)

= 0.

De la misma forma f (z) es O(g(x)) cuando £ — a, con a € [—o0, o], si existen § > 0

y M tal que |z — a| < 0 implica que

|f(2)] < M |g(z)|, (1.2)

en el caso de que |a|] < 0o. Sia € {—o00, 00}, entonces significa que existen N y M tales que

x > N implica (1.2).

11



1.1. Definiciones y Equivalencias

Introduzcamos algo de notacién que serd 1til en la demostracion de varios resultados
en este capitulo. Sea A = ajas---a; una cadena, con a; b-digito para cada j = 1,... k.
Definimos la funcién S5 A,n COMO

n—k+1

b _
S @) = 2 Yaorman) Ly wrmar) L, 01m0r):

j=1
para cada x € (). Sﬁm (x) representa el nimero de veces que aparece la cadena a; ...a; en
los primeros n € N digitos de la expansién b—éadica de x.
Demostracién del Teorema 1.1. Primero veremos la equivalencia entre (i) y (i7).
Supongamos que x es normal en base b. Sean A = ajas---a; una cadena en base by
a < {0, 1,...,0F — 1} la cadena ajas . .. a; en base b*, es decir, a es un b*—digito. Entonces
By (1) = ar, 5o (2) = ag,...,d},. ;  (x) = a) es equivalente a que a esté en el
(r — 1) —ésimo lugar de la expansién b*—ddica de {b’z}. Entonces

SAnk:( ) — {ng})
nk

J=0

(1+0(1)),

?rl'—‘ T =

pues {V/z} es simplemente normal en base b*. Por lo tanto

1/ szl,n (x) 1
m ——— =
n—oo n bk '

es decir, se cumple (7).
Supongamos ahora que cada cadena de longitud [ ocurre con frecuencia 1/b en la re-
presentacién en base b de x. Sea d un digito en base b", para alguna r > 1. Queremos ver

que )
1t SS,N () 1
m — = —.
N—oo N bT
Podemos escribir d como un bloque de r digitos en base b, digamos A = ajas . . .a,. Dadas

dos cadenas de digitos F, F' en base b, tales que F' tiene al menos tantos digitos como FE,

escribamos R; (£, F') para representar el niimero de veces que E ocurre en F' con el primer

12



1.1. Definiciones y Equivalencias

digito de F en la posicién h = j (méd.r) en F. Sea « (s,¢) el conjunto de todos los bloques
D de s digitos en base b tales que
max |R; (A, D) — . > es.
j rb"
Por el Lema 1.1 con | = |s/r|, D reemplazado por D, Db~!, ... Db~"! (donde Db’ indica
que se omiten los tltimos ¢ digitos de D), podemos concluir que « tiene a lo més £b® elementos
para cada s suficientemente grande, digamos, mayor a sg. Fijemos s =max{sp,re '}.
Por hipétesis tenemos que

lim ——— = —.

N—o0 bs
De aqui que
b b
D,N () o , D,N (z)
A = 2 ym Ty (13)
(SYet Dea
1
< eb*—
>~ € bs
< 2e.

Escribamos D, para el bloque de digitos d; ...d; s 1 en la expansiéon b—éddica de x.

Sea

T(N)={t: D¢ o, t<N—s+1}.

Entonces S (N) tiene a lo mds 2¢e N elementos si N es suficientemente grande, por (1.3).

Suponga que N es miiltiplo de . Entonces,

N—s+1
(s—r+1) Shnp(@) = > Ray (A Dy)| <25° (1.4)
t=1
Esto se debe a que cada solucién a
ay = dj7 a9 = dj+1, vy A = Gjgr—1

s < j<N-—j,j=1(méd r)

contribuye exactamente s — r 4+ 1 a ambas expresiones cuya diferencia se toma del lado

izquierdo de la igualdad (1.4).

13



1.1. Definiciones y Equivalencias

Para a lo mas e N valores de t € S (N), usamos la cota
0<R;j (A, D) <s—r+1.

Para t ¢ S (NN) tenemos que
s
‘Rj (A, Dt) — @‘ < es.

De aqui que, por (1.4),

rbr s—r+1+rb7" S—T+1_

. N 252 N
S () — —‘ <4eN 4+ —— (L 1)

para cada N suficientemente grande. Por lo tanto = es simplemente normal en base 0", para
toda r > 1 y lo que querfamos demostrar es que = es normal en base b. Posteriormente
(Proposicién 1.4) veremos que estas dos condiciones son equivalentes.

Hasta el momento hemos demostrado que (i) y (i7) son equivalentes. A continuacién
mostramos la equivalencia entre (i) y (7).

Sea ({#/x}); uniformemente distribuida en el intervalo unitario y sea a;as . . . a; cualquier
cadena (de tamafio ). Por hipétesis tenemos que la frecuencia asintética de ({D/z}); en el
intervalo

(.alag . Qy, 010 . .. Gy + l/bt)

es la longitud del intervalo, b=f. Como {¥z} estd dentro de este intervalo si, y sélo si, la
primera t—cadena {b’x} es a;...as, la frecuencia asintética de esta t—cadena es también
b~'. Entonces x cumple (i1).

Por otro lado, supongamos que se cumple (i7). Cada cadena de longitud ¢ ocurre con
frecuencia 1/0" en la representacién b—adica de x. Podemos dividir el intervalo £ en o™
subintervalos de longitud b~™. Cada {b’x} se encuentra en un intervalo determinado por su
primera t—cadena, que es la misma que el j—ésimo bloque de z; por un argumento similar
al del parrafo anterior, {¥/z} ocurre en cada subintervalo con frecuencia b".

Ahora consideremos un subintervalo arbitrario (¢, d] C Q. Podemos aproximar (c, d] por
dentro con intervalos de longitud b~ que estén totalmente contenidos en él. La frecuencia

asintética de {0’z } en cada uno de estos dos conjuntos de subintervalos es igual a la suma
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1.2. Propiedades

de las longitudes de los subintervalos y la frecuencia de la sucesién en (c,d] estd entre sus
frecuencias en los dos conjuntos. Como podemos aproximar la longitud de (¢, d] tan cercano
como queramos, haciendo m grande, la frecuencia asintética en (¢, d] es d — c. De esta forma,

x satisface (7ii) y asi hemos demostrado el teorema. m

De la Definicién 1.1 se obtienen directamente las contenciones del recuadro de abajo,
sin embargo dar ejemplos de nimeros normales en alguna base y nimeros absolutamente
normales no es trivial. De hecho, hasta donde sabemos, no se conoce ningiin ejemplo explicito

de nimero absolutamente normal.

Simplemente normales en base b O Normales en base b O  Absolutamente normales

(1.5)

En la siguiente secciéon veremos que las contenciones del recuadro de arriba son propias
y en la tltima seccién veremos algunos ejemplos conocidos relevantes de niimeros normales

en alguna base.

1.2 Propiedades

En esta seccion respondemos algunas preguntas naturales que surgen acerca de los nimeros
normales. Por ejemplo, ;cudntos nimeros satisfacen alguna clase de normalidad? ;son
numerables los nimeros normales? ;son densos? ;qué hay con los nimeros no normales?

entre otras.

1.2.1 Probabilidad Segura, Densidad y no-Numerabilidad

El siguiente es un resultado cldsico pionero sobre nimeros simplemente normales. Recordemos
que las variables aleatorias las definimos sobre el espacio de probabilidad (€2, F, P), con

Q=(0,1, F=3B((0,1]) y P = A, donde A es la medida de Lebesgue.
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1.2. Propiedades

Teorema 1.2 Sea b una base. Casi todo nimero es simplemente normal en base b. Es decir,

para cada b—digito a,

Demostracién. Sean b una base y a un b-digito. Por el Corolario 1.1, Sg ,, tiene distribucion

Binomial(n,b!). Entonces E (Sg,n) = nb~! y la Ley Fuerte de Grandes Niimeros nos dice

Sb
P( o 1)2
n n—’oob

El Teorema 1.2 nos dice que un niimero x es simplemente normal en base b si, y sélo si,

que

se encuentra en el soporte de la Ley Fuerte de Grandes Nimeros, o bien, que la probabilidad
de escoger un nimero que sea simplemente normal en alguna base es 1. El trabajo de Borel
acerca de niumeros normales [8] data de 1909, 24 afios antes de que la Ley Fuerte de Grandes
Nimeros fuera establecida en su forma definitiva en el Capitulo VI de los Fundamentos de
Probabilidad de Kolmogorov [18]. Lo que hizo Borel fue demostrar un caso particular de la
Ley Fuerte de Grandes Numeros, el cual es conocido como Teorema de Nimeros Normales

de Borel.

Corolario 1.2 Sea b una base. Casi todo nimero es normal en base b, con respecto a la

medida de Lebesgue.

Recordemos que A € F es nulo si P(A) = 0. Ademds que la unién numerable de
conjuntos nulos es nula.

Demostracién. Sean b una base, i > 0y j > 1. Denotemos por A, ; al conjunto
A = {;E e {b’x} es simplemente normal en base &’ } .
Tenemos que A7 ; es nulo, pues se cumple que
{{blx} D x € Q} =0

16



1.2. Propiedades

y entonces asf aplicamos el Teorema 1.2 con la base 0.
De lo anterior, el conjunto de niimeros no normales en base b,
[c.eliNe e}
(&
U4,
j=1i=0

es nulo, pues es unién numerable de conjuntos nulos. m

Corolario 1.3 Casi todo nimero es absolutamente normal.

Demostracién. Se sigue de que, por el Corolario 1.2, el conjunto de niimeros que no son

absolutamente normales es unién numerable de conjuntos nulos. m

Proposicion 1.2 Sea b una base. Los nimeros simplemente normales en base b, los nor-
males en base b y los absolutamente normales y sus complementos son, cada uno, densos y

no-numerables en 2.

Demostracién. Para cualquier tipo de normalidad, es decir, para nimeros simplemente
normales en alguna base, niimeros normales en alguna base y niimeros absolutamente nor-
males, se siguen inmediatamente ambas propiedades del hecho de que el conjunto de nimeros
que las satisfacen tienen probabilidad uno.

Demostraremos ahora que los niimeros que no son simplemente normales en base dos son
densos y no numerables. Para una base cualquiera, la prueba es andloga.

Las propiedades de densidad y no numerabilidad para nimeros normales en base b y
nimeros absolutamente normales, se siguen de que son conjuntos que contienen a los niimeros
no normales en base b (basta tomar los complementos en (1.5)).

Sea N el conjunto de los nimeros simplemente normales en base dos. Vamos a demostrar

que el conjunto de niimeros no normales es no-numerable. Consideremos el conjunto
A={reQ: z=0.11a11lasllas.. . tal que a; € {0,1}, Va;} .

Notemos que A C N¢, pues si z = 0.11ay11as1las. ..o € €,
o ltltatltlta+l+ltas+ - +dy(2)

n—oo n
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1.2. Propiedades

Hm1+1+0+1+1+0+1+1+0+"‘+dn(l‘)

n—o00 n

2

3
entonces « ¢ N.

Ahora, A es biyectable con {0,1}* = {0,1} x{0,1} x- - -, que es no-numerable. Entonces
N°€ contiene un subconjunto no-numerable y por tanto es no-numerable.

Ahora demostramos la densidad en €2 de los nmimeros no-normales. Sean z = 0.x125 . . .o,
y=01y2..20€ Qconz <y Seak >0talquex; =y;sij<kyuz; #y;sij>k

(observemos que esto implica que x;11 =0y ygr1 = 1). Entonces el nimero
Z = 0.331 Ce xkxk—i-lOIQ

es no-normal y ademds x < z < y. Por lo tanto N°¢ es denso en 2. Con esto la demostracion

estd completa. m

1.2.2 Cambios de base

A continuacién se presentan otras propiedades de los mimeros normales relacionados con
cambios de bases. Seguimos la demostracién de los Teoremas 1.1 y 1.2 del libro de Harman

[14] para los siguientes tres resultados.

Proposicion 1.3 Sea x € Q simplemente normal en base b, con n € N. Entonces x es

simplemente normal en base b.

Demostracion. Sea n € N. Supongamos que x € € es simplemente normal en base b". Por

hipdtesis tenemos que

P e
para todo b"—digito d.
Observemos que cada digito d € {0,1,...,b" — 1} puede escribirse de forma tinica como
n—1 ‘
d= cj(d)b, con0<¢ <b-—1.

.
Il
o
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1.2. Propiedades

Supongamos que

T = 0.@1@2 cop = 0.d1d2 Lopn

son las expansiones b—ddica y b"—éadica de x.

Sea a un b—digito. Entonces a ocurre k veces entre los digitos a,,, con
tin+1<m<(t+1)n

si, y s6lo si, la ecuacién

¢j(dy)=a, j=0,1,....n—1

tiene precisamente k soluciones. Sea
D(k)={de{0,1,...,0" — 1} : ¢;(d) = a tiene k soluciones} .

Dado que la cardinalidad de D (k) es (Z) (b—1)""" tenemos que

1/ Sg,Nn (m) . 1/
Nliréo N o NLH;O
k=0 " deD(k)
~ v E Y S
o NHoo
k=0 deD
" k(n n—k SgnN (m)
= Y2 b—1)""* 1fm 2%
Zn<k)< ) i =G

_ blnik(k) (b—1)"

_ bin;(z:i) (b—1)"*

n—1

M G [

en donde el teorema del binomio justifica la tdltima igualdad. Ahora, como
SZ,N+7’ (z) — Sg,N (r) <r, Vr e N,
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1.2. Propiedades

entonces
fm g,N (.Z') . 1 — lm SS,N (IE) Sa,nLN/nj (fﬂ) a,n|N/n| (fﬂ) 1
N—o0 N b N—o0 N N b
Sab,N (l’) Sg,nLN/nJ (:L.) Sa,nLN/nJ (I’) 1

IA

f:

g B
N

n a,n|N/n| (l’) 1
< 1 — - -
= W <N * N b
= 0.
Por lo tanto
I SS,N () 1
im —/——~ = —
N—oo N b7

es decir, x es simplemente normal en base b. =

El reciproco de la implicacién de la Proposicién 1.3 no es cierto, es decir, existe un niimero
simplemente normal en alguna base b, que no es simplemente normal en base b", para alguna

n € N\ {1}. Para ver esto, consideremos
o = 0.010 101y,

que es simplemente normal en base 2, pero no lo es en base 22, pues su expansién en base
22 es

z=0.111,.

Corolario 1.4 Sean € N. El nimero x € Q0 es simplemente normal en base b", para todo

k € N si, y sélo si, x es simplemente normal en base b*, para todo k € N.

Demostracién. Si z es simplemente normal en base b™*, entonces es simplemente normal
en base b* por la Proposicién 1.3, para todo k.
Por otro lado, si « es simplemente normal en base b*, para cada k& € N, entonces es

simplemente normal en base b™*, para todos n,k € N, pues nk € N. =

En la Definicién 1.1 se dijo que x es normal en base b si {bk’x} es simplemente normal
en base b7, para cada k > 0y j > 1. De esta forma, la siguiente proposicién nos da otra

manera mas sencilla de definir un niimero normal en alguna base.
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1.2. Propiedades

Proposicién 1.4 El nimero x € () es normal en base b si, y solo si, para cada j > 1, x es

simplemente normal en base V.

Demostracién. Si z es normal en base b, {#/z} es simplemente normal en base b*, para
todos k € Ny j > 0. Entonces {0z} es simplemente normal en base b™*, para todos
n,k € Ny 57 >0, pues nk € Ny nj € Z,. Por tanto = es normal en base b", para toda
n € N.

Por otro lado, si « es normal en base b, por induccién basta demostrar que {bx} es

simplemente normal en base b*, para cada k € N. Como

|55 x ({bx}) — Sy (2)] <1,

es facil ver que {bzr} es simplemente normal en base b. Demostraremos que {bx} es sim-
plemente normal en base ¢/, j > 2, usando que x es simplemente normal en base b'", para
cualquier r € N, por el Corolario 1.4.

Ahora, sea a un digito en base ¥ y r € Z,. Dado d € {0,1,...,0’" — 1}, definamos

gm (d) como
r—1
bd — [db" 7| BT = g, 0< g <V,

m=0

Observemos que bd — |db' 7" | b" es el residuo de dividir bd entre ",

Definamos D (k) como
D (k)= {dE {O,l,...,bjr—l} : gm = a tiene k soluciones, param =1,...,r — 1}.

La cardinalidad de D (k) es

Se sigue de la definicién de D (k) que

Soe ({b2}) 2>k Y Sily

0 deD(k)
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1.2. Propiedades

De aqui que, como x es simplemente normal en base v'",

Sij ({bx}) —k(r—1\. ., . k-1 ng;v (z)
. . a,Nr > v . T . s
lim inf —— =~ E ( k )bj (b7 1) lim N

N—o0 Nr r N—o00
k=0
r—1
- Z;( ; )bj(bﬂ_l) b
k=0
r—2

= T g ]
r bir
_ (1 1\ 1
B r) b
Asi tenemos que ,
Sen ({b}) 1\ 1
lim inf *~— 2> (1 - =) —. 1.6
minf—=—y— 2 ( ) b (1.6)
Como esto se cumple para cada digito a y
b j
LSt
N Y
a=0

entonces también tenemos que

S ({bx}) RSPy
a, 1 — Z aop,

lim sup ————— = lim sup (1.7)
N—oo N N—o0
ap=0,ap0#a
b —1 Sbj N
= 1— lim inf =202
2. lminf =y

ap=0,ap#a
§1—@L4)Q—%>%

_ 1, bl
W r ’

Como (1.6) y (1.7) se cumplen para r arbitrariamente grande, concluimos que

SEy (b)) 1 »
J&EI;OT:b_k’ para a € {0,1,...,0/ —1}.
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1.2. Propiedades

De esta forma hemos demostrado la proposicién. m

El siguiente corolario proporciona otra equivalencia mas de normalidad, nos dice que x

es normal en base b si, y sélo si, x es normal en todas las potencias de .

Corolario 1.5 Sea n € N. El nimero x € 2 es normal en base b si, y sélo si, x es normal

en base b™.

Demostraciéon. Sea x € () normal en base 0", es decir, x es simplemente normal en base
b para toda j, por la Proposicién 1.4. Por el Corolario 1.4, esto es equivalente a que x sea
simplemente normal en base b/, para toda j. Es decir, que = sea normal en base b, por la

Proposicién 1.4. m

Los siguientes dos resultados los enunciamos sin demostracién (y no los usaremos en
el resto de este trabajo). El primero fue demostrado por Wall [28] en su trabajo de tesis

doctoral en 1949. El segundo resultado lo obtuvo Schmidt [26] en 1960.
Proposicién 1.5 Si x es normal en base b y ¢ € Q, entonces {qr} es normal en base b.

Proposicion 1.6 Sean by y by dos bases. Decimos que by~by si existen r,s € Q tales que

by = b3.
(1) Siby~by, entonces x normal en base by implica que es normal en base by.

(17) Si by = by, el conjunto de los nimeros normales en base by que no son siquiera simple-

mente normales en base by tiene la cardinalidad del continuo, 2N.

Observemos que el Corolario 1.5 es equivalente a la Proposicién 1.6(i). La diferencia es
que estd escrito en términos de la clase de equivalencia que alli definimos. De esta forma

queda mds clara la Proposicién 1.6(ii).
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1.3. Ejemplos y Contrajemplos

1.3 Ejemplos y Contrajemplos
Dar ejemplos de nimeros simplemente normales es facil, por ejemplo

0.11010010, y 0.0123,4

son simplemente normales en las bases 2 y 4, respectivamente. Dar ejemplos de nimeros
normales para alguna base no es tan sencillo. En 1917, Sierpinski [27] da el primer ejemplo de
niimero absolutamente normal mediante un algoritmo, veinte anos antes de que se formalizara
el concepto de computabilidad. El algoritmo de Sierpinski usa una construcciéon de infinitos
conjuntos de intervalos y usa el minimo de un conjunto no numerable. El defecto de este
algoritmo es que es de orden exponencial con respecto al nimero de digitos, lo que lo hace
poco practico. Champernowne [10] dio en 1933 el primer ejemplo explicito de nimero normal
en alguna base?, y el cual presentamos en la siguiente seccién. Hasta donde sabemos, no
existe aun un ejemplo similar para un nimero absolutamente normal.

Existe también la conjetura de que varias constantes conocidas como e, 7, log2, ¢ (3),
etcétera, son normales, sin embargo no se ha podido demostrar siquiera que alguna de estas
constantes tenga sus digitos en la misma proporcién para alguna base. Bailey y Crandall [2]
y [3] demuestran que éstas y otras constantes son normales en ciertas bases bajo el supuesto
de una hipétesis muy general.

Puede verse también que existen niimeros que son simplemente normales en una base,
pero no en otra, por ejemplo, 0.0101, es simplemente normal en base dos, pero no lo es en

base 4, pues su expansion 4-ddica es 0.1111,.

1.3.1 Numero de Champernowne

Los siguientes tres ejemplos los encontré Champernowne en su articulo de 1933.

’David Champernowne fue un economista inglés. Este ejemplo lo encontré cuando era un alumno de

licenciatura.
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Ejemplo 1.1 La concatenacién de los nimeros compuestos,
0468910121415 ...,
es normal en base diez.

Ejemplo 1.2 Si a es cualquier nimero positivo, entonces el nimero
0.[1la] [2a] [3a] ...

es normal en base diez. Un ejemplo de esto es la concatenacién de los miltiplos de tres

(tomando @ = 3), 0.3691215. ..

Ejemplo 1.3 El niimero
0.[1log1] [2log2] [3log3]...

es normal en base diez.

Cabe mencionar que los ejemplos anteriores son normales en base diez (y por el Corolario
1.4 en todas las potencias de diez), mas nada se sabe acerca de si son normales en alguna
otra base.

El siguiente ejemplo, para b = 10, es el mds conocido de niimero normal en alguna base.
La demostracion de la generalizacién a cualquier base es andloga a la demostracién en base

diez que Champernowne presenta en su articulo, que es la que presentamos a continuacioén.

Ejemplo 1.4 El nimero de Champernowne, 0.1234567891011..., es normal en base 10.

b

De forma més general, si (nj)jeN son los nimeros naturales (en orden creciente) en base b,

entonces el nimero de Champernowne en base b, 0.nfn} .. ., es normal en base b.
Los ejemplos de Champernowne son resultado de las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.7 Si vy, denota la cadena

7,=0...00...10...2 ... 9...9,
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con cada bloque de longitud r, entonces
0.9175 - --
es normal en base diez.

Proposicién 1.8 Si v, es como arriba y v, es la cadena formada repitiendo j1 veces 7,

entonces

091, Yoy - - -
es normal en base diez.
Proposicion 1.9 El nimero

0711722

es normal en base diez.

A continuacién presentamos la demostracién de estas proposiciones siguiendo de manera
muy cercana los argumentos de Champernowne, para ello introducimos la siguiente notacién:

Sea D, una cadena (en base 10) de longitud p. Entonces

I' y I', denotardn, respectivamente, las cadenas v;7vsY5 ... ¥ Y172V3 - - - Vo

L, y I, denotarédn, respectivamente, el nimero de digitos en I',. y 7,.
Demostracién de la Proposicién 1.7. Hemos definido v, para que consista de 10"
miembros de r digitos cada uno; serd conveniente poner comas entre miembros consecutivos
de .I'. Asi

v =0,1,...,9; .I'=0,1,9,00,01,...,

de manera que .I" tiene una sucesién infinita de comas.

Consideremos una ocurrencia individual de D, en la sucesién. Si D, ocurre con una coma
entre dos de sus digitos, entonces decimos que D, ocurre dividida; si no hay coma que lo
separe, decimos que ocurre no-dividida. Asf, 37 ocurre en ,, no-divididoen ..., 36, 37,38, ...
y dividido en ..., 72,73,74, ...

Sir < p, D, no puede ocurrir no dividida en +,; pero si r > p, (1.8)

D, ocurre no dividida en v, exactamente (r — p + 1) 10""” veces.
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La afirmacién para r < p es obvia. Sir > p, hay r—p+1 posiciones en las cuales D, podria
aparecer no-dividida dentro de un miembro de +,,, como el primer digito de D, podria ocurrir
como cualquiera de los primeros r — p + 1 digitos del miembro de =, (asi, 37...37...37).
Una vez determinada la posicién, podriamos elegir los restantes r — p digitos del miembro de
10777 formas distintas. Asf D, ocurrird en una posiciéon dada en 10"~” miembros distintos
de 7,. De aqui que D, ocurrird no-dividida en v, exactamente (r — p+ 1) 10" * veces. Por
ejemplo, 37 ocurre no-dividido en v, veinte veces, a decir, diez veces en la primera posiciéon

..., 370, 371, ..., 378, 379, ...y diez veces en la segunda posicién
., 037, ..., 137, ..., 837, ..., 937, ...

Adicionalmente, .7y, no contiene mas de 10" comas y D, no puede ocurrir dividida por

cualquier coma dada tantas veces como p veces. De aqui que
D, no puede ocurrir dividida en v, mds de p10" veces. (1.9)
Sea h, es el tamanio de la cadena ,. Por (1.8) y (1.9),
Szl)[i,,hT (7)) =(r—=p+1)1077+0(10") (cuando r — o0).

Como [, = r10"; entonces

Dy (70) = 755 +0 (). (1.10)
De aqui que,
. 10 10 _
Jim Sp, (1) = Zl Sh bt (9 +0 (), L= Zl I,
entonces

L

. 10 L
khﬁrilo Sp, i (L) = e T o(L,). (1.11)

Para estimar S}) ; (.7,) consideramos que tan frecuentemente puede ocurrir no-dividida

D, en cada posicién, en los primeros [ digitos de 7.
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Supongamos que el [—ésimo digito de 7, ocurre en el miembro p,_1p,_o...p1po de ,,

entonces tenemos que
r—1

[=7r) pl0'+0r (0<0<1). (1.12)

t=0

Ahora denotemos por Sgl,l,k (.7,) al nimero de veces que D, ocurre no-dividida en los
primeros [ digitos de v, con el primer digito de D, como el k—ésimo digito de un miembro

de 7,. Entonces, si k >r —p+1,

Shyuk (1) =0, (1.13)
ysik<r—p+1,
r—1
Sgl,l,k () = 107 P7HH < Z p 10T ‘9l> (0<0 <1).
t=r—k+1

Podemos elegir, con D, fijo en el miembro, los dltimos r — p — k 4 1 digitos del miembro
de 10""~*+1 formas. Habiendo elegido éste, para garantizar que el miembro esté como

requerimos en la sucesién

00...0,00...1, pr_q1...px

que consiste de los primeros [ digitos de 7,, podremos elegir los primeros k£ — 1 digitos del

miembro, ya sea de

r—1
Z pt10t+k*7“71

t=r—k+1

formas, o de

r—1
Z pt10t+k77‘71 + 1
t=r—k+1

formas, de manera que el nimero total de veces que D, pudiera ocurrir en la k—ésima
posicién no-dividida, en los primeros [ digitos de -,., estd correctamente estimado por (1.13).

Un ejemplo numérico es el siguiente: 37 ocurrird en la segunda posicién (k = 2) en los
primeros 7987 digitos de v, (es decir, en 0000, 0001, ..., 1995, 199.) exactamente veinte
veces (= 10 (1 + 1) veces), cuando hemos elegido los ultimos digitos (digamos 8), tenemos

dos elecciones 1 6 0 para el primer digito; pero, si hubiéramos considerado los primeros
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5000 digitos sé6lo de v, (es decir, 0000, 0001, ...., 1249.), ya no podriamos escoger 1 como
nuestro primer digito, y 37 ocurriria sélo diez veces en la segunda posicién (a saber de
0370, 0371, ..., 0379) en los primeros 5000 digitos de ~,.

Por (1.13) tenemos que

r—1
1
o (1) = 35 ( > pl0'+ 9’10T—k+1> ,

t=r—k+1

entonces

r—p+1

1 r—p+1 r—1 )
> SE k() = 1—00(2 > pl0') +0(107) (1.14)

k=1 k=1 t=r—k+1
r—p+1
= 3 [(t+1—p)p10°] + O (107).

Ahora, D, no puede ocurrir dividida en v, mas de pl0” veces; de aquf que, por (1.12) y
(1.14),
Sbya () = 10771+ 0 (10") = 101 + o () (1.15)

cuando 7 — oo y [ varfa de cualquier manera consistente con la existencia de S%)O,,,z (7,)-
Para obtener Sp ; (.I') de (1.10), (1.11) y (1.15) suponemos que el [—ésimo digito de I

ocurre como el m—ésimo digito de v,. Entonces
l=L,_1+m; S})le (I = ]}inoloSlli’k (1) + Sf%).;,m (7,) +O(1) (cuando [ — o0).
De aqui que, por (1.10), (1.11) y (1.15),
Sp i (D) =10""L,_y +10""m + O (10"),

entonces

SE (1) =101+ 0(1),

y .I' es normal en base diez. Esto demuestra la Proposicién 1.7. m

Demostracién de la Proposicién 1.8. Usamos la siguiente notacién adicional:

I, denotard la cadena vy, 7a,, - Vr
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1.3. Ejemplos y Contrajemplos

', denotard la cadena v , 79,75, - -
Ly y ., serdn el nimero de digitos en I' |, y 7, ,, respectivamente;

H,,y h., serdn el tamano de las cadenas I'; , y 7, ,, respectivamente;

Para estimar 5113(1,1 (.I',) suponemos, como en las primeras lineas de la Proposicién 1.7,

que el [—ésimo digito de I', ocurre como el m—ésimo digito de v, ,; podemos suponer ademds

que el m-ésimo digito de v, , ocurre como el g—ésimo digito de algin v, de v, , tal que

=L y,+m=L_1,+sl,+q (0<s<p 0<qg<l,).
También, cuando [ — oo,

tim S, (Tu) = S8 4, (Trig) + 5S84, (9)+ 585, (1) 9 () + O (1),

j—o0
De aqui que, por (1.10), (1.11) y (1.15),
SB (L) = 107" (Ly—y + sl + q) + 0 (1) ;

de donde, por (1.16),
Shoi (L) = 10771+ 0 (l).

Esto demuestra la Proposicién 1.8. =

Demostracién de la Proposicién 1.9. Usamos la siguiente notacién adicional:

7, denotard la cadena -, repetida r veces;

[, denotard la cadena v; 1 Vo g -+ Yy

A, denotard la cadena vy, Vo, V3, - -

Ly, y I, serdn el nimero de digitos en I',.,. y 7, ., respectivamente;
H,, y h; serdn tamano de I, y v, ., respectivamente;

Podemos expresar cualquier entero positivo [ de la forma
l=L,_1,1+sl,+m=(r—1)L,_1+ sl +m,
donde 0 < s <r,0<m <[, =o0(l), cuando [ — oco. También
S/gl,l (4,) = Sjlr)op,Hr,lyr,l (Lrorpo1) + 3511)0,,,hT () +Y’

= (r—1) ]}irgoszl)o,,,k (Dro1) +sSp, g (1) +Y,
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donde Y = O (I,) = o(l), cuando | — oo. De aqui que, por (1.10) y (1.11),
G () =10""[(r — 1) X,—1 + qz,] + 0o (),

entonces, por (1.18),

Sp i (A) =101+ 0 (1),

y el nimero .A, es normal en base diez. m

Demostracién de la normalidad del mimero de Champernowne. Para probar este
resultado, usamos un caso particular de la Proposicién 1.8, que el nimero .I'g es normal en
base diez.

Mostramos que si insertamos un digito extra después de cada coma en .I'g, el nuevo
nimero .I'y también es normal en base diez. Asi, sea r el nimero de digitos en el miembro de
[y en el cual el [-ésimo digito de I'g ocurre y sea C' (1) el nimero de comas entre los primeros

[ digitos de I'g. Entonces, como r10" = O (I) cuando | — oo,
C(l)y=0(10")=0().

Si el [—ésimo digito de I'g se convierte en el [—ésimo digito de Iy, entonces [ estd definido
como una funcién del entero positivo I" excepto en los casos donde el I'—ésimo digito de I,
es uno de los nuevos digitos. En este caso, definimos el correspondiente valor de [ como el

mismo correspondiente a [’ — 1. Entonces
I'=1+C()+0(1)=1+o0().

Nuevamente la insercién de un nuevo digito en I'g no puede alterar S}J(L ; (.I'g) por més de
!/
p. De aqui que si (S}DO l(.Fg)) denota el nimero de ocurrencias de D, en los primeros [’
P

digitos de I'g,
(8.1 (I5) = 55.,(T9) + 0(C () = 10771+ 0(1) = 10741 + o (1),

y asi .I'y es normal en base diez.
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Bajo una eleccién adecuada de los nuevos digitos, podemos hacer que .I'j sea el nimero
0.10,11,...,19,20,...,99,100,...

Por tanto, este nimero es normal en base diez. Consecuentemente el nimero de Champer-

nowne es normal en base diez. =

Por una extension de métodos similares es posible demostrar que los Ejemplos 1.1, 1.2 y

1.3 son normales en base diez.

1.3.2 Usando Nimeros Primos y Primos Relativos

Champernowne [10] también conjeturé que la concatenacién de los mimeros primos es normal
en base diez, pero esto no fue demostrado sino hasta 1946 por Copeland y Erdos [11]. La
demostracion tanto de este ejemplo como del siguiente podemos encontrarlas en los articulos

a los que hacemos mencion.
Ejemplo 1.5 La constante de Copeland-Erdos,
023571113...,
obtenida por la concatenacion de los niimeros primos, es normal en base diez.

Actualmente existen muchos nmimeros conocidos normales para cualquier base b, como

vemos a continuacion.

Ejemplo 1.6 (Ndmeros de Stoneham generalizados) Sean b y ¢ primos relativos ma-

yores a 1, entonces el nimero

=1
=Y 1 (1.19)

j=1
es normal en base b. Esta clase de nimeros fue propuesta por Bailey y Crandall [2] en 2001.

Los nimeros de Stoneham son los que tienen la forma de (1.19), pero con ¢ impar y b raiz

primitiva® de ¢2, que R. G. Stoneham demostré que son normales en base b en 1973.

3Decimos que ¢ es rafz primitiva de n si para cada entero a primo relativo con g, existe un entero k tal

que ¢¥ = a (méd. n).
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1.3.3 Racionales y el Conjunto de Cantor

Ejemplo 1.7 (Los nimeros racionales no son normales en ninguna base) Sijunta-
mos todos los digitos de la base b y repetimos esta cadena infinitas veces, entonces ese nimero
ha de ser simplemente normal en base b. Por ejemplo, 0.010 101 y 0.210 210 son simplemente
normales en bases 2 y 3, respectivamente. Ahora veremos que los nimeros racionales no son
normales en ninguna base (aunque si pueden ser simplemente normales en alguna base). Sea
b una base y x € {2 un niimero racional Supongamos que x es simplemente normal en base b,
entonces los digitos de = en base b se repiten a partir del (m + 1) —ésimo digito en bloques

de [ digitos, para algunos enteros no negativos m y [. De esta forma el nimero

{pra} = dy ({o"x}) dy ({0"w}) di ({B7a}) .

no es simplemente normal en base b', pues d;’-l ({b™x}) = a, Vj € N, para algtin b'—digito
a. Esto se debe a que al multiplicar = por b, recorrimos el punto m lugares a la derecha en
base b. Después, al tomar su parte fraccional y cambiarla a base b!, se toman bloques de [

digitos (en base b) y estos bloques serdn precisamente los que se repiten.

Ejemplo 1.8 (Conjunto de Cantor y normalidad) Un nimero = €  pertenece al con-

junto de Cantor si se escribe como
o0
Qg
T=> 3k
k=1
para alguna sucesién (ay), que toma valores en {0,2}. Dado que las expansiones 3—adicas
de los elementos del conjunto de Cantor carecen de unos, entonces este conjunto no tiene
ningin nimero simplemente normal en base 3 (y por lo tanto el Conjunto de Cantor no tiene
ningin nimero normal en base 3 y ningin nimero absolutamente normal) y, por el Corolario

1.5, tampoco tiene elementos simplemente normales en ninguna potencia de 3. Este es un

ejemplo de un conjunto no-numerable de niimeros no-normales.
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Capitulo 2

Nuimeros Normales-LLI

La Ley del Logaritmo Iterado (LLI) es otro importante teorema limite en Probabilidad. Nos
habla acerca de qué tan grande puede ser la diferencia (Sgn -n bil). Recordemos que los
nuimeros normales de Borel en base b se definen como aquéllos cuya expansiéon b—adica se
encuentra en el soporte de la Ley Fuerte de Grandes Niimeros. En este capitulo se propone
una definicién de normalidad usando la LLI, se presentan ejemplos y contraejemplos de estos
nuevos nimeros normales y vemos que son un subconjunto de los niimeros normales de Borel.
También hacemos una comparacién de esta nueva definicién con otra definicién reciente de

normalidad que propone Belshaw [4] en su trabajo de tesis de maestria de 2004.

2.1 Ley del Logaritmo Iterado

Sea (X,), oy una sucesiéon de v.a.ii.d. en un espacio de probabilidad (€2, F,P) arbitrario,

con media j y varianza finita y positiva o2. Sean ademds S,, = 2?21 X,y

Sy np
= —

Y,

La Ley Fuerte de Grandes Ntmeros nos dice que
Y,
IF’(h’m —n:O) =1
n—oo N
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2.2. Nimeros Normales y LLI

Por otro lado, el Teorema del Limite Central (TLC) afirma que

Yo by

vn

. . . , d . .. )
donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estdndar y — indica convergencia

en distribucién. Es decir, para todo x € R

Y, 1 v
Iim P (— < a:) = —/ e /24t
n—o0 \/ﬁ 27 J oo

Nos preguntamos qué pasa con el comportamiento de la sucesién (Y;,), .y en medio de
estos dos resultados, es decir, al dividir por algo mds chico que n, pero més grande que /n.
Una respuesta bastante satisfactoria es la LLI, la cual considera el denominador v/2n log log n.
Este resultado fue demostrado por Khintchine en 1924 y la demostracién se presenta en el
Apéndice A.

Para el siguiente Teorema, (€2, F, P) es un espacio de probabilidad general.

Teorema 2.1 (Ley del Logaritmo Iterado) Sea (X,),.y una sucesion de v.a.i.i.d. en
un espacio de probabilidad (Q, F,P), con media u y varianza finita y positiva o?. Si

n
Sn =i, X; entonces

Sp—np
Pl =1]=1 2.1
( Hﬂf;ip ov/2nloglogn ) (2.1)

Sp —np
P ( lfim inf =—1)=1. 2.2
(lr?lgl ov/2nloglogn ) (22)

2.2 Ntumeros Normales y LLI

Después de que Borel demostro el Teorema de Nimeros Normales, el comportamiento asin-

tético de la diferencia (Sg n— N b‘l) (es decir, de la suma centrada en cero de v.a.i.i.d. con
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distribucién Bernoulli(b™!)) fue estudiado primeramente por F. Hausdorff en 1913, quien

mostré que casi seguramente, para todo € > 0,
Sh,—nb 't =0 (n'/?*e).
Posteriormente G. H. Hardy & J. L. Littlewood en 1914 mostraron que casi seguramente

Sg}n —nb =0 <\/n10gn) :

Finalmente, A. Y. Khintchine en 1924, mediante la LLI encontré la normalizacién adecuada
dada en el Teorema 2.1.

Si bien el estudio de los niimeros normales dio lugar a la LLI, no hemos encontrado
referencias donde se use este teorema para definir algin tipo de normalidad. Harman [15]
expone claramente como fue que surgié la LLI y da una demostracion de este resultado limite
en el caso de los nimeros normales en base dos. Pincus & Kalman [22] muestran evidencia
empirica de que las expansiones en base 2 y 10 de e y /2 satisfacen la LLI

En este capitulo se propone una definicién de normalidad basada en la LLI. Se compara
con la definicion de Borel de niimero normal, encontrando que si un nimero estd en el
soporte de la LLI, entonces estd en el soporte de la Ley Fuerte de Grandes Niimeros, mas

no necesariamente al revés.

2.3 Definiciones

Recordemos que estamos en el espacio de probabilidad (€2, F, P), con 2 = (0, 1], B ((0, 1])

y P la medida de Lebesgue.

Definicién 2.1 Decimos que = € () es simplemente normal-LLI en base b si, para cada
digito a € {0,1,...,b — 1}, se satisface la Ley del Logaritmo Iterado de Khintchine, es decir,

para todo b—digito a,
Sg n (l’) - %
lim sup 7 =1 (2.3)
nooo /2072 (b—1)nloglogn
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y
Se o (x)— 12
lim inf en (T) ~ =1 (2.4)
n—oo /2b=2(b— 1) nloglogn
El nimero z es normal-LLI en base b si es simplemente normal-LLI en base ', para
cada j € N.

Ahora usaremos la LLI para mostrar que casi todo nimero es normal-LLI.
Teorema 2.2 Casi todos los nimeros son simplemente normales-LLI en cualquier base b.

Demostracién. Sean b una base y ¢ un b—digito. Como S}, es la suma de n v.a.i.i.d. con
media 1/b y varianza (b — 1) /b?, para cada n € N, aplicamos el Teorema 2.1 y obtenemos lo
que queriamos. H

Corolario 2.1 Casi todos los nimeros son normales-LLI en cualquier base b.

Demostracién. La demostraciéon es muy similar a la del Corolario 1.2. =

La Definicién 2.1 ha de ser mds fuerte si al menos implica la definicién de Borel de
nimeros normales.
Es bien conocido el hecho de que la Ley del Logaritmo Iterado implica la Ley Fuerte de

Grandes Nimeros. En términos de nimeros normales se tiene lo siguiente:

Teorema 2.3 Si x simplemente normal-LLI en base b, entonces x es simplemente normal

en base b.

Demostracién. Sea x € () tal que no es simplemente normal en la base b, siendo a un

Sb
lfm ( on (7) — 1) # 0.
n—o0 n b

Equivalentemente ocurre alguna de las dos cosas siguientes:

(Sﬁin(:v) 1)
a = lim sup : ——1>0.
n—o00 n b
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Sb
8 = lim inf( on(2) 1) <0.
n

n—00 b
Notemos que si a < 0, entonces 5 < 0 y al revés, si § > 0, entonces o > 0.

Observamos primero que

b2 n
If : = 00. 2.
nggo\/b —1 2loglogn > (2:5)

En el caso cuando a > 0, tenemos que

St (x) =2 <Sg,n (z) 1) n

lim sup = lim sup
nooo /2072 (b—1)nloglogn n—oo V2072 (b — 1) nloglogn

(S 1 %
- n b 2b=2 (b —1)nloglogn

B 1r£jotip n b b—1 Z2loglogn

= OQ.

n b

—_

La ultima desigualdad se debe a (2.5) y a que @ > 0. Por lo tanto, = no satisface la condicién
(2.3) de la Definicién 2.1.
En el caso cuando § < 0 vemos que,

Sb - St 2
lim inf l (z) b = lim inf ( e (z) — 1) \/ b "

n—oo /2b=2 (b — 1) nloglogn n—00 n b b—1 2loglogn
= —o00.

De la misma forma, la ultima igualdad se debe a (2.5) y a que 5 < 0. Entonces z no
satisface la condicién (2.4) de la Definicién 2.1.
Por lo tanto, si x es simplemente normal-LLI en base b, también es simplemente normal

en base b. m

2.4 Ejemplos y Contraejemplos

En esta seccion retomamos algunos ejemplos del Capitulo 1 para ver si satisfacen la Definicion

2.1, también proponemos un algoritmo para calcular un niimero simplemente normal-LLI.
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Ejemplo 2.1 (El nimero de Champernowne no es simplemente normal-LLI) Sea
xo el nimero de Champernowne en base 2, es decir, z es tal que su representacién binaria
es

2o =0.11011100101110111 1000 .. .o

En el Capitulo 1 (Ejercicio 1.4) mencionamos que este niumero es simplemente normal en
base dos. Sin embargo, como ahora demostraremos, no es simplemente normal-LLI en base
dos.

Si definimos la sucesion (ay),,oy como
S?,n ('TO) - % o Sin (ZE()) - % o Sin (ZE()) - n/2
V2072 (b—1)nloglogn /2 22nloglogn /2 'nlog logn’

basta encontrar una subsucesién (an, ).y tal que lim sup a,, > 1 para ver que o no es
k—o00

Ay =

simplemente normal-LLI en base 2, pues de esta forma no satisfaceria la primera condicién
de la Definicién 2.1. Nos fijaremos, en el nimero de Champernowne en base dos, en el tltimo
digito (de izquierda a derecha) del tltimo nimero natural (escrito en base dos) de k digitos,
para k=1,2,3,...

0.1 10 11 100 101 110 111 1000 ...

De esta forma, n; =1, no =ny +4, n3 =ny + 12, ... Entonces
k
Zﬂ” Y Sia(m0) =) (+1)22
J=1

Por otro lado, observemos que

k k j
n, = ZjQH —Zi%’l
j=1

j=1 i=1
k—1k—1—j k—1—j
— Z Z 2091 — Zzﬂ Z 21
7=0 =0 i=
k—1 k—1 k—1
= > YR =) 2>
=0 =0 =0
= k2F —9oF 4 1.
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Asi pues,
Sy (+1)2072 =30 27
lim a, = lm J J
k=00 k—00 /271 ng loglog ny,

Z’?_l 97—2 ok—1 _ 9-1
= lfm J= — lfm
k—oo /271y loglogny, k=00 /271 (k2F — 2k + 1) loglog (k2F — 2k + 1)

22(k—1) _ 9k—1 92-2
= I
koo \[ (R2F—T — 261 1 2-1)loglog (k2% — 2% + 1)

e2(k—1)log2 _ o(k—1)log2 _ o—2log2
- kll_)l’{.lo [e(kfl)logQJrlog(kfl) + eflogQ] lOg lOg [e(kfl) log 2+log(k—1) + e~ log 2]

= OQ.

Tenemos entonces que lim sup a,, = 0o, por lo que el nimero de Champernowne no es

k—oo

simplemente normal-LLI en base 2.

Ejemplo 2.2 (Los nimeros racionales no son simplemente normales-LLI) Recorde-
mos que los niimeros racionales no son normales en ninguna base, pero si pueden ser sim-
plemente normales para alguna base. Sean b una base y x € {2 un nimero racional que a
su vez es simplemente normal en base b, pues esta clase de nimeros son los tinicos que nos
pueden interesar debido a que contiene a la clase de nimeros simplemente normales-LLI en
base b. La cola de su expansién b—ddica consiste de cadenas iguales de, digamos, k digitos.
Recordemos que x es simplemente normal si, y sélo si, {blx} es simplemente normal, para
todo entero no-negativo [; es decir, los primeros digitos de la expansion b—dadica de x no
importan. Sea [ tal que la expansién b—adica de = consiste sélo de bloques de k digitos
(por el supuesto de normalidad simple, cada digito en base b de x tiene que estar la misma
cantidad de veces en el bloque de k digitos). Si a es un b—digito, el exceso de digitos a,
St () —nb~', no excedera k, pues S., () — nb~' es cero cuando n toma valores en los
muiltiplos de k, por lo que
St (a) — 2 :

im < lim
n—=oc|,/2b72(b—1)nloglogn| ~— n—=,/2b-2(b—1)nloglogn
= 0.

Por lo tanto x no es normal-LLI, pues no satisface la primera condicién de la Definicién 2.1.
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2.4.1 Algoritmo para Encontrar Nimero Simplemente Normal-

LLI

A continuacién proponemos un algoritmo para construir un ejemplo de nimero que es sim-
plemente normal-LLI en base dos.
Un nimero z €  es simplemente normal-LLI en base dos si, y sélo si, la sucesién
2
251, () —n
A, = n
v2nloglogn
se acerca infinitas veces a uno y a menos uno.

Definamos la funcién
1
f(n)= 5 n++/2nloglogn ) .
Observemos que f es estrictamente creciente y como es suma de funciones céncavas,
también es céncava. Ademas

2f(n)—n  n++/2nloglogn —n
V2nloglogn Vv2nloglogn

(2.6)

Si g(n) =1 (n—+2nloglogn), entonces

29(n) —n__
V2nloglogn

Lo que haremos es definir un nimero = (en binario) a partir de una sucesién de ceros y unos

tal que Sin (x) oscile entre f y g, pues de esta forma A, oscila entre 1 y —1.
Sean n; = 2y no = 4. Para k > 2 sea
min{n: "L+ (n—nu_y) > f(n)} si kesimpar.
ne =

Ng—o + 2 (Ng_1 — Ng_2) si k es par.

Nk—1
2

Cuando k es par, tenemos que + (n—ng_1) < f(n). Entonces n; existe cuando k

Nk—1
2

es impar porque (2 —ng_1) es convexa creciente (con respecto a z), f(z) céncava y

creciente y “52 + (2 — ng_1) < f(2), si 2 = np_1.
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Construimos x como

x = 0. (ny unos) (n3 — ny ceros) (n5 — n3 unos) (ny; — ns ceros) - - -5

k—o0 k—o0

Vamos a demostrar que A — 1, Ap,,, — —1yademds A, alcanza un médximo

MN4k4+1
local (minimo local) en n = ngy1 (n = ngry3). Para terminar la demostracion, basta ver
que A,, es mondétona entre los n de la forma n4y 1 v n4xy3, esto para asegurar que si € > 0,
|A,,| < 1+ ¢, para n suficientemente grande.

Notemos primero que si k es par,

Ay, = 0.
Sea k par. Para k = 2, como 57, () = 2,
A, = M -0

* /Bloglog4
Supongamos que A,, = 0, es decir, hasta n; hay exactamente la misma cantidad de ceros
que de unos.
Tenemos que ver que de ng+1 a ng.o hay la misma cantidad de ceros que de unos. Como
Nk €8 Par, Ngro = Ny + 2 (k41 — ng) y por construccion, de ny + 1 a ngyq hay sélo ceros o
s6lo unos, y lo contrario de ng,1 + 1 a ng,2, por lo que hay la misma cantidad de ceros que

de unos hasta A y entonces A = 0. Por lo tanto hemos demostrado por induccién

N42 N42

que A,, =0 si k es par.

2
1ngg

2
1,nak41

Ahora, observemos que S (x) = n4k/2 pues hay la misma cantidad de ceros que de

unos en este punto. Entonces S () = nar/2 + (Nag+1 — nax), pues es la cantidad de

unos que se agregan. Asi, tenemos por construccién que

512,n4k+1 () = f (nagy1) < 1,

de donde se sigue que

512,n4k.+1 (7) — napg

k=00 /214511 log log 1
< m 2[f (Rag+1) + 1] — nagya

k— 00 \/2n41€+1 log log n4x+1
= 1.

h’m =
n
k 4k+1

(por (2.6))
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De la misma forma se ve que ngk% (x) = f (narys) < 1y, por tanto

Como

tenemos que

Ahora, A (A

N4k+1

n4k+3)

It 258 ners () = Narys

k—o0 \/2n4k+3 log log n4x3 -

Sin (@) —n=—[85, (z) —n],

1n

2
, , 251,n4k+3 (ﬁ) — N4k+43
Iim A, ., = Ilim

ko0 k=00 /204143108 10g Na3

2

k—o0 \/2n4k+3 log log n4x 3
= —1.

es maximo (minimo) local, pues es donde dejamos de anadir unos

(ceros) y a partir de ahi la sucesién decrece (crece). Asi también vemos que A,, es monétona

entre los n de la forma n4r.1 v n4xs3. La siguiente gréfica muestra la trayectoria de A,, desde

ngy hasta ngy. Los puntos que se ven en la gréfica, son precisamente los de la forma A,, .

1.0

05

-1.0

b g

N ]
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2.5. Relacion con Nimeros Fuertemente Normales

Dado que este algoritmo se genera agregando grandes bloques de unos y grandes bloques
de ceros, podemos encontrar una cadena de ceros y unos que no aparezca, por lo que este
nimero no es normal-LLI en base dos. Habria que agregar los digitos de una manera diferente
para que este niimero, que es simplemente normal-LLI en base dos, también sea normal-LLI

en base dos.

2.5 Relaciéon con Niumeros Fuertemente Normales

En su trabajo de tesis de maestria, Belshaw [4] define otro concepto de normalidad, motivado

por el hecho de que i
(ng — nb*1)2

V(0—=1)b"2n |

paracadan € N, b>2yae€ {0,1,...,b—1}. La igualdad (2.7) se debe a que

=1, (2.7)

(b—1)b*n=Var (S.,) =E

(53,n — nb’l)Z] .
Definicién 2.2 Decimos que z € (2 es simple y fuertemente normal en base b > 2 si

para cada digito a € {0,1,...,b— 1} y cada € € (0,1),
(Sf;,n — nb*1)2

0 P Ty 2aiee (28)
Y 2
Sb o b—l
Ifim sup (S, —nb™") (2.9)

oo (b—1)b2nl= -
El nimero x es fuertemente normal en base b si es simple y fuertemente normal en

base V/, para cada j € N.

La LLI proporciona una demostracién casi inmediata de que casi todo nimero es fuerte-
mente normal en cualquier base. La forma en que Belshaw demuestra esto es reproduciendo
la demostracién original del Teorema de Niimeros Normales de Borel.

Observemos que en la Definicién 2.2 el término (b — 1) b~ puede reemplazarse por cual-
quier otra constante positiva sin que cambie la definicién. A diferencia de esto, los nimeros

normales-LLI que proponemos en la Seccién 2.3, dependen fuertemente de este término.
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2.5. Relacion con Nimeros Fuertemente Normales

La Definicién 2.2 tampoco dice nada acerca del caso cuando € = 0. Vamos a ver (Corolario
2.4) que la LLI nos dice que cuando € = 0, el lim sup de la sucesién en (2.9) se va a infinito,
con probabilidad uno.

A continuacién vemos que normalidad-LLI implica normalidad fuerte. En la siguiente
seccién presentamos un ejemplo de niimero simple y fuertemente normal en base dos que no

es normal en base dos ni simplemente normal-LLI en base dos.
Teorema 2.4 Casi todo nimero es simple y fuertemente normal en base b, para toda b > 2.
Demostracién. Sean b una base y a un b—digito. Como Sb 2~DBin ( , b) entonces

E (Sf;n) =n/by Var (Sgn) =n(b—1) /v

La LLI dice que, casi seguramente,

b n
lim sup b =1.
neo \/2 bin log logn
y
b _n
lim inf an__ b =—1.
" /2% nloglog n

Como consecuencia se esto, se tiene que

(Ssn — %)2
P | limsup =1 =1,
n—o0 2 lnloglogn

Por otro lado, para todo ¢ € (0,1),

2loglogn
m ——— =

n—00 ne
lim 2082987 _ (2.10)
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2.5. Relacion con Nimeros Fuertemente Normales

Con los resultados anteriores, trivialmente se concluye que, con probabilidad uno, para

todo € € (0,1),

b, — 1)’ St =17 ] [2log]

(2) lim sup ( baj; 1 b) = limsup b(la,n b) [ o8 Ogn:| =0.
n—o00 2z nite n—00 _2b—2n10g log n | ne
St —m)? S, =) ] [2l0gl

(73) lim sup _( ba:’? —b) = limsup b(la’n b) [ = ogn} = 0.
n—o0 “mnt—e n—oo | 2%z nloglogn n-¢

Por lo que se ha demostrado que, para cada base, casi todo nimero es simplemente

fuertemente normal. m

Corolario 2.2 Casi todo nimero es fuertemente normal en base b, para cada b.

Demostracién. Se sigue directamente del Teorema 2.4 y la definicién de nidimero normal-

LLI m

Corolario 2.3 Si x € Q es simplemente normal-LLI en base b > 2, entonces es simple y

fuertemente normal.

Demostracién. Se sigue de que el Teorema 2.4 se demuestra suponiendo que un niimero

satisface la LLI y a partir de esto se muestra que ese nimero es simple y fuertemente normal.

Observemos que el siguiente corolario involucra la sucesién de la Definicién 2.2 cuando

e=0.

Corolario 2.4 Para cada b > 2 y cada digito a € {0,1,...,b— 1},

(St — nb‘l)2
P [ lim sup (g"_ Do o | =1.

Demostracién. Es el caso cuando € = 0 en (2.10), en la demostracién del Teorema 2.4. =
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2.5. Relacion con Nimeros Fuertemente Normales

Teorema 2.5 Si z € Q es simple y fuertemente normal en base b € N\ {1}, entonces es

simplemente normal en esa misma base.

Demostraciéon. Sean z € (), b una base y a un digito de esa base tales que x no es

simplemente normal, o sea,

Sb
o Sh (@) 1
n—oo n b
es decir,
1
lfm Lﬁ“@—?}%o
n—00 b—1 ’ b
b—2n
O equivalentemente,
1 n12
i, st 3 70
M T o San (®) = 5| #0

que es lo mismo que

n—oo b2

1 2
limsup 5—— [Sgyn (x) — E] > 0.

Como

2

siempre y cuando 0 < € < 1. Entonces

ENCE %]2 -0,

limsu
P33 nlte

n—oo T3
por lo que x no es simplemente fuertemente normal en base b. Por lo tanto, si en alguna

base x es simplemente fuertemente normal, entonces es simplemente normal. m

2.5.1 Ejemplos de Nimeros Simple y Fuertemente Normales

En esta subseccién vemos un par de ejemplos de nimeros simple y fuertemente normales.
En el Ejemplo 2.3 vemos que la definicién de normalidad que proponemos basada en la LLI

es mas fuerte que la propuesta por Belshaw.
Ejemplo 2.3 (Numero simple y fuert. normal que no es simp. normal-LLI) Sea

o =0.0100 11000 111 0000.. .9
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2.5. Relacion con Nimeros Fuertemente Normales

Vemos que 7y no es normal en base dos, pues la cadena 101 nunca aparece, por ejemplo.

Sea A, = S5, (ro) — 27'n, ¥n. Veamos que A, se anula cada vez que termina una
secuencia de unos.

Por otro lado A,, es més grande (con respecto a n) cuando terminan las sucesiones de

ceros. Definamos pues la sucesion de estos valores de n :

ng = 2[1+2+-+(k=1)+k
= (k—1)k=F, Vk>1.

Entonces S§,, (19) =1+2+---+k=2""k (k+ 1) y consecuentemente

Ank = ngk (:UO) — 2_1nk

= 27k (k+1) - 2712

= 27k

De esta forma
Apy 271

N )

Por lo tanto z es simple y fuertemente normal en base 2, pues si € € (0, 1),

R A2 L1
() timow e = g ) e =0
o A2 11
(i) dim sup “5=o = o5 lim = = oo

Observemos también que zy no es simplemente normal-LLI, pues

A 1
lim sup ' = lim —————==0#1.

n
np—oo  /Nrv2loglogng  ni—oo 24/2loglog ny

Ejemplo 2.4 Como los niimeros simple y fuertemente normales son un subconjunto de los

nimeros simplemente normales-LLI, el algoritmo que proponemos en la subseccion 2.4.1
para obtener un nimero simplemente normal-LLI en base dos, proporciona otro ejemplo de

niimero simple y fuertemente normal en base dos.
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2.5. Relacion con Nimeros Fuertemente Normales
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Capitulo 3

Numeros Normales de Pascal y TLC

El objetivo del presente capitulo es proponer y estudiar dos posibles definiciones alternativas
de niimeros normales. La primera estd basada en un esquema de observacién de ensayos
Bernoulli, pero haciendo muestreo tipo Pascal en lugar de binomial, el cual consiste en
estudiar el comportamiento del niimero de digitos necesarios para observar k£ veces un digito
dado. La segunda propuesta consiste en utilizar otro resultado limite importante en pro-
babilidad, el célebre Teorema del Limite Central, pero considerando convergencia tipo casi
segura, en lugar de convergencia en distribucién. En el primero de los casos probamos que
los nimeros normales de Borel son equivalentes a los nimeros normales de Pascal que aquif
proponemos, mientras que el segundo da una nueva clase de nimeros normales contenidos

en los nimeros normales de Borel.

3.1 Numeros Normales Pascal

La distribucién Pascal es una distribucién de probabilidad discreta que modela el tiempo
de espera para obtener una cantidad especificada de éxitos, digamos 7, en una sucesién
de ensayos independientes de Bernoulli con una probabilidad fija p de ocurrencia del éxito
entre los ensayos; su valor esperado es r/p. En este capitulo proponemos un nuevo concepto

de normalidad a partir de esta distribucién y lo comparamos con la definicién de Borel de
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3.1. Niumeros Normales Pascal

nimero normal. La intuicién nos dice que ambos conceptos son los mismos, pues no deberia
importar la forma en que se observan los digitos. Sin embargo, la demostracién de este hecho
necesita ain trabajarse.

Una variable aleatoria con distribucién geométrica con pardmetro p modela el tiempo
de espera para observar por primera vez un éxito en una sucesién de ensayos Bernoulli con
pardmetro p. Asf pues, la suma de r v.a.i.i.d con distribucién geométrica y pardmetro p tiene

una distribucién binomial negativa con pardmetros r y p.

3.1.1 Definiciones

Como hemos visto en los dos capitulos anteriores, el concepto cldsico de nimero normal estd
relacionado a la distribuciéon binomial dos de los teoremas limite que ésta satisface. De la
misma forma que la distribucién binomial es suma de v.a.i.i.d., con distribucién Bernoulli,
la distribucién Pascal es suma de v.a.i.i.d. con distribucién geométrica (que estéd definida
a partir de ensayos Bernoulli independientes). Dado lo anterior, una pregunta natural es si
podemos definir un nuevo concepto de normalidad inspirado en la distribucién Pascal y de
ser asf, qué se obtiene al comparar con la definicién que ya tenemos.

Sean RZ,T (z) el numero de digitos necesario para observar r veces el digito a en la

expansion en base b del nimero x. Formalmente,

R., (z)=mi{meN: S (z)=r}.

a,r

b

a,r

Ahora vamos a ver que R . es la suma de r v.a.i.i.d. con distribucién geométrica con

probabilidad de éxito 1/b.
Para cada base b y a un b—digito, sea 5’271 () =R, (x)y

fg,k (z) = RZ,k: (z) — Rg,k—l (z),

sik > 2.

b

Proposicién 3.1 Sean b una base y a un b—digito. Entonces (fak es una sucesion de

)keN
v.a.i.i.d. con distribucion geométrica con pardmetro 1/b.
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3.1. Niumeros Normales Pascal

Demostracién. Dado que (1{ dl;’a]>]’€N son v.a.i.i.d. con distribucién Bernoulli y proba-
bilidad de éxito 1/b (Proposicién 1.1), §Z’k tiene distribucién geométrica con probabilidad
de éxito 1/b, pues fgk (x) es precisamente el nimero de digitos necesario para observar por
primera vez el digito a después de haberlo observado exactamente k—1 veces, en la expansion
en base b del niimero x.

La independencia es andloga a la demostracién de la independencia de la sucesién de
variables aleatorias <1[ d?_“]>jeN’ en la Proposicién 1.1. =
Corolario 3.1 Seanr € N, b una base y a un b—digito. Entonces RZW tiene una distribucion

Pascal con pardmetros r y 1/b.

Demostracién. Sea x € €2. Dado que

r

ng,k = Z [Roy (2) = Ry ()] + Ro ()
k=1 k=2

= Ry, (x) = Ry, (x) + Ry, ()
- RZ,T (]3) )

entonces RY  es la suma de r v.a.i.i.d. con distribucién geométrica 1/b, por la Proposicién

3.1. Entonces R} tiene distribucién Pascal con pardmetros 7y 1/b. m

Definicién 3.1 Un nimero = € () se dice simplemente normal de Pascal en base b si

R (2)
lim ———~

r—00 r

:b’

para todo b-digito a.
El nimero x es normal de Pascal en base b si es simplemente normal de Pascal en

base b, para cada base b.

Teorema 3.1 Sea b una base. Casi todo nimero es simplemente normal de Pascal en base

b.
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3.1. Niumeros Normales Pascal

Demostracién. Sea a un b-digito. La Proposicién 3.1 nos dice que (52 k) pen €S una sucesion

de v.a.ii.d. geométricas con pardmetro 1/b, entonces E (Szk) = b. Como RZW => 527,~€7

la Ley Fuerte de Grandes Nimeros nos dice que

Rb
P lim —2 =p| =1,
r—00 r

por lo que casi todo nimero es simplemente normal en base b, para cada base b. m

Corolario 3.2 Sea b una base. Casi todo nimero es normal de Pascal en base b.

Demostracién. Es andloga a la demostracion del Corolario 1.2. m

3.1.2 Relaciéon con Nimeros Normales de Borel

Antes de comparar esta definicién con la definicién de normalidad de Borel, observemos que

x € ) no es simplemente normal de Pascal en base b si, y sélo si, existe un b-digito a tal que

RZ”, (x) no esté definida para alguna r € N, o existen £ > 0 e infinitos 7, tales que

o bien,

R, (x) .

— " >b+e Vj, (3.1)
Ty

R., (x) .

—— <b—g, Vj. (3.2)
Ty

De la misma forma, x no es simplemente normal si, y sélo si, existen un b-digito a, € > 0

e infinitos n; € N tales que

> , Vi (3.3)

Sh . () 1
J <

vj. (3.4)

n; b+e¢’

Otra propiedad de los nimeros normales de Borel que nos serd 1itil es la siguiente.

Proposicion 3.2 Sea x € ) tal que no es simplemente normal en base b. Entonces existen

un b-digito a, € > 0 e infinitos n; € N tales que (3.3) se satisface.
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3.1. Niumeros Normales Pascal

La Proposicién 3.2 quiere decir que (3.3) es condicién necesaria y suficiente para que x
no sea simplemente normal en base b.
Demostracién. Supongamos que x € €2 no es simplemente normal en base b y satisface

(3.4) para el digito ag. Sea A ={0,1,...,b— 1}. Tenemos que

Sb(x
ZSS’” (r) =n; pues 2aca San, (7) = 1.
acA ’ 1
Si definimos n = % — ng > (), entonces
ZaeA\{aO} Sg,n]' ('CC) — 11— S(I;o,nj (x) > 1 1
n; n; b+e
_ 1 oy b—1 n
= b n= b Ui

- @—4)<%+5§7).

Al restar el miembro de la derecha tenemos que

Z [Ssn#(x)—(%er_Ll)] > 0.

acA\{ao}

Sgn(z) 1 n
v - | = !
" <b+b—1>>0

para al menos un digito a € A. 'Y como esto ocurre para cada n;, entonces existe a; € A tal

Se sigue que

que se satisface (3.3), tomando &' = by (b — 1 + by) . Observe que

1 b—1+0bn 1
= :_+
b—e" b(b—1)+bp—bn b

M
b—1

Por lo tanto un nimero es no simplemente normal si, y sélo si, se satisface (3.3). ®

Proposicion 3.3 El nimero © € ) es simplemente normal en base b si, y sdlo si, x es

simplemente normal de Pascal en base b.

Demostraciéon. Veamos primero que si # no es simplemente normal de Pascal, entonces

tampoco es simplemente normal.
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3.1. Niumeros Normales Pascal

Sean = € () tal que no es simplemente normal Pascal en base b. Si RZ’T () no estd
definida para algin digito a y r > 2, entonces el digito a sélo aparecerfa una cantidad finita
de veces en la expansién b—adica de x y, por tanto, Sg}n (x) — 0 cuando n — oo.

Supongamos que se cumple (3.1). Sea n; = Rf (x) =min{m e N: S (x)=r;}.

Entonces se cumple

San, (7) San; (7)

o < U 3.1
n; r; (b + E) (por ( ) )
1
= b + c (pues Sg,nj (CL') = T])

Entonces se cumple (3.4) para cada n,. Las n; son infinitas debido a que
nj = RZ,TJ_ () > (b+¢e)r;

y las r; son infinitas.
Supongamos ahora que se cumple (3.2). Tomemos la sucesién (rj)j estrictamente cre-

ciente, sin pérdida de generalidad. Definamos n; de la misma forma. Entonces

San, (%) N San; (&)

a,n; a,n; 39
s e por (32)
B 1
 bh—¢’

Las n; son infinitas debido a que, como la sucesién (rj)j es creciente,

n;, = ml’n{mENi Sg,m(x):Ti}

A\

min {meN: S, (z)=r;+1}

IN

min {m e N: S, (z)=ri1}
< nj, Vi > 1.
De esta forma, hay una infinidad de n; que satisfacen (3.3).

De lo anterior deducimos que, si x no es simplemente normal Pascal, entonces tampoco

es simplemente normal.
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3.2. Nimeros Normales-TLC

Ahora demostremos que si  no es simplemente normal en base b, tampoco lo es simple-
mente normal Pascal.

Sea x tal que no es simplemente normal en base b, entonces, por la Proposicién 3.2 se
satisface (3.3). Definamos r; = Sg’nj (x), entonces

Rh, (@) _ (b-2)R., (@)

S 3.3
Tj le bot ( )
min {m EN: S, (z) =5, (x)}
= (b—¢)
U

n.
< (b—e)L=b-c.
nj

Y existen una infinidad de r; porque de lo contrario habria sélo una cantidad finita de
ngj (x) distintas y, por consiguiente,

S, ()
lim —%% 7

=0,

lo que nos lleva a una contradiccion.
Por lo tanto, se satisface (3.2). Por lo tanto x es simplemente normal de Pascal en base

b si, y solo si, x es simplemente normal en base b. m

Proposicion 3.4 El nimero x € €2 es normal en base b si, y sdlo si, x es normal de Pascal

en base b.

Demostracién. Sea x € ) normal en base b, es decir, « es simplemente normal en base ¥/,
Vj > 1, por Proposicién 1.4. Esto ocurre si, y sélo si, x es simplemente normal de Pascal en
base b/, para cada j > 1, por la Proposicién 3.3. Es decir, si o es normal de Pascal en base

b. m

3.2 Numeros Normales-TLC

En esta seccién damos un primer intento de definicién de normalidad usando un Teorema del
Limite Central (TLC) con convergencia casi segura, llegando a que si un nimero satisface

esta nueva definicién, entonces es nimero normal de Borel en alguna base.
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3.2. Nimeros Normales-TLC

3.2.1 TLC y Niumeros Normales

Recordemos que el TLC nos dice que si (X},), .y s una sucesién de v.a.i.i.d. en un espacio
de probabilidad general (2, F,P), con media p y varianza finita y positiva 0% y ademds

Sp = Y7, X}, entonces
Sp =N d
N

donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estandar.

— Z,

A diferencia del TLC, la Ley Fuerte de Grandes Nimeros y la LLI establecen convergencia
casi segura. Recordemos que convergencia casi segura implica convergencia en distribucién,

pero al revés no necesariamente es cierto. Por otra parte, la LLI implica que

P ( lim sup [Sn — 1 =1|=1
n—oo 0y/2nloglogn

De aqui que
S, —n
P (ll’m sup [Sn = ] = oo) =1.
nooo O\
Es por estas razones que no tiene sentido pensar en el TLC para proponer otra clase de nor-
malidad, sin embargo existen resultados de TLC con convergencia casi segura. Para dar una
definicién razonable de normalidad basada en alguno de estos teoremas, es deseable que casi
todo mimero satisfaga tal definicién y que ademds implique la normalidad simple de Borel.
El siguiente teorema cumple con estas condiciones. Su demostraciéon puede encontrarse en

Schatte [24] y en el Apéndice B damos un esbozo de ella.

Teorema 3.2 (TLC casi seguro) Sea (X)), .y una sucesion de v.a.i.i.d. en un espacio de
probabilidad (0, F,P) con media cero y varianza uno. Sea S, =Y ,_, Xy. Si existe § > 0

tal que B|X1|*™ < co. Entonces

para toda n > 0.

Este resultado puede compararse con el famoso Principio de Invarianza de Strassen,

—2n
1 2 _ 2 (277 - 2 ’71 B
P [hm sup NTH (21og log N7 Z .Sl — —1 — = 1.
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3.2. Nimeros Normales-TLC

3.2.2 Definiciones

En esta secciéon proponemos otro tipo de normalidad basdandonos en el Teorema 3.2 casi
seguro, tomando 7 = 2. También demostramos que casi todo nimero satisface esta definicién

y que implica normalidad simple de Borel.

Definicién 3.2 Un nimero = € () es simplemente normal-TLC en base b si

N

1 Sb o (z) —nb!
1/
N log N ;

N b—1)b2

El nimero z es normal-TLC en base b si 2 es simplemente normal en base ¢/, para

4
1
n

toda 57 > 1.
Teorema 3.3 Sea b una base. Casi todo nimero es simplemente normal-TLC en base b.

Demostracion. Sea
R

Sn —7
V(b—1)b"2
entonces 9, es la suma de n v.a.i.i.d. Tenemos que el tercer momento de cada sumando de

S, existe y es finito, por ser una combinacién lineal del sumando correspondiente de S°

a,n?
que tiene distribucién Bernoulli.

Por otro lado, como
Sg}n —nb™? 22

n(b—1)b2

n

4
1_ |5
no|[vn

VT 4 Jr

entonces, por el Teorema 3.2 con 1 = 2, tenemos que

Nt

; 223\/%_277( 1>
27

N b 14
1 S —nb 1
P | lfm Y|P @) —nb )1 _4) _ .
N—oo log N <=1\ /n(b—1)b"2| n

Corolario 3.3 Sea b una base. Casi todo nimero es normal-TLC en base b.
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3.2. Nimeros Normales-TLC

Demostracién. Es andloga a la demostracion del Corolario 1.2. m

Por dltimo demostramos que la definicién de normalidad que proponemos en esta sub-

seccion, basada en el TLC, implica la normalidad de Borel.

Teorema 3.4 Si el nimero x € € es simplemente normal-TLC en base b, entonces x es

simplemente normal en base b.

Demostracion. Sea x € () simplemente normal-TLC en base b. Definamos

b 4
iy (S (x) 1) o
n b

El nimero x es simplemente normal en base b si, y sélo si,

lim sup A, = 0.

n—oo

Por otro lado, por hipétesis tenemos que,

3 - |8 (@) b
T Nt logN; nb—1)b2| n
N 4
n A
= I Ln
N—s logNZ: nb-1b"2 n
N 4
n A
= I —
N—o logNnZ1 nb—-1)b2 n
i 1 & nA,
= 1m
N=co log N &= [(b— 1) b-2]
b4
> lim sup N

De aqui que

N
If —— Ay <
Vo log N NS

y por consiguiente que

lim sup Ay =0,

N—o0

pues N/log N es creciente y no acotada. Por lo tanto x es simplemente normal en base b. =
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3.2. Nimeros Normales-TLC

Corolario 3.4 Sea x € Q2 normal-TLC en base b, entonces x es normal en base b.

Demostraciéon. Tenemos que = es simplemente normal-TLC en base 0", para toda n € N.
Por la Proposicién 3.4, x es simplemente normal en base b, para toda n € N. Entonces, por

la Proposicién 1.4, x es normal en base b. m

Ejemplo 3.1 (Los racionales no son simplemente normales-TLC) Recordemos nue-
vamente que los nimeros racionales no son normales ni simplemente normales-LLI, pero si
puede haber racionales que sean simplemente normales.

Sea x € ) un nimero racional y simplemente normal en base b, pues los nimeros simple-
mente normales-TLC en base b estdn contenidos en los nimeros simplemente normales en la
misma base. Supongamos sin pérdida de generalidad que los digitos de la expansién b-adica
de = son periédicos con periodo ¢, pues los primeros digitos de la expansion b-adica de x no
importan. Entonces cada una de estas cadenas de longitud ¢ tiene el mismo nimero de cada

uno de los b-digitos, pues x es simplemente normal en base b. De aqui que,
‘Ssmc (x) — nc/b‘ =0,

para cada b-digito a y cada n € N. Por consiguiente,
|S§,n () — n/b} <cg,

para cada b-digito a y cada n € N.

Finalmente
N b —1 4 00 4
1 Son(x) —nb 1 1 1
m L3 |Fenl®) T o !
N—oo logN =1\ /n(b—1)b2| n N—oo logN <=1\ /n(b—1)b2| n
ct =1
S Iim 3 -3
N=oo (b—1)"b~*log N = n
= 0<3,
pues
1
Z E < o0
n=1

Por lo tanto los nimeros racionales no son simplemente normales-TLC en ninguna base.
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3.2. Nimeros Normales-TLC

Observemos que si en el Teorema 3.2 tomamos 1 = k, para k£ € N, los conjuntos que
se obtienen tienen cada uno probabilidad uno y por lo tanto su intersecciéon también tiene
probabilidad uno. El soporte de esta interseccién, para un b-digito fijo puede definirse como
otra clase de nimeros simplemente normales-TLC en base b. Es un problema pendiente el
estudio de ese conjunto; de momento sabemos que estd propiamente contenido en el conjunto
de nimeros simplemente normales de Borel en base b, pues el soporte del Teorema 3.2 estd
contenido en los nimeros simplemente normales de Borel en alguna base, para cualquier
valor entero de 1 mayor a uno. Ademds los nimeros racionales no estdn en este soporte.
Esto se demuestra de manera andloga a como se hizo para 77 = 2. Por lo tanto la interseccién
también estd contenida en los niimeros simplemente normales en base b y no contiene ntimeros

racionales.
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Apéndice A
Ley del Logaritmo Iterado

En esta secciéon damos la demostracion de la Ley del Logaritmo Iterado (LLI) para v.a.i.i.d.
simples!. Se trata de un caso particular del Teorema 2.1, pero suficiente para el estudio que
se hace en el Capitulo 2. En lo que resta, (X, ), o serd una sucesién de v.a.a.i.i.d. simples con
media cero y varianza uno, en un espacio de probabilidad (€2, F, P). Ademds S,, = > ,_, Xy

y M, =max{Sp, S1,...,S,}, donde Sy = 0.
Teorema A.1 (Ley del Logaritmo Iterado) Se cumple que

S,
Pl — =1 =1 Al
(Hsl_ilolp V2nloglogn ) (A1)

Observemos que el Teorema A.1 implica el Teorema 2.1 para funciones simples. Sean
(Y2,),,cn una sucesion de v.a.a.ii.d. simples con media p1 y varianza o € (0, 1), en un espacio

de probabilidad (Q, F, P), S, => ", _oYi, X = (Yo — ) /oy Sn =D, X,,. Tenemos que

S!—np B N 1
Sp
V2nloglogn’

!Una variable aleatoria es simple si toma un ntimero finito de valores.
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A. Ley del Logaritmo Iterado

Ademis se ve que (X,), y (—X,), son sucesiones de v.a.a.i.i.d. simples con media cero

y varianza uno, por lo que el Teorema A.1 nos dice que

S —nu S,
) P 1f n =1) = Pl1t e —
Q (11:1_§)1p Vv2onloglogn ) (H;ﬂ_ilp v2nloglogn >

= 1
y
S — np Sn
/) P lim inf il =—1] = P(liminf ———— = —1
(@) (lr{ri»gl Vv 2onloglogn ) (lﬂg Vv2nloglogn )

= P lim su _—Sn—l
B naoop V2nloglogn

= 1.

La tltima igualdad se obtiene al aplicar el Teorema A.1 a (—X,,),,.
La demostracién que presentamos de la LLI se encuentra en Billingsley [6] y usa funciones
generatrices de momentos y el llamado Estimador de Desviaciones Grandes.
Recordamos la definicién y algunas propiedades de las funciones generatrices de momen-

tos. Si X es una variable aleatoria simple que toma valores x4, ..., x;, entonces su funcién

generatriz de momentos (fgm) se define como

Mx (t) =B (e'¥) = Z P(X = ;) e

Se tiene que

para cada k > 1.

Otra consecuencia es

Ms, (t) = [Mx, (1)]". (A.2)
La funcién generatriz de cumulantes (fgc) de X se define como
Cx (t) = log Mx (t) .

Cumple que
Cx(0)=0, C%(0)=E(X), C%(0)=Var(X). (A.3)
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A.1. Estimador de Desviaciones Grandes

Alrededor de una vecindad de cero se tiene la expansién

Los ¢; son llamados cumulantes de X.

Se cumple que
G=E(XY) y =B (X') 3E (X?).
A.1 Estimador de Desviaciones Grandes

Sea Y una variable aleatoria simple con valores v, ..., 1, tal que
EY)<0 y P(Y >0 >0.

Tenemos que My (t) < 0y My () 2% 50, por (A.5). Como

l
My () =Y " yiP (Y =y;) e >0,
=1

entonces My (t) es convexa y por consiguiente, alcanza su minimo, digamos p, en 7 > 0. Es

decir,

tmf My (t) = My (1) = p, p€(0,1), 7>0.

Sea Z una variable aleatoria discreta con densidad

eTyi

La fgm de Z es entonces

TYi
E tZ — tyie PY:,L
() Z P =)

My (7' +t>

y por lo tanto,

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)



A.1. Estimador de Desviaciones Grandes

Tenemos que, por la desigualdad de Markov,

P(Y >0) = P(e" >1) (A.10)
< My (1)
< P
Sea 0 tal que
pe ! =P(Y 20)= > PV =y)=p > eUP(Z=y). (Al
j: y; >0 J: ¥ =0

Sea p =P (Z > 0). Observemos que 6 > 0, por (A.10). Como log x es convexa, entonces

la desigualdad de Jensen nos dice que

—0 = log Z e Tip P (Z = y;) + logp

J: y; =0
> Y —(ry)p 'P(Z =y;) +logp
J: y; 20
— _rsp ! Yip(z = v,
= —Tsp Z SIP’(Z y;j) + log p.
J: y;20

La desigualdad de Holder y (A.9) nos dan

S Lpz=y) < [B(2)

J: y; =0
1
< —E1/2 Z2
< g (z)
= 1.
De lo anterior obtenemos que
0<fg< 2 logP(Z > 0) (A.12)
— —1o . .

Entonces hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema A.2 Sea Y wuna variable aleatoria simple que satisface (A.5). Defina p y T por
(A.6), sea Z una variable aleatoria con distribucion (A.7) y defina s* por (A.9). Entonces

P(Y >0) = pe~?, donde 0 es un nimero que satisface (A.12).
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A.1. Estimador de Desviaciones Grandes

Para que (A.12) tenga sentido, P (Z > 0) necesita una cota inferior. El siguiente resultado

nos da una cota.

Teorema A.3 SiE(Z) =0, E(Z%) =%, yE(Z*) = ¢ > 0, entonces

84

P(Z20)2

Demostraciéon. Tenemos que
£ =B (29| +B|(2)"]. (A.13)
Sip=P(Z >0), la desigualdad de Schwarz nos dice que
B[(2)"] < B [(10)7] B} (29) = 26"
Ahora, por la desigualdad de Holder,
B|(2)] =B |(2) (2)"] <®° (27) B [(20)!] < B2 (27) ¢
Como E (Z) = 0, la desigualdad de Holder nos dice que

E(Z27) = E(Z") =E(Z-11z:0)
< EY (Z4) E3/4 <14[1é?;0]) — epd/t,

De esta forma, (A.13) y las desigualdades anteriores nos dan

2/3
82 < p1/2€2 + (€p3/4) 54/3 _ 2p1/2§2.

Lema A.1 Si(a,), es una sucesion tal que

D> Yy ap — 00, (A.14)

n

entonces existe una sucesion (&,,), tal que {, — 0y
P (S, > any/n) = e @ 1FE)/2, (A.15)
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A.1. Estimador de Desviaciones Grandes

Demostracién. Sea Y, = S, —a,/n = > _; (Xy — a,/y/n). Entonces E (Y,) < 0 y aplica
el Teorema A.2. Sean M, (t), p,, Tn ¥ Z, asociados a Y,, como en el Teorema A.2. Si m (t)
y c(t) son la fgm y la fge de X,
M,(t) = E (") = e~V (1) (por (A.2).)
= [e’“t/\/ﬁm (t)} :
Entonces

C,(t) = —atyn+nc(t). (A.16)

Como 7,, es minimo global de C,, (t),

pues

Por (A.3),
c(0)=0, J(0)=0, (0)=1. (A.17)

Ademds, ¢ (t) es creciente debido a que ¢ (t) es convexa, y como ¢ (1,) = a,/+/n — 0,

7,, — 0. Ahora, por la expansién de Taylor, a,//n = ¢ (7,) =7, + O (72),

a a?
I —n Al
negiro (%) (8)
Por otro lado,
logp, = C,(1,)=—Tnanv/n+nc(r,) (A.19)

2
N [% L0 (Tg)] ,
por el desarrollo de Taylor de tercer orden. Al reemplazar (A.18) en (A.19) obtenemos

a2
log p,, = —7” +o0(al).
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A.1. Estimador de Desviaciones Grandes

La variable aleatoria Z,, tiene fgm M,, (7, +t) /p,,, por (A.8) y fgc

D, (t) = C,(r,+1t)—logp,

= —(Th+t)anvn+nc(t+7,) —logp,,
por (A.16). La media de Z, es D, (0) = 0 y su varianza D! (0), entonces
s2=nd (t,) =n[l(0)+ 0 (r,)] =n(1+0(1)), (A.20)

por (A.17).
El cuarto cumulante de Z, es DS (0) = ne® (1,,) = O (n). Por (A.4),

Por lo tanto,

y, por el Teorema A.3, existe un « tal que
P(Z,>0)>a>0,

si n es suficientemente grande.
Por el Teorema A.2, P (Y, >0) = p,e %, con 0, € [0, 7,8,a ! +1loga]. Por (A.14),
(A.18) y (A.20), 0,, = O (a,) = o(a?) y entonces

P(Y, >0) = e—a%[1+o(1)}/27
por (A.19). m
Lema A.2 Para cada o > /2, se cumple que

()=o)

Demostracién. Si A, = [—M;_; < ay/n < M;], entonces

()2 (20 Fr (o [Shse-1)

J]=
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A.2. Demostracion de la LLI

Como Var (S, — S;) =n —j,

P (Aj N {%} > 2) = P(A)P (w > 2) (independencia)

2n
(desigualdad de Chebyshev)

IN
~
o

n—1
Como U : A; C [M,, > an/n],
]:

() er(on ) e (l0)

de donde se sigue el resultado. m

A.2 Demostracion de la LLI

Demostracion del Teorema A.1. Demostrar que para todo € > 0,

P (Sn > (1+¢)+/2nloglogn zv) =0 (A.21)

P (Sn > (1—¢)/2nloglogn m) ~1, (A.22)

es equivalente a demostrar (A.1). Donde i.v. significa ‘infinitas veces’. Formalmente, si
Ay, Ao, ... € F, entonces

P (A, iv.)=P <h’mnsup An> =P <ﬁ G An> .

n=1k=n

Sea f (n) = +/2nloglogn, para cada ny & > 0.

Primero demostramos (A.21). Sea 6 un niimero tal que §# > 1y 6% < 1+¢. Sean; = LQ’“J

y xp = 0y/2loglog n,. Entonces

P (]\\/4% > xk) < 2P (% > 1 — ﬁ) (Lema A.2)

= 2exp (—% (xk - \/5)2 (1 —|—§k)> . (Lema A.1)
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A.2. Demostracion de la LLI

Ahora, observamos que

) ~ 6*2loglog ny,
lim 5 = lim —s——
k—00 0% log k k—oo  20%log k
~ loglog 6"
= lim ———
k—oo  logk
. logk +loglogé
= lim
k—o0 lOg k

Por tanto

Por consiguiente,

iP[Mnk >0 f ()] = i]}» (% > xk>

k=1 k=1

pues

Z 2k~% < .

k=1
Ahora, por el primer lema de Borel-Cantelli,

P[S,, > (1+¢) f(ng) iv.] =0. (A.23)

Suponga ahora que ny <n < ng_1 y que

Sp>(14¢)f(n). (A.24)
Dado que
f (1) |26 ' loglog 6
im ———— = lim - -
k—oo §7Y2f () k—oo \[ 26" loglog 6" /6

) log log 9!
= lim /————— =1,
k—00 log log
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A.2. Demostracion de la LLI

y que f(n) > f(ni_1), entonces, por la eleccién de 6, (1+¢) f(n) > 0f (ng), si k es
suficientemente grande. Como (A.24) implica S,, , > (1 +¢) f (ng_1), por (A.23), tenemos
que

P[S, > (1+¢) f(n) i.v] =0,

por lo que hemos demostrado (A.21).

12 < ¢ Sea

Para demostrar ahora (A.22), tomemos € en los enteros tal que 36~
nky = 0F. Observemos que (ng —ng_1) — oo. Entonces tomamos n = (ng —mng_1) y

a, = T /\/nk — ng—1 en (A.15), donde x), = (1 — 971) f (ng). Obtenemos que

1 2
P (S”k - Snkq = xk) =P (Snk*nkﬂ > xk) = €Xp _ink_—];"bk—l (1 + ék)
Como
SE2
. 1T (1+&) o (1—67Y)7% (2nyloglogny) (1 + &)
1 = 1
k=0 (1—60"")logk k—oo  2(1—07") (ng —ny_1)logk

—1Y (pk k
— Ym (1—9 )(9 log log )
koo 0F (1—07")logk
=1

’

entonces para k suficientemente grande,
(1+¢&,) <logk.

En tal caso, P (S,, — S

g 2 a:k) > 1. Entonces el segundo lema de Borel-Cantelli nos dice

que

P (Snk — Sy = Tk zv) =1.

Por otro lado, al aplicar (A.21) a (—X,,), , tenemos que con probabilidad uno

-9,

Nk—1

<2f (ng—1) < 20712,
para finitas k. Entonces

S > m — 2072 f (n) > (L —e) f (ng)
por la eleccién de §. Entonces se cumple (A.22). =
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Apéndice B

Teorema del Limite Central Casi

Seguro

El Teorema 3.2, que usamos en el Capitulo 3 para proponer otra definicién de nimeros
normales, es un caso particular de un TLC con convergencia casi segura estudiado por Schatte
[24, Teorema 1]. A continuacién enunciamos dicho teorema y damos las ideas principales de la
demostracion, para la cual se usan la desigualdad de Chebyshev, los lemas de Borel-Cantelli
y la LLI.

En lo que sigue, (X)), serd una sucesién de v.a.ii.d. con media cero y varianza uno,

definidas sobre un espacio de probabilidad arbitrario (2, F, P) y S, = >_;_; X,,. Sea

1 T
) (fﬂ) = \/—2_7.(/ 67t2/2dt

la funcién de distribucién de una variable aleatoria con distribucién normal esténdar.

Teorema B.1 Sea a(x) una funcion real y continua casi sequramente tal que

ja (z)] < e, (B.1)

para algin v < 1/4. Si existe § > 0 tal que B|X;|**°

P []&nio 1og1N ila (%) _ /OO o () dP (m)] _1 (B.2)

n
n=1 o0

, entonces
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B. Teorema del Limite Central Casi Seguro

Demostracién (bosquejo). Primero se demuestra (B.2) para a () = L(_oo,) (7) ¥ X3
con distribucién normal estdndar. Para este paso se usa la desigualdad de Chebyshev y el

primer lema de Borel-Cantelli para mostrar que

) 1 &1 Sh ol
P{]&Eﬂo 05N 2 [1<—°°’u> (%) - ‘DW] - 0} =t

Ahora, para el caso cuando X; no necesariamente tiene distribucién normal estédndar, se usa

un estimador de la diferencia S,, — W,,, donde W,, es la suma de n v.a.i.i.d. con distribucién
normal estdndar.

El siguiente paso es demostrar (B.2) para a (z) = €7*°, con v < 1/4. Como en el paso
anterior, usando la desigualdad de Chebyshev y el primer lema de Borel-Cantelli, més una

aplicacion de la LLI, se demuestra que

1 X1 S? 1
P{ It - Zn) oo | =0b=1
{Nl—rgo log N ;n [exp (7 n) V1 —27] } ’

para el caso en que X; es normal estdndar. Para generalizarlo a X; no necesariamente

normal, se usa nuevamente un estimador de la diferencia S,, — W,, y se aplica nuevamente la
LLI.
Finalmente, por medio de aproximaciones por funciones simples y usando los primeros
dos pasos se llega a que, casi seguramente,
o0

@é%a (%) g/_ 0 (2)d (2) + e.

o0

Reemplazando a (z) por —a () se obtiene el resultado. =
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