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Introduccion

Los procesos de Lévy son una familia de procesos estocdsticos de gran importancia con
muchas aplicaciones, siendo el movimiento browniano, los procesos de Poisson compuestos
y los procesos a-estables los ejemplos més conocidos. Actualmente, los procesos de Lévy
se usan para modelacién en diferentes dreas, tales como finanzas, teorfa de riesgo, teorfa de
colas, fisica, control 6ptimo, etcétera. En Cont y Tankov [8] y Barndorff-Nielsen, Mikosch y
Resnick [2] se pueden encontrar modelos aplicables a estas dreas que ilustran la pertinencia

de los procesos de Levy en este tipo de aplicaciones.

Este trabajo versa sobre la estimacién no paramétrica en procesos de Lévy usando como
herramienta principal a la funcién caracteristica empirica. La funcién caracteristica estd
en correspondencia biyectiva con la funcién de distribucién. La funcién caracteristica em-
pirica tiene varias propiedades que la hacen un buen estimador de la funcién caracteristica
tedrica; por ejemplo, es insesgada, asintéticamente normal y fuertemente consistente, tanto
de manera puntual, como uniformemente, entre otras. Una ventaja adicional de la fun-
cién caracteristica empirica para hacer inferencia sobre procesos de Lévy es que la funcién
caracteristica, a través de la férmula de Lévy-Khintchine, descompone de manera muy ex-
plicita cada proceso de Lévy como la suma de dos procesos de Lévy independientes: un
movimiento browniano con deriva y un proceso de puros saltos. Por otro lado, los proce-
sos de Lévy incluyen algunos ejemplos importantes cuya funcién de distribucién no puede
escribirse analiticamente de una manera sencilla, como es el caso de los procesos de Lévy

a-estables.

En muchas de las aplicaciones mencionadas, es usual que componentes especificas del



proceso de Lévy no sean enteramente conocidas. Cuando esto ocurre, son observaciones del
fenémeno quienes proporcionan informacién al respecto, haciendo evidente la relevancia de la
inferencia estadistica en procesos estocasticos; en particular, de la inferencia no paramétrica,
como se verda mds adelante. La férmula de Lévy-Khintchine indica que todo proceso de Lévy
estd caracterizado por dos parametros reales (de deriva y difusién) y una medida, la medida
de Lévy. En algunos procesos de Lévy, la férmula de Lévy-Khintchine puede caracterizarse
por un nimero finito de pardmetros, como es el caso del movimiento browniano, los procesos
de Poisson, los procesos gama, los procesos gaussianos inversos y los procesos a-estables,

entre otros.

Es deseable hacer inferencias sobre procesos de Lévy a través de la férmula de Lévy-
Khintchine sin asumir que esta puede caracterizarse por un nimero finito de parametros.
Lo anterior ocurre cuando quien desea aplicar un modelo de procesos de Lévy, no cuenta
con conocimiento contextual suficiente para especificar un modelo paramétrico particular;
o bien, cuando se desea hacer un anilisis exploratorio de datos para fines de discernir un
modelo finito paramétrico. A raiz de esto, se motiva la pertinencia o necesidad de estadistica

no paramétrica para estimar esta medida.

La medida de Lévy puede estimarse a través de la medida canoénica de Kolmogorov o
mediante la densidad de Lévy, por las ventajas que estas ofrecen. La medida canénica de
Kolmogorov combina la medida de Lévy con el pardmetro de difusion; esta medida reacomoda
la férmula de Lévy-Khintchine de manera que pueden obtenerse con facilidad el primer y el
segundo momento, ademds de que es una medida finita, a diferencia de la medida de Lévy,
que no necesariamente lo es. La densidad de Lévy se obtiene al asumir que la medida de
Lévy es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. Cuando existe la
densidad de Lévy, pueden usarse métodos de estimacion tipo kernel. Por otro lado, la forma
de la densidad de Lévy proporciona mas informacién acerca de la distribucién de los saltos
que la medida de Lévy, pues a través de esta puede observarse dénde se concentran més los

saltos de un proceso de Lévy.

Cuando se observa un proceso de Lévy discreta y equidistantemente, la estimaciéon no



paramétrica es fundamentalmente tratada en la literatura con dos enfoques diferentes de
estimacién, dependiendo de la disponibilidad de datos. Uno de ellos es la llamada frecuencia
alta de observacion, que es cuando se considera que los saltos y la parte de difusién pueden
observarse directamente de la muestra. Por otro lado, se considera que se tiene una frecuen-
cia baja de observaciones cuando la distancia de observaciones no tiende a cero e incluso
asintéticamente, los saltos y la parte de difusién no pueden observarse. Estudios de esti-
macion con frecuencia alta de datos pueden encontrarse en Figueroa y Houdré [16], Figueroa

[15] y Comte y Genon-Catalot [7].

Hay dos objetivos principales en este trabajo. El primero de ellos es hacer una resena
y estudio cualitativo de los trabajos en los que se estima la medida de Lévy bajo ciertas
condiciones, y proponer un método de construcciéon de bandas de confianza para la medida
de Lévy. Estas condiciones son: que la estimacion sea no paramétrica, a través de la funcién
caracterfstica empirica, con muestreo discreto equidistante asumiendo baja frecuencia de
datos; no restringir a que el proceso sea unicamente de saltos o difusién y pidiendo que el
proceso sea de actividad finita, y tenga al menos segundo momento finito. En concreto,
se hace una revisiéon de los trabajos de los tltimos 8 anos que realizan la estimacion de la
medida de Lévy con las condiciones de modelaciéon mencionadas arriba; estos son de Watteel
y Kulperger [29], Neumann y Reiss [26] y Kappus y Reiss [24], quienes estiman la medida
de Lévy a través de la medida canénica de Kolmogorov, y Gugushvili [19] y [20], donde se
estima la medida de Lévy mediante la densidad de Lévy. La justificacién de proponer bandas
de confianza es que en la literatura se ha encontrado que se da preferencia a estimadores
puntuales y serfa muy interesante complementar las inferencias acerca de la medida de Lévy,
que no es un parametro real, sino una funcién; con ello se obtendria una mejor descripcién
de los saltos del proceso de Lévy. La discusion que se realiza tiene que ver con las diferencias
en los supuestos, que implican diferencias importantes en la modelacién; por ejemplo, en [19]
y [20] se asume que el nimero esperado de saltos por unidad es finito y, en cambio, [29], [26]
y [24] hacen condiciones fuertes sobre los momentos del proceso, que implican que las colas

no pueden ser muy pesadas.



El segundo objetivo es dar una propuesta de estimador para la medida de Lévy bajo los
mismos supuestos que los trabajos de estudio y que sea facil de calcular e implementar. La
razon de esto es que el célculo de los estimadores propuestos en los trabajos considerados
es computacionalmente intrincado y lento, por lo que es relevante saber si un estimador que
es mds simple es capaz de tener un buen desempeno. Especificamente, en este trabajo se
hace una propuesta de un estimador de momentos para la medida de Lévy, a través de la

“parametriza”’ la medida candénica

medida canénica de Kolmogorov; para conseguir esto, se
de Kolmogorov usando la descomposiciéon en ondiculas de Haar, luego se igualan la funcién
caracterfstica y su versiéon empirica en diferentes puntos. Puede entenderse este estimador
haciendo analogia con uno tipo sieves, el cual fue propuesto por Grenander [18] en 1981 y
usado por Figueroa [15] para estimar la densidad de Lévy. Grosso modo, este método consiste
en aproximar una funcién por el mejor elemento de alguna familia de modelos paramétricos
lineales de dimensién finita, que pueden volverse mds y mdas complejos en tanto aumenta
la cantidad de datos. Al usar la descomposicién de Haar, lo que se obtiene al igualar
la funcién caracterfstica con su versiéon empirica, es un sistema de ecuaciones del cual no
es dificil calcular una solucién. Por su similitud al concepto de igualar versiones tedricas
paramétricas con versiones empiricas para establecer un sistema de ecuaciones a resolver,

este método serd referido en este trabajo (asf como se hace en parte de la literatura, por

ejemplo, en Feuerverger y McDunnough [12] y [13]) como el “método de momentos”.

Debido a inconvenientes en la implementacién, en este trabajo se plantea sustituir la base
de ondiculas de Haar por otro modelo lineal de dimensién finita que consiste en aproximar
la medida canénica de Kolmogorov por una medida compuesta tinicamente de saltos en un
reticula especificada. Los resultados obtenidos establecen el potencial de este modelo lineal
como otra alternativa de estimacién con ventajas de implementacion y plantean algunos

trabajos futuros.

La estructura de este trabajo es la siguiente: En el Capitulo 1 se introducen los procesos
de Lévy y la férmula de Lévy-Khintchine, ademds de la funcién caracteristica empirica y sus

propiedades como estimador de la funcién caracteristica, con algunos ejemplos de estimacion
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para el caso de un proceso de Lévy caracterizado por un nimero finito de pardametros. Los
Capitulos 2 y 3 resenan los trabajos que estiman la medida de Lévy a través de la medida
canoénica de Kolmogorov y a través de la densidad de Lévy, respectivamente. En el Capitulo
4 se estudian las diferencias de supuestos y modelacién entre los trabajos considerados en
los Capitulos 2 y 3. En el Capitulo 5 se hace una propuesta para estimar la medida de Lévy
con un método sieves basado en momentos. En el Capitulo 6 se discute la implementacién
de los estimadores propuestos en los trabajos que se estudiaron en los capitulos previos; se
hacen comentarios sobre la implementacion del estimador que se propone en el Capitulo 5; se
implementa el estimador tipo sieves basado en momentos, sustituyendo la base de ondiculas
de Haar por otro modelo lineal, y se sugieren bandas de confianza para los estimadores de
la medida de Lévy, usando el método bootstrap. Con el fin de que la lectura de este trabajo
sea autocontenida y fluida, se agregan dos apéndices. En el primero de ellos se enuncian
las propiedades més relevantes de los procesos de Lévy. En el segundo apéndice se hace un
compendio de resultados varios que seran utilizados a lo largo del trabajo como son la base

de ondiculas de Haar y algunos resultados de funciones caracteristicas.






Capitulo 1

Preliminares

La férmula de Lévy-Khintchine muestra, a través de la funcién caracteristica, cémo un pro-
ceso de Lévy estd descrito por dos pardametros reales y una medida. Es por lo anterior que
la funcién caracteristica empirica emerge como herramienta natural en las inferencias sobre
procesos de Lévy. En este capitulo se introducen los procesos de Lévy y la férmula de Lévy-
Khintchine. También se enuncian algunas de las propiedades de la funcién caracteristica
empirica como estimador de la funcién caracteristica, por ejemplo que es insesgada, asin-
téticamente normal y fuertemente consistente, tanto puntual, como uniformemente, entre
otras; ademds se muestran algunos donde la funcién caracteristica empirica puede usarse

para estimar una cantidad finita de parametros.

1.1 Procesos de Lévy y féormula de Lévy-Khintchine

En esta seccién se introducen los procesos de Lévy y la férmula de Lévy-Khintchine, que
serdn usados a lo largo de este trabajo. Para una descripcién més completa y con ejemplos de
procesos de Lévy, se sugiere al lector ir al Apéndice A, asi como a las referencias bibliogréficas

allf descritas.

Definicién 1.1 Un proceso de Lévy {X;, t > 0} es aquel que satisface las siguientes condi-

ciones:



1.1. Procesos de Lévy y férmula de Lévy-Khintchine

(1) Tiene incrementos independientes: Para todos 0 < tg <ty < --- < t,, las v.a. Xy, —

Xigy -y Xy, — Xy, son independientes.
g . . . . L
(17) Tiene incrementos estacionarios: Para todosty < ti, se cumple que Xy, —Xyy = Xpy -

(7i1) Tiene trayectorias continuas a la derecha con limites a la izquierda (cadlag), casi se-

guramente.
(iv) Xo =0, casi sequramente.

La representacién de Lévy-Khitnchine es una manera cldsica de escribir el exponente
caracterfstico, es decir, el logaritmo de la funcién caracteristica de un proceso de Lévy
{Xi, t >0} en algin ¢ fijo. La variable ¢ puede interpretarse como el tiempo en que el
proceso de Lévy es observado. Existen otras maneras de escribir el exponente caracteristico,
usadas en algunos de los trabajos que aqui se estudian, y que son descritas en la Seccién A 4.

Es bien conocido que la funcién caracteristica de un proceso de Lévy {X;, t > 0}

puede escribirse de la forma

©, (U) — EeiuXt _ et@(u))
donde ¥ se define como

2

U (u) = iub — %u2 + / [ — 1 — iuzlyy<yy] v (dz), Yue€eR, (1.1)

y v es una medida en R que no carga cero (i.e., v ({0}) = 0) y cumple

/ (2 A1) v (de) < oc. (1.2)

La funcién ¥ se conoce como exponente caracteristico o funcién cumulante y la ex-
presién en (1.1) se conoce como férmula de Lévy-Khintchine. La medida v recibe el
nombre de medida de Lévy o medida de saltos, la constante b se conoce como término

2 como término browniano, de difusién o de

de deriva y la constante no negativa o
volatilidad. Cuando existe una funcién p : R — R, tal que v (dz) = p (z)dz (es decir, v es

absolutamente continua, con respecto a la medida de Lebesgue), esta es llamada densidad
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1.1. Procesos de Lévy y férmula de Lévy-Khintchine

de Lévy. Note que la funcién no negativa p, no necesariamente es densidad de probabil-
idad, pues su integral podria ser infinita o no integrar a uno; esto constituye un abuso de

nomenclatura al llamar “densidad” a p.

Como puede constatarse en el Apéndice A, cada proceso de Lévy se descompone como
imiento browni deri 4 d ltos. Los términos b y o?
un movimiento browniano con deriva mas un proceso de puros saltos. Los términos b y o
son la deriva y la varianza del movimiento browniano, mientras que la medida de Lévy, v,

describe el comportamiento de los saltos.

Por otro lado, cada terna (b,0% v) con b € R, 0? € R, y v medida que no carga cero y
satisface (1.2), determina un tinico proceso de Lévy cuyo exponente caracteristico estd dado
por (1.1). Observe que b y 02 son pardmetros reales, mientras que la medida de Lévy, v, es

de dimension infinita.

En la siguiente seccién se explican razones por las cuales la funcién caracteristica empirica
es un estimador trascendental de la funcién caracteristica. En la literatura que aqui se
considera, usando la funcién caracteristica empirica se estima la medida de Lévy a través de

la llamada medida canénica de Kolmogorov o a través de la densidad de Lévy.

Cuando existe el segundo momento del proceso de Lévy, la medida de Lévy puede com-
binarse con el término de difusién a través de la llamada forma canénica de Kolmogorov. A
través de esta pueden recuperarse la medida de Lévy y el término de difusion. La medida
canénica de Kolmogorov tiene la ventaja de ser una medida finita, a diferencia de v, que
no necesariamente lo es. Al trabajar con esta medida, el exponente caracteristico toma una
forma muy especial con cierta interpretacién. En el Capitulo 2 se describe mds detallada-
mente la medida de Kolmogorov, asi como los trabajos que hacen uso de ella para estimar

V.

La existencia de la densidad de Lévy es un supuesto deseable cuando se quiere modelar
usando un proceso de Lévy. En efecto, al estimar v a través de la densidad de Lévy, se tiene
la posibilidad usar técnicas similares a la del kernel de estimacion, que es exactamente a lo
que se recurre en Gugushvili [19] y [20]. El Capitulo 3 versa sobre la estimacién de la medida

de Lévy a través de su densidad y de la descripcion de los trabajos [19] y [20].
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1.2. Funcién caracteristica empirica

1.2 Funcién caracteristica empirica

La funcién caracteristica empirica es una herramienta que puede usarse para fines de esti-
macién de pardmetros; por ejemplo, cuando no se conoce una forma cerrada para la densidad
de probabilidad (y por ende, tampoco para la funcién de verosimilitud). La funcién carac-
terfstica tiene varias propiedades que la hace conveniente; por ejemplo, se comporta bien
ante cambios de localizacion y escala, sumas de variables aleatorias independientes y ademas
estd en correspondencia biyectiva con la funcién de distribucién.

En esta seccién se dan algunas propiedades asintéticas de la funcién caracteristica em-
pirica que motivan su uso para la estimaciéon de la medida de Lévy. Los resultados que aquf
se presentan, han sido tomados de Feuerverger y Mureika [11], Feuerverger y McDunnough
[12] y [13] y Prakasa Rao [27] (Cap. 8), quien a su vez menciona los resultados mas relevantes
de funciones caracteristicas empiricas.

Considere una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

{Y,, n > 1}, con funcién de distribucién comin F'y funcién caracteristica

o (t) = /emF (dz) .

La funcién caracteristica empirica de las primeras n variables aleatorias es

1 e .
o, () =— i
©, (t) ”;:16

Como estimador para ¢, la funcién caracteristica empirica tiene varias propiedades prove-
chosas. De la definicién de funcién caracteristica se sigue que p, es insesgado para ¢, es
decir, para cada t > 0,

B, (t) = ¢ (t).
Ademis de esta propiedad de insesgamiento, la funcién caracteristica empirica es consistente
de diversas maneras, como a continuacién se explica.

Se sabe, por la Ley Fuerte de Grandes Numeros, que para cada t > 0,

Pn (t) = @ (1), cs.,

10



1.2. Funcién caracteristica empirica

es decir, §, es un estimador fuertemente consistente para ¢, en el sentido puntual. Sin
embargo, en [27] se resumen resultados més generales que muestran que esta propiedad pun-
tual no sélo es vélida localmente, sino también en forma funcional. La siguiente proposicién
resume estos resultados. La parte (a) indica que la convergencia es uniforme sobre interva-
los finitos; la parte (b), que la convergencia es uniforme sobre toda la recta real, siempre y
cuando la funcién de distribucion sea discreta; la parte (¢), que la convergencia es uniforme
sobre intervalos que van creciendo a cierta tasa, y la parte (d), una manera en que, bajo
una nocién de norma LP, la funcién caracteristica empirica puede converger a la funcién

caracteristica.

Proposition 1.1 Para la funcidn caracteristica empirica, p,, son vdlidas las siguientes

afirmaciones:
(a) Para 0 <T < o0, se tiene que

lim sup |, (t) — ¢ (t)| =0, c.s.

(b) Si F es discreta, entonces

lim sup |, (t) — ¢ (t)| =0, c.s.

n—00 teR

(c) SiT,=o (\/n/ log log n), entonces

lim sup |, (t) — ¢ (t)| =0, c.s.

(d) SiT,=o0 (np/Q), para 0 < p < 2, entonces se cumple la convergencia en probabilidad,

/0 1B () — o (P dt — 0.

n—oo
Defina ahora el proceso caracteristico como

G () =Vn[,(t) —¢ ()], teR.

11



1.2. Funcién caracteristica empirica

Observe que

B¢, (t) =0y E[(, (t1)(, (t2)] = v (t1 +t2) — @ (t1) ¢ (t2),

para todos t,t1,t5 € R. Sea ademds ( un proceso complejo gaussiano, con media cero y la
misma estructura de covarianza que (,,.

Por el Teorema de Limite Central Multivariado se tiene que para cada t € R, ¢, (t) N
¢ (t). M4s atin, se cuenta con el siguiente resultado acerca de la convergencia débil de ¢, al

proceso gaussiano complejo (.
Proposition 1.2 El proceso C,, (t) converge débilmente a ( (t), sobre intervalos finitos.

A continuacién se describen algunos métodos de estimacion de pardmetros usando la
funcién caracteristica empirica; existen otros que no se mencionan (ver Feuerverger y Mc-
Dunnough [13]). Aunque aqui no se discute, la funcién caracteristica empirica puede ser
usada también para construir pruebas de bondad de ajuste (ver Rao [27]) y pruebas de
simetria (ver Feuerverger y McDunnough [11]), ya sea alrededor del origen o en algin punto
no especificado. Los tres métodos que aqui se describen, son aplicables a familias caracteri-
zadas por un numero finito de pardmetros en un conjunto ©® C RP. Asi pues, en el resto de
esta seccién se considera una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas, {Y,,, n > 1}, con funcién caracteristica ¢ (t,0), para § € © C RP.

1.2.1 Estimador de minima distancia

El estimador que se describe aqui estd basado en el error cuadrédtico integrado, como el
titulo lo sugiere. Bajo ciertas condiciones, tal estimador es asintéticamente normal; su

demostracién pueden encontrarse en Rao [27].

Definicién 1.2 Un estadistico @L = /H\n (Y1,...,Y,) se dice un estimador de error cua-

tratico integrado con funcion de peso G (+) si minimiza

LO) = [17.0) - ¢ (:0) G ().
La funcion G se asume creciente y de variacion total uno.
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1.2. Funcién caracteristica empirica

A continuacién se enuncian supuestos para demostrar la asintoticidad normal de @,
los cuales coinciden con los supuestos usuales que los llamados M-estimadores para ser
asintéticamente normales (ver Huber [22]).

Supuestos de regularidad:

1. (Identificabilidad) 0, = 0 si y sélo si Py, = F,, donde Py, es la medida de probabilidad

correspondiente a la funcién caracteristica ¢ (¢, 6).
2. I,,(0) es dos veces diferenciable con respecto a 6.

3. Sisedefinen U (t,0) = Rep (t,0) y V (t,0) = Im ¢ (t,0), entonces para [,m =1,...,p,
U (t,0) /90,00, y 0*V (t,0) /06,00,,, son simulténeamente continuas en ¢ y 6 y uni-

formemente acotadas por una funcién G—integrable.

4. (Z(9)),,, = -E [W} < 00, donde f (z,0) es la densidad de Y;.

5. SiA(0) = [|¢ (t,0))* G (dt), entonces 0 < A () < oo.

Teorema 1.3 Asuma las condiciones 1-5 y defina

K (z,0) / lcostz — U (£,0)] %G(d@ + / sentz — V (£, 0)] %G(dt).
Entonces existe una raiz 6, de la ecuacion I, (0) = 0, la cual es fuertemente consistente;
ademds, si 0y es el verdadero valor del parametro, entonces

var K (Y1, 90))

NS @ — 90) £ N, (0, T

1.2.2 Procedimiento k-L

Este es un método asintético de maxima verosimilitud, basado en observaciones de la funcién
caracteristica empirica en k puntos fijos t1,...,%, que no varfan con n, el tamano de la
muestra. Su nombre hace alusion a estos k£ puntos y a la palabra “verosimilitud” en inglés

(likelihood). Este método es propuesto en Feuerverger y McDunnough [12] y consiste en
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1.2. Funcién caracteristica empirica

aproximar normalmente la logverosimilitud de las partes real e imaginaria de la funcién
caracteristica empirica.

Definanse los vectores 2y y z,, de dimensién 2k, tales que

Rey (1) Re, (t1)
Reop(t Re® (t
- o (tr) N P, (tr) ‘ (1.3)
Im ¢ (1) Im @, (t1)
Im o (t1,) Im®,, (tx)

Ademds defina (" =var(z,). Se asume que 6y es el verdadero valor del pardmetro y se
encuentra en algiin conjunto abierto y convexo. También se asume que la funcién de dis-
tribucién de las observaciones, tiene densidad.

Por la Proposicién 1.2, se obtiene que
—klogdet ™ — n (2, — zp)" (E("))fl (zn — 28) s

es una aproximacion a la logverosimilitud. Esto sugiere una estimaciéon minimizando sobre

la funcién
Ly (0) :==n (2, — 20)" (2(”))_1 (zn — 2p) -
Se tiene que existe 0., que es una raiz asintética de la funcién 0l, (0) /00 y ademads es

consistente para #y. Ademads, 0, es asintéticamente normal con media 6 y varianza asintética

(aa_ig) (£) ! (%Lg) | (1.4)

evaluado en 6.

1.2.3 Estimador de momentos

El método que aqui se describe, se propone en [12]. La idea es igualar la parte real y la
parte imaginaria de la funcién caracteristica con su contraparte empirica, evaluandolas en k

diferentes puntos, t1, ..., %, que no varfan con n, el tamano de la muestra.
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1.2. Funcién caracteristica empirica

Sean z y 2, como en (1.3) y ¥(™ =var(z,). Considere la ecuacién
DT (2, — 2z) = 0, (1.5)
donde D es una matriz de tamano 2k x p definida como

-1 0z
D= (™) &Ti.

Si 0, es una raiz consistente de (1.5), entonces se demuestra que 6,, es asintéticamente normal

con media 6 y varianza asintética

azg (n) -1 azg
(W) () (% 7

evaluado en 6y, el verdadero valor de 6. Por lo tanto, este método y el estimador del

procedimiento k-L son asintéticamente equivalentes.
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Capitulo 2

Estimacion de la medida canonica de

Kolmogorov

La medida de Lévy puede estimarse a través de la medida canénica de Kolmogorov, por las
ventajas que esta tltima ofrece. La medida canénica de Kolmogorov se obtiene combinando
la medida de Lévy con el término de difusion; para definirse, se requiere la existencia del
segundo momento del proceso de Lévy. Con esta medida se reacomoda la férmula de Lévy-
Khintchine de manera que pueden obtenerse con facilidad el primer y el segundo momento,
ademads de que es una medida finita, a diferencia de la medida de Lévy, que no necesariamente

lo es.

En este capitulo se introduce la medida canénica de Kolmogorov y se hace una descripcién
de los trabajos que la estiman de manera no paramétrica, a través de la funcién caracteris-
tica empirica, con muestreo discreto equidistante asumiendo baja frecuencia de datos, sin
restringir a que el proceso sea tinicamente de saltos o difusién. Estos trabajos son de Watteel
y Kulperger [29], Neumann y Reiss [26] y Kappus y Reiss [24]; el primero usa inversién de

Fourier y los ultimos dos, un criterio de minima distancia a la funcién caracteristica empirica.

El esquema de observacién es discreto y uniforme, es decir, un proceso de Lévy { Xy, t > 0}

se observa en los puntos A, 2A, ..., nA. La medida canénica de Kolmogorov, v,, se define
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2.1. Con inversion de Fourier

CcOomo

Ve (dz) = 0260 (dw) + 2%v (dx),

donde 02 y v son el pardmetro de difusién y la medida de Lévy del proceso {X;, t > 0},
respectivamente. Dado que el proceso tiene segundo momento (y por ende v), se tiene que
la medida v, es finita.

Con esta medida, el exponente caracteristico (1.1), se escribe para cada u € R como

U (u) = iup -+ / £ T (da), (2.1)

12

donde p1 = b+ f| zv(dz) y el integrando en (2.1) se define continuamente en z = 0, es

z|>1
decir, ‘
et — 1 — jux ol
x? =0 2
Ademds se cumple que p es la media del proceso y EX? = v, (R). El término f\z\zl zv(dx)

es finito debido a la existencia del segundo momento.

La transformada de Fourier de la medida canénica de Komogorov, Fv,, puede expresarse
en términos de la funcién caracteristica o en términos de la segunda derivada del exponente
caracteristico, como a continuacién se describe. Si ¢ es la funcién caracteristica al tiempo 1
y U el exponente caracteristico, entonces se cumple que

() = Fry () = { EACIEAC } | 2.

¢ (u) w (u)

Esta férmula es usada en Watteel y Kulperger [29], Neumann y Reiss [26], Kappus y Reiss

[24] y Gugushvili [19] para formular sus propuestas de estimacion.

2.1 Con inversion de Fourier

El trabajo que aqui se describe es de Watteel y Kulperger [29], publicado en 2003. A grandes
rasgos, estima para variables aleatorias infinitamente divisibles en L2, la medida canénica de
Kolmogorov, v,. El método de estimacion que usa es expresar la transformada de Fourier de

v, en términos de la funcién caracteristica y luego sustituir esta por la funcién caracteristica
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2.1. Con inversion de Fourier

empirica en la férmula de inversién de Fourier. Posteriormente se muestra la asintoticidad
normal de este estimador sobre intervalos; para ello se asume la existencia del momento
5+ ¢, para alguna 0 > 0. Finalmente se consideran algunos aspectos de implementacion y
se calculan bandas de confianza; esta tltima parte se discutird en el Capitulo 6. Aunque
en este articulo no se hace referencia a los procesos de Lévy, es claro que el articulo puede
entenderse como estimacién de las caracteristicas de un proceso de Lévy con esquema de
observacion discreto y equidistante, es decir, A = 1.

Usando el teorema de inversién B.2 y la férmula (2.2), se tiene que para —oo < a < b < 00,

v ([a,8]) = lim — / s - G (W Wl ¢ (“)> du. (2.3)

S—002m J_g @ (u) o (u)

El estimador que se propone es el obtenido al sustituir en (2.3) la funcién caracteristica,

v, por la funcién caracteristica empirica, p,. Esto es,

R 1 S e—iau _ e—ibu R . o
s (0 ) = 5= [ ) B @) B ) A )

2
donde h (vy, vy, v3) = Z—% -
Siguiendo [29], se muestra que el estimador v, , s ([a,b]) de v, ([a, b]) es asintSticamente
normal. Para esto se asume

E|X; )" < oo,

para algin ¢ > 0.
Expandiendo el término % (,, (v), @, (u), P, (u)) en (2.4) a través de su serie de Taylor
alrededor de h (¢ (u), ¢’ (u),¢" (u)), se obtiene que

P (u) — ¢ (u)

b (B 00,54 (0 B @) = ko o) ) @)+ (50 ) | B ) [ +or (=),

AN

donde op (\%) es el residuo de la expansién de Taylor.

Para j = 0, 1,2, defina ¢ (u) = /n (@53) (u) — oU) (u)) Se obtiene que BE¢Y) (u) =0y

Cor [(8 (1) ¢ (1)] = 99 (11 + 1) = 2 (1) ® (),

19



2.1. Con inversion de Fourier

para todas j, k € {0,1,2} y uy,us € R.
El siguiente resultado afirma que el estimador de la medida v,, U, g, es asintéticamente
normal con una varianza engorrosa. Puede verse también la relacién de este teorema con la

Proposicién (1.2).

Teorema 2.1 Sea I' = {u: |u| < S}, S > 0, una vecindad donde @, # 0. Asuma que

E |Xj|5+(S < 00, para algin 6 > 0. Entonces si se define

S g—iau _ p—ibu "(u 2 " (u
vas(fat)i= - [ (“””i —“>>du,

o 27T s

se tiene que

iau eibu

V7 Dams ([0:8]) = vos ([0, )} = — / T B () — o (u)} du,

27 X

G (s,u)dwsdw,, donde

es asintoticamente normal con media cero y varianza f|s| <S f‘

dw, = (2miu) " (e'ev — e dt y G se define como

ul<s

G (ury) = lim E [@n (U1)3m39n (u17u2)]
e o ()’ (u2)3 ’
Cp (ua) ¢, (ug)
ot =4 (52) | G |04 (55) | cnom
(1) ¢ (us)

Teorema 2.2 Si una variable aleatoria infinitamente divisible tiene varianza finita, entonces

(A7) S—oo

—1 —iau __ ,—ibu
lfm — / C % ¥(wdu — 0.
S<|t|<R

El Teorema 2.2 junto con el Teorema 2.1, indican que 7, , s aproxima bien v, si S y n

son suficientemente grandes.
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2.2. Con minima distancia a la funcién caracteristica empirica

2.2 Con minima distancia a la funcién caracteristica
empirica

En esta seccion se describe el estimador para la medida canénica de Kolmogorov propuesto en
Neumann y Reiss ([26]), publicado en 2009. Se observa discreta y uniformemente un proceso
de Lévy en los puntos 1,2,...,n (es decir, A = 1). Se estiman p y la medida canénica de
Kolmogorov mediante un criterio de minima distancia a la funcién caracterfstica empirica.
Posteriormente se calculan tasas éptimas de convergencia cuando n — oo y se muestra un
ejemplo para el cual implementan y aplican su método, mas esta ultima parte se discute en
el Capitulo 6, que aborda el cémputo de los estimadores.

Primero se proponen estimadores fuertemente consistentes para cualquier métrica que
satisfaga un par de condiciones generales, sin asumir la existencia siquiera de momentos.
Para esto, los autores del trabajo usan una forma equivalente del exponente caracteristico
(1.1), la cual surge de usar la funcién de centro ¢ (z) = 1/ (1 + 2?). También es importante
la equivalencia

2

/(1Ax2)y(dx)<oosiysélosi /11: v (dz) < oc.

+ 22

Entonces el exponente caracteristico se escribe como

| . ‘
W(U)ziub—502u2+/ {e’“‘”—l— e }V(dx),

con v una medida en R que no carga cero y cumple

/ T () < oo (2.5)

1+ 22

Se introduce la medida finita 7, como

Uy (dx) = 026 (d) + v (dx).

1+2x

Esto permite reescribir el exponente caracteristico como

21



2.2. Con minima distancia a la funcién caracteristica empirica

(e —1) (1 +2?%) — iua:pa (o).

U (u) :iub—l—/ =

extendiendo continuamente en z = 0 en el integrando, por lo que

(e — 1) (1 + 2?) — iux
2

Z =0

Asi pues, para una métrica apropiada d, se tratan de definir b, 7, de manera que

d(@mSO(';ab\a)) - _ inf d(@n7¢(7g7§0>> )
bER, Ty EM(R)
donde M (R) es la clase de medidas finitas en R. Como no se puede garantizar que el infimo

se alcanza en la férmula anterior, se toma una sucesién (9,,), que converja a ceroy b, y Vs,

tales que

d <@n, © < ;E,Ea,n)) < inf (R)d (@n, © ( ;g, 5(,)) + 0y, (2.6)

beR, T, €M
Es importante senalar que los estimadores /l_)\n y ﬁm, obtenidos en (2.6) no necesariamente
son uinicos.
Para la métrica d se asumen dos condiciones que permitirdn demostrar la consistencia de

los estimadores que satisfagan (2.6). Se supone que

lim d(%,,¢) =0, b5

n—oo

— casi seguramente (2.7)

7170'

y ademads

lim d (QO ( ;Em Do,n) 7@) =0 (28)

n—oo

t

t
= lim ¢ (u;bn, Vo) du = / ¢ (u) du, Vs, t € R.

Un ejemplo de tal métrica, es la norma L? (R) ponderada por una funcién integrable. La
condicién (2.7) se obtiene a partir del Teorema de Convergencia Dominada y la condicién
(2.8) es inmediata.

Los estimadores en (2.6) son fuertemente consistentes. Esto se sigue del Teorema A.3 y

de las condiciones sobre la distancia.
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2.2. Con minima distancia a la funcién caracteristica empirica

Teorema 2.3 Si la distancia d satisface las propiedades (2.7) y (2.8), entonces los esti-
madores de minima distancia <5n,§a7n> son fuertemente consistentes, es decir, con Py -
probabilidad 1 se tiene que

~

b, — b Y 507n:>ﬂg.

Finalmente, se demuestra que para una métrica en particular se pueden obtener tasas de
convergencia éptimas, definiendo una distancia para medidas finitas, que a continuacién se
especifica. A partir de aqui se supone la existencia del momento 4 + §, para algin § > 0.
Ademds, en lugar de estimar 7, y b, se estiman p y la medida canénica de Kolmogorov.

La forma de medir la desviacién entre v, y algin estimador v, , en este articulo es a

través de la siguiente norma, que es similar a la norma supremo,

@@mu%>=mm{L/f&aw—/}d%

o {rs fas s wlans ).

:fEE},

donde

La funcién Ff corresponde a la transformada de Fourier de la funcién f. Puede verse que
la clase F estd conformada por funciones uniformemente acotadas y equicontinuas. La
consistencia con respecto a la convergencia débil implica [ (v, ,v,) — 0. Se menciona que

de acuerdo al andlisis de Fourier, pedir que f € F; es un poco mds fuerte que pedir que

f e C? con | f

cs < 1, para una norma adecuada de C°.

La métrica que se usa para calcular tasas de convergencia y que ademads satisface las

condiciones (2.7) y (2.8) es

Www@:fjww—ﬁﬂ\ ,
k=0

Locw
donde |||, ,, €s la norma L*> ponderada por la funcién de peso w, es decir,
6]l oy = sUP @ (u) w (w)] .
u€R
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2.2. Con minima distancia a la funcién caracteristica empirica

De esta forma los estimadores de v, y 1, Vg, ¥ I, Tespectivamente se definen como aquellos

que cumplen

d? (5 T Ten)) < inf  d? (5 L T)) + 6,
(B0 (3l Vo)) < . (B0 (311, 70)) 7

con 6, = O (n_l/ 2). Pese a que se estiman la medida canénica y u, a diferencia de 7, y
b (como en (2.6)), puede demostrarse que el Teorema 2.3 es vélido para 7i y ¥,, es decir,
son fuertemente consistentes. El uso de una norma que involucra las segundas derivadas se
debe a la relacién entre la primera y la segunda derivada de la funcién caracteristica con la
medida de Lévy, como a continuacién se menciona.

Heuristicamente, mientras més répido converja a cero |¢| en los extremos, méds complicado
serd estimar v,, debido a la férmula (2.2). Se consideran entonces tres casos particulares de

decaimiento en la funcién caracteristica para calcular las tasas de convergencia:

(a) Con parte gaussiana. Cuando tienen término de difusién, es decir, 0% > 0.

(b) Con decaimiento exponencial. La funcién caracteristica decae a lo mds exponencial-

mente, es decir, existe o > 0 tal que

Relogp (u) > —a|u|, para todou € R.

(¢) Decaimiento polinomial de orden /3. Para algunos > 0y C > 0, se tiene que

lp(u)| > C (1 +]ul)™, paratoda u € R.

Los siguientes dos teoremas muestran que los estimadores U, ,,, y [i,, son 6ptimos; el primer
teorema da cotas superiores de convergencia y el segundo muestra que dichas cotas también

son cotas inferiores en algin sentido, es decir, las tasas de convergencia son éptimas.

Teorema 2.4 Sea w : R — R definida como w(u) = (log(e+ |u]))™*77, donde ~ es

cualquier nimero positivo. Los estimadores 1i,, Y UV, satisfacen las siguientes condiciones

Eu,ua |:u - //Jn| =0 (n_1/2) :
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2.2. Con minima distancia a la funcién caracteristica empirica

Ademds, para cualquier s > 0,

N 1 (14+u)*"*
ls Wom V) =0p,, | —= su _ ,
o Vo) = O (ﬁuemféﬂ]{w<u>|¢<u>|})

1 2, -1/2
U,=mfu>0: (L+u)'n >1,.
w (u) [ (u; b, v, )|

donde

Para los casos especiales a considerar, se tiene que las tasas respectivas de convergencia

en P, , -probabilidad son:

(a) Parte exponencial, (logn) /2.

(b) Decaimiento exponencial, (logn) ".

s/B
(¢) Decaimiento polinomial de orden 8 >0, |(logn)"/*™ n*1/2] v nl2,

El siguiente teorema demuestra que las tasas de convergencia calculadas en el Teorema

(2.4) para los casos especiales (a), (b) y (¢); son 6ptimas.

Teorema 2.5 Para K y K > 0 suficientemente grandes y para cualesquiera o >0 y 3 >0

se definen las siguientes clases de medidas v, :

A (K,0) = {vo e MR): v, (R) < K} (0>0),
Ap (K,a) = {vo e M(R): v, (R) < K, Re(logy (u)) > —aul} (0=0),
Aw (K. K. B) = {uo e MR): v, (R) <K, |o@)|> K1+ |u|)*ﬂ} (0 =0).

Entonces para algin b € R y para cualquier s > 0 se obtienen las siguientes tasas inferiores

de convergencia, donde U, ,, denota cualquier estimador de v, basado en n observaciones.
(a) Existe € > 0 tal que

lS NO' ny ~“o
liminfinf sup P,,, (V—_Z/g >e | >0.
N0 Voun vy €Ay (Cro) (logn)
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2.3. Con minima distancia a la funcién caracteristica empirica considerando la frecuencia
de observacion

(b) Existe € > 0 tal que

ZS NO' ny ~o
liminfinf sup P,,, ((V—:) > 8) > 0.
=00 Voun yy €A gy (Cror) (IOg n)

(c) Existe € > 0 tal que

ls Wy, Vo)
liminfinf  sup P, <_— > a> > 0.
n—00 Vg n VGG.A(C)(C,C_',Q) n (S/2B)/\(1/2)

2.3 Con minima distancia a la funcidn caracteristica

empirica considerando la frecuencia de observacién

Se describe el estimador para la medida canénica de Kolmogorov propuesto en Kappus y
Reiss [24], publicado en 2010. Se observa un proceso de Lévy cada A unidades de tiempo
hasta un tiempo 7'. De manera similar a Neumann y Reiss [26], se construye un estimador
de minima distancia para el término de deriva y la medida canénica de Kolmogorov. Se
construyen ademds tasas éptimas de convergencia para estos, simultdneamente en A y 7',
conforme A — 0y T — oc.

Un proceso de Lévy (X, t > 0) se observa en n puntos equidistantes A,... ,nA =T. La

funcién caracteristica de XA tiene la forma

wXa AV (u)

oa (u) =Ee =e :

donde W es el exponente caracteristico W. Se asumird a lo largo de la seccién que X tiene
momentos de orden 4 + §, para alguna 6 > 0. La funcién caracteristica empirica se escribe

CcOo1mo
n

®A,T (U) = l Z €iu(XkA7X(k—1)A>‘

n
k=1

Para la construccién de la métrica se consideran no sélo la funcién caracteristica, sino

también sus derivadas. Esto debido a la férmula (2.2), que seniala la relacién entre la trans-

formada de Fourier y la segunda derivada de la funcién caracteristica empirica. Involucrando
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2.3. Con minima distancia a la funcién caracteristica empirica considerando la frecuencia
de observacion

la frecuencia de observacion, se obtiene

B EROAO
Fro() =3 (wA @ o (u)) | 29)

Para obtener un estimador con tasa 6ptima para T — oo con distancia arbitraria de
observacion A, la eleccién apropiada de una métrica tendrd que depender de A y T'. Entonces

se define la métrica

2
) = ST AR | o) (k)H , 2.10
INCXD) ; ] (2.10)
donde
11 ooy = sup |f (u)] w (u),
u€R

para la funcién de ponderacién w : R — R, definida como

w(u) = (log (e + [u]) />, para toda u € R,

como se definid en la Seccion 2.2.

De manera andloga a (2.6), los estimadores fip 7 ¥ Vs, , S0n elegidos de manera que

da (SADA,TWA <';/“/IA,T7/V\0'A,T)) < inf da (@A,T?@A (';M, Va)) +er, (2-11)

Vo
coner = o (AY*T71/?). Se muestra en Neumann y Reiss [26] que para observaciones equidis-
tantes con A fijo, los estimadores de i y v, definidos de acuerdo a la ecuacién (2.11) son
fuertemente consistentes bajo condiciones generales en la eleccién de la métrica da.

Finalmente, se calculan tasas 6ptimas de convergencia en probabilidad para dos tipos
de decaimiento de la funcién caracteristica, que abarcan varios de los procesos de Lévy mas
conocidos, que es lo que muestran los siguientes dos teoremas. Las dos clases de procesos a

considerar son las siguientes.
(a) La funcién caracteristica de X satisface
o (u)] > Cem 2", (2.12)
para algunas 0 < a <2y C, ¢ > 0.
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de observacion

(b) Se tiene a lo més decrecimiento polinomial de la funcién caracteristica:
[pa ()] = C (14 |ul) =27, (2.13)
paraC' >0y > 0.

La forma de medir la desviacién entre v, y algtin estimador v, , en este articulo es a

I (’ﬁm,yo>:sup{'/fdag,n—/fda(,

F, = {f: /(1+\uy>s IFf (u)] du < 1}.

La funcién F f corresponde a la transformada de Fourier de la funcién f.

través de

:feﬂ},

donde

A continuacién se enuncian los dos resultados del articulo en donde se dan las tasas de

convergencia de los estimadores propuestos para las dos clases de procesos mencionadas.

Teorema 2.6 El estimador de p, Jia r satisface
Blfinr— 1 = O (T).
Para v,, .., se tienen las siguientes tasas de convergencia en probabilidad.

(a) Sila funcion caracteristica satisface (2.12), entonces

loo T —s/a
L (/V\O'A,T’ VU) = Op (( Oi ) \ T_1/2> .

(b) Si la funcion caracteristica satisface (2.13), entonces

s(1/2+96)
ls (/V\UA7T7 V<7> =Op <Tﬁ$/(2AB) (log (6 + T))%BH v T*l/z) .

El siguiente resultado indica que las tasas de convergencia son éptimas, en el sentido que

las cotas superiores son, de alguna forma, cotas inferiores.
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2.3. Con minima distancia a la funcién caracteristica empirica considerando la frecuencia
de observacion

Teorema 2.7 Definanse las siguientes clase de medidas v, :

Aw (Cresa) = {va: lpa )] = Cemd" |,
Ay (K,0) = {va: los @] 200+

Entonces se obtienen las siguientes cotas inferiores uniformemente para |b| < B, donde B

es alguna constante positiva:

(a) Existe € > 0 tal que

liminf  inf sup B,
T—00, A€(0,1]Vo 7. T 4, €Ay (Cie,a)

1 T s/a
((%) A Tl/Q) ls (Vgp1, Vo) > 5] > 0.

(b) Ewxiste € > 0 tal que

liminf inf sup P, T/ CABAL2T (Uopa1s Vo) > €| >0,
T—00,A€(0,1]V5 5, T vo €A (C,6) v [ & ]

donde el infimo se toma sobre todos los posibles estimadores V,, v de v, basados en

observaciones del proceso de Lévy, con distancia A hasta el tiempo T.
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Capitulo 3

Estimacion de la densidad de Lévy

La medida de Lévy puede ser indirectamente estimada a través de la densidad de Lévy,
siempre que esta exista; esto es, que la medida de Lévy se pueda expresar como v (dz) =
p (z)dz, para alguna funcién p : R\ {0} — R,. Cuando existe la densidad de Lévy, pueden
usarse métodos tipo estimacién kernel. Por otro lado, la forma de la densidad de Lévy dice

un poco mas acerca de la distribucién de los saltos que la medida de Lévy.

En este capitulo se describen dos trabajos que estiman la densidad de Lévy de un proceso
de Lévy {X;, t > 0} que se observa discreta y uniformemente en los puntos 1,...,n; estos
son Gugushvili [19] y [19]. En ambos se asume la existencia del segundo momento del proceso
y ademads que el proceso de Lévy es de actividad finita, es decir, que el niimero esperado de

saltos de {X;, t > 0} por unidad de tiempo, es finita.

Bajo las condiciones anteriores, el exponente caracteristico (1.1) se puede expresar como

2

U (u) = iub — %u2 + / (e"* —1) p(z)da, (3.1)

donde b = b — fm o p (z)dz. La intensidad del proceso se denotard por A, es decir, A =
[ p(x)dz. La férmula (3.1) implica que el proceso {X;, ¢ > 0} es la suma de un movimiento
browniano con deriva b y difusién o, y un proceso de Poisson compuesto con intensidad \ y

distribucion de saltos f (z) := p (z) /.
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3.1. Con inversién de Fourier en términos de la deriva, la intensidad y la difusion

3.1 Con inversiéon de Fourier en términos de la deriva,
la intensidad y la difusién

A continuacién se hace la descripcién de Gugushvili ([19]), quien estima el término de di-
fusion, la intensidad de los saltos y la media del proceso, para los que calcula tasas de
convergencia. Posteriormente estima la densidad de Lévy usando el teorema de inversion
de Fourier, donde se usan argumentos de sustitucién y de estimacion kernel. Finalmente,
calcula la tasa de convergencia para este estimador, usando el error cuadrédtico medio in-
tegrado. La idea general para calcular estos pardmetros, que enseguida se definen, es usar
funciones similares a las funciones kernel para estimacién de densidades de probabilidad y
posteriormente calcula tasas superiores de convergencia para estos estimadores midiendo la
discrepancia con el error cuadratico medio.

Se asume que p pertenece a la clase de funciones

W (B,L,A,K)={p: p(x) =Af(z), [ es densidad, [u*f (u)du < K, (32)
STl |7 ()l du < L, 3 € (0]}
donde 3, L, A y K son nimeros positivos y F f es la transformada de Fourier de f. Adema&s
se supone que o € (0,%] y |b| < T, donde ¥ y I' son positivos.
Se describird la forma en que se estima o2, pues las ideas son similares para los otros

pardmetros que son reales. La idea es usar funciones tipo kernel.

Sea v : R — R con soporte [—1, 1] y que satisface

/lv(u)du:()’ /1 <_u_2>v(u)duz 1 y v(u)=0(u") cuandou — 0, (3.3)

2
1 1
donde (3 es el mismo que en (3.2). El ancho de banda h, para este y los demds estimadores

dependerd de n de la forma
hy = (alogn)™?, 0<a<¥2

Se escribird h en lugar de h,, teniendo en cuenta que h depende de n. Se define la funcién

tipo kernel, v", como

v (1) = h3v (hu),
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3.1. Con inversion de Fourier en términos de la deriva, la intensidad y la difusion

para toda u € R.

Ahora, puede verse que

2

o
log |¢ (u)] = =X+ ARe (Fr (u)) — 7u2,

de donde se obtiene que, por (3.3),

1/h 1/h
/_ log | (w)|v" (u) du = )\/ Re (Fy (u)) v" (u) du + o*. (3.4)

1/h —1/h

Se tiene que fj{};h Re (F; (u))v" (u)du — 0 conforme h — 0. De esta forma se tiene

2 en términos de la funcién caracteristica, por lo que un estimador

una expresién para o
podria obtenerse al sustituirse la funcién caracteristica en (3.4), por la funcién caracteristica

empirica. De este modo, un estimador para o? estd4 dado por
1/h
5= [ (g I3, ()] A ML)V Mo (u) (35)
~1/h
donde h2M, = O (logn) y h,M, — oo. Es necesario truncar con la sucesiéon {M,} para

demostrar la consistencia en el sentido que a continuacién se enuncia.
Teorema 3.1 El estimador de o* propuesto en (3.5) satisface la desigualdad

sup sup sup E (02 — 5%)2 < A(log n)fﬁ*g ,
|E‘ <1 0€(0,X] peW (B,L,A,K)

para alguna constante A.

Andlogamente se dan estimadores para A y b, para los cuales también se demuestra
consistencia. El Teorema 3.1, indica que el error cuadratico medio de &° méds grande de
entre todas las posibles caracteristicas del proceso de Lévy, estd acotado superiormente por
una funcién que decrece logarftmicamente a cero. Resultados andlogos serdn formulados
para el resto de los pardmetros estimados.

Tomando una funcién w : R — R con soporte [—1, 1] y que satisface

1 1
/w(u)du:—l, /u2w(u)du y w(u)=0 (v’) cuando u — 0,

1 1

donde f3 es el mismo que en (3.2). También sea w" tal que w" (u) = hw (hu).
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3.1. Con inversién de Fourier en términos de la deriva, la intensidad y la difusion

Teorema 3.2 El estimador de A dado por
~ 1/h
%= [ flog [2, ()] A M)V =My b (u)
~1/h
es consistente en el sentido siguiente:

2
sup sup sup [ <)\ - /\n> < B(logn) ™",
|p|<T o €(0.%] pEW(B,L.AK)

para alguna constante B.

Defina la funcién tipo kernel y" (u) = h2y (hu), donde la funcién y es real y continua,
tiene soporte en [—1,1] y satisface

1
/uy(u)duzl, y y(u)=0 (v’) cuando u — 0,

1
donde S es el mismo que en (3.2).
Finalmente, el estimador de b que se propone es
~ 1/h
b= [ {m (Lo, () A ML)V =M} (w) du
~1/h
donde Log representa el logaritmo complejo, para el cual, de acuerdo al Teorema B.5, estd

definido para los w € Q tales que @, () (w) no se anula en [—1/h, 1/h].
Teorema 3.3 El estimador de 5, En, satisface la desigualdad

E (Z - Zn)2 < C(logn) 72,
para alguna constante B.

Ahora se estima la densidad de Lévy y se da una cota superior usando el error cuadrético
medio integrado. De (3.1) se obtiene que la transformada de Fourier de p se expresa como
p (u)
elubp—Ap— 7 U
Luego, usando el Teorema B.3 se obtiene que
1 [ p (u)
x)=— [ e Log| ————— | du. 3.6
p () 27‘(’/ & (eiuge—Ae—G;UQ) (3:6)
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3.1. Con inversion de Fourier en términos de la deriva, la intensidad y la difusion

Un estimador para p podria obtenerse reemplazando en (3.6) los pardmetros Z, Ay o? por
sus estimadores calculados en la seccién anterior. Restarfa dar un estimador de ¢, para ello
note que como ¢ es integrable (como consecuencia de que p € W (8, L, A, K)), entonces X;

tiene densidad continua, la cual puede aproximarse por un estimador kernel para densidades,
1 Z” T — AX;

donde k es un kernel. Ahora, como la transformada de Fourier de ¢, es §,, (u) Fgq, (ht), donde
Fq, es la transformada de Fourier de ¢,; entonces ¢ en (3.6) se sustituird por @, (u) Fg, (ht).
Como en el caso de los estimadores 5721, Xn y En, se requiere truncar para demostrar consis-

tencia. De este modo, el estimador propuesto para p es

TV 1 un 521 b
oo () = —ib,— e ""Pudu + A\, — e "du 4+ L — e~ "“ytdu
2T —1/h 2 —1/h 2 2w —1/h

1 [
+— e " {llog|®,, (u) Fk (uh)| A M,]V —M,} du
27 —1/h

C o plh
v e {[arg (B, (u) Fk (uh)) A M,V —M,} du.
21 J 1

Para estudiar las propiedades asint6ticas del estimador p,,, se tomard una funcién kernel
en particular. Sea k (z) =senz/ (7mx) /(7). Ademds se medira el desempeno del estimador

usando el error cuadratico medio integrado (MISE, por sus siglas en inglés),
MISE 7,) =B [ 7, («) - p(@)]* da.

Se tiene que p,, es consistente en el sentido que el error cuadrédtico medio integrado converge.
Teorema 3.4 Ademds de las condiciones sobre X\, 02, b y p, suponga que

1 1F s @ dt <,
entonces se cumple la desigualdad

MISE (,) < D (logn) ™",
para alguna constante D.
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3.2. Con inversion de Fourier en términos de la difusion

En la seccién anterior, ademés de calcular un estmador para p, se calcularon tasas supe-
riores de convergencia. Aqui se calcula una tasa inferior de convergencia para la densidad

de Lévy.

Teorema 3.5 Sea T el conjunto de todas las ternas de Lévy tales que |b| < T, o € (0,%],
A € (0,A] y ademds
[ 1175 ) du < B,

para B >1/2 y E > 0. Entonces

infsup x MISE (p,,) > (log n) "’
pTL T

para alguna constante k > 0. El infimo estd tomado sobre todos los estimadores p,, basado

en observaciones AXq,...,AX,.

3.2 Con inversion de Fourier en términos de la difusiéon

El estimador que se describe aqui, propuesto en Gugushvili [20], es para la densidad de Levy.
Se expresa la transformada de Fourier de la densidad de Lévy en términos del coeficiente
browniano y la funcién caracteristica; se aplica un teorema de inversién; y se sustituyen
o? y la funcién caracteristica por un estimador de o2 y por la funcién caracteristica em-
pirica. Ademads se calculan tasas de convergencia para la densidad de Lévy, usando el error
cuadratico medio integrado.

De la férmula 3.1 se tiene que

¢ (u) = ¢ (u) (i’é — oPu+i / ¢ rp () dx) .

Despejando y derivando nuevamente se obtiene que

iue, 2 _ @)~ ()
/e zop (z)dr = > (a)

Para = # 0, se aplica el Teorema B.3 se llega a

p(e) = ! /e_m{«o'(u)) _so”(u)_gz} . 57)

- 2ma? w2 (u) el
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3.2. Con inversion de Fourier en términos de la difusion

El estimador que se propone en este articulo, se obtiene al sustituir en (3.7) ¢ por la funcién
caracteristica empirica y o2 por un estimador que se obtiene con un método tipo estimacién
kernel para densidades.

El integrando de (3.7) es integrable por el supuesto de que la segunda derivada de la
transformada de Fourier de p, Fp”, es integrable. Sin embargo, al hacer la sustitucién, no
necesariamente va a ser integrable, ademds de que para valores grandes del valor absoluto de
u, causan problemas computacionales, por lo que se propone una modificacién que trunca la
funcién caracterfstica y usa un kernel de estimaciéon. Esto es,

s 2 ~
5(z) = 273332 / etz {%1& - g;; EZ; g, — 32} Fk (ht) du, (3.8)
n n

donde Fk denota la transformada de Fourier de una funcién kernel &, con ancho de banda

h. La integral en (3.8) es finita si Fk tiene soporte compacto. El conjunto G, que trunca la

funcién se define como
Gu = {0 (0)] 2 e 00 3.9

Observe que G, depende de h, > y una sucesiéon de constantes k,; todas ellas se describirdan
en la siguiente seccién. Finalmente, o se define como en [19], es decir,
1/h
52 — / o 108 12, (0] A MY =0} ) (3.10)
donde v" también es una funcién tipo kernel que se describe en la siguiente seccién.
Para justificar el estimador propuesto y dar sus propiedades asintéticas, primero se enun-
cian todas las condiciones requeridas. Se asume que la densidad de Lévy pertenece a la clase

de funciones

W (B, L,K,A) = {p: p(x)=v(R) f(x), f es una densidad de probabilidad,
/\uyﬁ |Fr (u)|du < L, /:ﬁf (z)dz < K,
F7 es integrable, v (R) € (0,A]},

donde 3, L, K y A son nimeros positivos. También se asume que o € (0,%] y ’E‘ <T, para

algunas »,I" > 0.
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3.2. Con inversion de Fourier en términos de la difusion

Por otro lado, también se asume que el ancho de banda para w y v se define como
h=h,= (nlogn)_1/2, 0<n<X?/2

Para calcular tasas de convergencia se toma el kernel k (z) =senz/ (mx). Observe que la
trasformada de Fourier de £ tiene soporte compacto, Fk (u) = 1;_11j (u). La sucesién {r,},,
en (3.9) se toma como k,, = & (log (3log (3n)))”", para una constante x > 0. Esta es una
condicién técnica que se requiere para las demostraciones.

En [19] se mostré que bajo las condiciones que a continuacién se describen, 7 es un
estimador consistente en el sentido de error cuadrédtico medio. Sea v" (u) = h3v (ht) la
funcion tipo kernel, donde v es continua, real, con soporte [—1,1] y tal que

1 L/o2
/ v (u)du =0, /1 (—7) v(w)du=1 y wv(u)=0 (u”) cuando u — 0.
Las cotas de truncamiento en (3.10) son tales que h2 M, = loglog (3n). El resultado de

consistencia para o es el siguiente.
Teorema 3.6 FEl estimador de o propuesto en (3.10) satisface la desigualdad

sup sup sup E (02 — 52)2 < A(log n)fﬁ*3 ,
|E‘ <T c€(0,X] peW (8,L,A,K)

para alguna constante A.

Como en la seccién anterior, el Teorema 3.6 indica que el méximo error cuadratico medio,
tomado sobre todos las posibles caracteristicas del proceso, estd acotado por una funcién que
decrece lento a cero. Ahora, las tasas de convergencia para la densidad de Lévy se dan en

los siguientes resultados.

Teorema 3.7 Sea T la coleccion de las ternas (Z, aQ,p) tales que ‘5‘ <T,o€(0,X]y
p €W (B,L,K,\). Entonces se tiene que

supl [f () — p (2))° < B (logn) ™,
para una constante B > 0 y cada x # 0.
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3.2. Con inversion de Fourier en términos de la difusion

Teorema 3.8 Sea 7 la coleccion de las ternas (g, 027p) tales que ‘Z‘ <TI,o€(0,X]y
v (R) < 0o y ademds

/|u|ﬁ \F; (w)] du < L.

Entonces para cada x se satisface la desigualdad

imfsup B [5, (z) — p (2)]* > C (logn) ™",
Pn T

para una constante C' > 0. El infimo estd tomado sobre todos los estimadores p,, basados en

los incrementos del proceso.
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Capitulo 4

Discusion

En esta seccién se hace una comparacion cualitativa entre los trabajos descritos en los Capitu-
los 2 y 3, es decir, de Neumann y Reiss [26], Kappus y Reiss [24], Gugushvili [19], Gugushvili
[20] y Watteel y Kulperger [29]. Se distinguen bédsicamente dos enfoques de muestreo, de alta
y de baja frecuencia. Se considera que se tiene una alta frecuencia de observaciones cuando
se asume que los saltos de un proceso de Lévy pueden detectarse. Por otro lado, se considera
baja frecuencia de observaciones cuando no se puede saber si un incremento grande es debido
a un salto (o una infinidad) o solo a la parte de difusién. Todos los trabajos mencionados
en los Capitulos 3 y 4 trabajan bajo un esquema de baja frecuencia de observaciones, salvo

[24], que pretende conseguir un equilibro entre alta y baja frecuencia.

Los supuestos que hacen sobre el proceso de Lévy para calcular las caracteristicas del
proceso y sus tasas de convergencia son muy diferentes. Tienen todos en comiin que la clase
de procesos que consideran tienen difusién y saltos, ademds de que hacen supuestos fuertes
sobre los momentos.

En Neumann y Reiss [26] y Kappus y Reiss [24] se usa un criterio de minima distancia
entre la funcién caracteristica y la funcién caracteristica generada con las caracteristicas sobre
las cuales se efectia la minimizaciéon. En ambos se asume la existencia del momento 4 + 6,
para algin § > 0, con el fin de mostrar que sus estimadores son tasa éptima; sin embargo

muestran la consistencia fuerte de sus estimadores sin asumir la existencia de momentos,
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4. Discusion

mas que algunas condiciones generales sobre una distancia que usan para minimizar. La
diferencia entre ellos es que en [24] los estimadores y las tasas de convergencia involucran
tanto el tiempo hasta el cual se observa el proceso, como la distancia entre las observaciones
(que ya se mencioné que es constante); a diferencia de [26], donde se considera tinicamente

el tiempo hasta el cual se observa el proceso.

En Gugushvili [19] y [20] se asume la existencia de la densidad de Lévy, del segundo
momento del proceso y la integrabilidad de la funcién caracteristica. Una de las restricciones
mds fuertes es que se consideran procesos de Lévy con actividad finita, es decir, considera
procesos de Lévy que a lo sumo tienen una cantidad finita de saltos por unidad de tiempo.
El método usado es expresar la densidad de Lévy en términos de la funcién caracteristica,
usando inversiéon de Fourier; después aplicar un argumento de sustitucién, es decir, sustituir
la funcién caracterfstica por su versién empirica, haciendo algunos ajustes. Usa ideas del
método de estimaciéon de densidades usando funciones kernel. La diferencia entre estos
trabajos es que en [19] se estiman algunos pardmetros para poder estimar después la densidad
de Lévy (sustituyendo estos por sus estimadores), calculando tasas de convergencia para cada
uno de ellos; en [20] la finalidad es estimar la densidad de Lévy, por lo que se hace esto de
una manera mas directa; de hecho necesita estimar uinicamente el coeficiente de difusion y

no estima el coeficiente de deriva.

El método de sustitucién es también el que se usa en Watteel y Kulperger [29]. De hecho
la idea general es la misma que en [19] y [20], expresa la medida canénica de Kolmogorov en
términos de la funcién caracteristica usando inversién de Fourier y después aplica la sustitu-
cién. El problema con el estimador que se obtiene para la medida canénica de Kolmogorov,
es que podria obtenerse algo que no es medida y se debe tener control sobre ciertos para-
metros en la estimacién; es por ello que este trabajo cuenta con una seccién que considera
correcciones para que el estimador que propone sea, efectivamente, una medida y también
considera aspectos numéricos y de implementacién. Demuestra que la medida estimada de
cada intervalo es asintéticamente normal; para ello supone la existencia del momento 5 + 4,

para alguna 6 > 0.
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4. Discusion

La siguientes tablas resume las diferencias entre los procesos de Lévy que se consideran
en los trabajos estudiados. A continuacién se representan los trabajos de Neumann y Reiss
[26], Kappus y Reiss [24], Gugushvili [19], Gugushvili [20] y Watteel y Kulperger [29] por
NR, KR, Gul, Gu2 y WK, respectivamente.

Forma de estimar v ;Estima 02?7

WK | Combingndola con o2 Si, indirectamente

Gul | A través de la densidad de Lévy | Si
Gu2 | A través de la densidad de Lévy | Si

NR | Combinandola con o> Si, indirectamente

2

NK | Combinédndola con o Si, indirectamente

JEstima la deriva? | Actividad infinita | Sin densidad de Lévy
WK N O 0
Gul U [ O
Gu2 0 [ O
NR U O 0
KR U O 0

Criterio de convergencia Condicién de momentos
WK | Normalidad Asintética 540

Gul | Error cuadrético medio integrado | 2

Gu2 | Error cuadrédtico medio 2
NR | Norma tipo supremo 440
KR | Norma tipo supremo 440
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Capitulo 5

Estimador tipo sieves basado en

método de momentos

En este capitulo se da una propuesta de estimador para la medida canénica de Kolmogorov,
la cual es fécil de calcular e implementar. La idea general es “parametrizar” la medida
canodnica de Kolmogorov con la base de ondiculas de Haar, igualar la funcién caracteristica
empirica con la tedrica en distintos puntos y resolver el sistema resultante para obtener los
estimadores de los coeficientes de la base de Haar. El objetivo es dar una propuesta de
estimador para la medida de Lévy que sea més sencillo de implementar, comparado con los
estimadores que se estudian en los Capitulos 2 y 3. Para el método de momentos que se
propone, no es necesario que se tenga actividad finita o densidad de Lévy; basta con que el
segundo momento del proceso sea finito. La idea de usar la base de Haar surgié después de
estudiar la forma en que se implementa el estimador para la medida canénica de Kolmogorov
en Neumann y Reiss [26]. Sin embargo es importante mencionar que en el estimador que se
propone podria sustituirse la base de ondiculas de Haar por alguna otra familia de modelos

lineales de dimensién finita, lo cual se reconsidera en el Capitulo 6.

Se ha elegido estimar la medida canénica de Kolmogorov en lugar de la medida de Lévy; el
motivo es que, como ya se mencioné en el Capitulo 2, con la medida canénica de Kolmogorov,

se estiman con facilidad el primer y el segundo momento, ademds de que es una medida
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finita, a diferencia de la medida de Lévy, que no necesariamente lo es. Al ser finita la medida
canoénica de Kolmogorov, puede aproximarse bien en un intervalo finito, a diferencia de una
medida que no es finita, como puede ser la medida de Lévy.

Sea {X;, t > 0} un proceso de Lévy con deriva p y medida canénica de Kolmogorov v,
el cual se ha observa en los puntos 1,...,n, tomando Xy = 0. Este estimador es valido para
procesos de Lévy con segundo momento finito. En las siguientes dos secciones se desarrolla

el método de momentos y en la tercera seccién, se realiza una analogia con el método sieves.

5.1 Meétodo sieves

Se explica en esta seccién como se aproxima la medida canénica de Kolmogorov en términos
de la base de ondiculas de Haar. La base de ondiculas de Haar ha sido seleccionada como un
estudio inicial debido a que esta posee buenas propiedades aproximantes. Al ser aproximada
con la base de ondiculas de Haar, la medida canénica de Kolmogorov se expresa de una
manera muy sencilla (como una suma finita de funciones indicadoras, multiplicadas por los
coeficientes de la base de Haar a estimar); consecuentemente, las integrales con esta, se
calculan con facilidad, ademds de que quedan lineales en los coeficientes a estimar. Por
otro lado, al ser una aproximacién con funciones escalonadas, la base de ondiculas de Haar
permite detectar posibles saltos en la medida canénica de Kolmogorov.

Podria parecer contradictorio que se hable de estimacién no paramétrica, cuando se esta
parametrizando mediante los coeficientes de la base de ondiculas de Haar. Los métodos de
inferencia no paramétrica encuentran su justificaciéon cuando se tiene un tamano de muestra
grande; a su vez, en el método de momentos que aqui se propone, mientras mas grande sea
el tamano de muestra, crece mds el nimero de pardmetros, y es esto lo que convierte a este
método en no paramétrico. Para ilustrar esta afirmacién, considere los histogramas. Los
histogramas se consideran como un instrumento estadistico no paramétrico. Sin embargo,
hay una base finita de funciones escalonadas que se usa para representar una densidad

arbitraria; cuando aumenta el nimero de observaciones, se puede aumentar el nimero de
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funciones escalonadas, es decir, se puede aumentar el niimero de clases que tiene el intervalo,

y obtener un estimador consistente de la densidad de manera no paramétrica.

Esta propuesta de aproximar con la base de ondiculas de Haar la medida canénica de
Kolmogorov puede verse como un estimador tipo sieves, el cual fue propuesto por Grenander
[18] en 1981 y usado por Figueroa [15] en 2009 para estimar la densidad de Lévy (asumiendo
una frecuencia alta de observaciones). El método de sieves consiste en aproximar una funcién
por el mejor elemento de alguna familia de modelos lineales de dimensién finita, que pueden
volverse mas y més complejos en tanto aumenta la cantidad de datos. En Grenander [18] se

describe el método sieves para encontrar este mejor elemento.

Figueroa [15], sigue el método de sieves, con la diferencia que él no recurre a méxima
verosimilitud, sino otro criterio de minimizacién. Asimismo, identifica en este método tres
componentes principales. Se elige primero una familia de dimensién finita de funciones
lineales, que recibe el nombre de sieves, con buenas propiedades aproximantes. Ejemplos
comunes de este tipo de familias son los splines, los polinomios trigonométricos, o las ondicu-
las. El segundo paso es especificar una distancia entre funciones para determinar el mejor
aproximador del objetivo, en el caso de [15], la densidad de Lévy. Finalmente, se propone
un estimador para la mejor aproximacién del objetivo en el modelo lineal, que involucra un
problema de optimizacién. Para el estimador que aqui se propone, la familia de sieves que
se elige es la base de ondiculas de Haar y el criterio de optimizacion es el de encontrar el
valor del pardmetro que solucione un sistema de ecuaciones que resulta de igualar la funcién
caracterfstica con su parte empirica; en la siguiente seccién se describe a detalle este sistema
de ecuaciones. Dado que se considera una igualdad para después resolver un sistema, no es

necesario definir explicitamente una distancia entre funciones.

Por facilidad de célculo, se estima la medida canénica en un intervalo con extremos que
son potencia de dos; sin embargo, no necesariamente tiene que hacerse asi. Se va a estimar
la medida canénica de Komogorov en el intervalo [—2M oM ], para algin entero M, donde
el refinamiento mds fino es el que se obtiene al dividir [—2",2"] en subintervalos ajenos

de longitud 277, para el entero J > —M. Se tiene entonces que para cada = € R, que el
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estimador propuesto para v, es

M 2M-ji_j3

Do (@)=Y Y oyt (@), (5.1)

Jj=—J k=—2M-J

donde ¢, (z) =27¢ 277z — k) y

-1 si z€(0,1/2],
px)=4¢ 1 si ze(1/21],
0 si x¢(0,1].

Defina el vector 6 como aquel cuya primera entrada es ;1 y el resto son todos los o, de la
ecuacién (5.1). La dimensién de 6 es

J
dim 6 =14 Y 2MHT2 =g/t g (5.2)
j=—M

Observe que se estd abusando de la notacién al tomar la medida de Lévy como una funcién.

En realidad se estd estimando la funcién definida por
F,, () = v, ((—o0,z]),

para cada x € R, la cual determina a la medida v,.

Una observacién importante, que serd critica en la implementacién descrita en el siguiente
capitulo, es el hecho que la férmula (5.1) podria no cumplir con ser no negativa o creciente.
Esto se debe a que los pardmetros o, estan libres, es decir, no tienen restricciones que im-
pongan estas propiedades. Por esta razén, el método de estimacién propuesto en la siguiente
secciéon y su implementacién imponen las restricciones requeridas. En una primera explo-
racion de la viabilidad de este método, se opté por considerar un nimero de pardmetros y
un tamano de muestra grandes. Esto arrojé que obviar las restricciones no es posible en la
practica, no obstante que la teoria asintética garantiza una buena aproximacién.

Es importante mencionar que en el estimador que en este capitulo se propone podria
sustituirse la base de ondiculas de Haar por alguna otra familia de modelos lineales de

dimensién finita. Esta nocién serd retomada en el Capitulo 6.
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5.2 Método de momentos

Se propone como estimador de 6 el vector que resulta de igualar la funcién caracteristica con
su versién empirica, evaluadas en [ puntos de la recta real, donde [ = 2/+M+1 _1 i se utiliza
la base de Haar; note que dim # = 2] + 1. Puede compararse este método con el propuesto

en la Seccién 1.2.3.

Sean tq,...,t; € R. Deffnanse los vectores zy y z,, tales que
H Xn/n
Re ¢ (t1;0) Re @, (t1)
2= Rep(ti0) | v2=| Re,(t) |-
Im ¢ (t1;0) Im @, (t1)
Im o (4 6) Im @, ()
donde
, etm® _ 1 — jt,x .
@ (tms p, 0) 1= exp § itmpt + = Vo (dz) ¢, (5.3)

param = 1,...[. Hay 2] + 1 pardmetros, y se va a resolver el sistema de ecuaciones resul-
tante de igualar zy con z,, como a continuacién se describe; es por ello que se ha definido
asf la primera coordenada de estos vectores, para tener un sistema de 2/ + 1 ecuaciones con
2] + 1 incognitas. Observe que X,,/n es la media muestral de los incrementos de las obser-
vaciones del proceso de Lévy (que son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas), pues

X, 1

on_ - X — X. ).

n n Z( J J 1)
J=1

Al desarrollar la integral de la férmula (5.3), puede demostrarse que la expresién dentro de

la exponencial es una combinacién lineal de los pardmetros, pues v, g tiene la forma (5.1).

Sea 6 la solucién a la ecuacion

29 = Zn. (5.4)
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El estimador de la medida canénica de Kolmogorov que se propone es v_ 5. Se tiene que este

es un estimador consistente en el sentido que

lim lim lim 7

Vg,
M —oc0 J—00 n—00

o0 —
para casi todo punto en R. Dado que las partes real e imaginaria de una funcién caracteristica

son par e impar, respectivamente, entonces los puntos t,,, m = 1,...,[ pueden tomarse en

los niimeros reales no negativos, sin pérdida de generalidad.

5.2.1 Normalidad asintdética

El estimador de 6, # € R?*!, resulta ser un M —estimador, como a continuacién se muestra.
Los M-estimadores son fuertemente consistentes y asintéticamente normales; en esta seccién

se enuncia el resultado para el estimador que se propone.

Defina la funcién ¢ : R x R?™ — R%+! como
U=y

Re @ (t1;0) — cos (y t1)

Y (y,0) =] Rep(t;0)—cos(yt)
Im ¢ (t1;0) — sen (y t;)

Im ¢ (t;;6) — sen (y t;)

De esta forma se ve que 0 es el mismo que el M-estimador resultante de resolver la ecuacion
DX = Xjo,0) =0 (5.5)
j=1

Si existe f que resuelva la ecuacién (5.5) y Eib (X1, ) tiene una matriz de derivadas no
singular, digase A, en el verdadero valor del pardmetro, 6y; entonces, de acuerdo a (Huber
[22], Corolario 3.2, pdg. 133), /n <5— 90> es asintéticamente normal con media cero y

matriz de covarianzas

A Mvar (4 (X, 60)) (AT) .
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Dado que para a < b, se puede expresar ¥_5 ([a,b]) como combinacion lineal 6, también

se tiene que V_5 ([a,b]) es a su vez asintéticamente normal. De manera mds general, para

cualquier funcién g derivable en 6 se obtiene que g (0) es asintéticamente normal, aplicando

el método delta.
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Capitulo 6

Implementacién, nueva propuesta y

bandas de confianza

Este capitulo se compone de cuatro secciones. La primera de estas contiene comentarios sobre
célculo e implementacién de estimadores de los trabajos de estimacién de la medida de Lévy
discutidos en los Capitulos 2 y 3. Llevar a la practica los estimadores que se estudiaron en
los Capitulos 2 y 3 acarrea varios problemas, y esto dio motivacién a proponer un estimador

més sencillo de calcular, que es el que se describié en el Capitulo 5.

Al implementar el estimador tipo sieves basado en momentos, usando la base de ondiculas
de Haar, que se propone en el Capitulo 5, se otro tipo de dificultades, las cuales son descritas
en la segunda seccién. En la tercera seccién se sustituye la base de ondiculas de Haar
por otro modelo lineal de dimensién finita que consiste en aproximar la medida canénica de
Kolmogorov por una medida compuesta tinicamente de saltos en un reticula especificada y se
presentan los resultados que ilustran el potencial de este modelo lineal como otra alternativa
de estimacion con ventajas de implementacién. Detalles finos de eficiencia computacional y

propiedades tedricas se plantean como trabajo futuro.

En la dltima seccién se discute como podrian construirse bandas de confianza bootstrap
para los diferentes estimadores de la medida de Lévy que en este trabajo se han tratado. Es

de interés contar con bandas de confianza porque asi se puede complementar un estimador
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puntual (donde “puntual” es, en este caso, una funcién). En efecto, el ancho de la banda de
confianza muestra qué tanta incertidumbre inferencial existe sobre la forma del estimador de

la medida de Lévy.

6.1 Comentarios sobre calculo e implementacién de es-

timadores

En esta seccién se describen los procedimientos para implementar los estimadores propues-
tos en los Capitulos 2 y 3. La implementacién del estimador de la medida candnica de
Kolmogorov que se propone en el Capitulo 5, consiste en resolver un sistema de ecuaciones.
Fuera de este, las otras propuestas involucran aplicar férmulas de inversién de Fourier para
cada punto donde la medida de Lévy es estimada, lo cual ya hace ineficiente su computo.
Ademis del tiempo de cémputo, se pueden producir errores muy grandes debido a los deno-
minadores en la férmula (2.2), que es usada (o alguna similar, como en [20]) en los trabajos
que se estdan considerando.

En Watteel y Kulperger [29] se hace una propuesta de estimador que consiste tinicamente
en aplicar la férmula de inversién de Fourier para obtener la medida canénica de Kolmogorov,
mediante el uso de la funcién caracteristica empirica. Este estimador podria ni siquiera ser
una medida; puede ocurrir que no sea monétono creciente. Por esta razén, se proponen en
tal trabajo algunas técnicas de suavizamiento, con la finalidad de que el estimador de la
medida sea mondtono; cada una de estas técnicas es un problema de optimizaciéon. Por otro
lado, este estimador es sensible a la regién donde se integra para aproximar la integral en
la férmula de inversiéon de Fourier, y se propone entonces un criterio para determinar esta
regién en ese trabajo.

En Gugushvili [19] y [20], nuevamente se tiene que estimar la férmula de inversién para
cada punto donde se calcula la densidad de Lévy. Ademds de ello, en ambos trabajos se
estiman varios pardmetros (los cuales se sustituyen en la férmula de inversién de Fourier) de

forma similar a la estimacién de densidades tipo kernel, lo que involucra el cdlculo numérico
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de més integrales. Por otro lado, se tienen que usar funciones y pardmetros que cumplan cier-
tas condiciones generales (por ejemplo, las funciones v y w en la Seccién 3.1). Dependiendo

de cudles se tomen, los resultados podrian variar considerablemente.

Finalmente, recuérdese que en los trabajos de Neumann y Reiss [26] y Kappus y Reiss
[24] se usa un criterio de minima distancia a la funcién caracteristica empirica. En [26] se da
una propuesta de implementaciéon que es computacionalmente muy costosa; esta propuesta
es valida también para implementar el estimador en [24]. Ademds de la poca eficiencia
computacional, lo que se hace es aproximar el método propuesto por otro; es decir, no se
implementa al pie de la letra el método que el articulo profesa, pues para ello, habria que

minimizar sobre el espacio de medidas finitas.

La aproximacién mencionada en [26] consiste en tres pasos:

1. Proponer estimadores piloto.

2. Parametrizar estos estimadores.

3. Minimizar la distancia mencionada alrededor de una vecindad de los pardmetros.

Recuerde que en [26] y [24] se estima la medida canénica de Kolmogorov y la media del
proceso. Asi, para el primer paso, el estimador piloto de la media es la media muestral y
el estimador de la medida canénica es el que se obtiene al aplicar la férmula de inversién
a la férmula (2.2) (algo similar a como se hace en [29], pero sin los procedimientos de
suavizamiento). Luego, el segundo paso se consigue parametrizando la medida canénica
mediante el uso de la base de ondiculas de Haar para un nimero finito de coeficientes. De
[26] es donde surge la idea del estimador que se propone en el Capitulo 5. Finalmente,
alrededor de una vecindad de cada uno de los coeficientes calculados de la base de ondiculas

de Haar y de la media muestral, se hace la minimizacién de la distancia que se define en [26]

(o en [24]).

%)



6.2. Implementacion del estimador tipo sieves basado en momentos

6.2 Implementacién del estimador tipo sieves basado

en momentos

Como ya se mencioné en el Capitulo 5, la base de Haar tiene algunas ventajas para se usada
en la estimaciéon de la medida canénica de Kolmogorov. Entre estas, puede detectar saltos
de la medida y ademé&s permite dar una expresion cerrada y sencilla de las integrales de la

férmula (5.3), necesarias para resolver el sistema de ecuaciones.

Por otro lado, la base de Haar tiene algunas desventajas. La primera de ellas es que
no se tiene control sobre el crecimiento, esto es, en la férmula (5.2) se observa que si se
desea aproximar por una malla més fina de la base de Haar, el crecimiento de los pardmetros
es exponencial. Otra debilidad es que no existe restriccién sobre los pardmetros para que
la medida estimada sea, efectivamente, una funcién no negativa y creciente, como ya se
menciond en la Seccién 5.1; aunque asintéticamente el método funciona. Pese a lo anterior,
se observé que el médulo de la funcién caracteristica si se aproxima muy bien, sin embargo

no ocurre lo mismo con las partes real e imaginaria por separado.

Se ha observado a través de simulaciones que lo que deberfa ser la medida estimada,
resulta un funcién que no es creciente. Una solucién a este problema es imponer restricciones
sobre algunos puntos para que en ellos, la funcién estimada obtenida sea creciente. La
siguiente figura muestra un caso donde tanto el tamano de muestra como el nimero de
pardametros son muy grandes (1000 000 y 4 095, respectivamente); como se indica, se grafica la
medida canénica de Kolmogorov real, la estimada y una medida estimada con las restricciones
mencionadas, tomando una restriccién por cada pardmetro. Como puede apreciarse, incluso
con un tamano de muestra y un nimero de pardmetros muy grande e incluso poniendo
restricciones sobre la forma de la medida de Lévy, el resultado no es satisfactorio. De hecho
para este nimero de pardmetros, no hay diferencia significativa al restringir o no la medida
canénica en algunos puntos. Aunque no se ilustra, para el caso J = 5 (es decir, 2047

parametros), la medida sin restricciones queda totalmente fuera del rango de la medida real.
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Medida de Lévy

oo’

Medida real 'i
Medida inicial ¢

Medida con restric. ) ~_--__ —emtee .

P

Medida sin restric. - g

puntos
J=6 M=4 n=1e+06

El ejemplo de proceso de Lévy que se usé para generar la grafica anterior es un proceso
de Lévy que se compone de la suma de un movimiento browniano de varianza o? = 1
y deriva b = 1, mds un proceso de Poisson compuesto de intensidad 1 y distribuciéon de
saltos exponencial de pardmetro 1. La implementacién se llevé a cabo en el lenguaje de

programacién R.

Las propiedades mencionadas para el estimador tipo sieves basado en momentos, presen-
tado en el Capitulo 5, serfan atin vilidas si se cambia la base de ondiculas de Haar por algtin
otro modelo lineal de dimensién finita que sea méas conveniente. Otro modelo lineal podria
permitir un mejor control sobre la dimension de los pardmetros o evitar poner restricciones
sobre la medida estimada; aunque también podria generar el problema de integrar numéri-
camente si no se pudiera dar una expresiéon cerrada y manejable para las integrales de la

férmula (5.3).
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6.3 Otra propuesta de sieves

Es esta seccién se considera la implementaciéon de una sieves en particular, diferente de la
base de ondiculas de Haar. En general se observa que esta sieves proporciona resultados
considerablemente mejores a la base de Haar; esta propuesta se basa en aproximar la medida

canénica de Kolmogorov por una medida escalonada, con saltos positivos, es decir,

2J
Vo (2) =Y 0i1icsy (6.1)
j=1

es la aproximacién para la medida canénica de Kolmogorov en el intervalo [a,b], donde
0;>0,j=1,...,.Jya=x1 <x3 <--- <xy="0. Observe que el nimero de pardmetros es

2J+1, incluyendo el pardametro de deriva.

La aproximacién definida por la férmula (6.1) resulta en expresiones cerradas y mane-
jables para las integrales de la férmula (5.3), que ademds permite detectar los saltos de la
medida canénica de Kolmogorov y su algoritmo es més rapido que el de la base de ondiculas
de Haar. A continuacién se presentan algunas gréficas que ilustran el potencial de este mo-
delo lineal de dimensién finita para el método tipo sieves basado en momentos. Los puntos
x; se tomaron equidistantes y, salvo la tltima gréfica, todas estdn generadas a partir del

mismo proceso de Lévy que se usé en la seccién anterior para la base de ondiculas de Haar.

La siguiente grafica muestra que incluso con un nimero pequeno tanto de pardmetros

(101) como de muestra (1000), se obtiene algo superior al mejor caso donde se usé la base
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de ondiculas de Haar.

Medida de Lévy

3.0
1

————— Medida estimada

25

| — Medida real |

15

0.5

0.0

puntos
J=50 n=1000

(6.2)
Con el fin de comparar este estimador con el se la seccién anterior, se presenta esta gréfica,
generada con la misma cantidad de pardmetros (4 095) y muestra (1000 000). Se obtiene que

la aproximacion a la medida canénica de Kolmogorov real es muy buena.

Medida de Lévy

— — Medida estima o
—— Medida reaJ

Q0 05 10 15 20 25 30
l

0 5 10 15

untos
J=200U n=1e+Uo
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Aumentando el nimero de pardmetros (a 1001) en (6.2) sin aumentar el tamafio de muestra
(1000), se obtiene un buen estimador para la medida canénica de Kolmogorov, como se

observa en la siguiente grafica.

Medida de Lévy

————— Medida estimada

e Medida real /’/
Z

3.0
Il

25

15

1.0

0.5

puntos
J=500 n=1000

La siguiente grafica muestra la medida canénica de Kolmogorov estimada con el mismo
método, aplicado ahora a proceso de Lévy que se conforma de la suma de un movimiento
browniano con varianza o2 = 1 y deriva —1 y un proceso de Poisson compuesto de intensidad
1 y distribucién se saltos normal con media —1/2 y varianza 1. Se tomé una muestra de

tamano 10000 y se aproximé la medida canénica de Kolmogorov con 2001 pardmetros. El
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ajuste es razonablemente bueno, dado que el tamano de muestra no es muy grande.

Medida de Lévy

25
1

————— Medida estimada
— Medida real -~

2.0
Il

15

1.0

T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6

puntos
J=1000 n=10000

Pueden explorarse varias opciones para decubrir el verdadero potencial del estimador tipo

sieves basado en momentos usando este modelo lineal, entre estas acciones se encuentran:

1. Encontrar un nimero adecuado de pardmetros para un tamano fijo de muestra.

2. En los ejemplos anteriores, los puntos donde salta la medida de Lévy fueron selec-
cionados de manera equidistante en el intervalo de estimacién. Sin embargo, podria
trabajarse un sistema adaptativo de puntos de saltos donde la medida de Lévy esti-
mada pueda contener més informacién (i.e., donde sea menos plana). Una manera de
implementar esto es una estimaciéon en dos fases: la primera de ellas es como se ha
descrito, y la segunda se efectia redefiniendo puntos y pardmetros con mayor densidad

donde la medida de Lévy tiene derivada mayor.

3. Hasta el momento, los puntos donde se evalian la funcién caracteristica aproximada
por el modelo lineal y la funcién caracteristica empirica se han tomado equidistantes.
Otra forma de seleccionarlos serfa donde pudiera contenerse més informacién acerca

de la funcién caracteristica empirica.
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6.4 Bandas bootstrap de confianza

En esta seccién se plantea de como podrian construirse bandas de confianza bootstrap para
los diferentes estimadores de la medida de Lévy que en este trabajo se han tratado. Las
bandas de confianza proporcionan mds informacion acerca de qué tan bueno es el estimador
puntual, que en este caso, se trata de una funcién. Dado que la medida de Lévy describe los
saltos del proceso, es importante conocer la forma de esta; las bandas de confianza muestran
qué tan diferente puede ser la medida de Lévy estimada de la real. Hay varios ejemplos de
célculo de bandas de confianza para densidades de probabilidad (Hall [21]) o para funciones
de distribucién de probabilidad. Uno de ellos es el articulo de Bickel y Krieger [4], en el cual
se calculan bandas asintéticas de confianza usando bootstrap para funciones de distribucion,
usando el estadistico de Kolmogorov Smirnov.

Una manera de construir bandas de confianza para la medida de Lévy es la siguiente.
Para cada punto de la medida de Lévy estimada puede construirse un intervalo de confianza,
ya sea a partir de bootstrap, normalidad asintética o distribucién exacta (si se estd trabajando
bajo el supuesto de un modelo finito paramétrico). A partir de estos intervalos de confianza
puede construirse una banda de confianza para la densidad de Lévy, siempre y cuando se
modifique de manera conveniente la forma de la banda resultante, pues tal cual, subestimaria
la probabilidad de que la medida de Lévy se encuentre dentro de esta banda. Bandas de este
tipo se calculan en Watteel y Kulperger [29], donde s6lo se muestran los graficos resultantes
y se menciona que se usé la normalidad asintética de su estimador la medida candnica de
Kolmogorov sobre intervalos finitos.

Es posible también construir bandas de confianza para estimadores de la medida canénica
de Kolmogorov, usando el método bootstrap. La idea es estudiar la distribucién del supremo
de la distancia entre la medida canénica de Kolmogorov y un estimador de ella, de mane-
ra similar al estadistico de Kolmogorov-Smirnov, que fue usado para construir bandas de
confianza por Bickel y Krieger [4], como ya se mencioné. Considere

D (l/o'ago) ‘= sup ‘VU <£U) - ;0' (fl?)‘ )
zel
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6.4. Bandas bootstrap de confianza

donde I es el intervalo (suficientemente grande) donde se efectia la estimacién, v, es la me-
dida canénica de Kolmogorov del proceso original y 7, es la medida canénica de Kolmogorov
estimada, que se obtiene a través de la muestra X,...,X,. Se calcula v,, el estimador de

vo. Luego, se generan p muestras aleatorias del proceso del tamano n,

Xl(l) XS)
X1(2) X®
Xl(p) X’I(lp)
de manera que la muestra X 1(j ) yee ,Xéj ), viene del proceso de Lévy cuya medida canénica

de Kolmogorov es 7, y cuya media es la media muestral, X, /n. Ahora, se obtienen p

estimadores de la medida canénica de Kolmogorov v,: 7 7). Se esta forma, se

o vy o

g g

obtienen D (’170,’5(1)> ,.o..,D <’ﬁa,'ﬁ(p)>. A partir de esta muestra, se estiman el cuantil

Q1_o- Luego, la banda de confianza al (1 — «) x 100% estd dada por

B= {(aj,y): xel, ye [ﬂ(a:)—@l_a,ﬁ(x)—l—@l_a]},

donde él,a es el cuantil estimado. La idea es affn a metodologia estandar para construir
intervalos de confianza usando bootstrap, particularmente el llamado método de cuantiles
(ver Davison y Hinkley [10]).

Es importante notar que, a diferencia del estadistico de Kolmogorov-Smirnov, la distancia
D (v,,V,) no necesariamente es libre de distribucién. Por esta razén, los cuantiles se estiman
via bootstrap. Por otro lado, el desempeno de cada estimador de la medida de Lévy en los
estimadores estudiados en los Capitulos 2 y 3, se mide de manera diferente; por ejemplo,
a través del error cuadrético medio ([20]), del error cuadratico medio integrado ([19]), o de
alguna otra forma, como una norma tipo supremo ([26] y [24]). La distancia D (v,,7,),
también permite medir el desempeno de un estimador, ofreciendo la ventaja de que es més

sencilla e interpretable (pues mide la méxima diferencia entre una medida y otra).
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Apéndice A
Procesos de Lévy

En este apéndice se exponen las caracteristicas mas relevantes de los procesos de Lévy para
este trabajo; es de interés especial como pueden ser las trayectorias, pues ello permite com-
prender aspectos de modelacién usando procesos de Lévy. La mayor parte de los resultados

han sido extraidos de Sato [28] y Cont y Tankov [8].

A.1 Divisibilidad infinita y procesos de Lévy

Es importante mencionar la relaciéon entre variables aleatorias infinitamente divisibles y

procesos de Lévy.

Definicién A.1 Se dice que una variable aleatoria Y es infinitamente divisible si para

cada n € N, existen Yi,...,Y, v.a.i.1.d. tales que
c
YEY, 4 +Y,,

es decir, Y y Y1+ ---+Y, tienen la misma distribucion. En términos de funciones caracte-
risticas, la variable aleatoria Y es infinitamente divisible si y solo si para cada n € N, existe

una funcion caracteristica @,, tal que la funcion caracteristica de Y, py-, se escribe como
py (u) = [, ()",
para toda u € R.
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A.2. Descomposicién de Lévy-Ito

Los procesos de Lévy estdn en correspondencia uno a uno con las variables aleatorias
infinitamente divisibles. De hecho, Kolmogorov demostré para casos especiales de varia-
bles aleatorias infinitamente divisibles la férmula de Lévy-Khintchine, que a continuacién se

enuncia, para procesos de Lévy.

A.2 Descomposicién de Lévy-Ito

La descomposicién de Lévy-Ito describe las trayectorias de un proceso de Lévy. Esta indica
que todo proceso de Lévy puede descomponerse como la suma de tres procesos de Lévy
independientes; esto es, un movimiento browniano con deriva, un proceso de Poisson com-
puesto con saltos de longitud mayor a uno y otro proceso limite que puede verse como una
suma compensada de procesos de Poisson compuestos. Las definiciones y resultados de esta
seccién han sido extraidos de Sato [28], donde pueden encontrarse las demostraciones.

Para establecer la descomposiciéon de Lévy-Ito, es necesario primero definir las llamadas

medidas aleatorias de Poisson.

Definicién A.2 Sean (E,E,n) y (Q,F,P) un espacio de medida o-finito y un espacio de
probabilidad, respectivamente. Una familia de v.a. en (Q, F,P) con valores en Z, U {oc},
{N (B) : B € &}, se llama medida aleatoria de Poisson con intensidad n si se cumplen las

siguientes condiciones.
(1) Para cada B € £, N (B) tiene distribucion Poisson de parametro n (B);
(1) Si By,...,B, € £ son ajenos, entonces N (By),..., N (B,) son v.a. independientes;

(791) Para casi todo w € Q, N (-,w) es una medida en E.
El siguiente resultado y su demostracién se encuentran en ( [28], Teorema 19.2).

Teorema A.1 (Lévy-Ito) Sea {X;; t > 0} un proceso de Lévy en un espacio de proba-

bilidad (Q, F,P) con terna caracteristica (b,0?,v) y defina la medida 7 en Ry @ R como
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A.2. Descomposicién de Lévy-Ito

v (dt x dr) =dtv (dx). Para cada B € R, ® R defina

M (B,w) = #{s: (5,Xs (W) — Xi- () € B} si X.(w) es cadlag,
0 en otro caso.

Entonces se cumple lo siguiente.

(i) {M (B): BeR,®R} es una medida aleatoria de Poisson en Ry @ R con intensidad

V.

(1) Con probabilidad 1, el proceso

X} (w) : =lim {zM (d(s,z),w) —zv (d(s,x))} (A1)

el0 J (0,6 x{e<|z|<1}

+/ M (d(s,x),w)
(0st]x{|z|=1}

estd definido para todat € R, y la convergencia es uniforme ent en cualquier intervalo

acotado. El proceso { X}, t > 0} es un proceso de Lévy con terna generadora (0,0, ).

(i17) Defina X} = Xy — X}. Con probabilidad 1, el proceso X? es c.s. continuo en t y

ademds tiene terna generadora (b, 0?,0).
(iv) Los procesos {X}, t > 0} y {X?2, t > 0} son independientes.

Observe que en el Teorema A.1, M ([0,¢] x A,w) cuenta el nimero de saltos de X. (w)
entre el tiempo cero y el tiempo ¢, cuyo tamafio estd contenido en A. El primer sumando
en (A.1) es el proceso limite del que se habl6 al inicio de esta seccién (y que resulta ser
una martingala cuadrado integrable, pero ese aspecto no serd tocado en este trabajo), y
el segundo sumando es el proceso de Poisson compuesto con saltos de longitud mayor a
uno. Dado que M es una medida aleatoria de Poisson, se tiene que estos dos procesos son
independientes entre si y a su vez son independientes del proceso {X?, t > 0}.

La Férmula de Lévy Khintchine (1.1) se obtiene del Teorema A.1; basta con observar las
funciones caracteristicas correspondientes de los procesos alli definidos. Un reacomodo en
(1.1) es suficiente para obtener lo que podria llamarse versién débil de la descomposicién de

Lévy-Ito.
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A.2. Descomposicién de Lévy-Ito

Corolario A.1 Sea {X;, t > 0} un proceso de Lévy con terna caracteristica (b,o?,v). En-

tonces su exponente caracteristico puede expresarse como
U (u) = 00 (u) + 0@ (u) + ¥ (u),

donde

Vi) (u) = iub— =o”,
P (u) = v(R\(-1,1)) / (e"* —1) V(R (=1, 1)) Yy
v () = /\”/D (em B 1) V()\d:l:) B Z-u/D :El/(dl’)},

n

tomando D,, = {z : 5 < |#] < 5= }y A = v (Dy).

Del Corolario A.1 se puede concluir que los exponentes caracacteristicos ¥, U y ¢®)
corresponden a un movimiento browniano con deriva, un proceso de Poisson compuesto con
saltos de longitud mayor a uno y una suma infinita de procesos de Poisson independientes a
los que se les ha restado su media, respectivamente.

El resultado que a continuacién se enuncia puede encontrarse en ([28], Teorema 19.3).
Afirma que bajo una condicién adicional en el Teorema A.1, el proceso de Lévy {X;, t > 0}
puede expresarse como la suma de dos procesos de Lévy independientes: un movimiento

browniano y un proceso de Poisson compuesto.

Teorema A.2 Asuma que el proceso X; en el Teorema (A.1) satisface f\x|<1 |z| v (dz) < oo.

Sea by la deriva de X;. Entonces, con probabilidad 1, el proceso

X} (w) = / M (d(s,x),w)
(0,¢]x{0<lz(}

estd definido para toda t > 0 y satisface la igualdad

Ee X = exp {t / (e —1)v (da;)} .
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A.3. Ejemplos de procesos de Lévy

Defina ademds X} = X; — X?. Entonces {X;, t > 0} es un proceso de Lévy c.s. continuo

2
Ee™X! = exp {t (iub - %u2> } / (e"* —1) v (dz).

Los procesos { X2, t >0} y {X}, t > 0} son independientes.

tal que

A.3 Ejemplos de procesos de Lévy

Ejemplo A.1 El movimiento browniano es el proceso de Lévy mds conocido. Un movi-
miento browniano con deriva b y desviacion estindar o > 0 {X;, t > 0} se define como
un proceso de Lévy con trayectorias casi sequramente continuas; que ademds cumple que
X, tiene distribucion normal con media bt y varianza to?. Sib =0 y o = 1, se dice que
{Xi, t > 0} es un movimiento browniano estdindar.

Observe que, por las propiedades de la distribucion normal, si{Y;, t > 0} es un movimien-
to browniano estdndar, b € R y 0% > 0; entonces el proceso definido para cada t > 0 como
X, = oY, + bt es un movimiento browniano con deriva b y desviacion estindar o > 0. FEl
exponente caracteristico de un movimiento browniano {X;, t > 0} con deriva b y desviacion

estandar o > 0 es

2
U (u) = dub — %u2.

Note que v es la medida cero.

Ejemplo A.2 Un proceso de Poisson con intensidad A > 0 es un proceso de Lévy
{X}, t > 0}, tal que para cada t > 0, X, tiene distribucion Poisson de pardmetro A. Puede
demostrarse que {X;, t > 0} es un procesos de puros saltos. El exponente caracteristico de

este proceso es

() = A"~ 1).
Puede demostrarse que en este caso la medida de Lévy estd dada por
v (dz) = d; (dx).
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A.3. Ejemplos de procesos de Lévy

Ejemplo A.3 Los procesos de Poisson compuestos son una generalizacion de los pro-
cesos de Poisson. La diferencia reside en que estos wltimos son procesos de puros saltos posi-
tivos unitarios, mientras que un proceso de Poisson compuesto es un proceso de puros saltos
que siguen una ley F. Formalmente, si {§,}, -, es una sucesion de v.a.i.i.d. y {Ny, t > 0}
es un proceso de Poisson de pardmetro \ > 0, entonces el proceso { Xy, t > 0} definido para

cada t > 0 como
Ny
Xt = ZSn?
n=1
es un proceso de Poisson compuesto de intensidad X > 0 y ley F', donde F' es la funcion de

distribucion de &,. El exponente caracteristico en este caso es

T (1) = A / (™ — 1) F (da). (A.2)

De (A.2) se ve que
v(dz) = AF (dz) .

Observe ademds que un proceso de Poisson es un proceso de Poisson compuesto donde las

v.a. {&,}, son degeneradas en uno.

Ejemplo A.4 Los procesos a-estables son aquellos donde X es una variable aleatoria
a-estable. FEstas tienen la propiedad de ser cerradas bajo suma de copias independientes,
salvo pardmetros de localizacion y escala, esto es, si n es un niumero natural cualquiera y
Yi...,Y, son copias independientes de la variable a-estable Y, entonces existen a,, > 0 y
b, € R tales que

Yi+--+Y,=aY +0b,. (A.3)

Se ha demostrado que a, en (A.3) es de la forma n'/®, para algin o € (0,2], que es
precisamente lo que da el nombre a esta clase de variables aleatorias. Si o = 2, Y tiene
distribucion normal y si a = 1, tiene distribucion de Cauchy. Fstos son los tinicos casos
donde hay una expresion cerrada para la densidad de probabilidad, en los demds casos se

puede expresar como una serie. Una propiedad interesante de las variables a-estables es
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A.4. Funciones de centro

son de colas pesadas, especificamente, si a € (0,2), entonces unicamente se existe hasta el

momento . Para o € (0,1)U(1,2), el exponente caracteristico de Y, puede expresarse como
U (u) = clul” (1 — i tan ?sgnu) + dun,
para algunos € [—1,1], n € R y ¢ > 0; ademas la medida de Lévy se expresa como

car'7dx si x>0
v(dz) = . . ,
o |z dr si <0

donde c=c1+co yf=(c1—c2)/(c1+ o).

A.4 Funciones de centro

Otras férmulas similares a (1.1) son usadas y a continuacién se describen en detalle. Es
importante tener presentes dos propiedades que son ficiles de demostrar. La primera que
es si A es boreliano de R, tal que su cerradura no contiene al cero, entonces v (A) < oo.
También se tiene que la suma de dos procesos de Lévy independientes es proceso de Lévy.
Esto se puede demostrar viendo que la suma se sus exponentes caracteristicos tiene también
la forma (1.1).

Sea ¢ : R — R una funcién medible y acotada tal que

clx)=14o0(x), z—0 y c(x)=01/]|z|), |z|]— oc. (A.4)
Entonces (1.1) puede escribirse como

2

U (u) = jub. — %ug + / [ — 1 —iuz c(z)] v (dz), (A.5)

donde b. = b+ [z [c(z) — L{z<13] v (dz).

Si ademds ¢ es medible y para cada u € R, la funcién e™* — 1 — juz ¢ (x) es integrable
con respecto a v, entonces la terna (b,0?,v), := (b., 0%, v) caracteriza al proceso de Lévy
{X:,t > 0}. Se hard referencia a esta clase de funciones ¢ como funciones de centro.

Algunos ejemplos de estas funciones son:
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(i) c(x) = 1gg|<ey, € > 0.
(i) c(2) = 13-
(i11) c(z) = 1gu<y + (2 = |2]) <<y
() (@) =111 () + 211,00) (2) — 11oo 1) (2).

(v) c(x) =22,

Observe que al sustituir ¢ (z) = 1)<} en (A.5) se obtiene

~ 1 A
U (u) = dub — 502 +/ (€™ — 1 — iualy<ey| v (dz)

donde b = b — fxl{ggmd}y (dz). De aqui se ve que el uno dentro de la indicadora 1yj;)<1}
en la férmula (1.1) puede ser sustituido por cualquier otra constante positiva. La funcién de
centro ¢ () = (14 22)~" es usada en Neumann y Reiss [26].

El teorema siguiente se encuentra en ([28], Teorema 8.7). Asevera que bajo algunas condi-

ciones, una sucesién converge si y sélo si su terna caracteristica satisface ciertas condiciones.

Teorema A.3 Sea ¢ : R — R continua, acotada y que satisface (A.4). Suponga que para
cadan € N, P, es una distribucion de probabilidad infinitamente divisible con funcion carac-
teristica p,, y con terna caracteristica (b,, 0%, v),. Sea P una probabilidad. Entonces P, Ap
st y solo si P es infinitamente divisible y su funcion caracteristica, p, tiene representacion

de Lévy-Khintchine (b,0?,v),, con b,0? v que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Si f:R — R es continua, acotada y se desvanece en una vecindad del cero, entonces

lim [ f(z)v,(dz) = /f (z)v(dx).

n—oo
(73) Definiendo
ai}s =02 + / v, (dr),
|z]<e
se tiene que

C e 2 2| _
lfm lfmsup }anﬁ -0 ‘ =0.

el nooo

(iid) by — b.
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A.5. Momentos de un proceso de Lévy

A.5 Momentos de un proceso de Lévy

Hay una estrecha relacion entre los momentos de un proceso de Lévy y los momentos de su
medida de Lévy. Aqui se explica dicha relacién, la cual es usada por varios de los articulos

que se estudian en este trabajo.

Definicién A.3 Sea g : R — R una funcion medible y no negativa. El g-momento de una

medida p se define como [ g (z) p(dz).

Definicién A.4 Una funcion g : R — R se llama submultiplicativa si es no negativa y

ezriste una constante a > 0 tal que

g(x+y) <ag(x)g(y), para z,y € R.

Los siguientes dos resultados se encuentran en ([28], Teorema 25.3 y Proposicién 25.4,

respectivamente).

Teorema A.4 Sea g una funcion submultiplicativa, localmente acotada y medible. Entonces
la existencia del g momento de un proceso de Lévy X no es una propiedad distribucional que
dependa del tiempo. Ademds, X, tiene g-momento finito para cadat > 0 si y sdlo si l/|{‘x|>1}

tiene g—momento finito.
Proposition A.5 Se satisfacen las siguientes propiedades.

1. El producto de dos funciones submultiplicativas es submultiplicativo.
2. Si g (-) es submultiplicativa, entonces también lo es g (a - +b)°, para a,b € R y ¢ > 0.

3. Sea 0 < a <1, entonces las siguientes funciones son submultiplicativas: |x|V 1, zV 1,

exp |z]%, exp (x vV 0)°, log (|| V e), log (x V e), loglog (|z| V €°) y loglog (x V €).

El Teorema A.4 expresa de manera general la relacién mencionada. Sin embargo, vale la
pena escribirla de manera mads explicita de la forma en que es usada en los articulos que se

estudian aqui, tal como se hace en ([8], Proposicién 3.13).
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Proposition A.6 Para cada n € N, se tiene que EX; < oo para algin t > 0, equivalente-

mente, para todo t > 0, si y solo si flw\>1 lz|" v (dz) < oo.

Observe que, debido a (1.2), si n > 2, la condicién fle |z|" v (dz) < oo es equivalente a
[z" v (dz) < oo.

Otro resultado interesante concerniente a momentos es el que se enuncia en ([8], Proposi-
ci6n 3.14), que afirma que una relacién similar ocurre con los momentos exponenciales del

proceso y de la medida de Lévy.

Teorema A.7 Para cada u € R, se tiene que f e v (dz) < oo si y solo si Be"Xt < co, para

algin t > 0, si y solo si Ee"*t < oo, para todo t > 0.

A.6 Actividad finita o infinita

Los términos “actividad finita” y “actividad infinita” tienen que ver con el nimero espe-
rado de saltos de un proceso de Lévy, por unidad de tiempo. Enseguida se explica esto

formalmente.

Definicién A.5 Se dice que un proceso de Lévy tiene actividad finita si f‘x v(dr) < oo.

<1

En otro caso se dice que el proceso tiene actividad infinita.

Observe que en la Definicién (A.5), la condicién flwl <17 (dz) < o0 es equivalente a la
condicién [ v (dz) < oo, pues por (1.2), la integral es finita fuera el disco unitario. Una

forma de definir la medida de Lévy es la siguiente. Para cada A € B (R)
v(A)=E[#{te[0,1]: AX; #0, AX, € A}]. (A.6)

Esto es, v (A) es el nimero esperado de saltos por unidad de tiempo cuya longitud pertenezca
a A. Por ejemplo, v ((1,2)) es el nimero esperado de saltos por unidad de tamafio mayor
que 1 y menor que 2. Recuerde que la condicién (1.2) garantiza que todo B € B (R) tal
que 0 ¢ B cumple v (B) < oo, por lo que un proceso de Lévy podrfa tinicamente tener una

cantidad infinita de saltos de longitud en una vecindad del cero.
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A.6. Actividad finita o infinita

Al definir la medida de Lévy como en (A.6), se ve que un proceso de Lévy tiene actividad
finita si y solo si en cualquier intervalo de tiempo, el nimero esperado de saltos es finito.
Quiz4 sea 1itil mencionar que en [3] se hace alusién a procesos de Lévy con “intensidad finita”,
pero se trata precisamente de procesos de Lévy con actividad finita. Lo que se asume en tal
articulo es que la medida de Lévy puede escribirse como v (dz) = p (z)dx y mencionan que

el proceso tiene intensidad finita si p € L' (R), lo que significa que

oo>/p(x)da::/u(da:),

es decir, que el proceso sea de actividad finita.

A.6.1 Ejemplos

Existen procesos de Lévy con actividad infinita, pero que tienen momentos, asi como procesos
de Lévy con actividad finita y que no tienen momentos. Aqui se describen algunos ejemplos

de tales procesos.

Los procesos gaussianos inversos son una clase de procesos de Lévy cuyas trayectorias
son crecientes. Se definen como el tiempo que un movimiento browniano esténdar con deriva
tarda en cruzar una barrera. Formalmente, si {B;, t > 0} es un movimiento browniano

estdndar y 5 € Ry, un proceso gaussiano inverso {X;, ¢t > 0} se define como

Xy =inf{s>0: B;+ 3s > t}.

En (Kyprianou [25], pdg. 8) se demuestra que, efectivamente, {X;, t > 0} es proceso de

Lévy y que su medida de Lévy es




A.6. Actividad finita o infinita

Tomando 8 = 1, se tiene que

v([-1,1]) = /V(dx)

1

x

1 /1 1 q
— —=C€ x
/271' 0 .1'3/2

671/2 1 1

V21 Jo x3/2dx

= OQ.

AV

Por otro lado, para n € N,

1 & z
z|"v(dx) = — 2" 3273 dr < 0.
/IMH @)= o= [

Entonces este es un ejemplo de un proceso de Lévy que tiene todos sus momentos y ademas
tiene actividad infinita, es decir, una infinidad de saltos esperados por unidad de tiempo.
Considérese ahora un proceso de Lévy con terna caracteristica (0,0, v), donde v se define

como
1 1

V(dx):;xz—i-l v

La medida v es precisamente la medida de una v.a. con distribucién Cauchy, por lo que

/1/\3:2 Z/(dx)g/y(dx)<oo,

lo cual indica que se trata de una medida de Lévy. Se tiene ademds que

v([-1,1]) < /u(daz) < 00

2 o0
/ |x|u(da7):—/ ;E dz = oc.
lo]>1 mJi i+l

Un proceso de Lévy asi definido tiene actividad finita, pero carece de momentos.
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Apéndice B
Otros resultados

Con el objetivo de que la lectura de este trabajo sea lo més autocontenida posible, se exponen
en este apéndice varios temas que mejoran la comprensién del mismo. Particularmente, se
presentan varias propiedades de funciones caracteristicas, como lo son las diferentes versiones

de la féormula de inversién de Fourier. También se introduce la base de ondiculas de Haar.

B.1 Propiedades de las funciones caracteristicas

Son usados en este trabajo varios resultados de funciones caracteristicas; la mayor parte de
los que aqui se exponen, han sido extraidos de Chung [5], donde pueden verse también sus
demostraciones. El siguiente teorema se encuentra en ([5], Teorema 6.3.3) y da otro criterio

para demostrar convergencia en distribucién.

Teorema B.1 Una sucesion de medidas de subprobabilidad {Pn}n21 converge vagamente a

P siy solo si la sucesion de sus correspondientes funciones caracteristicas {¢, },~, satisface

t t
/ ¢, (u)du — Poo (u) du,
0

n—oo 0

donde .. es la funcion caracteristica de Ps,.

A continuacién se enuncian algunas versiones del Teorema de Inversién de Fourier, que

tienen la finalidad de recuperar una medida a partir de su transformada de Fourier. Una
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B.1. Propiedades de las funciones caracteristicas

demostracién de estos resultados puede encontrarse en ([5], Teoremas 6.2.1, 6.2.3 y 6.2.4,
respectivamente), donde se desmuestran para medidas de probabilidad, mas siguen siendo

validos para medidas finitas.

Teorema B.2 Si u es una medida finita con transformada de Fourier Fu y x1 < x3, en-

tonces

(1, w2)) + p({21}) + p ({2}) = lim i/ - 7 - ¢ (u) du.

= If
Teorema B.3 Si i1 es una medida finita con transformada de Fourier Fu integrable, en-
tonces F' () := pu((—o0,x)), para x € R, es continuamente diferenciable y ademds

1

F'(x) = %/e_im}"u (u)dt.

Teorema B.4 Sea i una medida finita con transformada de Fourier Fu. Para cada x € R

se tiene que

p({z}) = h’m%/ e Fu (u) du.

T—o00 _T

El siguiente resultado se encuentra en ([5], Teorema 7.6.2). Da condiciones suficientes de

cuando una funcién f : R — C, puede expresarse como f (t) = e9®), donde g es tinica.

Teorema B.5 Sea f : R — C tal que f(0) = 0 y para algin T > 0, f es continua en
[—=T,T] y no se anula en ese intervalo. Entonces existe una tnica funcién g : [-T,T]— C

con g (0) =0 que es continua y cumple que
fity=e, T <t<T.
El resultado continia siendo vdlido cuando [—T,T| es reemplazado por (—oo, 00).

Remark 1 Las condiciones

2

/(1A:L'2)V(da:)<ooy/ Y y(dr) < o

1+ 22

son equivalentes, pues




B.2. Base de ondiculas de Haar

La primera desigualdad es clara, mientras que la sequnda se cumple porque si |x| < 1,entonces

9 o2 22 ., 22 .
x* = 2% < 2775. Por otro lado, la funcion 1 es creciente en [1,00) y en uno vale 1/2,

_z?
14227

por lo que 1 = 2% <2 para |x| > 1.

Para la funcién caracteristica empirica se usa la notacion

?, (u) = 1 Z eXi=Xem) g € R,

n
t=1

B.2 Base de ondiculas de Haar

Aqui se describe brevemente la base de ondiculas de Haar, para entender con mayor facilidad
la parte de implementacién que se hace en [26]. Las definiciones de esta parte han sido
extraidas de [30].

Recuerde que si la familia de funciones {f, }, es una base ortonormal en L? (R), entonces

toda f € L? (R) puede escribirse como

f=>anfu,
donde a,, := (fn, f) = [ fu (z) f (x)du.
Definicién B.1 Una ondicula es una funcion ¢ € L* (R) tal que la familia de funciones
b (1) =270 (2t — k),
k,j€Z,te€R, es una base ortonormal en L? (R).
Observe que el soporte de la funcién ¢, es SOp<¢j,k) = [277k,277 (k+1)). De esta

manera, fijando j, se tiene que ¢;, son funciones con soporte de longitud 277 y que son

ajenos entre si.
Definicién B.2 La base de ondiculas de Haar se define como
1 s te|0,1/2),
p(t):=q —1 s te[l/2,1),
0 en otro caso.

No es dificil ver que, efectivamente, ¢ es una ondicula.
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Notacion

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. R es el conjunto de nimeros reales.

. R es el conjunto de los nimeros no negativos.

= significa “igualdad en distribucién”.

1 si z€A
14(z) = :

0 si z¢ A
a Ab=min{a,b}.

c.s. significa “casi seguramente”.
c . e
= representa la convergencia en distribucion.

La funcién g (n) es o (f (n)) significa g (n) /f (n) — 0.

n—oo

La funcién g (n) es O (f (n)) significa que limsup |g (n) /f (n)| < oo.

n—oo
El proceso estocéstico Y,, es Op () si para todo € > 0, existe K > 0 tal que para toda
n > 1 se cumple

P(|Yn] > Kay,) < e.
f',f",... son las derivadas primera, segunda, etc., de la funcién f.

) es la k-ésima derivada de la funcién f.

1 si x=y
0 si x#y '

Z es el conjugado del nimero complejo z, es decir, si z = x + iy, entonces z = x — 1y.

oy (z) =

C? es la clase de funciones reales con s-ésima derivada continua.

M (R) es la clase de medidas finitas en R.



17. B(R) son los conjuntos de Borel en R.
18. F f es la transformada de Fourier de la funcién f.

19. Fv es la transformada de Fourier de la medida v.
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